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Abstrakt

Cilem této bakalaiské prace je seznamit se s pravidly televizni soutéze 1
proti 100 a zkoumat pravdépodobnost, ze hrac zvitézi. Pravdépodobnost bude
zkoumana pomoci tif modelu vypoctu, a to modelu absorpéniho stavu Mar-
kovského fetézce poctu souperti, modelu rozkladu podle délky hry a modelu
prvni chybné odpovédi hrace. Dédle bude vySetrovana zavislost pravdépo-
dobnosti vyhry hrace ve hie na pravdépodobnosti jeho spravné odpovédi a
odpovédi soupéru a provedena simulacni studie.

Klicova slova: Pravdépodobnost, jev, hra, odpovéd’, vyhra, absorpce, Mar-
kovské tetézce, simulace



Abstract

This work explores the rules of a television game show ,1 proti 100“ and
analyses the probability of the contestant winning. The probability is analy-
sed through three calculation models; the first looks at the overall number
of contestants through the absorbing states of a Markov chain; the second
is a division model utilising the length of the game as the dataset; and the
third is a probabilistic analysis based on the first incorrect answer. These
are followed by a comparative analysis of winning-probability based on the
probability of the contestant’s correct answer and on the probability of the
opponent’s correct answers. A simulation study is conducted to support our
calculations.

Keywords: Probability, event, game, answer, win, absorption, Markov
chain, simulation
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1 Uvod

Televizni védomostni soutéze byly diive velmi popularni, at’ uz pro ty, kteri
chtéli vyhrat vysnéné miliony, a nebo pro ty, kteti byli pouze divéky, jenz
si chteli overit, jak velké védomosti maji. Cilem této bakalaiské prace je
vypocitat pravdépodobnost vyhry pravé v jedné z televiznich védomostnich
soutézi a to konkrétné ve hie 1 proti 100.

Tato bakalarka préace je rozdélena na dvé c¢asti, na teoretickou a praktic-
kou cast. V teoretické ¢asti budou rozebrany tii modely vypoctu pravdépo-
dobnosti vyhry hlavniho hrace nad souperi a bude vySetfen prubéh pravdeé-
podobnosti vyhry hlavniho hrace ve hie 1 proti 100 v zavislosti na spravné
odpovédi hlavniho hrace a souperu. V praktické ¢asti bude vytvorena simu-
lace hry 1 proti 100 v softwaru MATLAB.

V druhé kapitole uvedeme pravidla televizni védomostni soutéze 1 proti
100.

Treti kapitola se bude zabyvat jednotlivymi modely vypoctu pravdépo-
dobnosti vyhry hlavniho hrace ve hie 1 proti 100, modelem rozkladu podle
délky hry, modelem prvni chybné odpovédi hrace a modelem absorpéniho
stavu Markovského fetézce poctu souperu. Na uvod treti kapitoly zadefinu-
jeme pojmy hlavni hra¢ a soupetr. U kazdého modelu vypoctu bude demon-
strovana strategie vypoctu, budou uvedené jevy vyskytujici se v jednotlivych
vypoctech a nakonec bude proveden samotny vypocet. Na konci treti kapitoly
shrneme vysledky jednotlivych pristupu k vypoctu a porovname jednotlivé
modely z hlediska ptfesnosti vysledku a komplikovanosti vypoctu.

Ctvrté kapitola bude vénovéna vysetieni pribéhu pravdépodobnosti vy-
hry ve hie v zavislosti na spravné odpovédi hlavniho hrace a soupeiu.
Pro kazdy piipad bude vySetfena monotonie a konvexnost a konkavnost.

Praktické casti je vénovana kapitola pata. Tato kapitola se bude zabyvat
popisem prilozené simulace hry 1 proti 100. V této kapitoleme srovname
analyticky ziskané vysledky a vysledky ziskané pomoci simulace.



2 Pravidla hry

Hra 1 proti 100 je televizni védomostni soutéz, kde hrac a zaroven jeho 100
souperu dostane v kazdém kole jednu védomostni otazku se tfemi variantami
odpovédi. Otazka je stejna pro vSechny hrace hrajici v urcitém kole. Hrac
muze premyslet nad odpovédi neomezeny ¢as, ma nékolik moznosti zachrany
a voli, zda nasledujici otdazka bude snadna nebo obtizna. Kazdy soupei ma
na odpovéd’ deset vtefin a Spatnd odpovéd’ ho definitivné vyfazuje ze hry.
Hrac, poté, co spravné odpovi na zadanou otazku dotane finanéni odménu
ve vy§i poctu vyrazenych hract vydélenou poctem vsech souperu hrajicich
v tomto kole vynasobenou ¢dstkou pul milionu. Pokud hrac¢ vyradi vsechny
soupefe hned v prvnim kole vyhrava % x500000 K¢. Hra probiha do té doby,
nez se vyradi vSichni soupefi nebo dokud hra¢ neodpovi spatné. V takovém
piipadé odchézi bez vyhry.



3 Modely vypoctu

Vypocty v kapitole 3.2 a 3.3 vychazeji z teorie pravdépodobnosti, ctenar se
muze o teorii pravdépodobnosti vice doc¢ist v publikaci [1].

3.1 Hlavni hrac¢ a souper

Jako hlavniho hrace oznac¢ime jedince, ktery ma ve hie lepsi podminky, tedy
muze premyslet nad odpovédi neomezeny ¢as, ma nékolik moznosti zachrany
a voli mezi lehkou a tézkou otazkou. Hlavni hrdc¢ odpovida spravné na zada-
nou otazku s pravdépodobnosti p a Spatné s pravdépodobnosti 1 — p. Prvni
Spatna odpovéd’ ho vyradi ze hry a ta dale nepokracuje.

Jako soupere uvazujeme jedince, ktery ma ve hie pouze deset vterin na
odpoved’ a zadnym zpusobem nemuze hru ovlivnit (nemuze vybirat otdzku
ani pouzit zachrany). Souper odpovida spravné na otézku s pravdépodobnosti
q a Spatné s pravdépodobnosti 1 — ¢ (pro zjednoduseni poc¢itame se stejnou
pravdépodobnosti pro vSechny soupete). Po prvni Spatné odpovédi je souper
automaticky vyrazen ze hry.

Ve vsech modelech vypoctu pravdépodobnosti vyhry hlavniho hrace
ve hie 1 proti 100 zanedebdvame vSechny jeho vySe zminéné vyhody.

3.2 Rozklad podle délky hry

3.2.1 Strategie vypoctu

Jednim z moznych zpusobu, jak vypocitat pravdépodobnost vyhry hlavniho
hrace nad soupefi ve hie 1 proti 100, je rozlozeni hry podle délky. Oznacme
1 pocet kol, otazky jsou zadavany v kolech 1 az ¢ a hlavni hra¢ v poslednim
1tém kole zvitézi.

Hlavni hrac¢ odpovi v kazdém kole 1 az ¢ na zadanou otdzku spravné.
Kazdy ze sta souperu hlavniho hrace odpovi v jednom z kol 1 az ¢ chybné
a alespon jeden z nich odpovi poprvé chybné v kole i. Strategie tohoto vypo-
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c¢tu tedy spociva v tom, ze hlavni hrac odpovida do kola ¢ spravné a minimalné
jeden z jeho souperu postoupi do itého kola, kde odpovi poprvé spatné. Tim
je zarucena vyhra hlavniho hrace v tomto itém kole, jelikoz on odpoveédél
spravné a zbyvéjici pocet soupeiru (minimélné jeden) se v tomto kole vytadil.

3.2.2 Jevy pouzité v modelu

V tomto pifstupu k vypoctu vystupuje jev H?, ktery oznacuje, Ze hlavni
hra¢ odpovi spravné v kolech 1 az i, jev JJ’f, ktery vyjadiuje postupu jtého
soupere ze vSech 100 souperu do posledniho kola i . Déle zde vystupuje
jev Si, ktery predstavuje vyfazeni ktého soupere nékdy béhem kol 1 az 4
a jev Vji, ktery predstavuje vytazeni vsech zbylych 99 soupeiu béhem kol
1 az i. Déle je v tomto modelu pouzivan jev U}, ktery reprezentuje, ze jty
souper odpovi poprvé Spatné v kole ¢ a vsech 99 zbyvajicich soupeitu odpovi
Spatné nejpozdéji v kole i. Celkova pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace
nad soupefi je oznacena P a je vypocitana jako

[e's) 100
p = pJHnJU)
i=1 j=1

100

= pG(Hf nJwinvy))

o0 100
- PUE A0 s,
i=1 j=1 k#j

kde v poslednim pruniku je k£ z mnoziny {1,2,..,100} kromé hodnoty, ktera
predstavuje poradi jtého hrace.

3.2.3 Vypocet modelu

Pravdépodobnost, ze hlavni hra¢ odpovi spravné na zadané otazky béhem
kol 1 az i, vypocteme jako prunik ¢ nezavislych jevu, tedy hlavni hra¢ odpovi
i krat spravné. Pravdépodobnost jevu H' reprezentuje vyraz

P(H') =p',
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kde p je pravdépodobnot spravné odpovédi hlavniho hrace na zadanou otazku.

Déle uvazujeme, ze alespon jeden ze soupeiu odpovi poprvé Spatné na
otazku v kole ¢ a vsichni ostatni souperi nejpozdéji v kole ¢. Predpoklddame
tedy, ze prinejmensim jeden ze 100 soupeiu odpovi v kolech 1 az ¢ —1 spravné
a v kole 7 odpovi poprvé na otazku Spatné. Ostatni soupeii odpovi v nékterém
z kol 1 az 7 Spatné.

Pravdépodobnost jevu J;, pravdépodobnost spravné odpovédi jtého sou-
pefe v kolech 1 az ¢ a $patné odpovédi v kole i (soupet odpovi i — 1krat
spravné a jednou $patné), reprezentuje vyraz

P(J;) =41 q),

kde q je pravdépodobnost spravné odpovédi soupeie na zadanou otazku.

Ostatni soupefi, ktefi nemusi nutné postoupit az do posledniho kola 7, od-
povi na nékterou zadanou otazku béhem kol 1 az ¢ chybné. Pravdépodobnost
jevu Sk, tedy pravdépodobnost §patné odpovédi ktého soupere v jednom
z kol 1 az 7, ma tvar

P(Sy) = (1 D+ql—q)+¢F1—q)+..+¢ ' (1—q)

P(Sy) = ) ¢"(1—q) (3.1)

n=0

Jelikoz vyraz (3.1) vyjadiuje geometrickou fadu s prvnim ¢lenem 1 — g a
kvocientem ¢, muzeme ¢leny geometrické rady secist. Soucet vyrazu (3.1) je

i1 i

) —1 .
P(SD) =Y q"(1-q) = Zq“ D=0 —=1-d"

n=0

Pro nas model vypoctu staci postup jednoho libovolného soupete do po-
sledniho kola i. U zbylych 99 souperu pro nas jiz neni dulezité, ve kterém
kole vypadnou. Jev Vj predstavuje vyfazeni zbylych 99 hracu béhem kol 1
az 1. Jev V7 je tedy prunikem 99 nezdvislych jevi S;. Pravdépodobnost jevu
Vi vypocitame jako

ﬂ S =(1—q 0.

k#j

Pravdépodobnost jevu U ;, Spatné odpovédi jtého soupere v kole i a ostat-
nich 99 soupeit nejpozdéji v kole i, vypocitame jako pravdépodobnost pru-
niku jevu J; a V}i, které jsou nezavislé. Hodnota pravdépodobnosti jevu U JZ
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vypada nasledovné
PU) = P(NV))
PU) = P(Jin()Sh)
ki
PU;) = ¢'1—q)(1—¢)".

Jelikoz nevime, ktery ze 100 soupetu, kteti ve hie 1 proti 100 vystupuji,
postoupi az do posledniho kola ¢, sjednotime vSechny jevy U ; pres vSechna j
jdouci od jedné do sta (jev U{ reprezentuje postup prvniho soupeft do kola
i, jev Uiy, predstavuje postup stého soupere do kola 7). Sjednoceni jevi U]Zf
ma tvar

100

P Ju)) = PUj)+PU3) + P(U3) + ...

—PUINUY - PUINUL) — ...
+PUINUINUN+PUINULNUL + ...
—PUNUsNUiNT;) — ...

(3.2)
Jednotlivé radky vyrazu (3.2) maji tvar
i i i 100 ;4 199
P(U1)+P(U2)+P(U3)+~- = 1 q (1_9)(1_Q)
P Uz Uz _p Uz Uz . _ -1 100 2(i—1) 1— 2 1 — 7198
(1m 2) (1m 3) e = ( ) 9 q ( C])( Q)
100

PUINUNUNY+PUNUINUN) + ... = (3

)= - g
Vyraz (3.2) muzeme vyjadiit jako alternujici fadu ve tvaru

100 ‘ 100 100 ‘ ‘
P(JU) =) ( L )(—1)'““61'““‘”(1 — )" (1—¢)" """
j=1

k=1

Pravdépodobnost P, ze hlavni hrac¢ porazi vsechny soupete v kole 4, vypo-
¢itame jako pravdépodobnost primiku jeva H? a U;OZOI U }, které jsou opét ne-
zavislé. Prvépodobnost pruniku téchto dvou jevu jesté secteme pies vSechny
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7 jdouci od jedné do nekonecna, jelikoz hra muze trvat od jednoho do ne-
koneéné mnoha kol. Tento soucet predstavuje sjednoceni disjunktnich jevu.
Pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace ve hie 1 proti 100 vypocitame jako

100
P = ZPH’ UUz

00 100

P _ Z 2(100) k+1qk(z 1)(1 q)k(l_qz)loo-k' (3.3)

Vyraz (3.3) neumime explicitné secist, seCteme tedy jen prvnich n ¢lent.
Pro urceni poctu clenu n, které secteme, odhadneme zbytek rfady po secteni
prvnich n ¢lent a uréime konstatntu €, na které bude zaviset presnost vy-
sledku. Zbytek rady odhadneme fadou Z D', jelikoz vyraz

,1,001 (100)( 1)1 ghE=1 (1 — q)k (1 — ¢*)'00—F reprezentuje hodnotu pravdépo-
dobnosti, tedy hodnotu z intervalu (0,1), a vyraz p’ se muZe po vynasobeni
touto hodnotou pouze zmensit. Odhad zbytku fady 3.3 a nasledné secetni

fady > o0 p' ma tvar

00 100
100 k+1 K1) (1 — )% (1 — 100k
|Z Z ¢ (1 =g (1 —¢")" | Zp
pn
< €.
1—p ‘

Konstantu e volime jako hodnotu 0,001, tedy aproximovana hodnota prav-
dépodobnosti P bude s presnosti na jedno desetinné misto procenta.
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3.3 Podle okamziku prvni chybné odpovédi
hrace

3.3.1 Strategie vypoctu

Dalsim modelem vypoctu pravdépodobnosti vyhry hlavniho hrace ve hie 1
proti 100 je model prvni chybné odpovédi hlavniho hréce. V tomto pristupu
k vypoctu odpovi hlavni hra¢ na otdzku poprvé Spatné pozdéji nez vsichni
jeho soupefi, tzn. vSichni souperové se do urcitého kola vytadi a hlavni hrac
az poté odpovi spatné. Pro nas model oznacime kolo ¢ jako kolo, ve kterém
odpovi hlavni hra¢ poprvé spatné.

V tomto modelu odpovi hlavni hrac¢ na vSechny zadané otazky béhem kol
1 az 7 — 1 spravné a na otazku zadanou v i-tém kole odpovi poprvé chybné.
Kazdy ze sta soupeit vypadne v nékterém z kol 1 az ¢ — 1, tedy kazdy z nich
odpovi na nékterou zadanou otazku béhem téchto kol spatné a tim pro néj
hra koné¢i. Tim je zaruCena vyhra hlavniho hréce, jelikoz vSech sto souperu
vypadne nepojzdéji v kole ¢ — 1, kde hlavni hra¢ jesté odpovi spravneé.

3.3.2 Jevy pouzité v modelu

V tomto pifstupu k vypoétu vystupuje jev H?, ktery oznacuje spravnou od-
povéd’ hlavniho hrace v kolech 1 az i — 1 a Spatnou odpovéd’ v kole 7. Déle
zde vystupuje jev Sj-, ktery vyjadiuje spatnou odpovéd’ jtého soupete v né-
kterém z kol 1 az i—1 a jev U, ktery reprezentuje vytrazeni vSech 100 soupefu
do kola ¢ — 1. Celkové pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace nad soupefti je
oznacCena P a je vypocitana jako

100

P = GP(Him (S = DP(H@'UUZ').

=2

3.3.3 Vypocet modelu

Pravdépodobnost jevu H* vypoéitame jako prinik pravdépodobnosti i ne-
zavislych jevi, jevu predstavujicich jednu Spatnou odpovéd’ v kole i a jevu
reprezentujici i —1 spravnych odpovédi béhem kol 1 az ¢:—1. Pravdépodobnost
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jevu H' mé tvar
P(H') = p" ' (1 = p).

Vsichni soupeti odpovi v nékterém z kol 1 az ¢ — 1 Spatné. Pravdépodobnost
jevu S}, tedy Spatné odpovédi j-tého soupefe v jednom z kol 1 az ¢ — 1
vypoceteme jako

P(SH) = (1—q)+q(1 —q) + (1 —q) + ... + ¢ (1 —q). (3.4)

Vyraz (3.4) muzeme vyjadiit jako geometrickou fadu s prvnim ¢lenem 1 — ¢
a kvocientem q, kterou umime secist. Soucet této geometrické fady ma tvar

i—2 i—1

P(S) = > q'(l—q)=> ¢"'(1-q) =
= (1- q)qiq_l_—_l1 =1—-q¢ " (3.5)

Ve hie 1 proti 100 figuruje 100 soupeitu a kazdy z nich odpovida v kolech
1 az i—1 s pravdépodobnosti vypoc¢itanou ve vyrazu (3.5). Pravdépodobnost
jevu U’ tedy vypocitdame jako prunik 100 nezdvislych jevi S}

100

PUY) = P(() ) = (1=~

Jak jiz bylo feceno, pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace v kole i vy-
pocteme jako prunik jevi H? a S, kterd jsou nezdvislé. Pravdépodobnost
pruniku téchto jevu jesté secteme (tento soucet predstavuje sjednoceni dis-
junktnich jevu) pres vsechna i jdouci od dvou do nekoneéna, jelikoz hra muze
teoreticky trvat od dvou (jedno kolo neni mozné, v pripadé, ze by hra trvala
pouze jedno kolo, nastal by spor s timto modelem, jelikoz hlavni hrac by
v prvnim kole odpovédél chybné a prohrél by) do nekoneéné mnoha kol

P = iP(Hi)P(Ui)
P = Zpi‘l(l—p)(l—qi‘l)loo
P = Zp"(l—p)(l—qi)wo- (3.6)

9
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Vyraz (3.6) upravime rozmocnénim vyrazu (1 — ¢*)'%

P = i(l —p)p'[l — (1?()) q + (12()) ¢ - (120) ¢+

=1

100 98i 100 99: 100 1007
(98)‘] (99>q FL00) 0k (37)

Déle muzeme vyraz (3.7) vyjadfit jako soucet 101 geometrickych fad

P = (1-pD r- (12()) > v+ (1(2)0) > et - (12()) > Pt +
i=1 i=1

=1 i=1

100\ o= ; o5i  (100\ o= . 00; = (100 <= . 100;
(o) o™ = (g ) va™ + (Joo) ™. 39

=1 =1 =1

Téchto 101 geometrickych fad z vyrazu (3.8) muzeme postupné secist

P 100\ pq 100\ pq?
P = (1-p(— — —
( p)<1—p (1)1—pq+<2)1—pq2

100\ pg”® N 100\  pg'® )

99 /1 — pg* 100/ 1 — pgt00””
Pravdépodobnost vyhry P hlavniho hrace nad vSemi soupefi v modelu prvni
chybné opdovédi hlavniho hrace mé po tupraveé tvar

P=(1-p) %(—1)" (120> P

n=0 1_pq7’b

10



Modely vipoctu Absorpéni stav Markovského tetézce poctu souperii

3.4 Absorpéni stav Markovského retézce po-
¢tu souperu

Vypocty provadéné v této kapitole jsou zalozeny na teorii nahodnyh procesu,
predevsim Markovych fetézcu. Vice o téchto retézcich a nahodnych procesech
se muze Ctenar docist v publikacich [2] a [3].

Poslednim z modelu vypoctu v této préaci je model hry pomoci Markov-
ského tetézce. Prubéh hry lze modelovat markovovym fetézcem s mnozinou
stavi {s; }]10:10 (stavy predstavuji pocet zijich soupeiu,kromé stavu 101, ktery
predstavuje spatnou odpovéd’ hlavniho hrace na zadanou otédzku, nebo-li pro-
hru hlavniho hrace nad soupefi, jejichz pocet nds v tomto stavu nezajimé)
a matici prechodu P = [p; ;];9L,.

Stavy 1 az 100 predstavuji pocty nevytazanych soupeii, tedy stav 1 pred-
stavuje hru, ve které zbyl jeden soupei a hlavni hrac, stav 2 reprezentuje
situaci se dvéma souperi a hlavnim hracem atd. Stav 0, predstavuje zad-
ného soupere, tedy vitézstvi hlavniho hrace. Stav 101 reprezentuje prohru
hlavniho hrace. Ze stava 0 a 101 nemuze hra pokracovat do zadného jiného
stavu, jednd se o absorp¢ni stavy Markovova fetézce.

Nyni sestavime matici prechodu P v zavislosti na parametrech p a ¢.Sestaveni
matice budemem demonstrovat na stavu 2. Pokud se hra nachazi ve stavu 2,
tedy ve stavu kdy zbyvaji dva souperi a hlavni hra¢, muze hra pokracovat
do 4 stavu, do stavu 0, kdy hlavni hrac zvitézi, do stavu 1, kdy jeden ze dvou
souperu odpovi Spatné, setrvat ve stavu 2 nebo prejit do stavu 101, kdy hra
kon¢i, protoze hlavni hra¢ odpovédél Spatné. Prechod ze stavu 2 do stavu 0
reprezentuje Spatnou odpovéd’ obou soupeiu a spravnou odpovéd’ hlavniho
hrace, pravdépodobnost tohoto prechodu je

pao =p(1—q)*

Pti prechodu ze stavu 2 do stavu 1 odpovi jeden konkrétni soupert z téchto
dvou hrajicich souperu spravné, druhy odpovi §patné a hlavni hra¢ odpovida
spravné. Pravdépodobnost tohoto prechodu ma tvar

P21 = G)pq(l - q).

Setrvani ve stavu 2 je mozné, pokud hlavni hrac i oba soupefi odpovi
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Modely vipoctu Absorpéni stav Markovského tetézce poctu souperii

na zadanou otazku spravné. Pravdépododnost setrvani ve stavu 2 je

P11 = pgt.

Prechod ze stavu 2 do stavu 101 predstavuje konec hry prohrou hlavniho
hrace. Jelikoz se jedna o konec hry, zajima nas pouze odpovéd’ hlavniho
hréace, ktera je spatna. Odpovédi souperu pro nas v tomto okamziku nemaji
vyznam. Pravdépodobnost prechodu ze stavu 2 do stavu 101 ma tvar

P2,101 = (1 - p).

Prechod do stavu 3 az 100 neni ze stavu 2 mozny, jelikoz soupefi mo-
hou pouze ubyvat, pokud Spatné odpovi, nikoliv ptribyvat. Pravdépodobnost
prechodu je tedy

por =0 k=1{3,4,5,...,99,100}.

Jak jiz bylo zminéno, stavy 0 a 101 jsou absorpcnimi stavy Markovova
fetézce, tedy ze stavu 0 muzeme piejit pouze do stavu 0, ze stavu 101 pouze
do stavu 101. Pravdépodnosti setrvani ve stavech 0 a 101 je tedy

poo = 1

piot,i01 = L.

Analogicky doplnime prvky zbyvajicich radku. Vyslednd matice prechodu
P je ¢tvercova matice fadu 102 ve tvaru

1 0 0 0
p(1—q) Pq 0 0
p(l—q)? pa(l —q) pg? 0
p(l—q)? (i)pQ(l — q)? (;’)qu(l —q) pg®
P— p(l —o¢t  (Opa1-9¢?®  (G)pP1-9?  ()pd*(1—q)
p(l - Q)gg (Ez)pQ(l —q)% (8 pq (1 Q)" (989 pg(1 — q)*
p(1—q)" ("P)pg(1 =)' ("V)p*(1—q)*® ()pe*(1 —q)"
0 0 0 0

Stavy 1 az 100 jsou stavy pirechodné. Nyni néds zajima pravdépodobnost
absorpce ze stavu 100 do stavu 0. Sestavime soustavu rovnic podle nasledujici
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Modely vipoctu Absorpéni stav Markovského tetézce poctu souperii

rovnice pro vypocet pravdépodobnosti absorpce ze stavu ¢ do stavu j podle
pravdépodobnosti prechodu

Ui =pig+ Y Pty €T j¢ET
veT

kde T je mnozina prechodnych stavu, tedy stavi 1 az 100.

Po dosazeni jednotlivych pravdépodobnosti prechodu z matice prechodu
P do rovnice (3.9) ziskdvame soustavu 100 nasledujicich rovnic.

ug = p(l—q)+pquip

2
uso = p(l—q)*+ (1>p(1(1 — q)uro + pqlusy

3 3
uso = p(l—q)°+ (1)pQ(1 —q)*ui o+ (Q)qu(l — q)uao + pgiusy

(3.9)

Jelikoz nés zajima absorpce ze stavu 100 do stavu 0, potfebujeme vyja-
drit vSechny pravdépodobnosti w;;,i = {1,2,...,99,100}, j = 0. Explicitni
vyjadreni vsech téchto pravdépodobnosti je velmi narocné, z tohoto duvodu
budou tyto pravdépodobnosti vyjadieny numericky. Postupné budeme do-
sazovat hodnoty parametru p a ¢, p,q € (0,1). Pro tyto hodnoty nasledné
vycislime pravdépodobnost g0, kterd predstavuje vyhru hlavniho hrace.

Numericky vypocet byl proveden v programu MATLAB. Pro hodnoty
pravdépodobnosti p a g byly voleny hodnoty k-0, 05, kde k= {0,1,2, ..., 20}.
Jednotlivé rovnice z vyrazu (3.9) lze vyjadrit ve tvaru

k
k
Upo = Z (k B n)p(l — )" " up_no (3.10)

n=0

ktery pouzijeme jako vypocetni tvar v programu MATLAB.

Jelikoz MATLAB pocitd s presnosti na 15 mist, podle vzorce (3.10) ndm
nevypocita explicitni vysledek diky velkym hodnotam kombinacnich cisel.
Vyjadiime tedy vyraz (3.10) pomoci prirozeného logaritmu a vypocet kom-
bina¢nich ¢isel pomoci logaritmické Gamma funkce, kterda je v MATLABU
vestavéna. Upraveny vyraz ma tvar

k
_ _ ; _\n k—n .
Upo = § elnF(k—i—l) (InD(k—n+1)+Inl(i+1)in(p(1—q)"q uk—z,O).

n=0
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Modely vipoctu Shrnuti matematickych modeli

3.5 Shrnuti matematickych modela

Po numerickém vyjadieni pravdépodobnosti vyhry pro urcité proménné p
a q ziskdvame pro vSechny metody vypoctu stejné hodnoty.

V prvnim modelu rozklad hry podle délky ziskavame aproximovany vy-
sledek, jelikoz jsme nebyli schopni ziskat pomoci tvaru funkce ziskaného
v tomto modelu explicitni vysledek. Tvar funkce ziskany pomoci tohoto mo-
delu je velmi komplikovany, jelikoz s¢itdme dvé nekonecné sumy. V druhém
modelu ziskavame explicitni vysledky, jelikoz tvar funkce ziskany v modelu
podle prvni chybné odpovédi hrace je tvoren koneénym, nikoliv nekoneénym
souctem jako v predchozim modelu. Tvar funkce ziskany pomoci ttetiho mo-
delu, modelu absorpéniho stavu Markovského fetézce, dava taktéz explicitni
vysledek. V tomto modelu ziskdvame soustavu 100 rovnic, ze které je velmi
slozité analyticky vyjadiit vysledek. Po numerickém vyjadieni v softwaru
MATLAB ziskavame vysledek aproximovany.

Z hlediska komplikovanosti je tedy nejjednodussim tvarem funkce tvar
funkce ziskany v modelu podle prvni chybné odpovédi hrace, tento tvar je
pri numerickém vyjadreni také nejpresnéjsim vysledkem.

Na obrazku 3.1 je znazornén graf pravdépodobnosti vyhry hlavniho hréace
ve hie 1 proti 100 v zavislosti jak na spravné odpovédi hlavniho hrace, tak
na spravné odpovédi souperu.

Pro lepsi grafickou predstavivost jsou na obrazku 3.2 vyobrazeny vrstev-
nice funkce reprezentujici pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace ve hie 1
proti 100.

Dalsi grafy zavislosti pravdépodobnosti vyhry hlavniho hrace P na jednot-

livych proménnych p a ¢ jsou znazornény v nésledujici kapitole, viz obrazek
4.1 a obrazek 4.2.
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Modely vipoctu Shrnuti matematickych modeli

Pravdepodobnost vyhry

1.4
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Pravdepodobnost vyhry
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0.1

Obrazek 3.1: Pravdépodbnost vyhry P v zavislosti na spravné odpovédi hlav-
niho hrace a souperu
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4 Prubéh pravdépodobnosti

4.1 Prubéh pravdépodobnosti v zavislosti na
spravné odpovédi hlavniho hrace

Nyni se podivame na zavislost pravdépodobnosti vyhry hlavniho hrace nad
soupeii. Vysetfime zavislost pravdépodobnosti vyhry na spravné odpovédi
hlavniho hrace a soupeiu, predevsim nas bude zajimat monotonie, konvexnost
a konkavnost funkce reprezentujici pravdépodobnost P.

4.1.1 Monotonie

Pro vysetfeni monotonie funkce predstavujici pravdépodobnost vyhry hlav-
niho hrace ve hie 1 proti 100 v zavislosti na proménné p, tedy spravné od-
povédi hlavniho hrace na zadanou otazku, vyuzijeme tvaru funkce ziskaného
z modelu vypoctu pravdépodobnosti vyhry podle rozkladu podle délky hry.
V tomto modelu je pravdépodobnost vyhry vypocitana jako

100
P = ZPH’ UU’

00 100

P=3 Z(m) (D = g (- ) ()

Vidime, ze pravdépodobnost P(Uwo U Z) zavisi pouze na proménné ¢, tedy
spravné odpovédi soupefe, nikoli na proménné p, podle které vysettujeme
monotonii. Upravime tedy vyraz (4.1) jako

P=>p -  ce(01). (4.2)
i=1

Nyni vyraz (4.2), ktery predstavuje mocninnou fadu, zderivujeme pro
vySetfeni monotonie. U mocninnych fad muzeme uvniti oboru konvergence
derivovat ¢leny ¢len po ¢lenu a je ziejmé, ze interval (0,1), na kterém chceme
derivovat patii do oboru konvergence této mocninné fady.
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Prubéeh pravdépodobnosti 'V zdvislosti na sprdvné odpovédi hlavniho hrdce

Derivace vyrazu (4.2) ma tvar

P = Zz’p"’l - ¢, ce (0,1).
=1

V nasledujici tabulce 4.1 jsou znédzornéné jednotlivé ¢initele z prvni deri-
vace a jejich vysledné znaménko.

| Vyraz || interval (0,1) |

ict kladny

p~t || kladny

ip~ it || kladny

Tabulka 4.1: Hodnoty ¢initelu prvni derivace podle p

Hodnota prvni derivace vyrazu (4.2) je kladnd, funkce je tedy na intervalu
(0,1) rostouci vzhledem k proménné p.

4.1.2 Konvexnost a konkavnost

Zda-li je funkce konvexni nebo konkavni vySetiime z tvaru funkce vyjadiené
v modelu podle prvni chybné odpovédi hrace. V tomto modelu je pravdépo-
dobnost P vypocitana jako

P = i P(H")P(S")

P = Zpi(l —p)(1—q")". (4.3)

Jelikoz P(S") = (1 — ¢")'"" nezévis{ na proménné p, podle které vyset-
fujeme konvexnost a konkavnost, ale pouze na proménné ¢, upravime vyraz
(4.3) na tvar

P= Zpi(l —p)e,  ce(0,1). (4.4)
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Prubéeh pravdépodobnosti 'V zdvislosti na sprdvné odpovédi hlavniho hrdce

Konvexnost a konkavnost uré¢ime podle hodnoty druhé derivace zkoumané
funkce. Pokud je druh& derivace zapornd, funkce je konkavni, pokud funkce
nabyva v druhé derivaci kladné hodnoty je funkce konvexni.

Vyraz (4.4) reprezentuje mocninou fadu a interval (0,1) opét spada do
oboru konvergence mocninné fady (4.4), muzeme ji tedy derivovat ¢len
po clenu.

Prvni derivace funkéni fady (4.4) podle proménné p je
P = Zci(ipi’l —ip' — ), ce (0,1). (4.5)
i=1

Prvni derivace je opét mocninnou fadou, kterou muzeme opét derivovat ¢len
po ¢lenu, jelikoz polomér konvergence je u mocninnych fad pfi derivovani
zachovéan a interval (0,1) znovu spada do oboru konvergence mocninné fady

(4.5).

Vypocitame druhou derivaci, ze které urc¢ime, zda-li je funkce konvexni
nebo konkévni. Druha derivace vyrazu (4.4) ma tvar

P'=) ci(i—1)(1—-pp?  ce(0,1).
1=1

V tabulce 4.2 jsou znézornény kladnosti respektive zdpornosti jednotli-
vych ¢initelu vystupujicich v druhé derivaci.

Hodnota druhé derivace funkce predstavujici vyhru hlavniho hrace ve hie
1 proti 100 podle proménné p, tedy pravdépodobnosti spravné odpovédi hlav-
niho hréce, je nezaporna. Funkce je tedy konvexni vzhledem k p.

Na obrazku 4.1 je zobrazen graf prubéhu pravdépodobnosti P v zavis-
losti na pravdépodobnosti spravné odpovédi hlavniho hrace pro 9 vybranych
hodnot gq.
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Prubéeh pravdépodobnosti 'V zdvislosti na sprdvné odpovédi hlavniho hrdce

| Vyraz | interval (0,1) |
cti kladny
1 —1 nezaporny
1—p kladny
pi? kladny
ci(i — 1)(1 — p)p*=2 || nezéporny

Tabulka 4.2: Hodnoty ¢initelu v druhé derivace podle p

Pravdepodobnost vyhry hlavniho hrace v zavislosti na jeho spravne odpovedi
l -
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Pravdepodobnost spravne odpovedi souperu

Obrazek 4.1: Prubéh pravdépodobnosti v zavislosti na spravné odpovédi hlav-
niho hrace

Jak je z obrazku vidét, jednotlivé grafy jsou funkce rostouci a konvexni.
Vypocet toto tvrzeni potvrzuje.
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Prubéeh pravdépodobnosti V' zavislosti na sprdvné odpovéedi souperi

4.2 Prubéh pravdépodobnosti v zavislosti na
spravné odpovédi souperu

4.2.1 Monotonie

Pro vysetieni monotonie funkce predstavuji pravdépodobnost vyhry hlavniho
hrace nad soupefii ve hie 1 proti 100 podle proménné ¢, tedy spravné odpoveédi
soupere na zadanou otazku, vyuzijeme tvaru funkce ziskaného v modelu podle
prvni chybné odpovédi hrace. V tomto ptistupu je hledand funkce vypocitana
jako

P = i P(H")P(S")

P = Zpi(l —p)(1—q")'". (4.6)

Vidime, ze vyraz P(H') = p'(1 — p) je z4visly pouze na proménné p, nikoliv
na proménné ¢, podle které monotonii vySetiujeme. Jak jiz bylo zminéno,
vyraz P(H") piedstavuje pravdépodobnost, tedy hodnotu mezi 0 a 1. Vyraz
(4.6) muzeme tedy zapsat v upraveném tvaru

P:Zci-(l—qi)loo, ¢ e (0,1). (4.7)

Nyni ziskany vyraz (4.7) zderivujeme podle proménné ¢, abychom mohli
vySetfit monotonii v zavislosti na této proménné. Vyraz 4.7 reprezentuje
mocninnou fadu a interval (0,1) patii do oboru konvergence této mocninné
fady, muzeme ji tedy derivovat po ¢lenech.

Prvni derivace vyrazu (4.7) podle ¢ ma tvar
P'=-3"—100ig" " (1 - ¢)Pc;;  c€(0,1). (4.8)

=1

V tabulce 4.3 jsou znézornény kladnosti respektive zapornosti jednotli-
vych cinitelu, ze kterych se sklada prvni derivace vyrazu 4.7.

Hodnota vyrazu 4.8 je zaporna, dana funkce je tedy klesajici vzhledem
k q.
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| Vyraz | interval (0,1) |
—1002 zaporny
gt kladny
(1—q¢")"” kladny
—100ig" (1 — ¢")*° | zdporny

Tabulka 4.3: Hodnoty ¢initelt prvni derivace podle ¢

4.2.2 Konvexnost a konkavnost

Konvexnost a konkavnost funkce predstavujici vyhru hlavniho hrace v za-
vislosti na spravné odpovédi souperu, vySetfime stejné jako v predchozim
pripadé z funkce ziskané v modelu podle prvni chybné odpovédi hrace.

V tomto modelu je pravdépodobnost vyhry P hlavniho hrace nad soupefi
vypocitana jako

P = i P(H")P(S")

P =) p1l-p1-ag)” (4.9)
i=1
Vyraz P(H) = p'(1 — p) zévisi pouze na proménné p, podle které nevyset-

fujeme monotonii. Budeme tedy tento vyraz brat jako hodnotu mezi 0 a 1
(jedné se o hodnotu pravdépodobnosti) a upravime vyraz (4.9) na tvar

P=> ¢ (1-¢)"  ce(0,1). (4.10)
=1

Prvni derivaci vyrazu 4.10 jsme ziskali jiz v pfedchozi ¢ast ve tvaru
P'=-%"—100ig" " (1 - ¢)Pc;;  c€(0,1). (4.11)
i=1
Nyni vypocitdme druhou derivaci vyrazu (4.10) pro vySetieni konvex-
nosti nebo konkavnosti funkce reprezentujici pravdépodobnost vyhry hlav-

niho hrace ve hie 1 proti 100 v zavislosti na spravné odpovédi soupeiu. Vyraz
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(4.11) reprezentuje opét mocninnou fadu a pii derivovani mocninné rady se
zachovava polomér konvergence, muzeme tedy opét derivovat po ¢lenech.

Druhd derivace vyrazu (4.10) je

P’ =" —~100ig"*(1 — ¢')**(100i¢" — ¢’ =i+ 1)e;, € (0,1).
=1

Konvexnost a konkavnost nelze timto zpusobem urcit, jelikoz nulovy bod
pro vyraz (100i¢" — ¢" — i + 1) zavisi na ¢ a tézko uréime, pro které hodnoty
bude funkce konvexni a pro které konkavni.

Na obrazku 4.2 je zobrazena zavislost pravdépodobnosti vyhry hlavniho
hréce na spravné odpovédi soupeit.

Pravdepodobnost vyhry hlavniho hrace v zavislosti na spravne odpovedi souperu
1 ~
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Pravdepodobnost spravne odpovedi hlavniho hrace

Obrazek 4.2: Prubéh pravdépodobnosti v zavislosti na spravné odpovédi sou-
peru
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5 Simulace

Posledni ¢asti této bakalarské prace je simulace hry 1 proti 100 v programu
MATLAB. Jedna se o programovou simulaci televizni védomostni soutéze 1
proti 100.

Program nahodné generuje spravné a chybné odpovédi hlavniho hréace a
soupert, na zakladé vstupnich parametru simuluje vysledek hry a vypoci-
tava odhad pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace nad souperi. Vstupnimi
parametry této simulace jsou pouze pravdépodobnosti spravnych odpovédi
hlavniho hrace a souperu, tedy proménné p a q.

V simulaci nejprve ndhodné vygenerujeme spravné a Spatné odpoveédi
vSech hracu vystupujicich ve hie 1 proti 100. Déle zaznamename pocet sou-
peru, ktefi odpovedeéli Spatné, ti automaticky vypadavaji ze hry, a vypocéitame
vysi finanéni odmeény pro hlavniho hrace. Simulace probiha do té doby, dokud
hlavni hrac¢ neodpovi Spatné, nebo dokud nevypadnou vsichni jeho souperi.

Odpovedi hlavniho hrace a souperu vygenerujeme pomoci funkce rand(1).
Funkce rand(1) generuje ndhodné ¢islo s rovnomérnym rozdélenim na inter-
valu (0,1). Na zdkladé vstupnich paramatru urcime, zda-li odpovédél hlavni
hrac a souperi spravné nebo chybné. Pokud je vygenerovana hodnota pomoci
funkce rand(1) mensi nez pravdépodobnost spravné odpoveédi, je vytvorena
hodnota 1, tedy spravna odpovéd’. V opacném pripadeé je vytvorena hodnota
0, tedy Spatna odpoved'.

Simulaci nechame probéhnout celkem 10 000krat a z téchto 10 000 pozo-
rovani vypocitame pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace nad soupeti
ve tvaru

p—_"_
10000

kde n je pocet simulaci. kdy hlavni hra¢ ve hie zvitézil.

V nésledujicich tabulkach 5.1 a 5.2 jsou zobrazeny data ziskana analyticky
pomoci modelu vypoctu a data ziskana ze simulace.

Jak je z tabulek vidét, data ziskand ze simulace se lis{ maximalné o 0,5
procentniho bodu, nez data ziskana analyticky. Data ziskana pomoci simulace
jsou tedy celkem piresna ve srovnani s analyticky ziskanymi hodnotami.
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Simulace

(p/a ] 10% | 20% | 30% [ 40% [ 50% | 60% | 70% [ 80% | 90% |

10% || 0,42 % | 0,06 % | 0,01 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 %
20% || 191% | 048 % | 0,13% | 0,02 % 0% 0% 0% 0% 0%
30% || 482% | 1,67% | 0,58 % | 0,16 % | 0,03 % 0% 0% 0% 0%
40 % | 953% | 419% | 065% | 0,17 % | 0,03 % 0% 0% 0% 0%

50 % || 16,45 % | 8,74 % | 451 % | 2,03% | 0,71 % | 0,17 % | 0,02 % 0 % 0%
60 % || 25,99 % | 16,19 % | 9,80 % | 532 % | 2,39 % | 0,78% | 0,13 % | 0,01 % 0%
70 % || 38,62 % | 27,62 % | 19,26 % | 124 % | 6,95 % | 3,056% | 0,83 % | 0,08 % 0%
80 % || 54,82 % | 44,30 % | 35,16 % | 26,47 % | 18,16 % | 10,59 % | 4,48 % | 0,89 % | 0,01 %
90 % || 75,10 % | 67,81 % | 60,64 % | 53,02 % | 43,91 % | 33,61 % | 21,83 % | 9,52 % | 0,94 %

Tabulka 5.1: Analyticky ziskané hodnoty pravdépodobnosti

[(p/a [ 10% [ 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | 90 % |

10% || 0,58% | 0,51 % | 0,01 % 0% 0% 0% 0% 0% 0%
20% || 2,00% | 043 % | 0,15% | 0,03% | 0,01 % 0 % 0% 0 % 0 %
30% || 488 % | 1,84 % | 048 % 0,2 % 0,04 % 0% 0% 0% 0%

0% 954% | 392% | 149% | 074% | 0,14% | 0,04% | 0% 0% 0%
50 % || 16,20 % | 851 % | 469% | 2,04% | 058% | 012% | 0% 0% 0%
60 % || 25,81 % | 16,17 % | 1024 % | 499% | 2,16 % | 0,72% | 0,00% | 0% 0%
70 % || 38,52 % | 27,50 % | 18,77 % | 12,53 % | 6,74 % | 3,00% | 081 % | 0,08% | 0%
80 % || 54,40 % | 44,23 % | 35,11 % | 26,11 % | 18,10 % | 10,25 % | 4,10 % | 0,97 % | 0,01 %
90 % || 75,42 % | 67,80 % | 60,5 % | 53,49 % | 44,22 % | 33,03 % | 21,89 % | 9,36 % | 0,98 %

Tabulka 5.2: Hodnoty pravdépodobnosti ziskané pomoci simulace

Déle jsme ze zaznamenanych dat pro zajimavost vytvorili 2 histogramy
pro zvolené vstupni parametry. Na oprazku 5.1 je zobrazen histogram poctu
kol v jednotlivych simulacich a na obrazku 5.2 je zobrazen histogram poctu
vyfrazenych souperu v jednom kole.
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Simulace

Histogram poctu kol
3000 T T T T

T

I p-0.7,0=0.5

2500

2000
@
o
£ 1500
Q
(8}
1000
500
0
0 2 4 6 8 10 12 14
Pocet kol
Obrazek 5.1: Histogram poctu kol
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Obrazek 5.2: Histogram poctu vytazenych soupeiu v jednom kole
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0 Zaver

Cilem této bakalaiské prace bylo zkoumat pravdépodobnost vitézstvi hlav-
niho hrace ve hie 1 proti 100 a provést simulaci této hry. K vypocétu této
pravdépodobnosti byly vyuzity tii modely vypoctu: model absorpcniho stavu
Markovského tetézce, model rozkladu podle délky hry a model podle oka-
mziku prvni chybné odpovédi hlavniho hrace.

Jako prvni metoda byla zvolena metoda rozklad podle délky hry. V tomto
modelu jsme hru vyjadrili tak, ze hlavni hra¢ odpovidal na vSechny zadané
otazky spravné a alespon jeden jeho soupef s nim postoupil do posledniho
kola, kde odpovédél chybné. Vysledny tvar funkce ziskany pomoci tohoto
modelu je velmi slozity a velmi tézko jsme z néj néco vycetli. Tento tvar jsme
museli aproximovat a vyjadiit hodnoty numericky pro predstavu vysledku.

Druhym modelem byl zvolen piistup vypoctu podle prvni chybné odpo-
védi hrace. V tomto modelu hra probihala tak, ze hlavni hrac¢ odpovédél
chybné na otazku pozdéji nez vSichni jeho soupefi a on zvitézil. Tento mo-
del déva nejlepsi vysledek, jelikoz tvar funkce jsme mohli explicitné secist a
ziskali jsme konecnou sumu oproti predchozimu modelu, kde byl tvar funkce
vypocitan pomoci dvou nekone¢nych souctu.

Ttetim a poslednim modelem byl model absorpéniho stavu Markovského
fetézce. Prubéh hry jsme modelovali pomoci markovského fetézcem s mno-
stavu ktery reprezentoval prohru hlavniho hréce. V tomto modelu nas za-
jimala absorpce ze stavu, ktery predstavoval pocatek hry, tedy vsSech 100
souperu a hlavni hra¢ byli ve hie, do stavu, kde zil pouze hlavni hrac. V
tomto modelu jsme ziskali soustavu sta rovnic, jejichz explicitni vyjadieni
bylo velmi narocné. Opét jsme tedy vysledek vyjadrili numericky, pomoci
softwaru MATLAB.

Déle jsme shrnuli vysledky jednotlivych metod a vykreslili ruzné grafy
pravdépodobnosti vyhry hlavniho hrace nad soupefi ve hie 1 proti 100. Jak jiz
bylo zminéno, nejelegantnéjsi tvar funkce jsme ziskali pomoci modelu podle
prvni chybné odpovédi hrace.

Ctvrtd kapitola byla vénovdna vySetfovani priubéhu pravdépodobnosti,
kdy jsme vysetfili monotonii a konvexnost a konkavnost funkce predstavu-
jici pravdépodobnost vyhry hlavniho hrace ve hie 1 proti 100. K vysSetteni
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Zdaveér

prubéhu byly pouzity tvary funkei ziskanych v prvnich dvou modelech.

Posledni kapitola byla vénovana simulaci hry 1 proti 100 v softwaru
MATLAB. V této kapitole byl popsan program, kterym byla simulace pro-
vedena a porovnany vysledky ziskané analyticky a vysledky ziskané pomoci
simulac¢ni studie. Hodnoty ziskané pomoci simulace se témér shodovaly s ana-
lyticky ziskanymi hodnotami.

Pokud shrneme vysledky této bakalaiské prace, podafilo se nam ziskat
predstavu o tom, jakou m&a hrac¢ v konkrétni televizni védomostni soutézi
1 proti 100 pravdépodobnost vyhry. Jelikoz jsme zanedbali vSechny vyhody
hlavniho hrace v této hie, pravdépodonost vyhry by méla byt ve skutecnosti
vétsi, nez jsme vypocitali.
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