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ABSTRAKT

Prace je vénovana optimalizaci distribunich problémii. Z pocatku jsou
predstaveny zékladni ulohy a jejich zplsoby feSeni. Dale uz se prechazi
od vicera dodavateli k odbératelim na vice dni. Dany problém je feSen
deterministickym a stochastickym zptsobem.

Je uvazovana velikostné redlnd situace, feSena pomoci softwaru. Cilem této prace
je analyza dopravniho problému a také zkoumani raznych velikosti modela
v zavislosti na dobé trvani vypo¢tu. Dale nasleduje modelovani tloh v softwaru

AMPL a porovnani feseni tfemi vybranymi fesici CPLEX, Gurobi a Xpress .

ABSTRACT

In this thesis a distribution problem is discussed. At first some basic problems are
introduced together with corresponding solution methods. Next, more and more
complex models are being presented involving product delivery problems from
multiple producers to multiple consumers during some predefined time etc. This
example problem is solved using deterministic and also stochastic approach.

A software solution is presented involving real dataset size. This thesis aims
to devlivery problem analysis and comparison of different model size
and computational time. The solution has been implemented in AMPL

and calculated by three solvers: CPLEX, Gurobi and Xpress.
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UvoD

Dopravni sit’ je vyznamnou soucasti naSeho zivota. Uz za valky byla potieba
koordinace vzajemné souvisejicich cinnosti k dosazeni daného cile. Jednim
Z predstavitelti, ktery se zabyval mySlenkou optimalizacnich postupd, byl
matematik G. B. Dantzig. Ten je povazovan za zakladatele linearniho

programovani [1].

V prvnich dvou kapitolach je popsana zakladni teorie linedrniho programovani,
grafické zndzornéni pro lepsi predstavu problému.

Kapitola 3 poukazuje na rozsah vyuziti linedrnitho programovani v rtiznych
odvétvich. V dalsich ¢astech je zpracovano celoCiselné programovani
a simplexovy algoritmus, ktery se aplikuje na mén¢ naro¢né ulohy.

Od kapitoly 6 uz se podrobnéji zabyvame pouze jednou aplikaci linearniho
programovani dopravni ulohou. Nejdiive jsou popsany jednoduché dvourozmérné
modely a algoritmy feSeni, vytvofené pouze pro dopravni tlohy. Na to navazuji
ulohy rozsitené o dalsi rozméry napiiklad c¢as. Ty jsou feSeny pomoci
implementace v softwaru AMPL a vyuzitim fe8i¢t pro ziskanou tlohu.

Kapitola 7 navrhuje stochasticky pfistup pohledu feSeni problému pomoci
normalniho a extremalniho rozdéleni. V 8. kapitole je okrajové zminéno robustni
programovani jako dal$i mozny smér pokraovani.

nasleduje proto porovnani doby trvani feSeni pomoci deterministického

a stochastického programovani tfemi vybranymi feSici.



1 LINEARNI PROGRAMOVANI

Linearni programovani je odvétvi opera¢niho vyzkumu. Je mozné ho vyuzit jako
prostfedek pro planovani budouciho vyvoje daného problému, zabezpecujici
nalezeni optimalniho rozlozeni omezenych zdroji. Pfi jeho aplikaci na dany

problém se vyuziva matematicky model. V této ¢asti je Cerpano z [2],[3], [4], [5].

1.1 Obecna formulace tlohy linearniho programovani
Jde o optimalizaci linearni funkce, zohlediiujici dané omezeni problému.
Matematicky model se sklada z
e linedrni ucelové (kriteridlni) funkce z = f(x), ktera vyjadiuje cil
analyzy (1.1),
e linearnich omezujicich podminek, vyjadiujici vliv Ciniteld, které musi
feSeni splitovat. Mohou byt ve tvaru rovnic ¢i nerovnic (1.2),

e podminek nezépornosti (1.3).

Vysledny matematicky model tlohy linearniho programovani, dale LP,

S n neznamymi a m omezenimi, kde n,m € N, pfi nalezeni extrému definujeme

optz= c'x, (1.1)
za podminek

Axib, (1.2)

x>0, (1.3)

kde

opt = minimalizace ¢i maximalizace funkce z,

¢’ = (cy,¢y,C3,C4, ..., ) je Tadkovy vektor cenovych koeficientli Ucelové
funkce ¢ € R",

x = (xq,%, %3, ..., X, ) Tje sloupcovy vektor proménnych modelu x € R,

b = (by, by, bs, ..., byy)Tje sloupcovy vektor hodnot pravych stran podminek

b € R™,

0 = (0,0, ...,0)Tje nulovy sloupcovy vektor

a A matice koeficienti podminek A € R™*",

Poznamka 1.1. Je-li definovana uloha minimalizujici uéelovou funkci
minz = f(x),
Ize jednoduse piepsat pomoci maximalizace funkce jako
max (—z) = — f(x).
2



1.2 Zakladni pojmy

Definice 1.2. Vektor x € R™ spliujici vSechna omezeni dané ulohy (1.2),(1.3)
se nazyva pripustné feSeni.

Definice 1.3. Vektorx € R" ktery nespliiuje alesponn jedno omezeni
(1.2), (1.3), nazyvame nep¥Fipustné FeSeni.

Definice 1.4. ReSeni x je optimalni pravé tehdy, kdyz x je piipustné feseni
a nabyva nejlepsi hodnoty ucelové funkce, tzn. kdy ucelova funkce z je
V pozadovaném extrému.

Definice 1.5. Mé&me mnozinu X. Ta je konvexni prave tehdy, kdyZz V x4, x, € X,
z=ax,+ fx, €X (1.4)

kdea,f € (0;1); a+ B =1

Poznamka 1.6. Mé¢jme a € R"; § > 0. Otevienym §-okolim bodu a rozumime
mnozinu bodi x € R" s euklidovskou vzdalenosti od a mensi nez §.

Definice 1.7. Neprazdna, uzaviena mnozina vSech piipustnych feSeni mnoziny
ve tvaru Ax < b se nazyva konvexni polyedr.

Definice 1.8. Bod K se nazyva krajni bod (KB), jestlize lezi v konvexni mnoziné
a zaroven nelezi na spojnici dvou jinych bodl z této mnoziny.

Poznamka 1.9. Pokud existuje KB Ize ho nalézt pouze na ,,povrchu‘ konvexni
mnoziny.

Poznamka 1.10. Pokud je mnozina ptipustnych feSeni konvexni polyedr

a zaroven existuje optimalni feSeni, pak optimalni feSeni lezi v jeho krajnim bodu.

Na nasledujicim obrazku jsou uvedeny piiklady konvexniho polyedru s krajnimi
body pro dimenzi R?.

K, K, K,

K; K; Kl K

1
Obrazek 1: Konvexni polyedr se 3, 4 a 6 krajnimi body.

Poznamka 1.11. Konvexni polyedr v R®miZe byt napiiklad krychle &i tyistén.

3



2 GRAFICKA INTERPRETACE

Ulohu LP lze nejsnéze na pochopeni znézornit pomoci grafické metody. Jsme ji

schopni zobrazit maximaln& pro model v R3. V modelu v R? vyuZijeme kartézské

soufadnicové soustavy v rovin€. Proménné x4, x, pfedstavuji osy soufadnicového

systému. Tato kapitola je zpracovana dle [2].

2.1 Grafické metoda LP

Metoda je pouze ilustracni, jelikoz ve skuteCnosti byva v modelu mnohem vice

proménnych.

Postup teseni

Omezujici podminky typu nerovnosti nejprve znazornime jako piimky.
Ptimka rozdéli rovinu na dvé poloroviny. Dale zvolime libovolny bod,
ktery neleZi na piimce, a dosadime ho do nerovnosti. V piipadé,
7e nerovnost je splnéna, hledame pravé tuhle polorovinu. Jinak hledame
polorovinu opa¢nou. Uvazujeme pouze I. kvadrant soufadnicového
systému Vv souvislosti s nezapornosti proménnych.

Prinik omezujicich podminek, oblast kde jsou splnény vSechny podminky
soudasné, se nazyva mnoZzina p¥ipustnych feeni, dale MPR.

Nasleduje zakresleni G¢elové funkce pro libovolné zvolené z(x) . Jelikoz
jsou hladiny tc¢elové funkce pfi riizné volbé z(x) rovnob&zné, stali ji
posunovat pfi maximalizaci ve sméru ristu z(x). Pro minimalizaci je
posun ve sméru klesani hodnoty z(x).

Optimum je krajni bod, ktery nalezi priniku MPR a Ggelové funkce z.

Zjisténi hodnoty ucelové funkce a naslednad interpretace vysledkd.

2.2 Pocet optimalnich FeSeni

Obecné v uloze linedrniho programovani miiZzou nastat 3 situace v poctu feSeni.

Uloha mtize mit feSeni jedno, nekoneéné mnoho ¢i zadné. Nasledujici obrazky

poukazuji na situace po¢tu optimalnich feSeni v R?, které mohou nastat.



e MPR tvoii konvexni polyedr.
Optimalni feseni je pravé jedno

X2

z——]7

Optimalni
feSeni

___r__

X1

Obrazek 2: Piiklad ulohy s jednim optimalnim feSenim

Optimalnich feSeni je nekonecno ¢ili se jednd o alternativni optimalni

feSeni. Je to specidlni pfipad rovnobéznosti omezujici podminky
a hladin ucelové funkce.

VA \ X2
{ Optimalni
3 ‘/l feSeni
MPR
N N X1
N

Obrazek 3: Ptiklad ulohy s nekone¢né optimalnimi feSenimi

e MPR je prazdna

Optimalni feSeni neexistuje, feseni je nepiipustné.

A’IXZMPR =0
N

N
N
N

\X1

Obrazek 4: Ptiklad prazdné MPR



e MPR je neomezena
Optimalni feSeni je pravé jedno, ¢i neexistuje. Zde zalezi na posunu
ucelové funkce. Neexistence optimalniho feSeni vznikd v duasledku
neomezenosti MPR.
A ’{2
N
~

4

Neexistuje
optimalni

+  feseni

~ X1
’\ N

Existuje optimalni

feSeni

Obrazek 5: P¥iklad znazornéni oteviené MPR

3 APLIKACE LP

Uvedeme si nasledujici oblasti, kde se linearni programovani muize uplatnit.

Zpracovano podle [5].

3.1 Planovani vyroby

V tlohach planovani vyroby je potfeba ur¢it mnozstvi produkti vyroby tak,
aby za danych omezujicich podminek byl zisk firmy maximalni nebo naklady
na vyrobu produktti minimalni. Proménné v modelu zastupuji jednotlivd mnoZzstvi
vyrobenych produktti. Mezi faktory ovliviiujici plan vyroby patii napiiklad

kapacita surovin, hodinova prace délniku, pozadavky odbérateli a jiné.

3.2 SméSovaci problém

Pod pojmem sméSovacim problém si mizeme predstavit kombinace latek, které
maji poZzadované zastoupeni ve vysledné smési. Cilem analyzy problému miZze
byt minimalizace nakladi na vytvofeni smési. Mezi specialni piipady
sméSovacich tloh Ize zafadit ulohu optimalizace portfolia a nutri¢ni problém.
Optimalizace portfolia

Cilem ulohy je optimalni rozlozeni velikosti investic kapitalu do aktiv tak, aby byl
o¢ekavany vynos maximalni nebo vzniklé riziko minimalni. Proménné v modelu
predstavuji jednotlivé velikosti investic do aktiv. Omezujici podminkou mohou

byt mnozstvi financnich prostedki investora.
6



Nutri¢ni problém (iloha o vyzivé)

Tato uloha fesi denni piijem potravy se spravnym obsahem denni vyzivy. Uéelova
funkce zabezpecuje minimalni ndklady na pofizeni potravin ¢i maximalni podéani
predepsané latky. Omezujicimi podminkami muze byt kapacita, pozadavek

nebo presné mnozstvi dané latky.

3.3 Rezny problém
Zde se teSi déleni celkt materialu (prken, trubek), aby vznikly odpad byl
minimalni. Proménné v modelu ptedstavuji jednotlivé déleni vétSich celkl

na mensi. Omezujici podminka je naptiklad pocet nové vzniklych celki.

3.4 Dopravni uloha

Cilem je zajiSténi distribuce napt. zbozi, surovin z mista A (dodavatel) do mista B
(odbératel) pti minimalnich nakladech. Proménné jsou pocty pievezeného zbozi.
Omezujici podminky ptedstavuji poZzadavky odbeératele ¢i kapacitu dodavatele.

Danou tillohou se budeme podrobné&ji zabyvat v kapitole 6.

4 SIMPLEXOVA METODA

V kapitole 2 jsme si ukazali, jak lze feSit jednoduché ulohy LP. V praxi se ale
setkdime s mnohem slozitéj$imi piipady obsahujici stovky proménnych.
Pro vypodet se pouZije iteraéni metoda, ktera zkouma krajni body MPR a hleda
nejlepsi z nich.

Formulace algoritmu feSeni LP byla pfedstavena roku 1947. Jeji predstavitel byl

americky matematik George Bernard Dantzig. K odvozeni algoritmu jsou pouzity
texty [2], [6] a [7].

4.1 Kanonicky tvar

Definice 4.1. Linearni model je v kanonickém tvaru, pokud
e jsou vSechny omezujici podminky ve tvaru rovnice,
e vSechny slozky vektoru b jsou nezaporné,

e matici A ma hodnost m,

optz = cTx, (4.1)

za podminek
Ax = b, (4.2)
x>0, (4.3)



kde ¢” = (cy, ¢y, C3,C4, .0, ) je Fadkovy vektor cenovych koeficientd Gcelové

funkce ¢ € R",

x = (xq, %5, %3, ..., X, ) Tje sloupcovy vektor proménnych modelu x € R,

b = (by, by, bs, ..., b,,)Tje sloupcovy vektor hodnot pravych stran podminek
b € R™,

0 = (0,0, ...,0)Tje nulovy sloupcovy vektor

a A matice koeficienti podminek A € R™*™,

4.1.1. Vznik kanonického tvaru

Nasledujicimi kroky upravujeme model (1.1) — (1.3).

Pokud je zadani ulohy maximalizovat, pifejdeme na dalsi krok. V piipadé

minimalizace musime model pievést na maximalizaci.

n n

min z = z cxj © max(—z)= — CjXj
1

, , (4.4)
j=1 Jj=

Pokud ma i-t4 podminka, slozka vektoru b zapornou hodnotu,
vynasobime vyraz —1.

n

z aijxj bi (=4

j=1 J

—b;

o

IA I

— QijXj

v

(4.5)

1

Omezeni tvaru nerovnosti pfevedeme na rovnost pomoci pridatné
proménné x, pro kterou plati x > 0. Pfidatné proménné nemaji zddny vliv

na Gcelovou funkci, proto je v ucelové funkci jejich koeficient nulovy.

n n
Zaijxj Sbl (=4 zainj+ X = bi (4-6)
j=1 j=1 '

n n
Zaijxj ZbL [—4 Zaijxj— X = bi (47)
j=1 j=1 '

V piipadé, Ze matice A neobsahuje jednotkovou submatici fadu m,
musime do dané rovnice podminky uméle doplnit jednotkovy sloupcovy
vektor. Tato proménnd se nazyvd pomocna proménna. Cely proces
se oznaCuje jako M-metoda. Oproti pfidatné proménné, proménné
pomocné ovlivituji ucelovou funkci. Jejich koeficientim proto ptifadime

vysokou hodnotu M.



Piiklad 1.

Vychozi zadéni Pfevod na maximalizaci (4.4) a odstranéni
zaporné pravé strany (4.5)
min 2x; — X, max — 2x; + X,
ZP.X1— Xp = — 2 X1+ x, <2
X1+x2S6 = x1+x2S6
Xy = 3 Xy = 3
x,%, =20 X,%, =20
Prevedeni na rovnosti (4.6) Doplnéni jednotkové submatice
max — 2x; + x; + (0x3 + max — 2x; + x, + (0x3 + Ox,) +
0x4) 1000x5
= X1+t x+ x3=2 = — X1+t x+ x3=2
X1+ X+ x,= 6 X1+ X+ x,=6
Xy = 3 X2 + X5 = 3
X1,%2,%3,%X4 =0 X1,X2,X3,X4,%X5 =0

Tabulka 1: Ptiklad tvorby kanonického tvaru.

4.2 Bazické (zakladni) FeSeni
V systému dvou proménnych se bazické feSeni nachdzelo v krajnich bodech
konvexniho polyedru. Pro modely vice proménnych by také $lo nalézt krajni body
a vnich si vypocitat hodnotu ucelové funkce a vybrat z nich optimalni bod,
ale je to zbyte¢n¢ slozité.
Definice 4.2. Je-li B = {Ajl, Ajz,..,Ajm} mnozina m linearné nezavislych
sloupcti matice A, pak vektor x € R™,spliujici podminky

e x;=0pro4; ¢ B,

* x; je k-ta slozka vektoru B~1b, kde B = [4; ] Pprok = .m,
se nazyva bazické FeSeni, pfislusné mnoziny B.
Definice 4.3. Bazické piipustné feSeni BPR je bazické feseni, pro které plati

x.

;7 =20,j=1..n

Pro ptfedstavu budeme pokracovat v prikladu 1.
-1 1 1 0 0 -1 1 1 0 0
A=11 1 0 1 0}),B=(1 1]Jal=|0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1

Kdyz poloZime x4, x, = 0,

1 0 02y x3=2
0 1 0l6])= x4 =06 = jedno z pfipustnych feseni je x = [0,0, 2,6, 3].
0 0 13/ x:=3




4.3 Postup simplexové metody
e Pfevod modelu do kanonického tvaru a zarovei nalezeni BPR.
e Nalezeni jiného BPR s lepsi hodnotou twdelové funkce. To znamena
vymeénit jeden ze sloupct z baze za jiny, ktery v bazi neni, pomoci Gausss-
Jordanovy metody transformaci matice A. Vypocet probiha v tabulce,

kde je vepsan kanonicky tvar daného modelu.

: Sloupec ych
Koeficienty ucelové funkce pec pravye

stran

> c1 Cn r'd

Baze Cp X1 Xn b

XB1 CB1 a1 A1in by

XBm Cpm ami Amn bm
/ Z— ¢ HUF
Koeficienty ucelové funkce Pomocny fadek Hodnota
bazickych proménnych ucelové

funkce

Tabulka 2: Vychozi simplexova tabulka.

wwvr

Sloupcové pravidlo (4.9) tika, ze zavedeme do baze sloupec s S nejnizsi
zédpornou hodnotou (maximalizacni tloha), aby se zvysila hodnota ucelové

funkce. Vybereme prvek za vyuziti pomocného fadku, pro ktery plati:

m

Zj - Cj = ZCBiaij — Cj (4’8)

i=1

Naopak k nalezeni prvku, ktery z baze vyjmeme, pouzijeme pravidlo Fadkové.

Po urceni sloupce s hledame v jeho fadcich i prvek a;s, pro ktery plati:

. b;
min —
a (4.9)

kde a;; vybirame pouze z prvki a;; > 0.
Na pozici, kde se protind fadkové pravidlo se sloupcovym, vznikd urcujici prvek
neboli pivot. Podle pivota pietransformujeme prvky v tabulce. V fadku z; — c;

u bazickych proménnych se musi vyskytnout nula.

e Testovani optimality se ov€fuje Vpomocném fadku z; — c;. Jestlize
obsahuje pouze hodnoty > 0, je aktualni BPR optimalnim fesenim.
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Poznimka 4.4. MiZe nastat situace kdy (4.8) a (4.9) splfiuje soucasné vice

hodnot v sloupci/fadku. Zde volime libovolng, ktery prvek vyjmeme a nahradime.

Priklad 2:

max z = 8x; + 6x, + 2x;3
Zp.4xi + 2x, +x3 < 36,
X1 +2x, — 2x3 < 12,
X1,%2,%x3 = 0.

Ptevedeni na kanonicky tvar
max z = 8x; + 6x, + 2x3 + (0x4 + Ox5)
Zp. 4x1 + 2x, +x3 +x4 = 36,
X1+ 2x, — 2x3 +x5 = 12,
X1,X5,X3, X4, X5 = 0.

8 6 2 0 0
. b;
Baze Cp X1 Xy X3 X4 Xs b —
Ais
X4 0 4 2 1 1 0 36 9
X 0 1 2 -2 0 1 12 12
z — ¢ -8 —6 —2 0 0 0
BPR po 1. kroku x™® = [0,0,0,36,12]
X1 Za Xy 8 6 2 0 0
b;
Béze Cg Xq Xy X3 Xy X5 b —
Ais
1
— 1 1
X, 8 1 2 - - 0 9 18
4
1
3 9 —_
Xs 0 0 = —— 4 1 3 2
4
Zj — ¢ 0 —2 0 2 0 72
BPR po 2. kroku x® = [9,0,0,0,3]
X, Za X5 8 6 2 0 0
b;
Béze Cg Xq Xy X3 Xy X5 b —
ajs
1
x; 8 1 0 1 3 i 8 8
6 0 1 5 B % 2 2 4
X —_— — _—
2 2 3 3
> 4
Zj — ¢ 0 0 -3 3 3 76

BPR po 3. kroku x® = [8,2,0,0,0]
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X3 Za X4 8 6 2 0 0
b,
Baze Cp Xy X, X3 X4 X b —
Qis
1 _1
X3 2 1 0 1 - 3 8
3
X 6 3 1 0 % ! 14
2 2 6
8 1
Zj — Cj 3 0 0 § § 100

4.4 Pocet reSeni

Xopt = [0,14,8,0,0], HUF = 100

P1i feSeni linearnich uloh, mohou nastat mozné situace.

e Neomezena MPR, optimalni feSeni nelze nalézt.

l

kdy pro vSechny vyrazy plati, ze 2i <o,

Qis

Nastane situace,

e Neexistence piipustného feSeni. Z toho vyplyva, Ze nemize existovat

ani feSeni optimalni. To nastava v piipadé, e se vBPR na pozici

pomocnych proménnych objevi nenulova hodnota.

e Nekonecno optimalnich feSeni se projevi, jestlize ma v pomocném fadku

V4

; — cj nebazickd proménna hodnotu 0.

4.5 Dualita linearniho programovani

Teorie duality ma velice dilezity vyznam. Ke kazdé primarni uloze LP lze

vytvofit dudln¢ sdruzenou ulohu.

Definice 4.5. Dualni uloha LP k tloze primarni, tj. aloze

za podminek

je uloha

za podminek

maxz= c'x

Ax < b,

x=0

ming = b’y

12
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Poznamka 4.6. Slozky y se nazyvaji dudlni proménné.

Véta 4.7. (Slaba véta o dualit€) Necht xa y jsou piipustnd feSeni primarni
a duélni tlohy, potom plati cTx > bTy.

Véta 4.8. (Silna véta o dualité) Jestlize x je optimalnim feSenim primarni Glohy,
poté existuje piipustné feseni dualni Glohy y takové, ze cTx = bTy.

Poznamka 4.9. Existuje-1i optimalni feSeni x a y, poté z(x) = g(y).

5 CELOCISELNE LINEARNI PROGRAMOVANI
V této kapitole uvazujeme stejny model, navic ptibude podminka celoc¢iselnosti
feSeni, tj. pozadavek aby feSeni nabyvala celo¢iselnych hodnot. V této kapitole

je pouzit text [8].

optz= c"x, (5.1
za podminek

Ax< b, (5.2)

x>0, (5.3)

X€E T (5.4)

5.1 Klasifikace tloh
Ulohy celo¢iselného programovani se déli na 3 typy:
e Ryze celociselné, kde se celoCiselnou pozaduje ve vSech proménnych.
e Castetné celo¢iselné, nékteré proménné mohou nabyvat i neceloéiselnych
hodnot.

e Bivalentni {0; 1}, kde proménné nabyvaji jen hodnot nula ¢i jedna.

5.2 Metody FeSeni

Zde si uvedeme nékteré ze zakladnich metod celo¢iselného feseni.

5.2.1 Graficka metoda

Grafickd metoda je vhodna pro R?. Postup feseni je stejny jako u grafické metody
linedrniho programovéni. Zde navic zohledniujeme hledané celociselné feSeni.
Jestlize feSeni neni celociselné, mohli bychom uvazovat zaokrouhleni hodnoty,
zde ale neni zarugené, Ze dany bod je optimalni &i lezi v MPR. Je proto lepsi,

vyuzivat nasledujici metodu vétvi a mezi.
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5.2.2 Metoda vétvi a mezi

Princip této metody je déleni MPR na mensi podmnoziny, dokud neni nalezeno
optimdlni feSeni. K nalezeni feSeni se vyuziva stromovy diagram slozeny
Z jednotlivych uzl a vétvi. Vétvici se uzly predstavuji podmnoziny MPR. Postup
pro maximalizaci

e VyieSeni optimalniho feseni x, napi. pomoci simplexové, grafické metody
bez pozadavku celoCiselnosti feSeni. Pokud by feSeni bylo celociselné,
vypocet v tomto uzlu kongi.

e Vpfipadé, kdy né&jakd slozka x; = d; optimalniho feSeni x neni
celociselnd, rozdélime mnoZinu piipustnych feSeni na dvé podmnoziny
pfidinim podminky x; < |d;], respektive [d;] < x;. Tento proces
se nazyva vétveni, vytvoiime jim pfislusné dva uzly.

e Vkazdém uzlu S novym omezenim nalezneme optimalni feSeni a horni
mez. Horni mezi na mnozin¢ se rozumi optimalni hodnota ucelové funkce
dané tlohy bez ohledu na celociselnost.

Poznamka 5.1. Neexistuje-li ve vétvi piipustné feseni, nelze dale mnozinu vétvit.

5.3 Totalni unimodularita

Pro dané tvary matice A je ziskané feSeni celo¢iselné. Uvedeme si podminky,
za kterych bude optimélni feSeni automaticky celo¢iselné [6] [9].

Definice 5.2. Matici A typu m/n nazveme totalné unimodularni, jestlize

e a;€{01,-1}i=1,..,n,j=1,..,m,

e determinant kazdé ¢tvercové podmatice matice A je roven —1,0 nebo 1.
Véta 5.3. Necht' je déana linearni uloha ve tvaru Ax = b,x >0, kde A
je celociselna matice s linearn¢ nezavislymi fadky a vektor b je celociselny.
Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

e Determinant kazdé baze B nabyva hodnot +1.

e Extrémni body konvexniho polyedru Ax = b,x = 0 jsou celoc¢iselné

pro vSechny celo¢iselné vektory b
e Inverzni matice B~'kazdé baze B je celogiselna.
Dikazy viz [9].
Véta 5.4. Matice A je totalné unimodularni pravé tehdy, kdyz soucet prvka

Vv kazdé Eulerovské ¢tvercové submatici je ndsobkem ctyi.
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Poznamka 5.5. Jestlize je soucet prvkl vkazdém tadku a v kazdém sloupci
matice A sudy, poté se nazyva Eulerovska matice.
Uvedeme postacujici podminky pro totalni unimodularni matice.
Véta 5.6. Matice A je totalné unimodularni, jestlize jsou spInény ob¢é podminky:
e Kazdy sloupec obsahuje nejvyse dva nenulové prvky.
e Radky matice A lze rozdélit na dvé &asti A; a A, tak, Ze dva nenulové
prvky ve sloupci jsou ve stejné casti fadkt a maji odlisné znaménko.

Pokud jsou dva nenulové prvky v A; a A,, znaménko je stejné.

6 DOPRAVNI ULOHA

Jak uz bylo fteCeno v kapitole 3, analyza dopravniho problému hleda
nejefektivnéj$i dopravni plan piepravy zboZi z pohledu piepravnich ndkladd,
uspokojujici vSechny zdkazniky a nepifesahujici kapacity zdroji. Dopravni tlohu

budeme dale znagit DU [2],[10],[11].

6.1 Formulace dopravni ulohy obecné
Cil je stanoveni poctu pirepravovanych jednotek od dodavatele (zdroje)
k odbérateli (uréenému cili) tak, aby byly minimalizovany piepravni naklady.

Model dopravni ulohy linearniho programovani lze sestavit nasledovné.

mnon (6.1)
minz = ZZ CijXij
i=1j=1
za podminek
n (6.2)
le-]- =q;i=12,...,m
j=1
m (6.3)
inj = b] ]: 1,2,...,77,
i=1
x; 20,i=12,...m; j=12,..,n (6.4)
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kde

X;j ... poCet piepravovanych vyrobkii od i-t¢ho dodavatele k j-tému
odbérateli.

c;j ... cenové koeficienty na pfepravu jednotky vyrobku od i-té¢ho
dodavatele k j-tému odbérateli,

a; ... kapacita i-tého dodavatele,

b; ... pozadavek j-tého odbératele,

m ... pocCet dodavateld,

n ... pocet odbérateli.

Predpokladame problém ve vybilancovaném tvaru (6.5). To znamend, Ze soucet
vsech kapacit dodavatele a pozadavkl odbératele je shodny. V redlnych piipadech
tomu vzdy neni. PoCet proménnych ve vybilancovaném tvaru je m-nam-+n
linearn€ nezavislych podminek. To znamend, proménné x;; bude nejvyse

m + n — 1 hodnot kladnych, ostatni proménné budou nulové.

n
b; (6.5)

i=1 j=1

Jakmile pozadavky pifevazuji kapacitu dodavatele ¢i naopak, hovofime

0 nevybilancovaném tvaru. Dopravni problém se musi pfevést na vybilancovany

tvar.

V piipad¢, kdy je soucet kapacit dodavatele vyssi nez pozadavky odbératele,

doplnime model o fiktivniho odbératele spozadavkem X7, a; — X7_;b;.

Pii pfevisu pozadavki odbératele doplnime model o fiktivniho dodavatele

s kapacitou  X7_; b; — XL a;. Vobou piipadech jsou cenové koeficienty

c;j rovny nule.

Poznamka 6.1. Pii pfechodu DU na vybilancovany tvar je v podstaté pievod

modelu na kanonicky tvar. Pfi doplnéni fiktivniho odbératele ¢i dodavatele

se ptidavaji dalsi proménné, diive uvedené jako proménné piidatné.

6.2 Zakladni metody FeSeni
DU feiime pouze ve vybilancovaném tvaru. Moznost feSeni DU by bylo
simplexovym algoritmem, ale pifi pfevodu do kanonického tvaru by vektor

proménnych x;; obsahoval pouze dva jedni¢kové koeficienty na pozici i a j + m.
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Ostatni koeficienty by byly nulové, proto je tato metoda k vypoctu komplikovana.

DU mé své specialni metody fedeni. Jako u simplexové metody, tak i p¥i feseni

dopravnich uloh se vyuzije piepisu do tabulky.

Pozadavky
5 by b, b,
odbératele
Kapacita odbératelé
o 0, 0, 0,
dodavatelli | dodavatelé
C11 C12 Cin
ap D,
X11 X12 X1n
C21 Ca2 Con
a, D,
X21 X22 Xon
Cm1 Cm2 Cmn
am Dm
Xm1 Xm2 Xmn

Tabulka 3: Tabulkovy zapis DU.

Nalezeni feseni Ize rozdélit do 3 kategorii

e Libovolné ptipustné feSeni
Zde se jedna o piipad, libovolného ptipustného feSeni splitujici omezujici
podminky, kde zanedbavame velikost nakladd. DalSim ptipadem je, kdyz jsou
si vSechny piepravni naklady c;; rovny. V realité tento pfipad skoro nenastane.
K nalezeni feSeni pouzivame nejjednodussi metodu Severozapadniho rohu.

e, Dobré* ptipustné feseni
K ziskani ptiblizného piipustného fesSeni, které nezaruCuje vSak optimum,
se vyuzivaji ,.heuristické” metody. Mezi tyto metody patii napiiklad indexova
a Vogelova aproximac¢ni metoda. Pomoci téchto metod lze feSeni dopravniho
problému rychle a snadno nalézt.

e Optimalni feSeni
K nalezeni optimalniho feSeni se vyuziva metoda modifikované distribuce MODI.
Ta Kk nalezeni pfipustného feSeni pouziva jiz zminénou metodu severozapadniho

rohu ¢i néjakou heuristiku.

Na nasledujicim piikladu si vysvétlime, jak metody funguji. Dale porovname

nalezené feSeni.
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Priklad 3.
Je dana dopravni uloha s tfemi dodavateli skapacitami po fadé¢ 35, 50, 40
jednotek vyrobkl a se ¢tyfmi odbérateli s pozadavky 45, 20, 30 a 30 jednotek

vyrobki. Naklady na pfevoz jednotky jsou uvedeny v tabulce. Naleznéte feSeni

ulohy.
Pozadavky
odbératele 45 20 30 30
Kapacita | odbératelé
dodavatelt | dodavatelé 0 0, 03 Oy
35 D, 8 6 10 9
50 D, 9 12 13 7
40 D, 14 9 16 5
"
OIE
°
”
%
> 0,

Obrazek 6: Grafické znazornéni problému.

6.2.1 Metoda severozapadniho rohu (SZ rohu)

Tato metoda patii mezi nejjednodussi pro nalezeni libovolného ptipustného
feSeni, ale zaroven nezohlediiuje velikost ndkladl. Nazev je odvozen z postupu
feSeni.

Algoritmus zadind Vvlevém hornim rohu tabulky. Uspokojime pozadavky
odbératele. Jestlize se nevyprazdnila kapacita dodavatele, posuneme se smérem
vpravo. V piipadé, kdy je kapacita prazdna, pfechazime smérem doli k dalSimu

dodavateli, ktery pozadavek odbératele doplni.
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Pozadavky
« 45100 200 30100 300
odbératele
Kapacita odbératelé
dodavatelt | dodavatelé 0 0, 03 0y
8 6 10 9
350 D, 1 .
504020 9 12 13 7
0 Dz 10 ‘ 20 ‘120

4030 14 9 16 5

Celkové naklady jsou:
35-8+10-9+20-12+20-13 +10-16+30 -5 =1 180KC¢.

6.2.2 Indexova metoda

Indexova metoda oproti metodé SZ rohu uvazuje velikost néklad na pfepravu.
Meéla by proto poskytnout feSeni s niz§imi naklady, ale nemusi vratit feSeni
optimalni.

Postup zaCina v buiice s minimalni cenou, zde jsme do vySe pozadavki nebo
dostatek kapacit a pozadavki. Jsou-li dvé buiky se stejnymi ndklady, libovolné

zvolme jednu z nich.

PoZadavky
N 45300 20-0 30100 300
odbératele
Kapacita odbératelé
dodavateli | dodavatelé 01 0, 03 on
3515 8 6 10 9
0 Dy 15 20
£0.20 9 12 13 7
° D /}0 / 20
40-10 14 9 16 5
° b 0 x 30

AR 2

3. krok 4. krok 2.krok 5.krok 6. krok 1. krok

Celkové naklady jsou:
15-84+20-6+4+30-9+20-134+10-16+30 -5 =1 080 KC¢.
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6.2.3 Vogelova aproxima¢ni metoda (VAM)

K vypoctu zavedeme pojem diference.

cvwvr

nakladi v kazdém sloupci a fadku.
Postup metody:
e urCeni diferenci ve vSech fadcich a sloupcich nékladi ¢;;
e nalezeni sloupce ¢i fadku s nejvyssi hodnotou diference a v ném najit
minimalni cenu c¢;;. Na této pozici provést uspokojeni odbératele
Vv zavislosti na kapacité dodavatele
e prepocet diferenci zbyvajicich fadkt a sloupcti a vratit se na krok 2.

Vypocet konc¢i vy€erpani zdroji a uspokojenim zdkaznika.

Pozadavky
y 450 26-106-0 3050 300
odbératele o
(]
Kapacita | odbératelé o
[<5)]
dodavatelll | dodavatelé O1 Oz Os Os .%
8 6 10 9
35250 D 2
1 L 10 4 25
9 12 13 7
050 | b, | 0|/ [ 234
14 9 16 5
0 D / 4 10 / \ 30 o

diference 1 36 / 3 \ 2
| \

\
/] \

4. krok 3. krok 2. krok 5. krok 6. krok 1. krok

Celkové néklady jsou:
10:6+25-10+45-9+5-13+10-9+ 30 -5=1020Kc.

6.2.4 Metoda modifikované distribuce (MODI)

V této Casti si ukdzeme, jak jednoduse lze pouZit k nalezeni feSeni simplexovy
algoritmus. Metoda je téz znaima pod nazvem network simplex. Pro pfipomenuti
po nalezeni tadku obsahujiciho pivota se ostatni fadky musely pomoci
eliminacnich uprav vynulovat. U feSeni dopravni tulohy si vysta¢ime jen

s operacemi s¢itani a odéitani [12].
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Postup metody
Krok 1: Pfevod na vybilancovany model pokud model neni. Uvazujeme
minimalizaci modelu.
Krok 2: Pouzijte libovolnou metodu z podkapitoly 6.2 k nalezeni piipustného
feSeni.
Krok 3: Polozme u,; = 0a pro alokované bunky tj. bunky, které jsou soucasti
feSeni, pouzijeme vzorec u; + v; = ¢;; kde u; jsou fadky,

v; sloupce

a ¢;j naklady na pfepravu.
Krok 4: Pokud plati pro nealokované buiky, Ze u; + v; — ¢;; < 0 tak je toto
feSeni optimalni. V opatném piipad¢ nalezneme nejvyssi kladnou hodnotu ¢;; =
u; + v; — ¢;; atabude novym pivotem. Nalezneme nové piipustne feseni.
Krok 5: Opakujeme krok 3 a 4 dokud neni nalezeno optimalni feSeni.

Vezmeme v uvahu piiklad 3. Pouzijeme vychozi feseni dle metody SZ rohu.

45 20 30 30

2 v, Vs Vs
35 Uy 8 6 10

35
50 U, 9 12 13

10 20 20
40 Us 14 9 16

10 30

PoloZzme u; = 0 a pro alokovan¢ bufiky pouzijeme vzorec u; + v; = ¢;j

up+v, =8 -> v, =8 Uy + v3 =13 - vy3 =12

Uy+v;=9 > u, =1 U3+ v3=16 > uz3 =4
U, + v, =12 - v, =11 Uz + v, =5->7,=1

Pro nealokované proménné pouzijeme ¢;; = u; + v — ¢j

C_12:O+11_6:5
i3 =0+12—10 = 2
C_14:O+1_9:_8

C_24:1+1_7:_5
C_31:4'+8_14':_2
C_32:4’+11_9:6

Vybereme ¢;,, naklady se snizi o 6 K& za jednotku. Vznikne uzaviena cesta

zahrnujici vstupni proménnou x;, a dalsi zakladni proménné (3,2) — (3,3) —
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(2,3) — (2,2) takova, Ze alokuje do nealokované buiiky co nejvice mnozstvi

S nejveétsim poklesem nakladi.

45 20 30 30
v, =8 v, =11 vy =12 v,=1

35 [w=0 8 6 10

35
50 |u,=1 9 12 13

10 20 20
40 uz; =4 14 9 16

10 30
Protoze x,, = 20 a x33 = 10 jsou liché buiiky, pivot snizi hodnotu x33, Xx,,

0 10 a hodnotu x,3, x3, 0 10 zvysi.

45 20 30 30
V1 (%) U3 Uy

35 U 8 6 10 9
35

50 U, 9 12 13 7
10 10 30

40 Us 14 9 16 5

10 30
Opakujeme krok 3 a 4.

Polozme u; = 0

up+v;,=8 - v, =8 Uy + v3 =13 - v3 =12

Uy+v;=9 > u, =1 U3+ Vv, =9 - uz = -2

U, + v, =12 - v, =11 Uz + v, =5 > v, =7

G, =0+11—-6=5 Cra=147-7=1

Vstupni

G1s=0+12—10 = 2
614:0"'7_9:_2

proménna

bude
(1,2) — (2,2) — (2,1) — (1,1). Liché buiky jsou x4, X55.

é31=—2+8—-14=-8
G3=—2+12-16=—6

x12 a

dalsi

zakladni

45 20 30 30
v, =8 v, =11 vy =12 vy =7
35 u; =0 8 6 10 9
35
50 u, =1 9 12 13 7
10 10 30
40 | uz = -2 14 9 16 5
10 30
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Pivot snizi hodnotu x,5,x;;, 0 10 a hodnotu x,,,x,; 0 10 zvysi.

45 20 30 30
v, =8 v, =6 vy =12 vy =2
35 u; =0 8 6 10
25 10
50 u, =1 9 12 13
20 30
40 uz = 3 14 9 16
10 30

piepocet u;, v;

u, =0
uy+ v, =8 - v, =8 U, + v3 =13 - vy; =12
U+ v,=6 > v,=6 Uz + v, =9 - uz3 =3
Uy+v;=9 - u, =1 Us+ v, =5 - v, =2

Pti vypoctu ¢;; je jedina pozitivni €13 = 2. Vstupni proménna bude x,3 uzavienou

cestu tvori

(1,3) - (2,3)— (2,1) — (1,1). Hodnoty se budou menit
0 25 jednotek.
45 20 30 30
U1=6 U2=6 U3=10 v4=2
35 u, =0 8 6 10
10 25
50 u, =3 9 12 13 7
45 5
40 uz; = 3 14 9 16 5
10 30
ul = 0

Uu+v,=6 > v,=6 U, + v3=13 - u, =3

u1+v3:10_)v3:10 u3+v2:9_>u3:3
Uy+1v1=9 > v, =6 Us+ v, =5 > v, =2

Po vypoctu ¢;; plati pro vSechny hodnoty, Ze ¢;; < 0. Dané feSeni je optimalni.
Celkové naklady jsou:

10:6+25-10+45-9+5-13+10-9+30 -5 =1020Kc.
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6.3 Dopravni uloha — cirkulace v sitich
Uloha nejlevngjsi cirkulace piedstavuje zobecnéni dopravni ulohy uvedené v &asti
6.1. Svyuzitim teorie graf, lze fadu typti optimalizacnich uloh feSit pomoci

jejich grafické reprezentace. Vice se lze dozvédét v [13].

6.3.1 Formulace tlohy

Uvazujme dopravni sit G = (V,H)sohodnocenymi hranami h;;, ve které
prevazime zbozi pii minimalnich nakladech.

kde

V jsou vrcholy ptfedstavujici misto,

H jsou hrany, které dana mista spojuji,

h;; pfedstavuji cenu piepravy.

U kazdého vrcholu V ptedpokladame rovnovahu toku. To znamend Ze, mnozstvi

vyrobkl, které je na toto misto dopraveno, tak ho také stejné mnozstvi opusti.

Dopravni modely lze rozliSit dle poctu stupiili a rozméru.

PoCet stupnii v modelu pfedstavuje pocet vrcholi V, kterymi se vyrobek
piepravuje od dodavatele k odbérateli. V piipadé¢ piimé realizace piepravy
se jedna o jednostupnovou ulohu. Kdyz je pii cesté k odbérateli jesté¢ mezisklad,
je tato uloha dvoustuprnova.

Poctem rozmért se rozumi slozitost prepravy. Dvourozmérna uloha piedstavuje
piepravu mezi pocateCnim a cilovym mistem. V tfirozmérné uloze se navic

objevuje dopravni prostfedek pro piepravu zboZzi.

Definice 6.2. Necht’ u;; je kapacita v;v;,

x;j je mnozstvi pfevazenych produktl pies v;v;,

b; je pozadavek na produkt v v;,

¢;j Jsou naklady na pfepravovanou jednotku mezi vrcholy v;v;,

Poté problém muze byt formulovan

za podminek
Y xy= > = b Vv v €V (6.7)
J J
0= Xy < uy V(@ j)€EH (6.8)
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Maticove lze psat

min CX (6.9)
za podminek

AX =B (6.10)

0<X<U (6.11)
kde matice A je matice sousednostisit¢ G = (V, H).
Véta 6.3. (O stromech).
Sloupce matice A tvoii bazi pravé tehdy, kdyz tvoii kostru grafu pivodniho
grafu G.
Metoda Out-of-kilter
Tato metoda fesi problém toku sit¢ s minimalnimi naklady. Na zacatku mame
k dispozici sadu tokti a dualnich proménnych. Po kazdé iteraci se zkouma
optimalita hran v siti. Hrany, které spliuji podminky, nalezi kilteru. Ostatni
se musi do kilteru dostat pomoci zmény tokd a dualnich proménnych. Algoritmus

kon¢i, jestlize vSechny hrany nalezi Kilteru.

6.3.2 Celociselnost dopravni ulohy
Definice 6.4. Necht G je orientovany a neobsahujici smycky. Matice A(E))

velikosti n/m dana
1, kdyZ v; pocate¢nim vrcholem hrany h;,
a;j = { —1,kdyZ v; koncovym vrcholem hrany h;,
0 jinak,
se nazyva inciden¢ni matice orientované¢ho grafu G.
Véta 6.5. Kazdé inciden¢ni matice orientovaného grafu G je totaln¢ unimodularni.

Disledek 6.6. Kazda dopravni uloha obsahuje unimodularni matici, a proto je

vysledné feseni vzdy celodiselné [6].

6.4 Multiperiodicka uloha

Oproti modelu u podkapitoly 6.1 feSime problém pozadavkl n odbératelt
na kazdé obdobi T. Timto problémem se zabyval Bellmore, Eklof a Nemhauser
(B.E.N) [14]. Piedpokladem je, ze A; Cij» 0, jsou funkce ¢asu. Pievoz
od m dodavateld k odbératelim lze uskute¢nit ve stejném obdobi jako pozadavek
na poptavku. Tomu odpovidaji naklady c;;,7;;, nebo v nékterém piipadé mohou

vzniknout néklady na skladovani zdsob. Necht' m ptedstavuje stav zasob z obdobi
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(t — 1) do obdobi t skladu j, d; jsou néklady na skladovani zasob, s;; predstavuje

kapacitu skladu mezi ¢asy (t — 1) a t. Poté Ize problém formulovat jako:

T no T (6.12)
mlnz Z Cijt'rl'jt + Z Z d]-tm]-t
i,j t=1 j=1t=2
za podminky
n (6.13)
Zrijt < Ait,Vi,t
j=1
m (6.14)
Zrijt + mjt - m]-(t+1) = Ojt,Vj,t
i=1
r; =0 (6.15)
0 < m]-t < Sjt' (616)

7 STOCHASTICKE PROGRAMOVANI

Stochastické programovani se zabyva situacemi, kdy jsou parametry problému
popsany pomoci nahodnych proménnych. Nejcastéji se objevuje pii feSeni
redlnych situacich, kdy je tézké urcit pfesné hodnoty parametri nabizeného
a pozadovaného mnozstvi produktd. Zakladni mySlenkou je pfevod
pravdépodobnostniho problému na deterministicky. V této C¢asti se vyuzije

myslenky pravdépodobnostiho omezeni [11],[15]. Model obecné bude definovan

nasledovné:
c (7.1)
max Z Cj Xj
j=1
P{¥layx< b} 21- o i=1,2,..,mx; 20V].
(7.2)

Pravdépodobnostni omezeni vyplyva z omezeni 2?:1 a;jxj < b; , které je
realizovano s minimalni pravdépodobnosti z (1 — «;,0 < a; <1). Obecné
pfedpokladame, ze ¢j, a;5a b;jsou ndhodné¢ proménné. Skutecnost, ze
¢; je ndhodna proménnd, miize byt nahrazena stfedni hodnotou. V nisledujicim
textu jsou uvedeny piipady, kdya;; ab; jsou ndhodné¢ proménné. Dale
se predpoklada, Ze parametry jsou znormalniho rozdéleni a jsou pouzity
statistické veliCiny pramér a vybérovy rozptyl.

26



Pripad 1.
Predpokladem je, Ze a;; jé Znormalniho rozdéleni se stfedni hodnotou E {aij}

a I’OZptylem Var{aij}. Dale kovariance a;;aag; je Cov{aij, a”}

Pro i-té omezeni plati, ze

P{¥lja;jx; < b} 21— a. (7.3)
Daéle definujeme
n
j=1
Potom h; ma normalni rozdéleni s parametry
E{h;} = Y}, E{a;j}x;aVar{h;} = X"D;X (7.5)
kde X = (1 X2, ..., X )T
Var{a;} .. Cov{a;;,apy}
D; = : : , (7.6)
Cov{ay,,an} ... Var{ap}

D; je kovarian¢ni matice nahodného vektoru a;;.

Nyni

Plh; < b;) =P{hi_ E{h;} < b; — E{h;} }

JVar{h;} - JVar{h;}
kde  (h; — E{h;}) /+/Var{h;} je normované normalni  rozdé&leni
sE{h;} = 0,Var{h;} = 1, tzn. h;~ N(0,1). To znamena, Ze

21— (7.7)

b; — E{h;}
P{h; < b} = ¢ <l—> 7.8
l l JVar{h;} (7.8)

kde ¢ je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni.
Necht’ K, je kvantil normélni rozd€lent a plati pro né;

¢(Ke) = 1 o (7.9)
Poté P{h; < b;} =1 — q; je realizovano pravé tehdy, kdyz

b; — E{h;} -

N7 i Ka, (7.10)

To poskytuje nésledujici nelinearni omezeni, které je ekvivalentni s ptivodnim

stochastickym omezenim.

n
> Elag)y+ KeyXTDX < b (7.11)
j=1
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Pro specialni ptipad, kdy jsou hodnoty nezavislé, Cov{a;j, a;j} = 0, kde i # j

a posledni omezeni se redukuje na

n n
z E{au} Xj + K“i\/z Va‘r{a,-j}sz < bi (712)
j=1 j=1
Toto omezeni miizeme nyni vyjadfit pomoci separabilniho programovani a pouzit
substituci
n
y; = Z Var{a;;}x} proV i. (7.13)
j=1

Z toho vyplyva, Ze ptivodni omezeni je ekvivalentni s

n
Z, ) Efa;j}xj + Koy < by (7.14)
]:
a
n
Z Var{a;;}x} — y? =0, (7.15)
j=1
kde Vi = 0.
Pripad 2.

V tomto piipadé je pouze b; z normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou E{b;}
a rozptylem Var{b;}. Postup je velmi podobny pfipadu 1. Uvazujme stochastické

omezeni ve tvaru

n
P {bl = Z a;; Xj } = q; (716)
j=1
Déle jak v piipadu 1,

b, — E{b; n_ia;ixi —E{b;
P{‘ B, 2=y {‘}}Zai (7.17)
JVar{b;} JVar{b;}
To je splnéno pouze pokud
an Aii X: — E{b}
s = < (7.18)

JVar{b;} = Ke

Z toho vyplyva, Ze stochastické omezeni je ekvivalentni s deterministickym

linearnim omezenim

n
Z aijx; < E{b}+ Kq/Var{b;} (7.19)
j=1

Poznamka 7.1. V piipad¢ 2 Ize model s pravdépodobnostnimi omezenimi prevést

na ekvivalentni linearni problém.
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Rozdéleni extremalnich hodnot mé také dva parametry. a, kterd znazornuje
misto a parametr métitka . Rozdéleni vznika jako omezeni pro maximum
a minimum vzorku nezavislych a identicky distribuovanych nahodnych
proménnych iid., v pfipadé¢ velkého sbéru nahodnych dat. Funkce hustoty

extremalniho rozdéleni pro maxima se znamymi parametry «, 8 je dana:

flx) = %6_(96;%)6—9_(";;“); Cw<x < o af >0 (7.20)

Predpokladejme, ze a; jsou nezavislé ndhodné proménné s parametry a;,f;,
kde y; € (0;1). Odvozeni podle [16].

PQMyxij < b)=1—y,i=12 .., m (7.21)
S funkei hustoty

1 _ b; — a; _ bi—'ai (722)
fb) = B¢ CF e ' ); —0 <b; < o a;,B >0
i

Pravdépodobnostni omezeni Ize psat jako

« (7.23)
fbdb) 21— vy;
X xij
integral (7.23) lIze napsat ve tvaru:
© 1 _(hiza) (P4 (7.24)
f —e ( Bi >e‘e s )d(bi)21— Vi
Xy xij P

Necht z =e Chﬁ;fl)

Potom lIze vyraz (7.24) piepsat do tvaru:

(Z?_J> (7.25)
Bi
e
f e ?d(z) 21— vy;
0
Po zintegrovani (7.25) dostavame
(Z?_J> (7.26)
Bi
- [e7*15 =2 1-v
Po uspotadani ziskame
(Z?_J> (7.27)
Bi
e ¢ < v
Dvakrat zlogaritmujeme cely vyraz(7.27).
Yi-1Xij— @ (7.28)
- (% > [in{~ In(y)]
L
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Dalsimi zjednodusujicimi upravami dosdhneme

(7.29)
xij — a; < —fi[In{—In(y;)}]

NgE

j=1
Zde lze pravdépodobnostni vyraz (7.25) transformovat na deterministicky jako

(7.30)

o

xij < a; — Bi[In{—In(y;)}]

j=1

8 ROBUSTNI PROGRAMOVANI

V této kapitole se zaméfime na modifikovany postup linearniho programovani,
znamy jako robustni programovani. Tento postup je imunni proti jakymkoliv
stochastickym vychylenim oproti pivodnimu deterministickému modelu [17],

[18]. Pro pfipomenuti definujeme linearni model jako:

L (8.1)
minz = Z CiX;j
j=1
za podminek

n (8.2)

Zaijijbi, i=1,2,...,m

j=1

xp 20,j=12,..,n (8.3)

Problémem v ptivodnim modelu je, Ze mala zména nakladi mize zpusobit velkou
zménu vysledného feSeni, tzn. uloha je Spatné podminéna. Z tohoto divodu
se v robustnim modelu do ucelové funkce doplni odchylka §. Model robustniho

programovani vypada:

n (8.4)
minz = Z(Cj + 67)x;
j=1
za podminek:
n (8.5)
Z(a” +88)x; < b+ 8P,i=1,2,..,m
j=1
x 20,j=12,..,n (8.6)

odpovidajici deterministickd hodnota z piivodniho linearniho modelu pak lezi

vintervalu (a;; — &

i a;j+ &5 ). Odchylka & je nihodnd proménnd, kterd

zaznamenava nejistotu, odchylku méfeni a podobné.
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Robustni programovani lze pouzit v zde zkoumaném problému distribuce zbozi.
Proménnd § mize predstavovat naklady na dopravu, naptiklad nahld zména trasy

transportu z diivodu zhorseni dopravni situace.

9 SLOZITEJSi DOPRAVNI PROBLEM
V jedné z ptedchozich ¢asti jsme se zabyvali pouze piepravou jednoho druhu
produktu od dodavatele k odbérateli. Tyto Glohy jsou pomérné rozsahové malé.
VétsSina realnych ptipadi maji stovky az tisice omezeni. Mohou pfibyt nova
omezeni napiiklad:

e Nc¢kolik druhti produktli se vyrabi ve vice vyrobnach a jsou piepravovany

do nékolika skladd.
e Vyroba mé byt naplanovana na dané obdobi doptedu.
e Vysoky pozadavek na dodani produktti a vznik problému s pfepravou

produktu.

9.1 Software pro nalezeni FeSeni

V piipadé komplikovanéjsi tlohy, obsahujici n¢kdy az tisice proménnych, je
mozné vyuzit software.

V naSem pftipad¢ se vyuzije modelovaci jazyk AMPL. Pomoci tohoto systému lze
fesit rozsahlé optimaliza¢ni ulohy. Podporuje rychly vyvoj a spolehlivost
vysledkt. Pouziva algebraickou reprezentaci k popisovani optimaliza¢nich

modeltl, proto je s nim dobré pracovat [19].

Umoznuje ptistup k nékolika fesiteltim:
e Linearni CPLEX, Gurobi, Xpress.
e Nelinearni CONOPT, MINOS, SNOPT, Bonmin, Couenne.

CPLEX patii mezi nejznaméj§i a nejroziifendjsi. Resi linearni a kvadratickou
optimalizaci, dale smiSené celo¢iselné programovani. Vyuzivd algoritmy
pro zékladni a dualni simplex, linedrni tok sit&, heuristiku, fezné problémy a dalsi.
CPLEX je vhodny na feSeni velmi velkych optimaliza¢nich problémi v fadech

milionu proménnych a omezeni.
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Gurobi vyuziva vyhod procesori o vice jadrech a proto je oproti CPLEX
rychlejsi. Resi naptiklad linedrni a smiSené celoCiselné linearni programovani,
dale konvexni a nekonvexni kvadratické programovani, kvadraticky omezené

programovani a dalsi.

XPRESS fesi linearni a kvadratickou optimalizaci véetné jejich celo¢iselnych

verzi.

9.2 Implementace

Vyse uvedené modely byly implementovany v modelovacim jazyce AMPL. Tato
sekce popiSe programovy kod algoritmu pro feSeni zde uvedeného problému
v tomto jazyce.

Za prvé se definuji proménné pro pocty jednotlivych entit. Veskeré pocty musi

byt kladné. To se v AMPL definuje takto:

param I > 0;
param J > 0;
param P > 0;
param T > 0;

Pro jednotlivé vyrobny, sklady a produkty se vytvoii linearni vektor, ktery
obsahuje pro kazdy prvek danou hodnotu. Také je zaloZzen vektor pro kazdy den

distribuce produktti.

set ORIG
set DEST =
set PROD =
set PERIOD

[
(-
N

Déle je potieba definovat cesty mezi vyrobnami a sklady:

set LINKS = {ORIG,DEST};

a take podminky nezapornosti pocatecnich a pribéznych zasob a pozadavkii.

param supply {ORIG,PROD,PERIOD} >= 0;
param demand {DEST,PROD,PERIOD} >= 0;
param init {DEST, PROD} >=0;

var zasoby {DEST, PROD, 0..T} >= 0;

Posledni podminky jsou na nezépornost ceny cesty a distribuce.

param cost {LINKS} >= 0;
var Trans {LINKS, PROD, PERIOD} >= 0;
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Ugelova funkce byla zapsana v AMPL jak je uvedeno niZe. Jedna se o piepis

vyrazu (8.1).

minimize Total Cost:
sum {t in PERIOD, p in PROD, (i,Jj) in LINKS} cost[i,]j] *
Trans[i,j,p,t]l;

Model je omezen podminkami, které jsou nasledujici:

subject to Supply {t in PERIOD, p in PROD, i in ORIG}:
sum {(i,3) in LINKS} Trans[i,]j,p,t] = supplyli,p,tl;

subject to Demand {t in PERIOD, p in PROD, J in DEST}:
sum {(i,3J) in LINKS} Trans[i,j,p,t] >= demand[]j,p,t] -
zasoby[j,p,t-11;

subject to Zasoby {t in PERIOD, p in PROD, j in DEST}:
zasoby|[J,p,t] = zasoby[j,p,t-1] - demand[]j,p,t] + sum
{(i,J) in LINKS} Trans[i,]J,p,t]:

subject to Init {p in PROD, j in DEST}:
zasoby([j,p,0] = initlj,pl;
Tyto podminky zajist'uji aby:
e Bylo rozvezeno vse, co bylo vyrobeno.
e Bylo rozvezeno alespoii to, co je poptavano bez zasob z piedchézejiciho
dne.
e Zaisoby byly rovny =zasobam z ptedchoziho dne se zohlednénim
piepravovaného zbozi a poptavky
Posledni podminka je tzv. okrajova, tedy definuje zasoby prvniho dne na skladu

pevnymi hodnotami.

9.3 Dopravni tloha v praxi

Tento problém je inspirovan skute¢nym piipadem pldnovani rozvozu zbozi. Kde
Jje znam pocatecni stav zasob. Objednavky jsou dany jen na par dni predem, poté
uz se vyuziva predpovéd objednavek odvozenych z predeSlych let v daném
obdobi. Musi byt doptfedu na 1-2 dny naplanované pifevozy, aby se pro n¢ zajistila
pfeprava. Zbozi, které neni poptavano, zlstava na skladu jako zdsoba. Vznikaji
tim dal$i naklady na uskladnéni. V realit¢ také mulze nastat situace, kdy

poZadované zboZi neni dodano do dané lhtty, a tak vznikaji ndklady za penale.

Ukolem je zjistit, zda Ize jednoduse vyiesit tento problém pies deterministicky
a stochasticky model, dale porovnat ziskané feSeni.
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Data byla definovana poc¢tem
e vyroben I,
e skladi /,
e produktu P,
e dnuT,
kdel,J,P,T > 0.
Déle zname stav skladu na pocatku dne, denni produkci a ceny jednotlivych
pievozu. Piedpoklady jsou neomezenost kapacity skladii a prevozu. Pracujeme

S vyvazenym modelem.

9.3.1 Deterministické FeSeni

Poté sestavime deterministicky model jako:

- (9.1)
mmz Z Z Cij Z Tpijt
t=1j=1i=1 p=1
za podminek
Opje = Mpjt (9.2)
(mpft = Mpje-1) + Z Tpije-1) VP, bt =2,..T + 1)
i=1
. (9.3)
zrpijt = Dpic-») VO, Lt =1,..T+1
j=1
Myjt; Tpije = 0 9.4)

kde
0pyj¢ je pozadavek na odbér produktu p ve skladu j v den t (odbéry na pocitku
dne),

m, . predstavuje pocet kusti produktu p ve skladu j na pocatku dne t,
Ppit produkce komodit ve vyrobné i v den (lze rozvést az do (t + 1) — niho dne),

2521 Tpij¢ pocet piepravenych druhii p z i do j v den t.
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9.3.2 Stochastické FeSeni — normalni rozdéleni

Zde se predpoklada, ze pozadavek na odbér o, ~ N (E{opjt}, Var{opjt}).
Kde v podmince (9.6)je pouzit vzorec (7.19). Potom lze stochastické model
Zapsat ve tvaru:

(9.5)

za podminek

(9.6)
E{Opjt} + Kaz,’Var{Opjt} S Mpje

1
(mpjt = mpj(t_l) + erij(t—l) Vp,j, t = 2, Wl + 1>

i=1

9.7)
Tpijt = Ppic-1) VD, Lt =1,..T+1

-

Jj=1
mpjt; rpijt >0 (98)
9.3.3 Stochastické reSeni — rozdéleni extremalnich hodnot
Oproti pfedchozimu modelu nastala zména v (9.10), kde se 1isi kvantilova funkce

danych rozd¢leni.

Low - (9.9)
mmz Z Z Cij Z Tpije
t=1 ]=1 i=1 p:l
za podminek
a; — Bilin{=In(y)}] < my; (9.10)
I
(mpjt = mpj(t—l) + Z rpl-j(t_l) Vp,j, t = 2, LT+ 1)
i=1
: (9.11)
zrpijt = Ppic-n VP, Lt =1,..T+1
j=1
Myje; Tpije =0 (9.8)

9.3.4 Praktické reSeni

Dany problém byl spustén na PC s procesorem Intel Xeon CPU E5-2630
v 2.6GHz a 16GB RAM paméti pod Windows 10. AMPL byl spustén ve verzi
3.5.0.201802211250, fesice byly ve verzich CPLEX 12.9.0.0, Gurobi 9.0.0
a XPRESS 8.6.0 (34.01.02).
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Jelikoz ziskana deterministicka data ze spole¢nosti nebyla uplna, neexistence
nékteré¢ho produktu ve vyrobné ¢i skladu, chybéjici ndklady na pfevoz a jiné, byla
pfipravena data, kterd jsou na modelovani vyhovujici. Zaroven byla zachovana
velikost jednotlivych objektt. Vyroben a skladii jsou tadové desitky, druhi
produktti stovky a obdobi je na 1 mésic. Data pro stochastickd rozdéleni byla
domodelovana z parametrti stochastickych modelti za pomoci programovaciho
jazyka MATLAB R2019a. Byly zafixovany hodnoty pro pocet vyroben
na 10 a na 30 dni. M¢nily se pocty skladti v rozmezi 10 - 90 po kroku 20 a pocty
produkti v rozmezi 100 - 900 s krokem 200.

Deterministické a stochastické ptistupy byly feSeny tfemi feSi¢i CPLEX, Gurobi
a XPRESS. Resi¢e byly vzdy spustény se svym standardnim nastavenim.
Pii kazdém spusténi bylo ve vSech piipadech nalezeno optimalni feSeni.

Nasledujici tabulka znazornuje dobu vypoctl v sekundach.

Produkty Deterministické Stochastické normalni Stochastické extremalni
skl);dy CPLEX | GUROBI | XPRESS | CPLEX | GUROBI | XPRESS | CPLEX | GUROBI | XPRESS
100x10 5 3 5 4 2 3 5 2 3
100x30 19 5 12 19 5 11 22 5 10
100x50 35 9 21 38 10 21 54 9 21
100x70 59 15 34 68 14 33 111 13 35
100x90 77 17 49 103 18 51 163 18 48
300x10 19 5 9 18 5 9 16 5 9
300x30 79 17 39 79 18 39 99 17 39
300x50 | 153 30 76 173 31 77 261 34 85
300x70 260 51 140 320 47 126 531 55 145
300x90 | 396 70 190 521 69 203 521 69 203
500x10 38 9 16 32 9 16 33 8 17
500x30 | 160 30 69 180 32 70 210 30 69
500x50 | 320 56 136 380 388 148 507 195 445
500x70 | 543 101 239 693 93 231 988 82 232
500x90 781 124 328 1054 109 318 1731 119 313
700x10 58 15 23 54 13 24 52 13 23
700x30 | 279 46 101 290 44 101 332 42 99
700x50 | 534 86 225 719 173 208 901 82 219
700x70 | 857 125 340 1082 130 342 1908 136 370
700x90 | 1303 199 492 2203 571 521 3228 170 493
900x10 84 16 35 81 17 35 77 32 144
900x30 | 372 62 142 436 61 141 510 60 140
900x50 783 112 294 1176 145 340 1587 141 321
900x70 | 1260 211 493 1931 222 496 2610 188 453
900x90 | 1955 450 756 3085 302 730 4435 314 764

Tabulka 4: Vysledné feSeni problému

36



Z vysledkl vyplyva, ze s nartstajicim poctem skladii a produktt roste také délka
béhu programu. Z testovanych tesic¢li si nejlépe vedl Gurobi, ktery ve vétSing
ptipadl nalezl feseni rychleji nez CPLEX (pfiblizné 6x) nebo XPRESS (piiblizné
2.3x). Ze vsech nejhtite dopadl fesi¢ CPLEX, ktery byl pfiblizné 2.7x pomalejsi
nez XPRESS.

Na ukdzku je na obrazcich u deterministického pfistupu znazornén rust Casu
vlivem zvétSovani poctu skladl a produktii. Z pocatku se pohybujeme v fadech
jednotek sekund, zatimco pro 90 skladli (odbérateltl) pozadujicich 900 riiznych
druhtt produkti se mize doba vypoctu protdhnout do minut ¢i hodin.
U stochastického rozdéleni tomu tak nebylo. Ne vzdy platilo, Ze s nariistem poctu

skladi a vyrobkt se zvysi délka béhu algoritmu oproti predchozimu.

Cas v zavislosti na poétu skladii: Deterministicky model, fesi¢ CPLEX

100 vyrobku
T 300 vyrobkd | T
500 vyrobka
700 vyrobka
25:00 900 vyrobka | T
W
“
E 20:00 ]
=]
;‘8'
a 15:00 |
>
s
3 -
S 10:00 | s |
s
,_,./
05:00 | //,/' 1
OO:OO-——I—I——f__I___I___I_i‘ :
10 20 30 40 50 60 70 80 %

Pocet skladu
Obrazek 6: Doba b&hu feSice CPLEX nad deterministickymi daty vzhledem

K poctu skladu.
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Cas v zavislosti na poétu sklad: Deterministicky model, fesi¢ Gurobi

L 100 vyrobkd /|
07:00 300 vyrobk
500 vyrobka
06:00 - 700 vyrobka |
900 vyrobku
®
2 05:00 1
£
E
S5 04 1
B 04:00
o}
&
E3
g 03:00 i
e}
[}
(]

02:00

01:00

00:00

90

Pocet skladl

Obrazek 7: Doba béhu fesice Gurobi nad deterministickymi daty vzhledem

K poctu skladd.

Cas v zavislosti na poétu sklad(i: Deterministicky model, fesi¢ XPRESS

12:00 ¢ 100 vyrobka [
300 vyrobka
500 vyrobka
i 700 vyrobka | |
e 900 vyrobk(
W
n
E 08:00 f |
E
=
Q 06:00 | . |
=
®
B
8 04:00 |
02:00 | |
W E——— | | _

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Pocet skladu

Obrazek 8: Doba béhu feSice XPRESS nad deterministickymi daty vzhledem
K poctu skladu.
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ZAVER

Cilem prace bylo naimplementovat v programovacim jazyce AMPL dopravni
ulohu velikostné¢ odpovidajici redlnému problému. K tomu se pouzila
deterministickd a stochasticka data vygenerovana pro normalni a etremalni
rozdéleni pomoci programovaciho jazyka MATLAB. VSechny tlohy po ukonceni
algoritmu doSly k optimdlnimu feSeni. Dalsi zkoumdni v podobé casové
k doporuceni na efektivni feSeni praktické piepravni Glohy by byl fesi¢ Gurobi,
ktery vyfesil nejvétsi dany problém v fadové jednotkach sekund, oproti tomu

nejpomaleji ziskal feSeni CPLEX, ktery bézel déle nez hodinu.
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