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Abstrakt

Práce se zabývá studiem metod rychlého prediktivńıho ř́ızeńı a jejich praktickým použit́ım

pro ř́ızeńı systémů. V počátku práce je popsán princip činnosti prediktivńı regulace ve stan-

dardńım tvaru. Kĺıčová část u této verze MPC je rychlost výpočtu optimalizačńı úlohy.

Z toho d̊uvodu je v daľśı části práce představena základńı myšlenka řešeńı těchto opti-

malizačńıch úloh a jsou představeny i vybrané solvery, které lze použ́ıt k jejich řešeńı.

Následuje popis principu činnosti explicitńıho prediktivńıho regulátoru, který se snaž́ı vy-

hnout problému řešeńı optimalizačńı úlohy při on-line běhu prediktivńıho ř́ızeńı. V praktické

části diplomové práce se začne s popisem skutečného systému, se kterým se dále bude pra-

covat. Dále bude navržen prediktivńı regulátor ve standardńım tvaru pro ř́ızeńı popsaného

systému. Následně bude navržen i explicitńı prediktivńı regulátor, který bude porovnáván

se standardńı verźı prediktivńıho ř́ızeńı. Poté proběhne vyhodnoceńı časové náročnosti u

všech navržených prediktivńıch regulátor̊u. Posledńı část práce se bude zabývat složitost́ı

problému při použit́ı popsaných př́ıstup̊u k prediktivńımu ř́ızeńı.
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Abstract

The main aim of this thesis is to study the methods of fast predictive control. At the

beginning of this thesis it is described the principle of the predictive control in the standard

form. In this form of predictive control it is necessary to solve the optimization problem

in each time step. In the next part if this thesis there are introduced some of the solvers,

which one can use for solving optimization problems. Then, the principle of explicit model

predictive control is introduced. In this form of predictive control it is not necessary to solve

the optimization problem in each time step. At the beginning of the practical part of this

thesis will be described the real system. In the next chapters of this thesis this system will

be controlled via introduced algorithms of predictive control. Firstly, it will be used the

predictive controller in standard form and then it will be used explicit predictive regulator.

In the next sections it will be analyzed computational complexity and memory requirement

of the described predictive controllers.
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3.4 Solvery úloh kvadratického programováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.4.1 Solver quadprog z Matlabu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.4.2 Solver qp-OASES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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5.1 Popis systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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7.1 Návrh explicitńıho prediktivńıho regulátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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1 Úvod

Prediktivńı regulace (angl. Model-based predictive control nebo zkráceně MPC) je moderńı

strategie ř́ızeńı v oboru automatizace. Vycháźı se při tom z modelu ř́ızené soustavy, po-

moćı kterého se formuluje optimalizačńı úloha. Konkrétně se model systému, který je chtěné

ř́ıdit pomoćı MPC, využije k źıskáńı predikce vývoje stavu a výstupu na konečném hori-

zontu. Ze všech možných trajektoríı systému se pak vybere ta, která vede na minimálńı

hodnotu vhodně zvolené účelové funkce. Na základě toho se formuluje př́ıslušná optima-

lizačńı úloha. Jej́ı konkrétńı podoba se lǐśı podle kombinace tvaru modelu a volby účelové

funkce. Vyřešeńım této úlohy se následně źıská výsledný akčńı zásah regulátoru, který se

aplikuje do ř́ızeného systému.

U MPC ve standardńım tvaru je zapotřeb́ı řešit v každém kroku algoritmu minimalizačńı

úlohu, jej́ıž tvar se měńı na základě aktuálńıho stavu ř́ızeného systému. Nicméně řešeńı opti-

malizačńıch úloh je obecně časově náročný problém. U systémů s malou periodou vzorkováńı

je tedy nutné mı́t k dispozici solver, který vyřeš́ı optimalizaci za co nejmenš́ı časový úsek.

Je totiž potřeba, aby v každém kroku algoritmu byla doba optimalizace menš́ı než perioda

vzorkováńı ř́ızeného systému. Mimo toho regulátor muśı v každém kroku algoritmu řešit

ještě daľśı výpočty, které jsou nezbytné ke generováńı akčńıho zásahu. Minimalizačńı úloha

se tedy muśı vyřešit s dostatečnou časovou rezervou před koncem jedné periody vzorkováńı.

Vzniká tedy myšlenka, jakým zp̊usobem MPC implementovat, aby se všechny potřebné ope-

race stačily vyřešit dostatečně včas vzhledem k periodě vzorkováńı ř́ızeného systému.

Pro lepš́ı představu zde je uveden př́ıklad. Procesy, které je chtěné ř́ıdit v chemickém

pr̊umyslu, jsou obecně poměrně pomalé. Dı́ky tomu je jejich perioda vzorkováńı velká a

to např́ıklad v řádech jednotkách sekund. Při snaze ř́ıdit takový proces pomoćı prediktivńı

regulace nebude tedy výpočetńı náročnost regulátoru nejsṕı̌se ten hlavńı problém. V současné

době totiž existuj́ı dobře odladěné solvery, které by v takových situaćıch s velkou periodou

vzorkováńı měly při vhodném nastaveńı MPC stačit optimalizaci s dostatečnou časovou

rezervou vyřešit. Nicméně dnes je stále v́ıce potřeba umět regulovat i systémy, které maj́ı

periodu vzorkováńı v řádech jednotek nebo dokonce desetin milisekundy. Jako př́ıklad zde

budou uvedeny kolaborativńı roboti, jejichž popularita stále v́ıce roste. V tomto př́ıpadě

jsou periody vzorkováńı hodně malé. Je to z toho d̊uvodu, aby se robot dokázal pohybovat

co nejrychleji a co nejpřesněji a dokázal tak odvést co nejv́ıce práce. Druhým d̊uvodem je

bezpečnost. V př́ıpadě nouze je tak robot schopen se zastavit téměř okamžitě dle potřeby. Při

snaze ř́ıdit takové stroje pomoćı prediktivńı regulace je tedy nutné vhodně implementovat

MPC tak, aby se úloha optimalizace a daľśı potřebné výpočty stačily vyřešit před koncem

periody vzorkováńı. Studiem této problematiky u prediktivńı regulace se bude zabývat tato

diplomová práce.

Diplomová práce bude organizována následovně. V této úvodńı kapitole bude v krátkosti

představen základńı princip MPC ve standardńım tvaru s on-line řešeńım kvadratického pro-

gramu. Dále zde ještě bude uvedena hlavńı myšlenka explicitńıho prediktivńıho regulátoru,

u kterého neńı zapotřeb́ı řešit optimalizačńı úlohu on-line. Následovat bude teoretická část.

V té bude představen detailněji princip prediktivńıho regulátoru ve standardńı verzi s

poč́ıtáńım minimalizačńı úlohy v každém kroku algoritmu. Konkrétně bude rozebráno, jak se

tvoř́ı predikce budoućıho chováńı systému, dále problém horizontu predikćı a ř́ızeńı a v ne-

posledńı řadě, jak se tvoř́ı účelová funkce, jej́ıž minimalizaćı se źıská optimálńı akčńı zásah.

Daľśı část práce bude věnována kvadratickému programováńı. Jeho znalost je nezbytná

pro detailńı pochopeńı prediktivńıho ř́ızeńı. Zde se nejdř́ıve definuje co je to kvadratický
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program a co vyjadřuj́ı KKT podmı́nky optimality. Současně budou představeny i některé

algoritmy a solvery, které se k řešeńı úloh kvadratického programováńı použ́ıvaj́ı. Posledńı

část teoretické části diplomové práce bude věnována explicitńımu prediktivńımu ř́ızeńı. Zde

bude uvedeno, jak se tento př́ıstup k prediktivńı regulaci lǐśı od toho klasického. Následovat

bude základńı algoritmus explicitńıho prediktivńıho regulátoru. To obnáš́ı představeńı KKT

podmı́nek pro tento typ úlohy, dále jak prob́ıhá hledáńı všech region̊u ve stavovém pro-

storu a jako posledńı jak se řeš́ı tzv. point location problem. Poté se již přistouṕı k prak-

tické části diplomové práce. Začne se s popisem skutečného systému, se kterým se bude

v praktické části pracovat. Konkrétně se jedná o mechatronický stend pohonu s pružnou

zátěž́ı. Budou zde ukázány jeho nejd̊uležitěǰśı vlastnosti a charakteristiky. Daľśı kapitola

bude věnována ř́ızeńı popsaného systému pomoćı prediktivńıho regulátoru ve standardńım

tvaru s on-line solverem. Nejdř́ıve proběhne návrh tohoto regulátoru. Posléze bude jeho

chováńı odzkoušeno při ř́ızeńı modelu systému a následně i při ř́ızeńı skutečného systému.

Daľśı část práce bude věnována explicitńımu prediktivńımu regulátoru. Snaha bude u něj

doćılit totožného chováńı jako u standardńı verze prediktivńıho regulátoru. Ve výsledku pak

bude dobře možné oba tyto př́ıstupy k prediktivńı regulaci porovnat. Nejdř́ıve proběhne

návrh explicitńıho regulátoru a posléze opět jeho otestováńı při ř́ızeńı modelu systému a

následně i skutečného systému. Práce je zaměřena na metody rychlého prediktivńıho ř́ızeńı,

z toho d̊uvodu bude daľśı kapitola věnována analýze časové náročnosti všech navržených pre-

diktivńıch regulátor̊u. Dı́ky tomu pak bude možné určit, který z regulátor̊u dokáže nalézt

výsledný akčńı zásah za nejkratš́ı dobu. Následuj́ıćı část práce bude věnována složitosti

problému prediktivńı regulace. Při aplikaci regulátoru na ćılový hardware je nutné sledovat

nejen samotnou rychlost výpočt̊u, ale i pamět’ové nároky regulátoru. Je to proto, že každý

hardware má omezenou kapacitu paměti. Může se tedy klidně stát, že navržený predik-

tivńı regulátor bude z hlediska časové náročnosti dosahovat velice př́ıznivých výsledk̊u, ale

z d̊uvodu jeho velkých pamět’ových nárok̊u ho nebude možné v praxi použ́ıt.

1.1 Prediktivńı ř́ızeńı ve standardńım tvaru

Jak již název napov́ıdá, tak při prediktivńı regulaci se vycháźı z modelu ř́ızeného systému.

Pro návrh MPC je tedy nezbytné t́ımto modelem disponovat a to v jeho diskrétńı podobě.

Nejčastěji se při tom použ́ıvá stavový popis. Současně je nutné znát i odpov́ıdaj́ıćı periodu

vzorkováńı ř́ızeného systému.

Jako prvńı se v algoritmu MPC predikuje chováńı systému a to pro určený časový

úsek od současnosti do budoucnosti. K tomu se využije právě model ř́ızeného systému.

Ze všech př́ıpustných trajektoríı systému se pak urč́ı ta, která vede na minimálńı hod-

notu zvolené účelové funkce. Ta může být obecně volena libovolná. V této práci se bude

pracovat s účelovou funkćı v kvadratické formě. Na základě uvedených skutečnost́ı vyjde

optimalizačńı úloha ve tvaru kvadratického programu - jedná se tedy o speciálńı př́ıpad

popsaného problému, kdy se zvolila kvadratická účelová funkce a použil se uvedený tvar

modelu. Vyřešeńım kvadratického programu se źıská sekvence optimálńıch akčńıch zásah̊u

regulátoru pro několik daľśıch krok̊u do budoucnosti. Prvńı hodnota z nalezené sekvence se

posléze použije jako vstup do ř́ızené soustavy. Ř́ızený systém se tak dostane do nového stavu

a celý algoritmus se opakuje.

Z popsaného algoritmu je zřejmé, že v každém kroku je nutné on-line vyřešit optima-

lizačńı úlohu ve formě kvadratického programováńı [1]. Existuje celá řada solver̊u, které

tento problém řeš́ı. Mezi ně patř́ı např́ıklad solver quadprog (dokumentaci lze nalézt na

https://www.mathworks.com/help/optim/ug/quadprog.html), qp-OASES [2], FiOrdOs [3] nebo
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MOSEK [4]. Solvery se obecně mohou lǐsit přesnost́ı nalezeného výsledku ale také rychlost́ı kon-

vergence k řešeńı, s č́ımž je spojená i časová náročnost. Každému solveru tedy může trvat

jinak dlouho, než řešeńı optimalizačńı úlohy najde.

1.2 Explicitńı prediktivńı regulátor

V předchoźım odstavci byl popsán algoritmus prediktivńıho regulátoru, kdy je MPC im-

plementován ve standardńım tvaru s on-line solverem. Řešeńı optimalizačńı úlohy se tam

muśı hledat v každém kroku algoritmu (on-line) na základě aktuálńıho stavu systému. Ex-

plicitńı př́ıstup k prediktivńımu ř́ızeńı se snaž́ı tomuto problému vyhnout a t́ım zkrátit čas

potřebný k výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu. Základńı princip explicitńıho prediktivńıho

ř́ızeńı spoč́ıvá v následuj́ıćı myšlence. Namı́sto řešeńı optimalizačńıho problému on-line pro

aktuálńı jeden stav systému je zde ćılem vyřešit optimalizačńı úlohu předem (off-line) pro

všechny př́ıpustné stavy systému. Dı́ky tomu je výsledný vztah pro optimálńı akčńı zásah

dán explicitně jako funkce aktuálńıho stavu systému [5].

1.3 Přehled použitých symbol̊u

• R - obor reálných č́ısel, N - obor přirozených č́ısel

• tučná velká ṕısmena od A do Z - matice odpov́ıdaj́ıćı velikosti

• tučná malá ṕısmena od a do z - vektory odpov́ıdaj́ıćı velikosti

• AT (a)T - transpozice matice (vektoru)

• 1 (0) - jednotková (nulová) matice odpov́ıdaj́ıćı velikosti

• I - matice odpov́ıdaj́ıćı velikosti s jedničkami na diagonále (identická matice)
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2 Prediktivńı ř́ızeńı

Prediktivńı ř́ızeńı se v angličtině označuje termı́nem model-based predictive control, což by

se dalo doslovně přeložit jako prediktivńı ř́ızeńı na základě modelu. Ońım modelem je myšlen

model ř́ızené soustavy. Pro implementaci prediktivńıho regulátoru je jeho znalost nezbytná.

Tento model ř́ızeného systému může být ve formě přenosové funkce nebo ve formě stavového

popisu [1]. Častěji se ale vycháźı ze stavové reprezentace systému, což bude použito i v této

diplomové práci. Algoritmus MPC je již z principu diskrétńı a i model ř́ızeného systému

je nutné mı́t v jeho diskrétńı podobě. Vzhledem k tomu je nezbytná nejen znalost matic

A, B, C, D z diskrétńı stavové reprezentace modelu systému ale rovněž i jeho perioda

vzorkováńı. Ve výsledku vyjde i samotný prediktivńı regulátor v diskrétńım tvaru, přičemž

bude vzorkován stejnou periodou jako ř́ızený systém.

Hlavńım tématem této kapitoly bude popsat princip fungováńı prediktivńıho regulátoru

ve standardńım tvaru. Při klasické implementaci MPC docháźı k řešeńı minimalizačńı úlohy

v každém kroku algoritmu (tzv. on-line varianta MPC). Tvar této optimalizačńı úlohy záviśı

na stavu systému. Konkrétně se muśı hledat řešeńı úlohy kvadratického programováńı. K

tomu existuje celá řada solver̊u, z nichž jsou některé implementovány právě pro účely pre-

diktivńıho ř́ızeńı [6].

Tato kapitola bude obsahově rozdělena následovně. Nejdř́ıve bude uveden základńı al-

goritmus MPC. Dále bude ukázáno, jak se poč́ıtaj́ı predikčńı matice, co vyjadřuje horizont

predikćı a ř́ızeńı a dále co obnáš́ı technika move blocking. Následuj́ıćı podkapitola zabývaj́ıćı

se popisem MPC ve standardńım tvaru bude pojednávat o možných omezeńıch, která lze

klást prostřednictv́ım vhodné formulace optimalizačńı úlohy na regulačńı smyčku. Dále bude

ukázáno, jak se tvoř́ı účelová funkce a jak prob́ıhá optimalizace, což je jedna z nejd̊uležitěǰśıch

část́ı celé prediktivńı regulace. Na závěr této kapitoly bude ukázáno, jak implementovat al-

goritmus MPC tak, aby bylo při regulaci dosaženo nulové odchylky v ustáleném stavu mezi

referenčńı hodnotou a výstupem systému.

Ve všech následuj́ıćıch podkapitolách bude uvedena pouze základńı myšlenka. Detailńı

popis prediktivńıho regulátoru s on-line řešeńım optimalizačńı úlohy lze nalézt ve zdroj́ıch

[6] a [7].

2.1 Algoritmus MPC

Prvńım úkolem v algoritmu MPC je definovat budoućı chováńı ř́ızeného systému a to pro

několik následuj́ıćıch časových okamžik̊u daných uvažovanou periodou vzorkováńı. Použij́ı se

k tomu matice z diskrétńı stavové reprezentace modelu ř́ızené soustavy. Konkrétně se z nich

vypoč́ıtaj́ı tzv. predikčńı matice. Pomoćı nich a aktuálńıho stavu systému již lze predikovat,

jak se systém bude v budoucnosti chovat.

Důležitým faktorem u prediktivńı regulace je to, jak daleko do budoucnosti se bude stav

ř́ızeného systému odhadovat. To se definuje pomoćı hodnoty tzv. predikčńıho horizontu. Ten

se obecně označuje jako np a určuje pro kolik krok̊u od současnosti do budoucnosti se bude

predikce provádět. Jedná se o jeden z kĺıčových parametr̊u prediktivńıho regulátoru a má i

velký vliv na jeho celkovou složitost. Daľśım d̊uležitým parametrem prediktivńı regulace je

tzv. horizont ř́ızeńı s označeńım nc. Jeho hodnota určuje, pro kolik krok̊u od současnosti do

budoucnosti se má poč́ıtat optimálńı akčńı zásah.

V okamžiku, kdy jsou známy predikčńı matice a hodnoty horizontu predikćı a horizontu
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ř́ızeńı, tak lze přistoupit k poč́ıtáńı optimálńıho akčńıho zásahu. Tento výpočet je realizován

pomoćı tzv. účelové funkce, jej́ıž tvar je dán mimo jiné i predikčńımi maticemi. Hodnotu

účelové funkce je při tom chtěné minimalizovat a to přes vektor hodnot akčńıch zásah̊u

o délce nc. Jinými slovy se hledá takový vektor akčńıch zásah̊u, pro který bude hodnota

účelové funkce nejmenš́ı. Konkrétně se jedná o úlohu kvadratického programováńı (tzn.

účelová funkce je kvadratická). Při řešeńı tohoto problému lze klást omezeńı na samotné

akčńı zásahy a také na stavy a výstupy systému, což je jedna z velkých výhod prediktivńı

regulace. Výsledkem optimalizace je vektor s optimálńımi akčńımi zásahy pro následuj́ıćıch

nc krok̊u. Do ř́ızené soustavy se ale aplikuje pouze prvńı z nich. T́ım se systém dostane do

nového stavu, č́ımž je ukončen jeden krok algoritmu.

Nový stav ovšem nemuśı být shodný s t́ım predikovaným. To může být dáno např́ıklad

vlivem poruchy. Z toho d̊uvodu se pro aktuálńı krok opět provede optimalizace s aktuálńım

stavem systému. Celý uvedený proces se neustále opakuje a to v každém časovém okamžiku,

který je dán periodou vzorkováńı.

2.2 Predikčńı matice

Odhad budoućıho chováńı ř́ızeného systému je jedna z kĺıčových úloh celého prediktivńıho

ř́ızeńı. Přesnost modelu systému v̊uči skutečnosti muśı být co největš́ı. I malá odchylka mezi

źıskaným modelem systému a reálnou ř́ızenou soustavou může vést na špatný odhad chováńı

systému. Na základě toho nebude při minimalizaci nalezen optimálńı akčńı zásah, což může

zapř́ıčinit méně kvalitńı regulaci skutečné soustavy nebo v nejhorš́ım př́ıpadě i nestabilńı

regulačńı smyčku.

Diskrétńı ř́ızená soustava s n stavy, m vstupy a p výstupy bude reprezentována jej́ım

modelem ve stavové reprezentaci ve tvaru

xk+1 = Axk +Buk, (1)

yk = Cxk +Duk, (2)

kde x ∈ Rn×1 označuje stavy systému, u ∈ Rm×1 vstupy a y ∈ Rp×1 výstupy ř́ızené soustavy,

dále matice dynamiky A ∈ Rn×n, matice vstup̊u B ∈ Rn×m, výstupńı matice C ∈ Rp×n a

vstupně-výstupńı matice D ∈ Rp×m.

Využit́ım uvedeného vztahu lze nyńı odvodit vývoj stav̊u v následuj́ıćım kroku xk+2 a

výstup̊u v následuj́ıćım kroku yk+1. Po dosazeńı vyjde

xk+2 = Axk+1 +Buk+1 = A2xk +ABuk +Buk+1, (3)

yk+1 = Cxk+1 +Duk+1 = CAxk +CBuk +Duk+1. (4)

Analogickým zp̊usobem lze postupovat i pro odhad vývoje stav̊u a výstup̊u v následuj́ıćıch

kroćıch. Pro kolik krok̊u od současnosti do budoucnosti se bude predikce poč́ıtat určuje hod-

nota horizontu predikćı np. Využit́ım popsané myšlenky vývoje stav̊u a výstup̊u lze odhad-

nout chováńı systému až do kroku np od současnosti. Pomoćı matic to lze zapsat následovně
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
xk+1

xk+2

...

xk+np


︸ ︷︷ ︸

X

=


A

A2

...

Anp


︸ ︷︷ ︸

T

xk +


B 0 · · ·
AB B · · ·
...

...
. . .

Anp−1B Anp−2B · · ·


︸ ︷︷ ︸

Su


uk

uk+1

...

uk+np−1


︸ ︷︷ ︸

Unp

. (5)

Pro zjednodušeńı zápisu se využije naznačené substituce. Vývoj stav̊u ř́ızené soustavy od

současnosti až do kroku np lze zapsat jako

X = Txk + SuUnp. (6)

Analogicky lze postupovat i pro odhad vývoje výstup̊u ř́ızené soustavy



yk

yk+1

yk+2

...

yk+np−1


︸ ︷︷ ︸

Y

=



C

CA

CA2

...

CAnp−1


︸ ︷︷ ︸

Tc

xk +



D 0 0 · · ·
CB D 0 · · ·
CAB CB D · · ·

...
...

...
. . .

CAnp−2B CAnp−3B CAnp−4B · · ·


︸ ︷︷ ︸

Scu


uk

uk+1

...

uk+np−1


︸ ︷︷ ︸

Unp

. (7)

I v tomto př́ıpadě se pro úsporu zápisu zavede substituce. Predikovaný vývoj výstup̊u

systémů lze vyjádřit t́ımto zp̊usobem

Y = Tcxk + ScuUnp. (8)

Matice T a Su jsou označovány jako stavové predikčńı matice. Matice odpov́ıdaj́ıćı

výstupu systému, Tc a Scu, jsou nazývány výstupńı predikčńı matice. Pro źıskáńı odhadu

vývoje stav̊u a výstup̊u je tedy potřeba disponovat stavovým modelem ř́ızené soustavy,

stavem ř́ızeného systému xk v aktuálńım kroku a vstupem do systému v následuj́ıćıch np

kroćıch Unp.

2.3 Horizont predikćı a ř́ızeńı

Jak již bylo řečeno v předchoźıch podkapitolách, tak horizont predikćı se znač́ı np a plat́ı

np ∈ N. Jedná se o jeden z kĺıčových vstupńıch parametr̊u úlohy prediktivńıho ř́ızeńı. Určuje,

kolik krok̊u od současnosti do budoucnosti se bude chováńı systému odhadovat. Jinými

slovy hodnota predikčńıho horizontu vyjadřuje, jak daleko do budoucnosti má prediktivńı

regulátor odhadovat hodnoty stav̊u a výstup̊u ř́ızené soustavy. Na základě těchto odhad̊u se

budou posléze vypoč́ıtávat optimálńı akčńı zásahy. Pokud se predikčńı horizont np vynásob́ı

se vzorkovaćı periodou Ts ř́ızeného systému, tak vyjde, do jaké doby v budoucnosti bude

od aktuálńıho okamžiku poč́ıtán odhad chováńı systému. Bude-li např́ıklad ř́ızený systém

vzorkován periodou Ts = 1 s a hodnota predikčńıho horizontu bude np = 5, tak se bude pre-

dikovat chováńı ř́ızené soustavy až do času 5 sekund do budoucnosti od aktuálńıho okamžiku.
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Kĺıčovým vstupńım parametrem prediktivńı regulace je také horizont ř́ızeńı, který se

obecně označuje nc a rovněž plat́ı nc ∈ N. Velikost horizontu ř́ızeńı vyjadřuje, pro kolik krok̊u

do budoucnosti od aktuálńıho okamžiku se maj́ı hledat optimálńı akčńı zásahy. Hodnotu nc

je nutné volit menš́ı nebo rovnu hodnotě horizontu predikćı np. Lze odvodit, že v opačné

situaci, tj. nc > np, by nebylo možné optimálńı akčńı zásah vypoč́ıtat, jelikož by nebylo

možné źıskat predikované hodnoty stav̊u a výstup̊u ř́ızené soustavy. Hodnota horizontu ř́ızeńı

se z pravidla voĺı o něco menš́ı než je velikost horizontu predikćı. Je to proto, že na vývoj

ř́ızeńı v následuj́ıćıch okamžićıch má největš́ı vliv pouze několik prvńıch hodnot nalezených

optimálńıch akčńıch zásah̊u. Vypočtené hodnoty ř́ızeńı pro vzdáleněǰśı kroky v budoucnosti

totiž budou s největš́ı pravděpodobnost́ı v následuj́ıćıch kroćıch vypočteny rozd́ılně. Často se

hodnota horizontu ř́ızeńı nc voĺı v rozmeźı od 10 % do 20 % hodnoty predikčńıho horizontu

np.

Pro odhad chováńı ř́ızeného systému je ale nutné, dle rovnic (6) a (8), mı́t k dispozici

hodnoty akčńıho zásahu pro celý predikčńı horizont. To se obecně řeš́ı tak, že od kroku nc

až do kroku np setrvává hodnota akčńıho zásahu na stejné hodnotě. Akčńı zásahy v těchto

kroćıch odpov́ıdaj́ı tomu posledńımu vypočtenému, tj. tomu z kroku nc od současnosti.

Existuje ještě jeden př́ıstup k řešeńı tohoto problému, a to že se hodnoty akčńıch zásah̊u od

kroku nc do kroku np nastav́ı na hodnotu 0. Této problematice se bude podrobněji věnovat

následuj́ıćı podkapitola s názvem Technika move blocking.

Po minimalizaci účelové funkce (tj. vyřešeńı optimalizačńı úlohy), a t́ım i nalezeńı op-

timálńıch akčńıch zásah̊u pro následuj́ıćıch nc krok̊u, se do ř́ızeného systému aplikuje pouze

prvńı z nich. Hodnoty odhadovaných stav̊u, výstup̊u a i optimálńıch akčńıch zásah̊u od kroku

k+1 již nejsou zapotřeb́ı a z algoritmu regulace jsou vypuštěny. Ř́ızený systém se po aplikaci

prvńıho optimálńıho akčńıho zásahu dostane do nového stavu a je opět odhadováno chováńı

soustavy až do kroku np od aktuálńıho okamžiku. Interval predikćı chováńı se tak současně

se systémem dostal o jeden krok dopředu. Tento princip se nazývá receding horizon [1].

S nar̊ustaj́ıćı velikost́ı predikčńıho horizontu np a horizontu ř́ızeńı nc lze obecně při

vhodném nastaveńı ostatńıch parametr̊u dosáhnout kvalitněǰśı regulace. Nicméně s každou

hodnotou horizontu predikćı a ř́ızeńı nav́ıc roste výpočetńı náročnost celé úlohy, jelikož se

muśı odhadovat chováńı systému dál v budoucnosti a zvyšuje se i velikost kvadratického

programu. Hodnoty horizont̊u je tedy vhodné vždy volit s ohledem na charakter ř́ızeného

systému a na výkonnosti použitého hardwaru, na kterém by byl MPC regulátor realizován.

Problematiku horizontu predikce a ř́ızeńı ilustruje tento obrázek.

Obrázek 1: Ilustrace predikčńıho horizontu np a horizontu ř́ızeńı nc [7]
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2.4 Technika move blocking

Princip move blocking se obecně zabývá t́ım, že při minimalizaci účelové funkce se hledaj́ı

optimálńı akčńı zásahy pouze do kroku nc od aktuálńıho okamžiku. Od kroku nc do kroku np

maj́ı hodnoty odhadovaných akčńıch zásah̊u do ř́ızené soustavy konstantńı velikost. Jejich

hodnota odpov́ıdá bud’ posledńımu akčńımu zásahu (tj. vypočtenému akčńımu zásahu z

kroku nc) nebo je zvolena nulová. V této práci se uvažoval druhý př́ıpad a tedy predikované

akčńı zásahy od kroku nc do kroku np budou uvažovány nulové. Důvody, proč se nc voĺı

v rozmeźı 10 % až 20 % z hodnoty np, byly popsány v předchoźı podkapitole. Hlavńım

argumentem bylo to, že se t́ım snižuje výpočetńı náročnost výsledného MPC regulátoru.

Technika move blocking se do algoritmu MPC aplikuje následuj́ıćım zp̊usobem. Ćılem je,

aby akčńı zásahy od kroku nc do kroku np byly 0. Maticově to lze zapsat

Unp =



uk

...

uk+nc−1

...

uk+np−1


=


I

. . .

I

0


︸ ︷︷ ︸

L

 uk

...

uk+nc−1


︸ ︷︷ ︸

Unc

, (9)

kde L ∈ Rnpm×ncm. Hodnota m odpov́ıdá počtu vstup̊u ř́ızeného systému.

Vektor Unc vyjde jako řešeńı optimalizačńı úlohy. Jinými slovy to znamená, že hodnota

účelové funkce je pro tuto hodnotu Unc nejmenš́ı. Nicméně pro odhad budoućıho chováńı

ř́ızeného systému jsou potřeba akčńı zásahy až do kroku np (Unp) od aktuálńıho okamžiku.

Ty lze jednoduše źıskat pomoćı rovnice

Unp = LUnc. (10)

Dı́ky tomu lze stavovou predikčńı matici Su a výstupńı predikčńı matici Scu upravit do

nového tvaru, kdy za vstup bude uvažována pouze sekvence ř́ızeńı Unc. Bude tedy platit

SuL = SuL pro stavy a ScuL = ScuL pro výstupy. Upravené vztahy pro výpočet odhadu

chováńı ř́ızené soustavy tedy vyjdou jako

X = Txk + SuLUnc, (11)

Y = Tcxk + ScuLUnc. (12)

2.5 Omezeńı

Jedna z hlavńıch výhod MPC regulátoru je to, že už z jeho principu lze klást omezeńı na

d̊uležité veličiny v regulačńı smyčce. Poměrně jednoduše je tak možné vhodnou implementaćı

algoritmu doćılit toho, že stavy ř́ızeného systému, regulovaná veličina a hlavně generovaný

akčńı zásah budou nabývat pouze povolených hodnot určených návrhářem.

Při prediktivńım ř́ızeńı lze samotná omezeńı rozčlenit do dvou kategoríı. Prvńı z nich
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jsou označována jako tzv. tvrdá omezeńı a druhá se nazývaj́ı měkká omezeńı. Pro tvrdá

omezeńı plat́ı, že je neńı možné v žádné situaci porušit. Dı́ky tomu se použ́ıvaj́ı předevš́ım k

omezeńı velikosti akčńıch zásah̊u, které jsou v praxi vždy limitovány. Naopak měkká omezeńı

lze za jistých podmı́nek překročit. Jejich porušeńı se ale projev́ı nár̊ustem hodnoty účelové

funkce.

Detailněǰśı informace o tom, jak zahrnout tvrdá nebo měkká omezeńı do algoritmu MPC,

lze naj́ıt ve zdroji [7].

2.6 Účelová funkce a optimalizace

Účelová funkce (angl. cost function) hraje v prediktivńım ř́ızeńım zásadńı roli. Dalo by se ř́ıci,

že na tvaru účelové funkce je vlastně celá prediktivńı regulace postavena. Prostřednictv́ım

č́ıselné skalárńı hodnoty určuje v každém kroku algoritmu kvalitu predikce budoućıho chováńı

ř́ızeného systému.

Účelová funkce je tvořena vektorem akčńıch zásah̊u (tj. optimalizačńı proměnná), pre-

dikčńımi maticemi, aktuálńım stavem systému (tj. vektorem stavu) a popř́ıpadě ještě daľśımi

maticemi, které definuj́ı ćıl prediktivńıho ř́ızeńı (např. problém regulace nebo sledováńı refe-

renčńıho signálu). Při prediktivńı regulaci je ćılem hodnotu účelové funkce minimalizovat a

to přes vektor akčńıch zásah̊u, který má dimenzi nc. Takto definovaný problém se označuje

termı́nem optimalizačńı úloha a na té je celé prediktivńı ř́ızeńı založeno. Konkrétně tato

optimalizačńı úloha vycháźı v podobě kvadratického programu (tzn. účelová funkce je kvad-

ratická vzhledem k vektoru akčńıch zásah̊u). Dosažeńı minimálńı hodnoty účelové funkce by

mělo vést k tomu, že se při ř́ızeńı v následuj́ıćıch kroćıch bude výstup ř́ızeného systému bĺıžit

k požadované hodnotě (např. hodnota regulované veličiny k referenčńı hodnotě). Zároveň

by mělo nalezeńı minima účelové funkce v každém kroku algoritmu zaručit to, že rozd́ıl

akčńıch zásah̊u ve dvou po sobě následuj́ıćıch kroćıch bude co nejmenš́ı. To by mělo vést k

”hladš́ımu”pr̊uběhu akčńıch zásah̊u generovaných regulátorem.

Po nalezeńı optimálńıch nc akčńıch zásah̊u (resp. po vyřešeńı minimalizace účelové

funkce) se do ř́ızeného systému aplikuje pouze prvńı z nich. Vlivem toho se systém do-

stane do nového stavu. Ten by měl odpov́ıdat tomu predikovanému, ale např́ıklad vlivem

neměřitelné vstupńı poruchy tomu tak být nemuśı. Proto je opět proces optimalizace pro-

veden znovu s novým vektorem stavu. To se opakuje v každém kroku algoritmu.

Jak již bylo uvedeno, tak úloha minimalizace účelové funkce je při prediktivńım ř́ızeńı

nejv́ıce výpočetně náročný proces. Vzhledem k tomu se ukazuje jako vhodné volit velikost

horizontu predikćı a horizontu ř́ızeńı v rozumných meźıch. Je to z toho d̊uvodu, že hodnoty

těchto parametr̊u maj́ı zásadńı vliv na velikost a t́ım pádem i výpočetńı složitost celé úlohy.

Č́ım větš́ı horizonty predikćı a ř́ızeńı budou, t́ım bude optimalizace v́ıce výpočetně náročněǰśı.

Standardńı tvar účelové funkce pro kvadratické programováńı je

JQP =
1

2
UT

ncHUnc +UT
ncG, (13)

kde JQP ∈ R je funkčńı hodnota. V uvažovaném př́ıpadě pro prediktivńı regulátor maj́ı

proměnné ze vztahu (13) následuj́ıćı význam. Unc reprezentuje vektor optimálńıch akčńıch

zásah̊u, H označuje symetrickou a pozitivně definitńı Hessovu matici a G je gradientńı

vektor. Matice H a G jsou dohromady nazývány matice optimalizace. Při prediktivńım
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ř́ızeńı vycháźı pro nalezeńı optimálńıch akčńıch zásah̊u úloha minimalizace v následuj́ıćım

tvaru

min
Unc

1

2
UT

ncHUnc +UT
ncG. (14)

Při hledáńı podoby matic optimalizace lze vyj́ıt z obecného počátečńıho tvaru účelové

funkce v podobě

J =

np∑
k=1

(
xT
kQxk + uT

k−1Ruk−1

)
, (15)

což lze rozepsat jako

J =
[
x1 x2 · · ·xnp

]

Q

Q

. . .

Q


︸ ︷︷ ︸

Q=QT


x1

x2

.

.

.

xnp

 +
[
u0 u1 · · · unp−1

]

R

R

. . .

R


︸ ︷︷ ︸

R=RT


u0

u1

.

.

.

unp−1

 .

(16)

Účelovou funkci lze nyńı po zavedeńı dř́ıve uvedených substitućı zapsat takto

J = XTQX+UT
npRUnp. (17)

V tuto chv́ıli lze využ́ıt výše uvedených vztah̊u a pomoćı daľśıch jednoduchých úprav lze

dostat

J = UT
np

(
ST
uQSu +R

)
Unp +UT

np2S
T
uQTxk, (18)

Dále po porovnáńı tohoto vztahu s rovnićı (13) vyjdou matice optimalizace ve tvaru

H = 2(ST
uQSu +R), (19)

G = 2ST
uQTxk. (20)

Matice optimalizace v uvedené podobě řeš́ı úkol regulace, tj. převedeńı všech stavových

proměnných do rovnovážného stavu. Nicméně častěji při regulaci mechatronických systémů

je potřeba mı́t k dispozici algoritmus pro zaručeńı nulové odchylky v nulovém stavu. Jinými

slovy pomoćı prediktivńıho ř́ızeńı je potřeba sledovat výstupem systému referenčńı signál

a i odstranit vliv neměřitelné vstupńı poruchy. Jak sestavit matice optimalizace pro tento

účel, t́ım se bude zabývat následuj́ıćı podkapitola.
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2.7 Algoritmus MPC pro nulovou odchylku v ustáleném stavu

Pro dosažeńı trvale nulové odchylky regulované veličiny od konstantńıho referenčńıho signálu

je obecně při regulaci zapotřeb́ı, aby akčńı zásahy v ustáleném stavu nabývaly konstantńı

hodnoty. To bude v př́ıpadě prediktivńı regulace řešeno úpravou účelové funkce.

Pro nulovou odchylku v ustáleném stavu je potřeba, aby hodnota účelové funkce setrvala

na hodnotě nula. Ovšem v ustáleném stavu obecně nemuśı být hodnoty akčńıch zásah̊u nu-

lové (systémy bez astatismu). Vzhledem k této myšlence dojde v účelové funkci k následuj́ıćı

úpravě. Namı́sto samotných hodnot akčńıch zásah̊u ui se bude v každém kroku penalizo-

vat hodnota rozd́ılu akčńıch zásah̊u ve dvou po sobě jdoućıch kroćıch. Zavede se značeńı

∆ui = ui − ui−1. Samotná optimalizace bude ale realizována přes vektor ř́ızeńı Unc. Dı́ky

tomu lze stále poměrně jednoduše aplikovat tvrdá omezeńı na generovaný akčńı zásah. V

př́ıpadě optimalizace přes př́ır̊ustky ∆u by bylo začleněńı omezeńı př́ımo na hodnoty ř́ızeńı

ui o mnoho komplikovaněǰśı.

Pro aplikaci algoritmu pro zaručeńı nulové odchylky v ustáleném stavu je nutné definovat

nový, modifikovaný model ř́ızené soustavy, na základě kterého budou poč́ıtány predikčńı

matice a celá prediktivńı regulace se tedy od něj bude odv́ıjet. Stavový model je nutné

doplnit o stavy definuj́ıćı reference pro každý výstup systému. Dále je ještě nutné vektor

stavu rozš́ı̌rit o stavy, které budou reprezentovat aplikované hodnoty ř́ızeńı do systému z

posledńıho kroku algoritmu, tedy u−1. Samotný vektor stavu se rozš́ı̌ŕı nejen o stavy pro

referenčńı signály yr,k ∈ Rp×1, ale i o aplikované hodnoty akčńıch zásah̊u z předchoźıho

kroku u−1 ∈ Rm×1. V algoritmu to bude realizováno tak, že se aplikované hodnoty akčńıch

zásah̊u z minulého kroku v aktuálńım kroku př́ımo dosad́ı do vektoru stavu. Modifikovaný

model ř́ızené soustavy ve stavové reprezentaci, na základě kterého se bude odhadovat chováńı

systému, tak ve finálńı podobě vypadá následovně

 xk+1

yr,k+1

u−1


︸ ︷︷ ︸

x̃k+1

=

A 0 0

0 I 0

0 0 I


︸ ︷︷ ︸

Ã

 xk

yr,k

u−1


︸ ︷︷ ︸

x̃k

+

B0
0


︸ ︷︷ ︸

B̃

uk. (21)

Výstupńı rovnici z p̊uvodńıho stavového modelu je vzhledem k zavedeným úpravám

nutné definovat jako

yk =
[
C 0 0

]︸ ︷︷ ︸
C̃

x̃k +Duk. (22)

Rozd́ıl mezi referencemi a aktuálńım výstupem systému bude poč́ıtán pomoćı vztahu

ek =
[
C −I 0

]︸ ︷︷ ︸
C̃e

x̃k +Duk. (23)

Z takto definovaného rozd́ılu se bude vycházet při určeńı tvaru účelové funkce, jak bude

ukázáno později.
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Pro dosažeńı nulové odchylky v ustáleném stavu je zapotřeb́ı, aby byly predikčńı matice

poč́ıtány pomoćı matic modifikovaného stavového modelu, tj. Ã, B̃, C̃e, D. Pro výsledné

predikčńı matice se zavede značeńı T̃, S̃uL, T̃c, S̃cuL. Predikci vývoje rozd́ıl̊u požadovaných

výstup̊u systému od těch skutečných pro celý horizont predikćı určuje následuj́ıćı vztah

E = T̃cx̃k + S̃cuLUnc. (24)

V tuto chv́ıli je vhodné vyjádřit si rozd́ıl hodnot ř́ızeńı ve dvou po sobě jdoućıch kroćıch

∆Unc = ui − ui−1 pro celý horizont ř́ızeńı. Maticově zapsáno


∆u1

∆u2

∆u3

...


︸ ︷︷ ︸
∆Unc

=


I 0 0 · · ·
−I I 0 · · ·
0 −I I
...

. . .
. . .


︸ ︷︷ ︸

K∈Rnc·m×nc·m


u1

u2

u3

...


︸ ︷︷ ︸
Unc

+


−I
0

0
...


︸ ︷︷ ︸

M

u0. (25)

Posledńı hodnotu aplikovaného akčńıho zásahu do systému lze źıskat jednoduše pomoćı

vektoru stavu následuj́ıćım zp̊usobem

u0 =
[
0 0 −I

]︸ ︷︷ ︸
Lu

x̃1. (26)

2.7.1 Matice optimalizace G a fT

Tato podkapitola se bude zabývat již sestaveńım konkrétńıho tvaru účelové funkce. Ta, jak

bylo ukázáno dř́ıve, bude namı́sto jednotlivých hodnot akčńıch zásah̊u penalizovat rozd́ıly

akčńıch zásah̊u ve dvou po sobě jdoućıch kroćıch. Pro zajǐstěńı sledováńı referenčńı hod-

noty se budou penalizovat odchylky mezi referenćı a výstupem systému v aktuálńım kroku.

Matematicky to lze vyjádřit jako

J =
1

2

k+np−1∑
i=k

eTi Qei +

k+nc−1∑
i=k

∆uT
i R∆ui

 , (27)

kde ei odpov́ıdá rozd́ılu mezi vektorem referenčńıch výstup̊u a vektorem výstup̊u systému v

aktuálńım kroku. Matice Q ∈ Rp×p, Q ⪰ 0 reprezentuje váhovou matici pro odchylku ei a

matice R ∈ Rm×m, R ⪰ 0 je váhová matice pro odchylky akčńıch zásah̊u ve dvou po sobě

jdoućıch kroćıch.

Využit́ım rovnice (23) lze účelovou funkci (27) upravit do následuj́ıćı podoby

J =
1

2

((
T̃cx̃k + S̃cuLUnc

)T

Q′
(
T̃cx̃k + S̃cuLUnc

)
+∆UT

ncR
′∆Unc

)
, (28)
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kde Q′ ∈ Rnp·p×np·p reprezentuje matici penalizuj́ıćı odchylky mezi referenčńı hodnotou a

výstupem v aktuálńım kroku pro celý horizont predikćı. Matice R′ ∈ Rnc·m×nc·m odpov́ıdá

váhové matici pro odchylky hodnot ř́ızeńı ve dvou po sobě jdoućıch kroćıch pro celý horizont

ř́ızeńı.

V účelové funkci je dále možné rozepsat ∆Unc pomoćı vektoru Unc a matic K, M, Lu.

Finálńı tvar účelové funkce nyńı vycháźı

J =
1

2

(
T̃cx̃k + S̃cuLUnc

)T
Q′

(
T̃cx̃k + S̃cuLUnc

)
+

1

2

(
KUnc +MLux̃k

)T
R′

(
KUnc +MLux̃k

)
.

(29)

V tuto chv́ıli pouze zbývá upravit účelovou funkci do podoby vhodné pro minimalizaci.

Pro úlohu optimalizace řešenou v každém kroku algoritmu, která vyšla ve tvaru kvadratické

funkce

min
Unc

1

2
UT

ncHUnc +UT
ncG, (30)

s ohledem na možná omezeńı, vyšly výsledné matice optimalizace pro zaručeńı nulové od-

chylky v ustáleném stavu ve tvaru

H = S̃T
cuLQ

′S̃cuL +KTR′K, (31)

G =
(
S̃T
cuLQ

′T̃c +KTR′TMLu

)
x̃k = Gxx̃k. (32)

kde H ∈ Rnc·m×nc·m, G ∈ Rnc·m×1 a Gx ∈ Rnc·m×n.
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3 Kvadratické programováńı

Při prediktivńı regulaci ve standardńım tvaru se muśı v každém kroku algoritmu řešit op-

timalizačńı úloha. Konkrétně docháźı k minimalizaci účelové funkce přes vektor akčńıch

zásah̊u. Účelová funkce je přitom kvadratická. Tento proces minimalizace kvadratické funkce

je obecně označován jako kvadratické programováńı. Je tedy zřejmé, že pro detailńı pocho-

peńı principu prediktivńıho regulátoru je znalost kvadratického programováńı nezbytná.

Existuje celá řada solver̊u, které řeš́ı úlohu kvadratického programováńı. Tyto solvery se

mohou lǐsit přesnost́ı nalezeného výsledku ale také např́ıklad rychlost́ı konvergence k řešeńı,

s č́ımž je spojená časová náročnost. Každému solveru může trvat jinak dlouho, než řešeńı

optimalizačńı úlohy najde. Z toho vyplývá, že výpočetńı náročnost celého MPC regulátoru

ve standardńım tvaru je na typu solveru kvadratické programováńı silně závislá.

Tato kapitola bude poskytovat stručný úvod do kvadratického programováńı. Nejdř́ıve

zde proběhne definice kvadratického programu. Daľśı podkapitola bude věnována KKT

podmı́nkám optimality, které hraj́ı v kvadratickém programováńı zásadńı roli. Dále bude

nast́ıněn zp̊usob řešeńı úloh kvadratického programováńı. Poté budou přestaveny některé

solvery, které se použ́ıvaj́ı k řešeńı kvadratických optimalizačńıch úloh. Na KKT podmı́nkách

je založeno i multiparametrické kvadratické programováńı, které přistupuje k řešeńı opti-

malizačńı úlohy jiným zp̊usobem. Multiparametrické kvadratické programováńı je současně

základem explicitńıho prediktivńıho regulátoru, kterému bude věnován zbytek teoretické

části diplomové práce.

Detailněǰśı úvod do kvadratického programováńı lze naj́ıt např́ıklad ve zdroji [6].

3.1 Kvadratický program

Před t́ım, než se přistouṕı k definici kvadratického programu, tak by zde bylo vhodné určit,

v jaké podobě se bude uvažovat kvadratická funkce. Kvadratickou funkci lze obecně zapsat

ve tvaru

q(x) =
1

2
xTGx+ fTx+ c, (33)

přičemž plat́ı q : Rn → R a současně muśı platit G ̸= 0. Dále G ∈ Rn×n je symetrická

matice (G = GT), f ∈ Rn reprezentuje sloupcový vektor a c ∈ R je konstanta.

Pro pozděǰśı referenci se zde definuj́ı vztahy pro Jakobián, Hessián a gradient kvadratické

funkce. V uvedeném pořad́ı plat́ı

q′(x) = xTG+ fT, q′′(x) = G, ∇q(x) = Gx+ f = q′(x)T. (34)

Minimalizace kvadratické funkce s lineárńımi omezeńımi se nazývá kvadratický program

(často pouze QP). Vzhledem k tomu, že konstanta c nemá žádný vliv na výslednou hod-

notu x, tak se často často v úloze kvadratického programováńı neuvažuje. Matematicky lze

kvadratický program definovat jako
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min
x

1

2
xTGx+ fTx

s.t. Ax ≤ b

Aex = be,

(35)

kde omezeńı A ∈ Rm×n, b ∈ Rm a Ae ∈ Rl×n, be ∈ Rl definuj́ı množinu př́ıpustných řešeńı

(angl. feasible set) pro x.

3.2 KKT podmı́nky optimality

Pro zaručeńı optimality řešeńı nelineárńı optimalizačńı úlohy muśı platit jisté podmı́nky.

Tyto podmı́nky se označuj́ı jako (Karush-Kuhn-Tucker) KKT podmı́nky optimality. Mate-

maticky řečeno KKT podmı́nky optimality jsou podmı́nky nutné pro zaručeńı optimality

řešeńı a v některých př́ıpadech se dokonce jedná o podmı́nky postačuj́ıćı [6].

Pro některé solvery kvadratických úloh jsou KKT podmı́nky výchoźım bodem pro nale-

zeńı řešeńı daného optimalizačńıho problému. Nicméně vycháźı z nich i princip explicitńıho

prediktivńıho regulátoru. Z toho d̊uvodu se jev́ı vhodné uvést zde jejich obecný tvar.

V nejobecněǰśım př́ıpadě má optimalizačńı problém následuj́ıćı podobu

min
x

f(x),

s.t. g(x) ≤ 0

h(x) = 0,

(36)

kde pro minimalizovanou funkci f plat́ı f : Rn → R a pro funkce definuj́ıćı množinu

př́ıpustných řešeńı plat́ı g : Rn → Rm a h : Rn → Rp. V bodě minima pak muśı platit

KKT podmı́nky optimality v následuj́ıćı podobě

∇f(x) +
m∑
i=1

µi∇gi(x) +
p∑

i=1

λi∇hi(x) = 0,

g(x) ≤ 0,

h(x) = 0,

µ ≥ 0,

∀i ∈ {1, ...,m} µigi(x) = 0.

(37)

3.3 Algoritmy kvadratické programováńı

V nejobecněǰśım př́ıpadě lze úlohy kvadratického programováńı rozdělit do dvou kategoríı.

Jedná se o kvadratické programováńı bez omezeńı a kvadratické programováńı s omezeńımi

ve formě rovnost́ı nebo nerovnost́ı. V následuj́ıćıch dvou podkapitolách budou tyto dva typy

úloh stručně popsány a současně budou ukázány i některé zp̊usoby řešeńı.
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3.3.1 Kvadratické programováńı bez omezeńı

Pro tento typ úloh existuje vždy jedno unikátńı řešeńı, které minimalizuje funkčńı hodnotu

zadané kvadratické funkce [5]. Množina př́ıpustných řešeńı při tom uvažována jako Rn.

Formálně lze takovýto typ úloh zapsat následovně

min
x

1

2
xTGx+ fTx. (38)

Př́ımočaré řešeńı takto zadaného problému vycháźı z KKT podmı́nek. Ukazuje se, že v

tomto př́ıpadě to vede pouze na jednu podmı́nku, které by měla platit pro minimum. Tato

podmı́nka ř́ıká, že se gradient minimalizované funkce muśı rovnat nule. Muśı tedy platit

∇q = Gx+ f = 0. (39)

Jedná se o systém lineárńıch rovnic, tud́ıž se lze jednoduchou úpravou dostat k řešeńı ve

tvaru

x∗ = −G−1f = 0. (40)

Nicméně řešeńı této rovnice nemuśı být vždy vhodné a to kv̊uli nutnosti výpočtu inverze

matice G. Z toho d̊uvodu zde budou ještě ve stručnosti představeny 2 daľśı metody, která

se použ́ıvaj́ı k řešeńı úloh kvadratického programováńı bez omezeńı.

Metoda snižováńı gradientu se snaž́ı naj́ıt řešeńı optimalizačńıho problému bez omezeńı

pomoćı iterativńıho vztahu

xk+1 = x− tk · ∇q(xk). (41)

K minimu se tato metoda posouvá ve směru záporného gradientu a to s délkou kroku tk.

Hlavńım problémem u této metody je, jakým zp̊usobem volit právě délku kroku tk. Exis-

tuj́ı dva př́ıstupy. V prvńım z nich se uvažuje hodnota délky kroku po celou dobu hledáńı

řešeńı konstantńı. Plat́ı tedy, že tk = t je pozitivńı konstanta. Implementace této metody je

sice vcelku jednoduchá, ovšem konvergence k řešeńı může být poměrně pomalá. U druhého

př́ıstupu se hodnota délky kroku tk voĺı tak, aby v aktuálńım kroku došlo k minimalizaci

funkčńı hodnoty minimalizované funkce a to ve směru negativńıho gradientu. Jinými slovy

tato metoda najde ve směru záporného gradientu takový bod, kde funkčńı hodnota kvad-

ratické funkce nabývá své nejmenš́ı hodnoty. Tento bod se v daľśım kroku uvažuje jako ten

výchoźı. Délku kroku lze hledat pomoćı následuj́ıćıho vztahu [6]

t∗k = arg min
tk≥0

q(xk + tk ·∆xk), (42)

kde ∆xk označuje směr záporného gradientu. Vzhledem k tomu, že v tomto př́ıpadě je

minimalizované proměnná tk, tak výsledný iterativńı vztah pro nalezeńı minima zadané
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kvadratické funkce je

xk+1 = x+ t∗k ·∆xk. (43)

Newtonova metoda se obecně zabývá řešeńım soustavy homogenńıch rovnic

g(x) = 0. (44)

Začne se prvotńım odhadem hodnoty řešeńı a poté se použ́ıvá iterativńı vztah podobně jako

u metody snižuj́ıćıho gradientu. Základńı myšlenka Newtonovy metody ale spoč́ıvá v tom,

že se g(x) nahrad́ı svým Taylorovým rozvojem řádu 1. Matematicky zapsáno

g(x) ≈ g(xk) + g′(xk)(x− xk). (45)

Newtonova metoda pak řeš́ı soustavu homogenńıch rovnic (44) s takto upravenou levou

stranou. Pokud jsou splněny některé daľśı podmı́nky, tak řešeńı soustavy lze nalézt v podobě

x ≈ xk − g′(xk)
−1g(xk). (46)

Analogickým zp̊usobem lze postupovat i při hledáńı řešeńı úlohy kvadratického progra-

mováńı. Prvńı podmı́nka optimality vyžaduje, aby byl gradient kvadratické funkce roven

nule. Muśı tedy platit ∇q(x) = 0. Ukazuje se, že se jedná rovněž o soustavu homogenńıch

rovnic. Vzhledem k tomu může být k nalezeńı řešeńı uvažovaného optimalizačńıho problému

použita Newtonova metoda. Jej́ı aplikaćı na daný problém lze dostat výsledný iterativńı

vztah pro nalezeńı minima kvadratické funkce jako

xk+1 = xk − q′′(xk)
−1∇q(xk). (47)

3.3.2 Kvadratické programováńı s omezeńımi

Kvadratické programováńı s omezeńımi lze rozdělit do dvou skupin a to dle typu omezeńı.

U prvńı skupiny úloh je množina př́ıpustných řešeńı definována pouze omezeńımi ve formě

rovnost́ı. U druhé skupiny úloh figuruj́ı omezeńı pouze ve formě nerovnost́ı. Těmto dvěma

kategoríım úloh kvadratického programováńı s omezeńımi budou věnovány následuj́ıćı dva

odstavce.

Kvadratické programováńı s omezeńımi ve formě rovnost́ı řeš́ı úlohu optimalizace

v následuj́ıćı podobě

min
x

1

2
xTGx+ fTx

s.t. Aex = be.
(48)
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Takto zadané optimalizačńı úlohy ovšem v prediktivńım ř́ızeńı nejsou moc časté. Ačkoli

jejich řešeńı je nezbytné u kvadratických programů s omezeńım ve formě nerovnost́ı. Tento

typ úloh lze řešit např́ıklad pomoćı KKT podmı́nek. Ty pro uvažovanou úlohu vycházej́ı v

následuj́ıćı podobě

Gx∗ + f +AT
e · λ = 0,

Aex
∗ = be.

(49)

Takto zapsané KKT podmı́nky lze zapsat ve formě soustavy rovnic jako

[
G AT

e

Ae 0

] [
x∗

λ

]
=

[
−f
be

]
. (50)

Pokud G je pozitivně definitńı, Ae má plnou hodnost a množina př́ıpustných řešeńı je

neprázdná, tak existuje unikátńı řešeńı, které minimalizuje zadanou úlohu.

Kvadratické programováńı s omezeńımi ve formě nerovnost́ı řeš́ı úlohu optimalizace

v následuj́ıćı podobě

min
x

1

2
xTGx+ fTx

s.t. Ax ≤ b.
(51)

Množina př́ıpustných řešeńı je zde definována pomoćı sady nerovnost́ı Ax ≤ b. Každý

řádek aTi matice A společně s odpov́ıdaj́ıćım prvkem bi vektoru b definuje poloprostor

aTi x ≤ bi,∀i ∈ {1, ...,m}. Pr̊unik všech těchto poloprostor̊u definuje množinu př́ıpustných

řešeńı. Tato tř́ıda úloh kvadratického programováńı je nejobecněǰśı ze všech. Pomoćı ńı je

totiž možné definovat úlohy kvadratického programováńı bez omezeńı a i s omezeńımi ve

formě rovnost́ı.

Jak řešit takto zadané úlohy kvadratického programováńı, kde je př́ıpustná množina de-

finována pomoćı sady nerovnost́ı, bude demonstrováno pomoćı základńı myšlenky metody

aktivńıch množin (daľśı metody řeš́ıćı tento typ problému jsou detailně ukázány ve zdroji

[6]). Metoda aktivńıch množin využ́ıvá toho faktu, že minimum se často nacháźı na hranici

množiny př́ıpustných řešeńı. Jinými slovy některá omezeńı jsou pro nalezené řešeńı kvadra-

tického programu aktivńı. Aby dané omezeńı bylo aktivńı, tak pro daný řádek ze soustavy

Ax ≤ b muśı platit rovnost. Množina všech těchto omezeńı, pro které plat́ı rovnost, se

nazývá aktivńı množinou. Aktivńı množina se v každém kroku algoritmu měńı v závislosti

na tom, která omezeńı jsou aktivńı. V každém kroku algoritmu je tedy nutné rozhodnout,

zda do aktivńı množiny přidat, či z aktivńı množiny odebrat některé z omezeńı. To je re-

alizováno tak, že se v každém kroku omezeńı z aktivńı množiny uvažuj́ı jako omezeńı ve

formě rovnost́ı. Ostatńı omezeńı v daný okamžik uvažovaná nejsou. Dále je řešen kvadra-

tický program s omezeńımi ve formě rovnost́ı, které odpov́ıdaj́ı právě aktivńı množině. T́ım

se algoritmus dostane do nového kroku a celý proces se znovu opakuje. To znamená, že se

definuje nová aktivńı množina, vyřeš́ı se kvadratický program a algoritmus se dostane opět

do nového bodu. Algoritmus konč́ı, když již nelze dosáhnout žádného daľśıho sńıžeńı funkčńı

hodnoty zadané kvadratické funkce.

Mezi daľśı algoritmy řeš́ıćı úlohy kvadratického programováńı s omezeńımi ve formě

nerovnost́ı patř́ı např́ıklad metoda rychlého gradientu nebo metoda vnitřńıch bod̊u.
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3.4 Solvery úloh kvadratického programováńı

V současné době existuj́ı poměrně dobře odladěné solvery, které se k řešeńı kvadratických

programů použ́ıvaj́ı. Některé jsou už př́ımo vytvářeny pro aplikaci do prediktivńıch re-

gulátor̊u. Tato podkapitola bude sloužit k představeńı dvou solver̊u, které se při vytvářeńı

diplomové práce použily.

3.4.1 Solver quadprog z Matlabu

Praktická část této diplomové práce byla ze značné části realizována v softwaru Matlab. Ten

nab́ıźı pro řešeńı kvadratické optimalizačńı úlohy př́ıkaz ≫ quadprog(H, f, A, b, Aeq, beq,

LB, UB). Úloha kvadratického programováńı je zde definována jako

min
x

1

2
xTHx+ fTx

s.t. Ax ≤ b

Aeqx = beq

LB ≤ x ≤ UB.

(52)

Parametry př́ıkazu quadprog tedy jsou matice optimalizace H a f. Dále matice pro definici

omezeńı na optimalizovanou proměnnou A a b ve tvaru Ax ≤ b. Matice Aeq a beq slouž́ı pro

specifikaci omezeńı na minimalizačńı proměnnou ve tvaru rovnost́ı. Posledńımi uvedenými

vstupńımi parametry uvedeného př́ıkazu pro minimalizaci kvadratické funkce jsou vektory

LB a UB. Pomoćı těch lze př́ımo vymezit hodnoty, kterých optimalizačńı proměnná může

nabývat.

Řešeńı minimalizačńı úlohy je zde hledáno prostřednictv́ım metody aktivńıch množin

v základńım tvaru. Tento solver ovšem nepatř́ı obecně mezi ty nejrychleǰśı a čas, který

potřebuje k nalezeńı řešeńı může být deľśı. Vzhledem k této skutečnosti by nebylo vhodné

quadprog použ́ıt při implementaci prediktivńıho regulátoru, který by měl ř́ıdit systémy s

malou periodou vzorkováńı. Z toho d̊uvodu se přistoupilo k odzkoušeńı ještě jiného solveru

kvadratických programů a to qp-OASES, který bude představen v následuj́ıćı podkapitole.

3.4.2 Solver qp-OASES

Pro solver qp-OASES by mělo být dosaženo lepš́ıch výsledk̊u z hlediska výpočetńı náročnosti

než u solveru quadprog z Matlabu. Solver qp-OASES je volně stažitelný ze stránky https://

github.com/coin-or/qpOASES a byl vytvořen právě pro účely prediktivńıho ř́ızeńı. Výhodou

je zde to, že ho lze poměrně jednoduše zahrnout i do prostřed́ı Matlab. To bylo realizováno

pomoćı zdroje [2]. Jedná se o open-source implementaci určité varianty numerické metody

vhodné pro výpočty s malou vzorkovaćı periodou. Konkrétně se použ́ıvá upravená metoda

aktivńıch množin. Využ́ıvá se zde toho, že v úlohách prediktivńıho ř́ızeńı se kvadratický

program v každém kroku lǐśı pouze v hodnotách vektoru f, které jsou závislé pouze na stavu

systému. Výhodou tohoto solveru je rovněž možnost použit́ı tzv. hot-start varianty, která

má výrazně kratš́ı dobu výpočtu. To je dosaženo pomoćı použit́ı mezivýsledk̊u z minulého

kroku.

Tento solver bude rovněž použit i v ř́ıdićım softwaru REXYGEN, pomoćı kterého bude

prob́ıhat v praktické části diplomové práce ř́ızeńı elektromechanického ramene. Použije se

zde na řešeńı optimalizačńı úlohy u MPC regulátoru ve standardńım tvaru.
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3.5 Multiparametrické kvadratické programováńı

Ćılem multiparametrického kvadratického programováńı je rovněž naj́ıt takovou hodnotu

optimalizačńı proměnné, která by minimalizovala zadanou kvadratickou funkci s ohledem

na omezeńı ve formě rovnost́ı a nerovnost́ı. Nicméně kromě minimalizačńı proměnné se

zde uvažuje ještě daľśı proměnná, na jej́ıž hodnotě je výsledek celé optimalizace závislý.

Matematicky lze úlohu multiparametrického kvadratického programováńı zapsat jako

min
U

1

2
UTHU+ xTFTU

s.t. GU ≤W + Sx.
(53)

Hlavńı myšlenka spoč́ıvá v tom, že namı́sto řešeńı úlohy kvadratického programováńı on-

line pro jednu konstantńı hodnotu proměnné x je zde ćılem vyřešit optimalizačńı úlohu

předem (off-line) pro všechny př́ıpustné hodnoty x (tzn. x ∈ Xf , Xf označuje množinu

všech př́ıpustných hodnot x) [8]. Omezeńı na U je při tom zadáno ve formě rovnosti či

nerovnost́ı a je součást́ı formulace řešené úlohy. Ve zdroji [9] je dokázáno, že pro úlohu

multiparametrického kvadratického programováńı ve tvaru (53) je hodnota řešeńı U∗ po

částech lineárńı a spojitou funkćı x ∈ Xf . Jinými slovy výslednou hodnotu optimalizačńı

proměnné U∗, která minimalizuje zadanou kvadratickou funkci, lze źıskat explicitně jako

funkci proměnné x. Pro řešeńı kvadratického programu tedy plat́ı U∗ = U∗(x).

Z multiparametrického kvadratického programováńı vycháźı celý princip explicitńıho pre-

diktivńıho regulátoru. Tato podkapitola měla sloužit pouze k zachyceńı hlavńı myšlenky to-

hoto problému. Detailńı řešeńı úlohy multiparametrického kvadratického programováńı bude

ukázáno v následuj́ıćı kapitole, kde bude již aplikováno př́ımo na explicitńı MPC regulátor.
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4 Explicitńı prediktivńı ř́ızeńı

Explicitńı prediktivńı ř́ızeńı je speciálńı zp̊usob prediktivńı regulace, u které nedocháźı k

řešeńı kvadratického programu v každém kroku algoritmu. Snaha je zde o to, aby prediktivńı

regulátor pro nalezeńı optimálńıho akčńıho zásahu musel provést on-line co nejméně operaćı.

Ukazuje se, že výstupy explicitńıho prediktivńıho regulátoru a jeho ekvivalentńı verze MPC

ve standardńım tvaru s poč́ıtáńım optimalizace on-line jsou naprosto totožné [5]. I přes to je

u explicitńıho prediktivńıho regulátoru dosaženo mnohonásobně menš́ı výpočetńı náročnosti.

Z tohoto d̊uvodu je vhodné použ́ıvat explicitńı verzi MPC pro ř́ızeńı systémů s velice malou

periodou vzorkováńı.

Celý princip explicitńıho prediktivńıho regulátoru vycháźı z úlohy multiparametrického

kvadratického programováńı. Současně je d̊uležité mı́t k dispozici ve formě nerovnost́ı všechna

omezeńı, která je chtěné klást na regulačńı smyčku. Ukazuje se totiž, že v př́ıpadě MPC bez

jakýchkoliv omezeńı lze prediktivńı ř́ızeńı převést na klasickou stavovou zpětnou vazbu [7].

Na základě zadaných omezeńı je možné definovat v prostoru stav̊u ř́ızeného systému jisté

regiony. Každému z těchto region̊u se přǐrad́ı adekvátńı zákon ř́ızeńı, který je ve formě

lineárńı funkce vzhledem k vektoru stavu ř́ızeného systému. Jediné, co je pak nutné u ex-

plicitńıho prediktivńıho regulátoru řešit on-line, je určit, do jakého z nalezených region̊u

aktuálńı stav systému patř́ı. Následně již stač́ı pouze vypoč́ıtat funkčńı hodnotu lineárńı

funkce přidruženou k nalezenému regionu, do které se dosad́ı stav systému. Výsledkem je již

optimálńı akčńı zásah, který se použije jako vstup do ř́ızeného systému.

V této kapitole budou postupně rozebrány následuj́ıćı témata. Jako prvńı zde bude defi-

nován problém explicitńıho prediktivńıho ř́ızeńı. Konkrétně proběhne formálńı zápis úlohy

multiparametrického kvadratické programováńı a určeńı, v jaké podobě je u explicitńıho

regulátoru chtěné nalézt řešeńı. Následovat bude již samotný algoritmus explicitńıho MPC

regulátoru. Současně zde budou definovány i problematické úlohy, které je nutné při návrhu

tohoto regulátoru řešit. Řešeńı těchto problémů bude ukázáno v posledńıch dvou podka-

pitolách této sekce práce. Konkrétně jde o úlohu hledáńı všech region̊u v prostoru stav̊u

systému a určeńı konkrétńıho regionu pro daný stav systému.

4.1 Definice problému

U MPC regulátoru ve standardńı podobě je nutné v každém kroku algoritmu řešit optima-

lizačńı úlohu ve tvaru

min
U

1

2
UTHU+ xTFTU

s.t. GU ≤W + Sx,
(54)

kde U definuje optimálńı akčńı zásahy pro následuj́ıćıch nc krok̊u, H ∈ Rnc×nc je Hessova

matice, x ∈ Rn odpov́ıdá aktuálńımu vektoru stavu systému, pro F plat́ı F ∈ Rnc×n. Dále se

pomoćı matic G ∈ Rq×nc ,W ∈ Rq a S ∈ Rq×n definuj́ı omezeńı na akčńı veličinu, hodnotu

stav̊u systému nebo regulované veličiny.

Optimálńı akčńı zásah se pro aktuálńı krok źıská pomoćı jednoduchého vztahu

u∗(x) =
[
I 0 . . .0

]
U∗, (55)
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kde U∗ odpov́ıdá řešeńı minimalizačńıho problému (54).

Hlavńı ćıl u explicitńıho prediktivńıho regulátoru je následuj́ıćı. Na rozd́ıl od klasického

MPC, kde se řeš́ı on-line optimalizačńı úloha ve tvaru (54) pro jeden konkrétńı stav systému,

je zde snaha vyřešit kvadratický program předem (off-line) pro všechny př́ıpustné hodnoty

stavu systému x. Ve výsledku pak vztah pro optimálńı akčńı zásah u∗ vyjde explicitně jako

lineárńı funkce stavu systému x.

Nástroj, který se př́ımo nab́ıźı k řešeńı takto definovaného problému, je multiparamet-

rické kvadratické programováńı. Ve zdroji [9] je dokázáno, že pro úlohu multiparametrického

kvadratického programováńı ve tvaru (54) je hodnota řešeńı U∗ po částech lineárńı a spoji-

tou funkćı x ∈ Xf . Množina Xf při tom definuje množinu všech př́ıpustných hodnot stavu

systému x. Výsledný obecný vztah pro optimálńı akčńı zásah, který se pro aktuálńı stav

systému aplikuje do ř́ızené soustavy, lze zapsat jako

u∗(x) =


M1x+N1 if A1x ≤ b1

...
...

MMx+NM if AMx ≤ bM

. (56)

Zde matice Am a vektory bm definuj́ı prostřednictv́ım nerovnic regiony v prostoru stav̊u

ř́ızeného systému. Pomoćı matic Mm a vektor̊u Nm se po dosazeńı aktuálńıho stavu systému

źıská optimálńı akčńı zásah pro daný region. Vše, co tedy muśı explicitńı prediktivńı re-

gulátor řešit on-line, je určit region, do kterého aktuálńı stav systému patř́ı a následně pouze

vyhodnotit odpov́ıdaj́ıćı lineárńı funkci pomoćı matice Mm, vektoru Nm a stavu systému.

Vypočtený akčńı zásah se posléze aplikuje do ř́ızeného systému.

4.2 Algoritmus explicitńıho MPC

Vzhledem k tomu, že explicitńı MPC vycháźı z multiparametrického kvadratického pro-

gramováńı, tak algoritmus explicitńıho prediktivńıho regulátoru je totožný s algoritmem

pro řešeńı úlohy multiparametrického kvadratického programováńı. Popis tohoto algoritmu

bude uveden v této podkapitole. Jako zdroj informaćı zde bude použita předevš́ım práce

[5]. Ve výsledku se tedy dostanou vztahy, které se použ́ıvaj́ı při implementaci explicitńıho

prediktivńıho ř́ızeńı.

Existuje několik algoritmů pro řešeńı úloh multiparametrického kvadratického progra-

mováńı, ovšem všechny vycházej́ı z KKT podmı́nek optimality. Ty maj́ı pro uvažovanou

úlohu následuj́ıćı tvar

HU+ Fx+GTλ = 0, (57)

λi(G
iU−W i − Six) = 0, ∀i = 1, ..., q, (58)

GU ≤W + Sx, (59)

λ ≥ 0, (60)

kde λ ∈ Rq reprezentuje vektor Lagrangeových multiplikátor̊u. Pro striktně konvexńı pro-

gram (54) jsou uvedené KKT podmı́nky postačuj́ıćı pro zaručeńı optimality [5].
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Algoritmus pro řešeńı multiparametrické kvadratické úlohy zač́ıná náhodným určeńım

hodnoty vektoru stavu systému x0 ∈ Rn (obvykle se voĺı rovnovážný stav ř́ızeného systému).

Následně je potřeba vyřešit kvadratický program (54) s určenou hodnotou x. Tedy plat́ı

x = x0. Źıská se tak řešeńı minimalizačńı úlohy U∗.

V daľśım postupu je potřeba určit množinu aktivńıch a neaktivńıch omezeńı. Aktivńı

omezeńı se znač́ı symbolem tildy a odpov́ıdaj́ı řádk̊um matic G, S a W, pro které plat́ı

rovnost

G̃U∗ = W̃ + S̃x. (61)

Zbývaj́ıćı řádky z matic G, S a W definuj́ı množinu neaktivńıch omezeńı. Ty se znač́ı

symbolem stř́ı̌sky a plat́ı pro ně

ĜU∗ ≤ Ŵ + Ŝx. (62)

Stejné děleńı na aktivńı i neaktivńı plat́ı i pro Lagrangeovy multiplikátory. Lze tedy zapsat

λ̃(x) ≥ 0, (63)

λ̂(x) = 0. (64)

Nerovnosti (62) a (63) společně tvoř́ı množinu omezeńı definuj́ıćı region, kterému př́ısluš́ı

vybraný stav systému x0.

Pro jednoduchost se uvažuje, že řádky matice G̃ jsou lineárně nezávislé. Ze vztahu (57)

plat́ı

U = −H−1(Fx+ G̃Tλ̃). (65)

Dále po dosazeńı této rovnice do vztahu (61) vycháźı

λ̃ = −M̃(W̃ + (S̃+ G̃H−1F)x), (66)

kde M̃ = G̃T(G̃H−1G̃T)−1. Jako posledńı se rovnice (66) dosad́ı do (65), z čehož vyjde

finálńı vztah pro vektor optimálńıch akčńıch zásah̊u v závislosti na x ve tvaru

U∗(X) = H−1(M̃W̃ + M̃(S̃+ G̃H−1F)x− Fx). (67)

To lze ještě upravit do vhodněǰśı podoby, aby byl lépe patrný lineárńı a konstantńı člen

lineárńı funkce. Poté vycháźı
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U∗(X) =
(
H−1M̃S̃+H−1M̃G̃H−1F−HTF

)
x+HTM̃W̃. (68)

Tento vztah pro optimálńı akčńı zásah plat́ı pro všechna x se stejnou množinou aktivńıch

omezeńı. Respektive plat́ı pro všechna x, pro které jsou současně splněny nerovnosti (62)

a (63). Jinými slovy tyto dvě nerovnosti definuj́ı v prostoru stav̊u ř́ızeného systému region

(resp. množinu hodnot x), pro který plat́ı zákon ř́ızeńı (68).

Region, který obsahuje rovnovážný stav ř́ızeného systému, se označuje jako kritický.

Formálně lze zapsat, že pro něj plat́ı

CR0 = {x ∈ Rn : λ̃ ≥ 0, ĜU ≤ Ŵ + Ŝx}. (69)

Obdobným zp̊usobem lze nalézt region v prostoru stav̊u s odpov́ıdaj́ıćım zákonem ř́ızeńı

pro jakoukoliv hodnotu stavu ř́ızeného systému resp. pro jakoukoliv kombinaci aktivńıch

omezeńı. Po prozkoumáńı stavového prostoru analogickým zp̊usobem lze źıskat sadu region̊u

a j́ım odpov́ıdaj́ıćım zákon̊um ř́ızeńı ve formě (56). Otázkou ovšem z̊ustává, jakým zp̊usobem

systematicky všechny regiony s adekvátńım zákonem ř́ızeńı ve stavovém prostoru nalézt.

Tomu bude věnována následuj́ıćı podkapitola. Po nalezeńı všech region̊u je ale nutné řešit

daľśı kĺıčový problém. Ten se zabývá t́ım, jak při on-line běhu explicitńıho MPC nalézt co

nejrychleji region, do kterého aktuálńı stav systému patř́ı.

4.3 Hledáńı region̊u

Jak již bylo řečeno dř́ıve, tak jedna z problematických úloh explicitńıho prediktivńıho ř́ızeńı

je hledáńı všech region̊u v prostoru stav̊u ř́ızeného systému, pro které plat́ı odlǐsné zákony

ř́ızeńı. Pro řešeńı tohoto problému již byly vynalezeny jisté metody. Některé z nich budou

představeny v této podkapitole. Konkrétně zde bude představena metoda sekvenčńıho pro-

hledáváńı stavového prostoru, metoda postupného otáčeńı nerovnost́ı, metoda proměnné

délky kroku a metoda změny aktivńı množiny na základě p̊uvodu omezeńı.

Všechny tyto metody budou pro lepš́ı představu demonstrovány na př́ıkladu dvojitého

integrátoru. Bude použit jeho diskrétńı stavový popis ve tvaru

xk+1 =

[
1 1

0 1

]
xk +

[
0

1

]
uk,

yk =

[
1 0

0 1

]
xk.

(70)

Jedná se o systém s jedńım vstupem a dvěma výstupy s periodou vzorkováńı Ts = 1 s.

Tento systém má dva stavy a d́ıky tomu bude dobře možné všechny regiony vykreslit v 2D

prostoru. Pro horizont predikćı a ř́ızeńı bude shodně platit np = nc = 2. Matice optimalizace

budou mı́t následuj́ıćı podobu

34



H =

[
0.8365 0.3603

0.3603 0.2059

]
, F =

[
0.4624 0.1682

1.2852 0.5285

]
. (71)

Matice optimalizace v tomto tvaru pro prediktivńı ř́ızeńı řeš́ı úlohu regulátoru, tj. převedeńı

systému do rovnovážného stavu. Pro všechny simulace v této podkapitole bude uvažována

následuj́ıćı počátečńı podmı́nka pro stav systému x0 = [10 − 7]T. Bude kladeno omezeńı

pouze na akčńı zásah a to pro celý horizont predikćı ve tvaru −1 ≤ uk ≤ 1. Matice definuj́ıćı

omezeńı pro úlohu multiparametrického kvadratického programováńı tedy budou mı́t tvar

G =


1 0

−1 0

0 1

0 −1

 , W =


1

1

1

1

 ,S =


0 0

0 0

0 0

0 0

 . (72)

Při takto definovaném prediktivńım ř́ızeńı vyšel pr̊uběh stav̊u systému a výstupu re-

gulačńı smyčky s MPC regulátorem ve standardńı formě s on-line solverem následovně.
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Obrázek 2: Pr̊uběh stav̊u a výstupu dvojitého integrátoru př́ı ř́ızeńı MPC s on-line solverem

Jak je vidět, tak se podařilo pomoćı MPC regulátoru převést systém do počátku stavového

prostoru. Současně byla dodržena i omezeńı na hodnotu akčńı veličiny.

4.3.1 Sekvenčńı prohledáváńı stavového prostoru

Tento př́ıstup k hledáńı region̊u ve stavovém prostoru se jev́ı jako nejv́ıce př́ımočarý. Jeho

princip spoč́ıvá v tom, že se v celém prostoru stav̊u ř́ızeného systému definuj́ı body v do-

statečně jemném rastru tak, aby se v každém regionu vyskytl alespoň jeden definovaný bod.

V následuj́ıćım postupu se pro každý definovaný bod ve stavovém prostoru aplikuje algo-

ritmus multiparametrického kvadratického programováńı pro nalezeńı regionu, do kterého

aktuálńı stav patř́ı. Pokud se jedná o dosud neznámý region, tak se přidá do množiny

známých region̊u a pokračuje se s následuj́ıćım stavem systému v pořad́ı. Algoritmus konč́ı,
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pakliže jsou t́ımto zp̊usobem prozkoumány všechny definované body stavového prostoru.

Po aplikaci tohoto algoritmu se pro př́ıpad dvojitého integrátoru našly následuj́ıćı regiony.
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Obrázek 3: Metoda sekvenčńıho prohledáváńı - nalezené regiony

Je zřejmé, že bylo nalezeno 9 region̊u. Přitom pro regiony R0, R1 a R4 byl nalezený stejný

zákon ř́ızeńı. Stejně tak u region̊u R3, R6 a R8 plat́ı stejný zákon ř́ızeńı. V tuto chv́ıli by

bylo vhodné vyhodnotit, zda si odpov́ıdaj́ı simulace chováńı uzavřené smyčky při ř́ızeńı

dvojitého integrátoru pomoćı MPC ve standardńım tvaru a pomoćı explicitńıho MPC s

takto nalezenými regiony. Výsledek zachycuje tento obrázek.
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Obrázek 4: Metoda sekvenčńıho prohledáváńı - srovnáńı simulaćı s MPC s on-line solverem

Je vidět, že simulace si pro oba př́ıpady implementace odpov́ıdaj́ı.

Ačkoliv se dostaly u této metody př́ıznivé výsledky a je zaručené nalezeńı všech region̊u

v prostoru stav̊u při dostatečně jemném rastru, tak by j́ı v praxi nebylo možné použ́ıt.

Tento zp̊usob implementace MPC muśı totiž vyhodnocovat kvadratickou úlohu pro obrovské

množstv́ı stav̊u systému. Pro př́ıklad na dvojitém integrátoru, který má pouze 2 stavy, bylo
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ještě př́ıpustné tuto metodu implementovat. Avšak pro jakýkoliv systém s v́ıce stavovými

proměnnými by nebylo možné tuto metodu vzhledem k obrovskému množstv́ı operaćı, které

by se musely provést, zrealizovat.

4.3.2 Metoda postupného otáčeńı nerovnost́ı

Tato metoda byla představena ve zdroji [9]. Prvńım krokem je zde určit kritický region. Pro

ten při tom plat́ı

CR0 = {x ∈ Xf : Ax ≤ B}. (73)

Po jeho nalezeńı, tj. po nalezeńı všech nerovnic Ax ≤ B, které ho definuj́ı, lze použ́ıt

následuj́ıćı formuli pro nalezeńı zbývaj́ıćıch region̊u

Ri = {x ∈ Xf : Aix > Bi,Ajx ≤ Bj ,∀j < i}, i ∈ {1, ...,m}, (74)

kde m znač́ı počet nerovnic, které definuj́ı kritický region. Tento vztah ř́ıká, že pro nalezeńı

i-tého regionu je potřeba otočit znaménko u i-té nerovnosti definuj́ıćı kritický region. Při tom

je zapotřeb́ı stále uvažovat všechny nerovnice j definuj́ıćı kritický region, tj. nerovnice j < i,

a zanedbat nerovnice j, pro které plat́ı j > i. T́ımto zp̊usobem se projde všech m nerovnic

definuj́ıćı kritický region a t́ım pádem dojde k nalezeńı m region̊u obklopuj́ıćı kritický region.

Pro lepš́ı představu zde bude tato metoda ukázána na následuj́ıćım triviálńım př́ıkladu.

Je uvažována následuj́ıćı situace v prostoru stav̊u.

Obrázek 5: Metoda otáčeńı nerovnost́ı - ilustračńı př́ıklad

Po nalezeńı kritického regionu CR0 jsou k dispozici nerovnosti j1, j2 a j3, které ho definuj́ı.

Pro nalezeńı regionu R1 je zapotřeb́ı otočit nerovnost u prvńı nerovnice, která definuje

kritický region, tj. j1. U regionu R2 se ponechá nerovnice j1 v p̊uvodńım tvaru a u nerovnice

j2 se otoč́ı znaménko nerovnosti. Analogickým zp̊usobem se naleznou nerovnice definuj́ıćı

region R3.

Výhodou této metody je to, že z hlediska region̊u vždy dojde k prozkoumáńı celého sta-
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vového prostoru. Každý stav z př́ıpustné množiny řešeńı tedy bude př́ıslušit některému z

region̊u. Nicméně u této metody je i jedna velká nevýhoda. Mohou zde totiž vznikat tzv.

umělé střihy některých region̊u ve stavovém prostoru. Důsledkem je pak to, že některé re-

giony maj́ı trochu jinak situované hranice, než je to ve skutečnosti. Důvod vzniku tohoto

problému může být patrný ze vztahu (74), který popisuje zp̊usob prohledáváńı stavového

prostoru touto metodou. Z rovnice je zřejmé, že se muśı pracovat s nerovnicemi. Právě ty

přinášej́ı do problému v jistém smyslu tolerance, d́ıky kterým umělé střihy vznikaj́ı. Tento

problém bude pro lepš́ı představu rozebrán na uvedeném ilustračńım př́ıkladu. Necht’ nerov-

nice j1 definuje region R1 a je ve tvaru ax < b. Je zřejmé, že takto definovaná nerovnice

tvrdě vymezuje poloprostor, ve kterém se x nacházet nesmı́. Naopak tato nerovnice vyme-

zuje také prostor, kde se x nacházet může. Problém je právě v tom nerovńıtku ”menš́ı/větš́ı

než”. Nikde totiž neńı definována přesná hranice určuj́ıćı analyzovaný region. Umělé střihy

tedy vznikaj́ı na hranićıch region̊u Ri, kde prostřednictv́ım této metody nelze zcela přesně

hranici regionu určit.

Daľśı nevýhodou je to, že když by se přeházelo pořad́ı nerovnic definuj́ıćı kritický re-

gion, tak ve výsledku by vyšlo rozložeńı region̊u trochu jiné než na přiloženém obrázku s

ilustračńım př́ıkladem.

Po aplikaci tohoto algoritmu na systém dvojitého integrátoru vyjdou v prostoru stav̊u

následuj́ıćı regiony.

-6 -4 -2 0 2 4 6

x
1

-6

-4

-2

0

2

4

6

x
2

CR
0

R
1

R
2

R
3

R
4

Obrázek 6: Metoda otáčeńı nerovnost́ı - nalezené regiony

Při porovnáńı výsledku s předchoźı metodou sekvenčńıho prohledáváńı je zřejmé, že zde

skutečně došlo ke zmiňovaným umělým střih̊um. Zbývá vyhodnotit pr̊uběhy simulaćı chováńı

uzavřené smyčky při ř́ızeńı dvojitého integrátoru pomoćı MPC ve standardńım tvaru a po-

moćı explicitńıho MPC s takto nalezenými regiony. Výsledek zachycuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 7: Metoda otáčeńı nerovnost́ı - srovnáńı simulaćı s MPC s on-line solverem

Je patrné, že došlo k očekávanému výsledku. Pr̊uběhy simulaćı si zde neodpov́ıdaj́ı vlivem

umělých střih̊u, ke kterým došlo při hledáńı region̊u ve stavovém prostoru. V praxi by tedy

nebylo vhodné tuto metodu použ́ıt.

4.3.3 Metoda proměnné délky kroku

Následuj́ıćı metoda byla prezentována ve zdroji [10]. Jako prvńı je zde opět nutné nalézt

kritický region. Tedy region kde se vyskytuje rovnovážný stav systému. Dále se opět pracuje

s nerovnicemi, které kritický region definuj́ı. Konkrétně se použ́ıvaj́ı rovnice definuj́ıćı nadro-

viny, což jsou vlastně hranice kritického regionu. Pro každou z těchto rovnic reprezentuj́ıćı

hranici kritického regionu je potřeba naj́ıt jej́ı střed vzhledem k celkovému tvaru kritického

regionu. Pro n-dimenzionálńı prostor je tedy zapotřeb́ı hledat střed nadrovin definuj́ıćı kri-

tický region. To lze provést např́ıklad pomoćı lineárńıho programováńı. Jednoduchý př́ıklad

této metody ve 2-D prostoru zachycuje následuj́ıćı obrázek.

Obrázek 8: Metoda proměnné délky kroku - ilustračńı př́ıklad
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Středy jsou zde označeny červeným kolečkem. Kĺıčovou část́ı této metody je určit směr

a délku kroku, se kterou je chtěné ”vystoupit” z kritického regionu (naznačeno červenými

šipkami). Problém je zde určit délku kroku, která muśı být dostatečně velká vzhledem k

numerickým omezeńım a současně dostatečně malá, aby nový bod patřil skutečně do sou-

sedńıho regionu. Po nalezeńı takového bodu se prostřednictv́ım něj vyřeš́ı multiparametrický

kvadratický program, jehož výsledkem budou nerovnice definuj́ıćı nově nalezený region a také

odpov́ıdaj́ıćı zákon ř́ızeńı.

Analogickým zp̊usobem se takto postupuje u každého nově nalezeného regionu, dokud

neńı prozkoumán celý stavový prostor.

Ačkoliv je tato metoda velice efektivńı, tak i zde existuje jedna velká nevýhoda, kv̊uli

které neńı vhodné tuto metodu v praxi použ́ıvat. Tato metoda funguje dobře pouze tehdy,

když pro každý jeden region jeho každá jedna hranice odpov́ıdá právě jedné hranici sou-

sedńıho regionu (angl. facet-to-facet property). To lze dobře ilustrovat např́ıklad na uve-

deném obrázku. V př́ıpadě, že by zde region R2 byl uvažován jako kritický, tak jedna jeho

hrana soused́ı s regionem CR0 i R3. T́ım pádem by tato podmı́nka na facet-to-facet nebyla

dodržena a nebylo by dosaženo správného výsledku.

4.3.4 Metoda změny aktivńı množiny na základě p̊uvodu omezeńı

Tento zp̊usob hledáńı region̊u v prostoru stav̊u systému je uveden ve zdroji [11]. Stejně jako

v předchoźıch metodách je i zde nejdř́ıve zapotřeb́ı nalézt kritický region. Tedy region kde

se nacháźı rovnovážný stav systému.

Po nalezeńı kritického regionu je k dispozici aktivńı množina s nerovnicemi (resp. ome-

zeńımi), které tento region definuj́ı, ve tvaru Ax ≤ B. V daľśım postupu se všechny tyto

nerovnice Aix ≤ Bi z aktivńı množiny (i znač́ı odpov́ıdaj́ıćı řádek Ax ≤ B) po jedné

procházej́ı a hledá se jejich p̊uvod. Jsou jen dva př́ıpady, kterého p̊uvodu může omezeńı být.

V prvńım př́ıpadě dané omezeńı zaručuje dosažitelnost řešeńı (angl. feasibility). Tato

omezeńı vycházej́ı z rovnice

ĜU∗ ≤ Ŵ + Ŝx. (75)

Detaily, jak tato rovnice vznikla jsou v kapitole o algoritmu explicitńıho prediktivńıho re-

gulátoru. Pokud nerovnice Aix ≤ Bi slouž́ı k dosažitelnosti řešeńı, tak muśı být rovna

některému řádku z maticové nerovnosti

(ĜM− Ŝ)x ≤ Ŵ − ĜN. (76)

Matice M a N při tom definuj́ı zákon ř́ızeńı pro daný region.

Druhým př́ıpadem jsou omezeńı, která zaručuj́ı optimalitu řešeńı (angl. optimality). Ty

vycházej́ı ze vztahu

λ̃(x) ≥ 0. (77)
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Aby nerovnost Aix ≤ Bi sloužila k zaručeńı optimality, tak muśı být rovna některému řádku

z maticové nerovnosti

(G̃H−1G̃T)−1(S̃+ G̃H−1F)x ≤ −(G̃H−1G̃T)−1W̃. (78)

Po určeńı, jakého omezeńı nerovnost Aix ≤ Bi je, nastane jedna z následuj́ıćıch možnost́ı.

Pokud omezeńı slouž́ı k dosažitelnosti řešeńı, tak se daná nerovnost Aix ≤ Bi přidá do

aktivńı množiny. Naopak pokud je omezeńı pro zaručeńı optimality řešeńı, tak se z aktivńı

množiny daná nerovnost odstrańı.

At’ už nastane jeden nebo druhý př́ıpad, tak vznikne nový region s takto nově definovanou

aktivńı množinou. Pro něj se následně vypoč́ıtá optimálńı zákon ř́ızeńı a postup se opakuje.

To znamená, že se opět po jedné procháźı nerovnosti z jeho aktivńı množiny a hledá se

jejich p̊uvod. V př́ıpadě, že se nalezne již známý region, tak algoritmus okamžitě pokračuje

s následuj́ıćı nerovnost́ı v pořad́ı. Tento postup se neustále opakuje dokud neńı prozkoumán

celý prostor stav̊u systému.

Uvedený postup dobře ilustruje následuj́ıćı obrázek.

Obrázek 9: Metoda změny aktivńı množiny - ilustračńı př́ıklad

Jak je vidět, tak kritický region CR0 definuj́ı 3 nerovnosti, které odpov́ıdaj́ı aktivńı množině

J . Nerovnost k přitom slouž́ı k zaručeńı optimality řešeńı. Dojde tedy k jej́ımu odstraněńı

z aktivńı množiny, č́ımž vznikne nová aktivńı množina J \{k}. Tato nová aktivńı množina

pak definuje region R1. Daľśı nerovnost j p̊uvodńı aktivńı množiny regionu CR0 slouž́ı k

dosažitelnosti řešeńı. Dojde tedy k jej́ımu přidáńı do aktivńı množiny J ∪ {j}, d́ıky čemuž

vznikne nová aktivńı množina definuj́ıćı nový region R2. Stejným zp̊usobem se pro regiony

R1 a R2 budou hledat p̊uvody omezeńı z jejich aktivńıch množin. Budou se tak nalézat nové

regiony, dokud se neprozkoumá celý prostor stav̊u ř́ızeného systému.

Po aplikaci tohoto algoritmu na systém dvojitého integrátoru vyjdou v prostoru stav̊u

následuj́ıćı regiony.
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Obrázek 10: Metoda změny aktivńı množiny - nalezené regiony

Jak je vidět, tak bylo nalezeno 9 region̊u, což je stejný počet jako pro prvńı metodu sek-

venčńıho prohledáváńı stavového prostoru.

Zbývá vyhodnotit pr̊uběhy simulaćı chováńı uzavřené smyčky při ř́ızeńı dvojitého in-

tegrátoru pomoćı MPC ve standardńım tvaru a pomoćı explicitńıho MPC s takto nalezenými

regiony. Výsledek zachycuje tento obrázek.
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Obrázek 11: Metoda změny aktivńı množiny - srovnáńı simulaćı s MPC s on-line solverem

Je zřejmé, že při regulaci pomoćı MPC ve standardńı verzi a pomoćı explicitńıho predik-

tivńıho regulátoru s takto nalezenými regiony bylo dosaženo stejného výsledku. To je dobrý

předpoklad pro to, aby tuto metodu prohledáváńı prostoru stav̊u ř́ızeného systému bylo

možné použ́ıt i v praxi.
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4.4 Určeńı regionu př́ısluš́ıćıho aktuálńımu stavu systému

Po nalezeńı všech nr region̊u v prostoru stav̊u ř́ızeného systému a určeńı všech k nim

přidruženým zákon̊um ř́ızeńı je ale potřeba řešit daľśı kĺıčový problém. Ten nastává až při

on-line běhu explicitńıho prediktivńıho regulátoru. V tu chv́ıli je totiž nezbytné pro aktuálńı

stav systému x nalézt region Ri, do kterého aktuálńı stav patř́ı a posléze vypoč́ıtat funkčńı

hodnotu př́ıslušné lineárńı funkce ve tvaru

u(x) = Mix+Ni, (79)

jež udává výsledný akčńı zásah, který se aplikuje do ř́ızeného systému.

To se ukazuje jako kĺıčová úloha pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti celého explicitńıho

prediktivńıho regulátoru. V př́ıpadě, že by bylo nutné ř́ıdit systém s hodně stavy a velkým

počtem omezeńı, tak by to vedlo na velké množstv́ı region̊u v prostoru stav̊u. Vypočteńı

optimálńıho akčńıho zásahu, který by se měl aplikovat do systému, by tak mohlo trvat

dokonce deľśı dobu než u MPC regulátoru ve standardńı verzi s on-line solverem.

Je tedy vhodné dobře rozmyslet, jakou strategii pro hledáńı region̊u v prostoru stav̊u,

kam aktuálńı stav systému patř́ı, zvolit. V této podkapitole budou představeny 2 př́ıstupy

k tomuto problému. Prvńı z nich použ́ıvá sekvenčńı prohledáváńı stavového prostoru a v

druhém př́ıstupu se využ́ıvá binárńı vyhledávaćı strom.

4.4.1 Sekvenčńı prohledáváńı

Tato metoda pro nalezeńı regionu př́ısluš́ıćıho aktuálńımu stavu systému je př́ımočará a

nejv́ıce jednoduchá na implementaci. Předpokládá se, že jsou k dispozici nr region̊u, které

se našly prostřednictv́ım některé z metod představených v předchoźı podkapitole. V daľśım

postupu je nutné tyto regiony, respektive nerovnice, které je definuj́ı, seřadit sekvenčně

za sebou. Jako nejjednodušš́ı se jev́ı regiony za sebou poskládat tak, jak byly postupně

objevovány některou z uvedených metod.

Pro nalezeńı výsledného akčńıho zásahu se v každém kroku algoritmu explicitńıho pre-

diktivńıho regulátoru při sekvenčńım prohledáváńı stavového prostoru použ́ıvá následuj́ıćı

postup. Vstupńım parametrem je aktuálńı stav systému (popř́ıpadě jeho rozš́ı̌rená verze viz

kapitola 2.7). Dále je nutné sekvenčně procházet všechny známé regiony a určovat, do jakého

z nich aktuálńı stav systému patř́ı. Konkrétně se procházej́ı aktivńı množiny všech známých

region̊u. Postupně se tedy vyhodnocuje sada nerovnost́ı ve tvaru

Aix ≤ Bi (80)

při dosazeńı aktuálńıho stavu systému x a to pro každý region Ri. Pokud po dosazeńı

stavu systému do vztahu (80) všechny nerovnosti plat́ı, tak je prohlášeno, že aktuálńı stav

systému patř́ı do regionu Ri. Procházeńı daľśıch region̊u již neńı potřeba. Jako posledńı stač́ı

pro určený region Ri vyhodnotit př́ıslušnou lineárńı funkci se stavem systému x definuj́ıćı

výsledný optimálńı akčńı zásah ve tvaru
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u(x) = Mix+Ni. (81)

Vypočtená č́ıselná hodnota u(x) se považuje za výstup regulátoru a je aplikována do ř́ızené

soustavy.

Tento postup se opakuje v každém kroku algoritmu explicitńıho MPC se sekvenčńım

prohledáváńım stavového prostoru pro nalezeńı př́ıslušného regionu. Je zřejmé, že v př́ıpadě

velkého množstv́ı region̊u by se muselo vyhodnocovat obrovské množstv́ı nerovnic. V nej-

horš́ım př́ıpadě by regulátor musel vyhodnotit všechny nerovnice, které definuj́ı všechny

známé regiony. Vzhledem k tomuto faktu by nebylo vhodné tuto metodu použ́ıvat v praxi.

Algoritmus na prohledáváńı prostoru stav̊u k určeńı regionu, kterému př́ısluš́ı aktuálńı

stav systému x, lze strukturovaně zapsat takto.

Algorithm 1 Sekvenčńı prohledávańı stavového prostoru pro určeńı regionu

1: Proved’ inicializaci i← 1.
2: while x /∈ Ri and i ≤ nr do
3: Proved’ inkrementaci i← i+ 1.
4: end while
5: if i = nr + 1 then
6: Region nenalezen - nedosažitelný problém. KONEC.
7: end if
8: Vyhodnot’ zákon ř́ızeńı př́ısluš́ıćı nalezenému regionu ve tvaru u(x) = Mix+Ni.

4.4.2 Metoda použ́ıvaj́ıćı binárńı vyhledávaćı strom

Tato metoda prohledáváńı stavového prostoru pro určeńı regionu odpov́ıdaj́ıćımu aktuálńımu

stavu systému byla převzata ze zdroje [12]. Jak již název napov́ıdá, tak zde je pro pro-

hledáváńı stavového prostoru nutné vytvořit off-line binárńı vyhledávaćı strom. Ten bude

následně explicitńı MPC on-line prohledávat v každém kroku algoritmu za účelem určeńı

regionu odpov́ıdaj́ıćımu stavu systému. Ukazuje se, že zde pro nalezeńı př́ıslušného regionu

je zapotřeb́ı v nejhorš́ım př́ıpadě vyhodnotit tolik nerovnic, jaká je hloubka vytvořeného

binárńıho stromu. Při správné implementaci této metody je výsledkem mnohonásobně kratš́ı

výpočetńı náročnost regulátoru než u naivńı metody sekvenčńıho prohledáváńı.

Tato metoda opět vycháźı ze znalosti všech region̊u v prostoru stav̊u systému. Ty budou

pro tuto kapitolu značeny R1, R2, ..., Rnr , kde nr odpov́ıdá počtu známých region̊u. Dále je

nezbytná znalost odpov́ıdaj́ıćıch lineárńıch zákon̊u ř́ızeńı F1, F2, ..., FK , kde K reprezentuje

počet unikátńıch zákon̊u ř́ızeńı. Obecně totiž může platit K ≤ nr vzhledem k tomu, že

některým region̊um může př́ıslušit stejný zákon ř́ızeńı. V daľśım postupu je nutné definovat

sadu unikátńıch nadrovin definuj́ıćı všechny známé regiony jako ajx = bj (d́ıky rovnosti

se jedná př́ımo o hranice region̊u) pro j = 1, 2, ..., L, kde L znač́ı počet těchto unikátńıch

nadrovin. V algoritmu se totiž bude pracovat s následuj́ıćı hodnotou

dj(x) = ajx− bj , (82)

kde vyjde dj(x) ∈ R.
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Dále se zavede indexová reprezentace J pro množinu nadrovin ajx = bj . Ta bude ob-

sahovat množinu index̊u nadrovin j společně se znaménkem + nebo − určuj́ıćı kladnou

nebo zápornou hodnotu dj . Vysvětleno to bude na následuj́ıćım jednoduchém př́ıpadu. Je-li

nějaký region definován jako J = {2−, 4−, 6+}, tak pro něj plat́ı, že po dosazeńı x z daného

regionu do rovnic d2 a d4 vyjdou záporné hodnoty d a po dosazeńı x z daného regionu do

rovnice s indexem j = 6 vyjde hodnota d6 kladná. Nicméně pomoćı této reprezentace lze

vyjadřovat i celou množinu region̊u. Např́ıklad J = {1+} může reprezentovat celou řadu

region̊u, pro které se dostane kladná hodnota d1 po dosazeńı př́ıslušného x do rovnice s inde-

xem 1. Zavede se pro to daľśı značeńı I(J ) a to právě pro množinu př́ıpustných region̊u pro

zadané J . Je-li takto definovaná množina př́ıpustných region̊u, tak lze definovat i množinu

odpov́ıdaj́ıćıch zákon̊u ř́ızeńı F(I). Ta definuje množinu všech zákon̊u ř́ızeńı př́ıpustných pro

danou množinu region̊u. Zavedené značeńı je dobře demonstrováno na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 12: Binárńı vyhledávaćı strom - př́ıklad [12]

Ćılem této metody je zkonstruovat takový binárńı vyhledávaćı strom, že se pomoćı

vstupńıho vektoru x (stav systému) v každém uzlu Nk vyhodnot́ı lineárńı funkce (82) a

urč́ı se zda je výsledek dj kladný nebo záporný. V př́ıpadě záporné hodnoty přejde algorit-

mus do levého následńıka aktuálńıho uzlu. Naopak je-li hodnota dj kladná, tak se přejde do

pravého následńıka uvažovaného uzlu. T́ımto zp̊usobem se bude procházet strom od kořene

až do listu, ve kterém bude př́ıpustný pouze jeden zákon ř́ızeńı Fk. Snaha je při tom vytvořit

strom s co nejmenš́ı hloubkou a s co nejmenš́ım počtem uzl̊u. To povede na to, že pro určeńı

regionu bude potřeba vyhodnotit co nejmenš́ı počet rovnic (82).

Každý uzel stromu Nk bude při tom definován pomoćı dvojice (Ik,Jk). Jk udává inde-

xovou reprezentaci nadrovin, které jsou platné pro daný uzel, a pro Ik plat́ı Ik = I(Jk).
Symbolem U se dále bude označovat množina prozat́ım neprozkoumaných uzl̊u. Prozkou-

maný uzel, který neńı listem, bude dále obsahovat index jk odkazuj́ıćı na př́ıslušnou rovnici

(82), která se má v daném uzlu vyhodnotit. Listový uzel bude namı́sto indexu jk obsahovat
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odkaz na zákon ř́ızeńı Fk, což bude vlastně výsledný zákon ř́ızeńı, pomoćı kterého se spočte

výsledná hodnota akčńıho zásahu regulátoru.

Pro úsporu zápisu se nyńı zavede značeńı ±, které se použije v př́ıpadě, že daný vztah

plat́ı pro obě znaménka + i −. Ve zdroji [12] je dokázáno, že plat́ı

I(J ∪ j±) ⊆ (I(J ) ∩ I(j±)). (83)

Lze totiž ukázat, že když pro region Ri plat́ı Ri ∈ I(J ) ∩ I(j+) a při tom současně Ri ̸∈
I(J ∪j+), pak regionem Ri procháźı nadrovina (resp. rovnice) j. Př́ıkladem může být region,

pro který plat́ı Ri ∈ I(J ) ∩ I(j+) ∩ I(j−). Stejného výsledku by se dosáhlo, když by bylo

prohozené j+ a j−.

Při prozkoumáváńı uzlu stromu je hlavńım ćılem pro jeho oba následńıky co nejv́ıce

zmenšit počet př́ıpustných zákon̊u ř́ızeńı |Fk|. Matematicky to lze formulovat tak, že pro

uzel Nk = (Ik,Jk) je chtěné vybrat rovnici (resp. nadrovinu) jk, pro kterou bude platit

jk = argmin
j

max(|F(I+k )|, |F(I−k )|), (84)

kde I±k = I(Jk ∪ j±). To nicméně vyžaduje výpočet I±k pro každou nadrovinu j. Vztah (83)

ukazuje vhodnou aproximaci tohoto výpočtu I±k jako I(J ) ∩ I(j±). Přesnou hodnotu I±k
lze následně źıskat pro každý region Ri ∈ I(J ) ∩ I(j+) ∩ I(j−) vyřešeńım dvou lineárńıch

programů ve tvaru

min
x∈Ri

±dj(x). (85)

Aproximaci lze tedy využ́ıt k selekci několika vhodných nadrovin (resp. kandidát̊u). Pro

źıskáńı přesného řešeńı je posléze nutné vypoč́ıtat minimalizace (85), ovšem počet těchto

minimalizaćı, která je potřeba vyřešit, je již o mnoho menš́ı.

V tuto chv́ıli je již možné představit algoritmus pro konstrukci binárńıho vy-

hledávaćıho stromu. Prvně je zapotřeb́ı určit množiny I(j+) a I(j−) pro každou rovnici

j ∈ {1, ..., N}. To může být realizováno např́ıklad vyřešeńım 2Lnr minimalizačńıch úloh

(85). Jako kořen stromu se dále zvoĺı N1 = (I1,J1) = ({1, ..., nr}, ∅). Uzel N1 se posléze

přidá do množiny prozat́ım neprozkoumaných uzl̊u U . V tu chv́ıli je dokončena inicializačńı

část algoritmu.

Daľśı postup se neustále opakuje pro všechny uzly z množiny U , dokud tato množina

neńı prázdná. Prvńım krokem je odebrat jakýkoliv uzel Nk z množiny U . Tento uzel bude v

aktuálńım kroku prozkoumáván. Dále je potřeba pro daný uzel Nk vypoč́ıtat aproximace

I(Jk) ∩ I(j±) (86)

pro všechny rovnice j. Poté se nadroviny j seřad́ı dle hodnoty
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max(|F(I(Jk) ∩ I(j+))|, |F(I(Jk) ∩ I(j−))|) (87)

od nejmenš́ı po největš́ı.

V daľśım kroku se uvažuje pouze prvńıch nj nadrovin ze sařazeného listu z předchoźıho

kroku, tj. nadroviny s minimálńı hodnotu (87). Je nutné si uvědomit, že těchto nadrovin

s minimálńı hodnotou může být v́ıce. Pro těchto nj nadrovin se následně vypočte přesné

řešeńı I±k = I(Jk ∪ j±). To je realizováno přes poč́ıtáńı lineárńıch programů ve formě (85)

pro každý region, pro který plat́ı Ri ∈ I(J )∩I(j+)∩I(j−). Následně již stač́ı pouze vybrat

finálńı rovnici jk, podle které se bude aktuálńı uzel Nk dělit. Ta se urč́ı jako

jk = argmin
j

max(|F(I+k )|, |F(I−k )|). (88)

Po této operaci dojde k asociaci Nk ← jk.

V daľśım kroku se definuj́ı pro aktuálńı uzel dva následovńıci N± ← (I±k ,Jk ∪ j±). Pro

oba z nich je nutné rozhodnout, zda plat́ı |F(I±)| > 1. V pozitivńım př́ıpadě se uzel N±

přidá do množiny U . V negativńım př́ıpadě se jedná o list a přǐrad́ı se k němu př́ıslušný

zákon ř́ızeńı. Matematicky to lze zapsat jako N± ← F(I±).

Tento algoritmus se neustále opakuje pro každý uzel stromu dokud množina U neńı

prázdná. V opačném př́ıpadě, kdy U = ∅, algoritmus konč́ı a binárńı vyhledávaćı strom lze

považovat za dokončený.

Algoritmus pro konstrukci binárńıho vyhledávaćıho stromu lze tedy zapsat strukturovaně

takto.

Algorithm 2 Konstrukce binárńıho vyhledávaćıho stromu

1: Urči množiny I(j+) a I(j−) pro každou rovnici j ∈ {1, ..., N}.
2: Kořen stromu inicializuj jako N1 ← ({1, ..., nr}, ∅).
3: Množinu neprozkoumaných uzl̊u inicializuj jako U ← {N1}.
4: Vyber jakýkoliv neprozkoumaný uzel Nk ∈ U a proved’ U ← U\Nk.
5: Vypočti aproximace I(Jk) ∩ I(j±) pro všechny j a seřad’ nadroviny dle velikosti

max(|F(I(Jk) ∩ I(j+))|, |F(I(Jk) ∩ I(j−))|) od nejmenš́ı po největš́ı.
6: Vypočti přesné řešeńı I±k = I(Jk ∪ j±) pro prvńıch nj prvk̊u se stejnou hodno-

tou ze seznamu z kroku 5. To lze provést vyřešeńım lineárńıch programů (85) pro
každý region Ri ∈ I(J ) ∩ I(j+) ∩ I(j−). Na základě výsledku vyber jk jako jk =
argminj max(|F(I+k )|, |F(I−k )|).

7: Dokonči uzel přǐrazeńım Nk ← jk a přǐrad’ mu 2 následńıky jako N± ← (I±k ,Jk ∪ j±).
8: if |F(I±)| > 1 then
9: Přidej N± do U .

10: else
11: N± je listový uzel. Proved’ asociaci N± ← F(I±)
12: end if
13: if U = ∅ then
14: Jdi na řádek 4 algoritmu.
15: else
16: KONEC algoritmu.
17: end if
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V okamžiku, kdy je binárńı vyhledávaćı strom vytvořený, tak lze implementovat algo-

ritmus na jeho prohledáváńı do explicitńıho MPC regulátoru pro on-line určeńı regionu, do

kterého aktuálńı stav systému patř́ı. Algoritmus pro on-line určeńı př́ıslušného regi-

onu pomoćı binárńıho vyhledávaćıho stromu vypadá následovně. Uvažuje se aktuálńı

stav systému jako vstup explicitńıho MPC regulátoru. Začne se s uzlem N1, pro který se

vyhodnot́ı jemu př́ıslušný vztah dj(x) = ajx− bj . V př́ıpadě záporné hodnoty d se algorit-

mus přesune do levého následovńıka aktuálńıho uzlu. Naopak je-li hodnota d kladná, tak se

algoritmus přesune do pravého následovńıka aktuálńıho uzlu. Pro nový uzel se opět vyhod-

not́ı jemu př́ıslušný vztah dj(x) = ajx− bj a na základě výsledné hodnoty se urč́ı, do jakého

uzlu se algoritmus přesune.

Uvedený postup se neustále opakuje, dokud se v binárńım vyhledávaćım stromu nedojde

do listového uzlu. Tomu př́ısluš́ı právě jeden zákon ř́ızeńı definuj́ıćı výsledný optimálńı akčńı

zásah. Stač́ı tedy vyhodnotit odpov́ıdaj́ıćı lineárńı funkci se stavem systému x definuj́ıćı

výsledný optimálńı akčńı zásah ve tvaru

u(x) = Mix+Ni. (89)

Vypočtená č́ıselná hodnota u(x) se považuje za výstup regulátoru a je aplikována do ř́ızené

soustavy.

Tento zp̊usob prohledáváńı binárńıho vyhledávaćıho stromu muśı explicitńı prediktivńı

regulátor provést v každém kroku algoritmu s nově př́ıchoźı hodnotou aktuálńıho stavu

systému x.

Algoritmus pro on-line hledáńı regionu pomoćı binárńıho vyhledávaćıho stromu lze struk-

turovaně zapsat následuj́ıćım zp̊usobem.

Algorithm 3 Prohledáváńı binárńıho vyhledávaćıho stromu

1: Necht’ je aktuálńı uzel Nk kořenem stromu.
2: while Nk neńı listovým uzlem do
3: Vyhodnot’ rovnici dj(x) = ajx− bj př́ısluš́ıćı uzlu Nk.
4: Necht’ Nk je jedńım z jeho následovńık̊u určený na základě znaménka dj .
5: end while
6: Vypočti výsledný akčńı zásah u na základě rovnice u(x) = Mix + Ni, která př́ısluš́ı

nalezenému listovému uzlu.
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5 Popis ř́ızeného mechatronického systému

V praktické části diplomové práce budou použity popsané algoritmy prediktivńıho ř́ızeńı

pro regulaci reálného mechatronického sytému. Tato úvodńı kapitola praktické sekce práce

bude sloužit k prvotńımu seznámeńı se s touto mechatronickou soustavou. Bude uveden i

jej́ı obrázek společně s několika jej́ımi d̊uležitými parametry, které soustavu dobře charak-

terizuj́ı. Daľśı podkapitola bude věnována nalezeńı modelu systému. Pro prediktivńı ř́ızeńı

je totiž zapotřeb́ı źıskat co nejpřesněǰśı model ř́ızené soustavy, aby regulace prob́ıhala co

nejlépe. Po nalezeńı modelu proběhne ještě jeho analýza v časové a frekvenčńı oblasti. Bude

tedy vykreslena přechodová a frekvenčńı charakteristika, aby byly dobře patrné vlastnosti

systému.

5.1 Popis systému

Konkrétně se jedná o mechatronický stend pohonu s pružnou zátěž́ı. Detailńı popis soustavy

lze nalézt v článku [13]. Tento elektromechanický systém tvoř́ı elektrický pohon (synchronńı

motor poháněný servozesilovačem), pružná spojka, setrvačńık a odj́ımatelné pohyblivé ra-

meno se zátěž́ı. Toto zař́ızeńı disponuje jedńım stupněm volnosti, který umožňuje rameni se

zátěž́ı pohybovat se kolem své vertikálńı osy. Systém je zachycen na tomto sńımku.

Appl. Sci. 2021, 11, 3689 4 of 41

payload

motor

CoG

Csp

Figure 1. Flexible arm motion stage used in the experiments: (left) Considered flexible load configuration; (right) Schematics
of the motion control setup, C-velocity/position compensator to be designed using the motor-side feedback, ϕm,ϕl-motor
and load angle.

Figure 2. Flexible arm motion stage details: drive to arm transmission assembly consisting of electrical drive, flexible
coupling, bearing housing, inertial load, and adjustable compliant arm.

Albeit simple, its mechanical structure allows emulating various practical motion
control problems encountered in industrial applications. Some essential features are
given below:

• Distributed parameter system exhibiting oscillatory dynamics with a possible in-
troduction of multiple resonance modes, nonlinear friction effects and parametric
uncertainty (e.g., load mass and/or position)

• A diverse range of dynamic response achievable by adjusting/interchanging the
attached load

Obrázek 13: Reálný mechatronický systém pro který bude navrhováno MPC

Následuj́ıćı tabulka poskytuje hodnoty vybraných parametr̊u pohyblivé části systému.

Délka ramene 0.235 m
Hustota materiálu ramene 8030 kg ·m−3

Young̊uv modul materiálu 190,295,301,291.7 N ·m−2

Plocha pr̊uřezu 8.9274 ·10−5m2

Hmotnost užitečného zat́ıžeńı 1.049 kg
Moment setrvačnosti rotačńı osy připojené k motoru 0.0024 kg ·m2

Důležité je také upozornit, že pro pokusy realizované v této práci nebude uvažována na

systému zátěž. Sledovat se tedy bude pouze poloha a rychlost motoru.
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5.2 Model systému

Tato podkapitola bude věnována nalezeńı modelu ř́ızeného systému. K tomu je nejdř́ıve

zapotřeb́ı na základě dat z identifikačńıho experimentu nalézt odhad bod̊u frekvenčńı cha-

rakteristiky - neparametrický model. Výsledek je na následuj́ıćıch obrázćıch. Prvńı z nich

zachycuje pr̊uběh amplitudy.
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Obrázek 14: Neparametrický model - body frekvenčńıho přenosu - amplituda

Na druhém obrázku je vidět pr̊uběh fáze.
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Obrázek 15: Neparametrický model - body frekvenčńıho přenosu - fáze

Relevantńı data jsou od přibližně od 2 Hz do konce (Nyquistova frekvence 500 Hz pro periodu

1 ms). Na nižš́ıch frekvenćıch se projevuje vliv nelineárńıho třeńı. Na vysokých frekvenćıch

je dobře vidět hodnota rezonančńı a antirezonančńı frekvence, což by se dalo interpretovat

fyzikálně jako vliv pružného módu spojeńı motor-zátěž.

Po źıskáńı bod̊u frekvenčńı charakteristiky z identifikačńıho experimentu je daľśım kro-

kem nalézt přenosovou funkci z požadovaného momentu motoru na jeho rychlost. K tomu se

využilo System identification toolboxu v Matlabu. Jeho výstupem byl přenos v této podobě
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Ptf = z−2 · 0.03559z−1 + 2.484z−2 − 0.4734z−3 − 2.779z−4 + 3.272z−5

1 + 0.3468z−1 − 0.7115z−2 − 0.5901z−3 − 0.02353z−4 + 0.007582z−5 + 0.01903z−6
.

(90)

K prediktivńımu ř́ızeńı je nicméně zapotřeb́ı mı́t k dispozici diskrétńı stavový model soustavy

ve tvaru

xk+1 = Axk +Buk, (91)

yk = Cxk +Duk. (92)

Přenosovou funkci na stavový model lze převést jednoduše za pomoćı Matlabu př́ıkazem ss.

Stavový popis bude vytvořen tak, aby měl 1 vstup a 2 výstupy. Vstup modelu bude odpov́ıdat

požadovanému proudu/momentu motoru. Prvńı výstup bude reprezentovat polohu motoru

a druhý výstup jeho rychlost. Výsledný stavový model ř́ızeného systému, který se použije k

návrhu prediktivńıho ř́ızeńı, tedy vyšel v následuj́ıćı podobě

xk+1 =



1.7677 −1.0623 0.0363 −0.0882 −0.0249 −0.0493 0.0296 0.0056

1.9495 0.5329 6.1676 −0.0696 −0.0197 −0.0389 0.0234 0.0044

−0.4516 0.1442 0.3194 0.2475 0.0057 0.0113 −0.0068 −0.0013

0.1974 −0.2282 −5.5738 −1.0669 0.1377 −0.0236 0.0142 0.0027

5.2586 −3.4437 0.3452 −3.6952 −1.7674 0.3523 0.0050 0.0009

−4.7112 3.4155 −0.1374 3.6508 0.7149 0.6267 0.0529 0.0065

−0.3683 −0.4394 0.1215 −0.2724 0.1807 1.3975 0.2442 0.0053

0.0636 0.0624 −0.0225 0.0698 −0.0160 0.0233 −0.9920 −0.0033


xk +



0.0139

0.1034

0.4859

0.0568

0.0046

0.0059

0.0008

0.0001


uk. (93)

yk =

[
−0.0003 −0.0002 0.0001 −0.0002 −0.0001 −0.0002 −0.0000 0.0000

−0.0194 −0.0230 0.0060 −0.0126 0.0058 0.0805 −0.0733 −0.0547

]
xk, (94)

kde perioda vzorkováńı je 1 ms.

5.3 Analýza modelu

Je vidět, že řád systému vyšel relativně vysoký a to 8. Tato kapitola bude věnována analýze

modelu systému ve frekvenčńı a časové oblasti. Jako prvńı bude vykreslena frekvenčńı cha-

rakteristika systému. Současně budou vykresleny i body frekvenčńı charakteristiky nepara-

metrického modelu, aby bylo dobře patrné, zda model odpov́ıdá naměřeným dat̊um. Prvńı

obrázek zachycuje pr̊uběh amplitudy.
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Obrázek 16: Srovnáńı frekvenčńıch charakteristik - naměřené body, model - amplituda

Zde je vidět vývoj fáze.
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Obrázek 17: Srovnáńı frekvenčńıch charakteristik - naměřené body, model - fáze

U obou obrázk̊u je vidět, že skutečně nalezený model dobře koṕıruje data z identifikačńıho

experimentu. Konkrétně u pr̊uběhu amplitudy je patrná stejná hodnota antirezonančńı frek-

vence. Jak již bylo řečeno, tak na ńızkých frekvenćıch si pr̊uběhy zcela neodpov́ıdaj́ı a to z

toho d̊uvodu, že naměřená data jsou relevantńı od cca 2 Hz do konce (Nyquistova frekvence

500 Hz pro periodu 1 ms). Na nižš́ıch frekvenćıch se projevuje vliv nelineárńıho třeńı.

Pro lepš́ı seznámeńı se se systémem zde ještě bude uvedena jeho odezva na jednotkový

skok. Tu zachycuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 18: Odezva na jednotkový skok pro nalezený přenos z momentu na rychlost

Je patrné, že přechodový děj je téměř plynulý. Malé kmitáńı se vyskytlo pouze na začátku

simulace. Z obrázku je vidět, že systém je poměrně rychlý, jelikož doba ustáleńı činńı 0.4

vteřiny.
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6 Řı́zeńı reálného systému MPC s on-line solverem

V této kapitole proběhne návrh a otestováńı MPC regulátoru ve standardńım tvaru s on-line

solverem navrženého pro reálný mechatronický systém popsaný výše. Návrh regulátoru bude

realizován v softwaru Matlab, kde proběhnou i nezbytné simulace pro otestováńı funkčnosti

a kvality regulátoru. Konkrétně se využije jeho nástroje Simulink, který slouž́ı právě k

simulačńım účel̊um. Poté se již přistouṕı k ř́ızeńı skutečného systému a to pomoćı ř́ıdićıho

programu REXYGEN Studio.

REXYGEN Studio je grafický nástroj určený pro tvorbu ř́ıdićıch algoritmů v reálném

čase s podporou rozsáhlé knihovny funkčńıch blok̊u systému REXYGEN. Jakýkoli algorit-

mus vyvinutý v REXYGEN Studiu lze okamžitě zkompilovat a stáhnout do libovolného

ćılového zař́ızeńı. Po úspěšné kompilaci a stažeńı algoritmu do ćılového zař́ızeńı je možné

přepnout REXYGEN Studio do režimu Watch, ve kterém lze pozorovat nebo upravovat

všechny parametry a proměnné všech funkčńıch blok̊u. Kompletńı dokumentaci tohoto SW

lze naj́ıt na www.rexygen.com.

Kapitola bude koncipována následovně. Nejdř́ıve proběhne samotný návrh MPC re-

gulátoru ve standardńı formě. Poté zde budou uvedena schémata zapojeńı ze Simulinku

a REXYGENu, která se použila k otestováńı navrženého MPC regulátoru. V daľśı pod-

kapitole budou vykresleny pr̊uběhy d̊uležitých veličin regulačńı smyčky, které byly źıskány

během simulaćıch. Posledńı část této kapitoly bude věnována experiment̊um s navrženým

MPC při ř́ızeńı reálného stroje.

6.1 Návrh prediktivńıho regulátoru ve standardńı formě

V této podkapitole budou uvedeny všechny parametry MPC regulátoru, při kterých bylo

během simulaćı dosaženo nejlepš́ıch výsledk̊u. Horizont predikćı byl zvolen jako np = 30.

Horizont ř́ızeńı má hodnotu nc = 3. Je tedy skutečně vidět, že hodnota horizontu ř́ızeńı

byla zvolena jako 10 % z hodnoty horizontu predikćı, jak bylo doporučováno. Akčńı zásahy

budou saturovány do rozmeźı ±0.1. Ukázalo se, že to je rozumná mez vzhledem k možnostem

uvažovaného systému. Daľśı omezeńı je vhodné klást na maximálńı rychlost motoru. Zvolilo

se, že toto omezeńı bude ±5. Vzhledem k počtu výstup̊u a vstup̊u bude váhová matice Q

dimenze 2 a váhová matice R penalizuj́ıćı ř́ızeńı dimenze 1. Tvary těchto váhových matic

byly zvoleny následovně

Q =

[
2000 0

0 0.1

]
,R = 500. (95)

Je vidět, že d̊uraz je kladen předevš́ım na polohu motoru. Jej́ı pr̊uběh při regulaci by tedy

měl být plynuleǰśı.

Při návrhu byl použit algoritmus MPC pro dosažeńı nulové odchylky v ustáleném stavu

popsaný v kapitole o prediktivńım ř́ızeńı ve standardńı formě. Výsledné matice optimalizace

pak vyšly
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H =

1011.2575 −496.1707 65.3721

−496.1707 1010.5947 −439.7418

65.3721 −439.7418 1219.1977

 ,F =



−0.4531 0.5326 1.4416

2.8304 3.1149 27.7447

8.6333 15.8725 129.0831

0.5313 1.5755 14.4835

0.0684 0.0571 1.0847

0.1554 0.1064 1.0876

−0.0004 0.0096 0.0890

−0.0004 0.0013 0.0118

−481.8864 −446.4055 −3494.3272

−1.8317 −1.774 −22.3203

−500 0 0

80.4588 74.6823 844.828



. (96)

6.2 Schéma zapojeńı z Matlabu

K simulaci regulačńı smyčky s MPC regulátorem se využilo Simulinku, standardńıho gra-

fického prostřed́ı Matlabu pro simulaci dynamických systému. Použité schéma zapojeńı

pro uvažovaný př́ıpad s MPC regulátorem ve standardńı variantě s on-line solverem je na

následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 19: Schéma zapojeńı MPC s on-line solverem pro simulaci v Matlabu

Zcela vlevo modrý bloček reprezentuje vstupńı referenci. Pro analýzu chováńı smyčky se

bude použ́ıvat skoková změna požadované polohy motoru. Dále se ve schématu nacháźı

žlutý blok Triggered subsystem. Pomoćı něho je implementován do zapojeńı MPC regulátor

s on-line solverem. Do tohoto bloku lze vložit kód z Matlabu, který vykonává algoritmus

prediktivńı regulace. Součást́ı tohoto kódu je tedy i solver úloh kvadratického programováńı.

MPC kompenzátor má zde 3 vstupy a to referenci, aktuálńı vektor stavu ř́ızeného systému a

posledńı hodnotu aplikovaného ř́ızeńı. Právě kv̊uli źıskáńı posledńı hodnoty akčńıho zásahu

se za MPC regulátorem nacháźı blok pro jednokrokové zpožděńı. Výstupem regulátoru je

čas, který regulátor potřeboval k vyřešeńı optimalizačńı úlohy, vygenerovaný akčńı zásah a

počet iteraćı, který solver potřeboval k vyřešeńı optimalizačńı úlohy. Dále se ve schématu

nacháźı model ř́ızeného systému (světle zelený), do kterého je jako daľśı vstup implemen-

tována vstupńı porucha. Daľśı d̊uležitou část́ı zapojeńı je rekonstruktor (tmavě zelený). Ten,

na základě vstup̊u a výstup̊u ř́ızené soustavy, regulátoru předává hodnoty všech stav̊u mo-

delu ř́ızeného systému. Rekonstruktor je implementován tak, aby dokázal odhadnout i stav

neměřitelné poruchy. Výstup ř́ızené soustavy je v pravé části schématu společně s referenćı
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napojen do bloku Scope pro vykresleńı.

6.3 Schéma zapojeńı z REXYGENu

V softwaru REXYGEN se k simulaćım uzavřené smyčky s MPC regulátorem použ́ıvalo

následuj́ıćı zapojeńı.
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Obrázek 20: Schéma zapojeńı MPC s on-line solverem pro simulaci v REXYGENu

Celé schéma by se dalo rozdělit do třech hlavńıch segment̊u, kterými jsou vstupńı para-

metry regulace (oranžové bloky), MPC regulátor a rekonstruktor (tyrkysový blok) a model

ř́ızeného systému (zelený blok). Pomoćı r̊užového bloku vlevo dole, CNB RUN, se celá simu-

lace spust́ı. Nad t́ımto blokem je ještě červený CNB RESET. Ten byl vytvořen pro použit́ı

při regulaci reálné soustavy. Jeho spuštěńım dojde k nastaveńı generovaného akčńıho zásahu

a stav̊u ř́ızeného systému na hodnotu 0. Tento proces je realizován ještě pomoćı šedého

bloku RESET logic, který je na lince od CNB RESET. Blok CNB RESET pouze vhodně

upravuje vstupńı signál, aby se dostalo požadovaného efektu restartováńı regulačńı smyčky.

Vstupńı hodnoty pro regulaci (oranžově) jsou postupně od shora dol̊u následuj́ıćı. Jako prvńı

jsou 2 bloky pro zadáńı referenčńıch hodnot motoru - poloha, rychlost. Pomoćı daľśıch dvou

blok̊u se zadává hodnota horizontu predikćı a ř́ızeńı. Daľśı 2 bloky určuj́ı matice pro op-

timalizaci H a Gx. Jejich tvary jsou uvedeny v kapitole o algoritmu prediktivńıho ř́ızeńı.

Následuj́ıćı 2 bloky udávaj́ı meze pro stavy ř́ızené soustavy a daľśı 2 bloky zase pro výstupy

systému. Pomoćı posledńıch tř́ı blok̊u lze zadávat omezeńı na optimalizačńı proměnou, což

je v uvažovaném př́ıpadě vektor ř́ızeńı Unc.

Dále je ve schématu nejd̊uležitěǰśı blok celého zapojeńı MPC regulátor + rekonstruktor

(tyrkysově). Právě ten provád́ı samotnou prediktivńı regulaci. Prvńı část jeho vstup̊u je

popsána v předchoźım odstavci. Daľśımi vstupy do regulátoru jsou výstupy ř́ızeného systému

a posledńı vygenerovaný akčńı zásah. Výstupem tohoto bloku je optimálńı akčńı zásah. Blok

je realizován jako subsystém a jeho vnitřńı zapojeńı znázorňuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 21: Schéma zapojeńı MPC s on-line solverem pro simulaci v REXYGENu - MPC

Vstupńı hodnoty subsystému zde maj́ı světle zelenou barvu a jejich význam byl uveden v

předchoźım odstavci. Celé schéma tohoto subsystému by se dalo rozdělit do 4 část́ı. Prvńı

z nich jsou šedé bločky vlevo dole slouž́ıćı k zadáńı referenćı. Daľśı část́ı subsystému je

rekonstruktor (tmavě zelený). Ten na základě vstup̊u a výstup̊u ř́ızeného systému odha-

duje hodnoty všech jeho stav̊u. Současně prostřednictv́ım něho docháźı i k odhadu stavu

neměřitelné vstupńı poruchy. Růžový blok reprezentuje multiplexor. Na jeho výstupu je

vektor stavu (resp. jeho rozš́ı̌rená verze viz kapitola 2.7), který se použije jako vstup do

následuj́ıćıho žlutého bloku. Ten realizuje již samotný výpočet kvadratického programu.

Jeho vnitřńı zapojeńı zachycuje následuj́ıćı schéma.
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Obrázek 22: Schéma zapojeńı MPC s on-line solverem pro simulaci v Matlabu - solver QP

V levé části se nacházej́ı vstupńı parametry optimalizace. Mimo vektoru stavu to jsou hod-

noty horizont̊u, omezeńı na stavy a výstupy, matice pro optimalizaci a také matice predikce

T̃, S̃uL, T̃c a S̃cuL. Kromě nich se tam ještě nacháźı matice s indexem v a w. Tyto matice

slouž́ı k definici poruch. Nicméně ty v uvažovaném př́ıpadě nebyly použity, a proto neńı

třeba se jimi dále zabývat. V zapojeńı následuje žlutý blok QP UPDATE. Ten realizuje

výpočet matice predikce G a to jako Gx · x̃k, kde x̃k odpov́ıdá aktuálńımu stavu ř́ızené
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soustavy společně s referencemi a posledńım aplikovaným akčńım zásahem z r̊užového bloku

z předchoźıho obrázku. Daľśım vstupem bloku QP UPDATE jsou tmavě žluté bloky Data

storage. Pomoćı nich se inicializuj́ı matice, přes které se do optimalizace aplikuje omezeńı

na výstupy. Hodnoty těchto matic blok QP UPDATE rovněž poč́ıtá. V zapojeńı následuje

blok QP OASES, což je již solver, který řeš́ı samotnou úlohu optimalizace. Jeho vstupem

jsou tedy matice optimalizace H a G a dále matice definuj́ıćı omezeńı na optimalizačńı

proměnnou a na výstupy ř́ızené soustavy. Výstupem bloku QP OASES je již vektor op-

timálńıch akčńıch zásah̊u o délce nc. V daľśım postupu je tedy nutné vybrat pouze prvńı

hodnotu z optimálńı sekvence zásah̊u a tu označit za výstup subsystému a tedy i celého

regulátoru.

Nyńı již zpět k celkovému zapojeńı regulačńı smyčky. Po MPC regulátoru se ve schématu

nacháźı model ř́ızeného systému (světle zelený). Jeho vstupem je jednak nalezený optimálńı

akčńı zásah z regulátoru a také hodnota vstupńı poruchy. Ta je realizována prostřednictv́ım

bloku CNR porucha. Bloky SSW a DEL du slouž́ı pouze k časovému zpožděńı začátku jej́ıho

p̊usobeńı. Výstupy modelu jsou posléze přivedeny do bloku TRND vystupy, kde lze pozorovat

jejich pr̊uběh. Výstupy jsou rovněž přivedeny jako zpětná vazba do bloku regulátoru.

6.4 Simulace prediktivńıho ř́ızeńı

V této podkapitole proběhnou simulace regulace v Matlabu a REXYGENu pomoćı MPC

regulátoru ve standardńım tvaru s on-line řešeńım kvadratické úlohy. K simulaci se použij́ı

tyto dva nástroje vzhledem k tomu, že v Matlabu prob́ıhal samotný návrh MPC a že pomoćı

REXYGENu bude později ř́ızen reálný systém. Při regulaci reálného stroje bude tedy možné

v REXYGENu pouze zaměnit vstupy a výstupy modelu za vstupy a výstupy skutečné sou-

stavy. V tuto chv́ıli bude snaha ř́ıdit model systému popsaný v předchoźı kapitole. Samotný

experiment bude prob́ıhat tak, že na začátku simulace dojde ke skokové změně referenčńı

hodnoty polohy z 0 na 0.02 a po skončeńı přechodového děje bude do systému aplikovaná

neměřitelná vstupńı porucha o velikosti -0.06.

Nejdř́ıve zde budou vykresleny pr̊uběhy d̊uležitých veličin regulačńı smyčky při popsané

simulaci. Konkrétně se bude jednat o výstup systému a akčńı zásahy generované regulátorem.

V daľśı části této podkapitoly proběhne ještě srovnáńı časové náročnosti regulátoru při si-

mulaćıch z Matlabu, kdy s k řešeńı kvadratické úlohy použij́ı postupně solvery quadprog,

qp-OASES a qp-OASES v hot-start variantě.

6.4.1 Časové pr̊uběhy d̊uležitých veličin při simulaci

Jako prvńı zde budou vykresleny pr̊uběhy poloh a rychlost́ı motoru při skokové změně refe-

renčńı hodnoty polohy z 0 na 0.02. Po ustáleńı výstup̊u zasáhne do regulačńı smyčky vstupńı

porucha o velikosti -0.06. Výsledek znázorňuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 23: Simulace ř́ızeńı MPC regulátorem s on-line solverem - výstupy

Na prvńı pohled je zřejmé, že pro simulaci z Matlabu i REXYGENu byl dosažený stejný

výsledek. Co se týče samotného pr̊uběhu simulace, tak hned na začátku je dobře patrný

přechodový děj, kdy se poloha motoru dostala na novou referenčńı hodnotu. V čase 0.3

sekundy byla do regulačńı smyčky zavedena vstupńı porucha. Jak je vidět, tak jej́ı vliv se

podařilo regulátoru poměrně rychle a plynule odstranit. Daľśı obrázek zachycuje pr̊uběh

akčńıch zásah̊u generovaných MPC regulátorem při simulaci.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Matlab

REXYGEN

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-1

0

1
10

-14

Obrázek 24: Simulace ř́ızeńı MPC regulátorem s on-line solverem - ř́ızeńı

I zde je patrná plynulost změn hodnot akčńıch zásah̊u během celé simulace. Po zásahu

poruchy se akčńı zásahy dokonce dostaly na svou saturačńı mez. Je tedy dobře vidět, že i

s touto situaćı si regulátor poradil dobře. Ve spodńı části obrázku je ještě vykreslen rozd́ıl

mezi generovanými akčńımi zásahy v Matlabu a REXYGENu. Hodnoty rozd́ılu jsou téměř

zanedbatelné, což je dobrý předpoklad pro to, aby se mohlo v REXYGENu odzkoušet ř́ızeńı

reálného systému.
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6.4.2 Časová náročnost solver̊u

Tato podkapitola bude sloužit ke srovnáńı rychlosti výpočtu kvadratické úlohy u jednot-

livých solver̊u, které lze použ́ıt k řešeńı optimalizačńı úlohy u MPC ve standardńım tvaru.

Konkrétně se použije solver quadprog, qp-OASES a qp-OASES v hot-start variantě. Expe-

rimenty v této podkapitole budou prováděny na standardńım stolńım poč́ıtači s Windows

11 Home verze 22H2 a procesorem AMD Ryzen 5 5600H s taktovaćı frekvenćı 3.3 GHz. Za

poznámku stoj́ı, že na ćılovém HW při ř́ızeńı reálného systému by nejsṕı̌se bylo dosaženo

o něco kratš́ıch čas̊u výpočtu u všech solver̊u. Tato podkapitola tedy bude sloužit pouze ke

vzájemnému porovnáńı výpočetńıch čas̊u uvedených solver̊u. Zjist́ı se tak alespoň škálově,

jak jsou jednotlivé solvery v̊uči sobě rychlé.

K testováńı výpočetńı náročnosti solver̊u dojde při simulaci regulačńı smyčky s MPC

regulátorem ve standardńı verzi, kdy pr̊uběh experimentu bude totožný jako v předchoźı

podkapitole. Dojde tedy ke skokové změně referenčńı hodnoty polohy z 0 na 0.02 a poté do

regulačńı smyčky zasáhne porucha o velikosti -0.06. Po provedeńı experimentu vyšel tento

výsledek.
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Obrázek 25: Srovnáńı časové náročnosti solver̊u při prediktivńım ř́ızeńı v Matlabu

Jak se dalo předpokládat, tak nejv́ıce času pro výpočet kvadratického programu potřeboval

solver quadprog. Jeho pr̊uměrná doba výpočtu kvadratického programu je dokonce vyšš́ı

než perioda vzorkováńı ř́ızené soustavy 1 ms. To by znamenalo, že tento solver by nešlo

v praxi pro ř́ızeńı mechatronického ramene pomoćı uvedeného HW použ́ıt. Nicméně lze

předpokládat, že na ćılovém HW pro ř́ızeńı reálného systému by byly naměřené časy u všech

solver̊u menš́ı. Je to d́ıky jinému operačńımu systému a také kv̊uli odlǐsnému prostřed́ı

reálného času. Poměr rozd́ılu výpočetńıch náročnost́ı by však byl ale pravděpodobně stále

zachován.

Aby byl vidět lépe rozd́ıl mezi časovými náročnostmi u solver̊u qpOASES, tak zde bude

ještě uveden detail předchoźıho obrázku.
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Obrázek 26: Srovnáńı časové náročnosti solver̊u při prediktivńım ř́ızeńı v Matlabu- detail

Jak je vidět, tak z hlediska časové náročnosti je na tom nejlépe skutečně solver qpOASES

v hot-start variantě. Avšak vzhledem k velikosti úlohy, kterou bylo nezbytné pro uvažovaný

př́ıklad řešit, nedošlo k tak razantńı časové úspoře oproti solveru qpOASES v jeho standardńı

formě. Pro tento př́ıpad totiž byl horizont predikćı nastaven na hodnotu nc = 3, což vede na

malou velikost kvadratického programu. Ukazuje se totiž, že č́ım vyšš́ı je hodnota horizontu

ř́ızeńı, t́ım vyšš́ı je rozd́ıl v časové náročnosti u solveru qpOASES v hot-start verzi oproti

jeho standardńı formě.

6.5 Prediktivńı ř́ızeńı reálného systému z REXYGENu

Předchoźı kapitola byla věnována otestováńı navrženého MPC regulátoru při regulaci mo-

delu systému. Ukázalo se, že regulátor si poměrně dobře dokáže poradit se skokovou změnou

referenčńı hodnoty a i se vstupńı poruchou, jej́ıž vliv po chv́ıli vyrušil. V této podkapitole

proběhne otestováńı navrženého MPC ve standardńı formě s on-line řešeńım kvadratického

programu při regulaci skutečného systému, který je popsán v kapitole 5.

Algoritmus MPC bude implementován na pr̊umyslovém poč́ıtači B+R Automation PC

910 (dokumentaci lze nalézt na https://www.br-automation.com/cs/produkty/prumyslove-

pocitace/automation-pc-910/) ve variantě s quad-core i5 procesorem a taktovaćı frekvenćı

2.7 GHz. Co se týče softwarové části, tak bude použit operačńı systém Debian Linux s real-

time patchem. Aplikačńı prostřed́ı reálného času bude REXYGEN. Vzhledem k tomu lze k

regulaci skutečného systému využ́ıt pouze s několika malými úpravami schéma zapojeńı ze

simulaćı z REXYGENu.

Vytvořený prediktivńı regulátor bude otestován na situace, kdy dojde ke skokové změně

referenčńı hodnoty a kdy se aplikuje do systému vstupńı porucha. Do graf̊u v této kapitole

budou současně vykresleny i pr̊uběhy veličin źıskaných během simulaćı, aby bylo dobře

patrné, do jaké mı́ry se chováńı lǐśı.

6.5.1 Přechodový děj

Jako prvńı proběhne srovnáńı výstup̊u systému źıskaných během simulaćı a během experi-

ment̊u na reálné soustavě při skokové změně referenčńı polohy a to z hodnoty 0 na 0.05.
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Výsledek zachycuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 27: Srovnáńı výstup̊u modelu a skut. systému při standardńı MPC regulaci - skok

Je zřejmé, že sledované pr̊uběhy si přibližně odpov́ıdaj́ı. Doba regulace je přibližně stejná a

to 0.12 vteřiny. Dále oba přechodové děje jsou plynulé a vyskytuje se v nich překmit o téměř

shodné velikosti. Nicméně u reálného systému se v pr̊uběhu polohy vyskytuje při ustalováńı

na nové referenčńı hodnotě ještě jeden podkmit, což u modelu neńı. Co se týče pr̊uběh̊u

rychlost́ı během přechodového děje, tak nejdř́ıve došlo k jej́ımu navýšeńı ve snaze dostat se

na novou referenčńı hodnotu. Nicméně u reálného systému byla naměřena větš́ı maximálńı

hodnota. Poté se rychlost v obou př́ıpadech opět snižovala k 0. Při ř́ızeńı modelu systému

byl ale přechod k nule o něco plynuleǰśı. Dále lze pozorovat v pr̊uběhu rychlosti motoru u

reálného systému př́ıtomnost šumu s větš́ı amplitudou.

Jako posledńı proběhne srovnáńı akčńıch zásah̊u generovaných regulátorem při ř́ızeńı

modelu a skutečného systému.
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Obrázek 28: Srovnáńı generovaných akčńıch zásah̊u u modelu a skut. systému - skok

Je zřejmé, že v obou př́ıpadech po změně referenčńı hodnoty začal regulátor generovat akčńı

zásahy na mezi saturace. Následně se hodnoty akčńıch zásah̊u začaly snižovat a s jedńım
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podkmitem se ustálily okolo hodnoty 0, což ukazuje, že se systém dostal do nové referenčńı

polohy. Nicméně lze pozorovat, že podkmit u reálného systému opět nabýval větš́ıch hodnot.

Shrnut́ım dosažených výsledk̊u lze ř́ıci, že pr̊uběhy sledovaných veličin si vcelku od-

pov́ıdaj́ı. V pr̊uběźıch byly jasně patrné stejné trendy u všech veličin. Nicméně byly vidět i

jisté rozd́ıly. U reálného systému nabývaly pr̊uběhy větš́ıch hodnot a celkově byly i v́ıce kmi-

tavěǰśı. Lze tedy předpokládat, že skutečný systém oproti nalezenému modelu v́ıce kmitá.

Daľśı nesrovnalost bylo možné pozorovat ve velikosti amplitudy šumu, jehož př́ıtomnost byla

při ř́ızeńı reálné soustavy v́ıce patrná. To by se dalo vysvětlit neideálńımi senzory, s č́ımž je

ale nutné při ř́ızeńı reálných systémů vždy poč́ıtat.

6.5.2 Odezva na poruchu

Dále proběhne srovnáńı výstup̊u źıskaných během simulaćı a během experiment̊u na reálné

soustavě při aplikaci skokové vstupńı poruchy do uzavřené smyčky. Velikost této poru-

chy bude činit 0.09. Nejdř́ıve zde bude uveden obrázek, který zachycuje srovnáńı pr̊uběh̊u

výstup̊u systému.
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Obrázek 29: Srovnáńı výstup̊u modelu a skut. systému při standardńım MPC - porucha

Je vidět, že zde již nebylo dosaženo takové shody jako u odezvy na skok na vstupu systémů.

Nicméně v pr̊uběźıch lze pozorovat stále stejný trend. Aplikace poruchy do regulačńı smyčky

vyvolala plynulé odchýleńı polohy motoru od požadované veličiny. Poté svými akčńımi

zásahy regulátor opět dostal polohu motoru na referenčńı nulovou hodnotu. Co se týče

rychlost́ı, tak bylo dosaženo obdobného výsledku jako u pr̊uběhu poloh. Nejdř́ıve se motor

vlivem poruchy začal otáčet na jednu stranu a po zap̊usobeńı regulátoru se začal motor opět

otáčet na stranu druhou, č́ımž se přesunul zpět na požadovanou pozici.

Jako posledńı zde budou ukázány pr̊uběhy akčńıch veličin generovaných regulátorem při

ř́ızeńı modelu a skutečného systému.
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Obrázek 30: Srovnáńı generovaných akčńıch zásah̊u u modelu a skut. systému - porucha

Rovněž je zde zachován stejný tvar pr̊uběhu akčńı veličiny při ř́ızeńı modelu a reálného

systému. Po aplikaci poruchy začal regulátor v obou př́ıpadech generovat akčńı zásahy na

mezi saturace a to poměrně na dlouhou dobu. To bylo zp̊usobeno malým rozd́ılem mezi

hodnotou saturace a velikost́ı poruchy. Výstup regulátoru se pak ustálil na hodnotě -0.09,

což odpov́ıdá velikosti aplikované poruchy. Dı́ky tomu se výstupńı poloha drž́ı okolo nuly, i

když porucha stále do systému p̊usob́ı.

Z vykreslených obrázk̊u bylo vidět, že tvary pr̊uběh̊u sledovaných veličin si přibližně od-

pov́ıdaly. Nicméně byl zřetelné i jisté rozd́ıly mezi modelem a skutečnost́ı. Po úvaze se došlo k

tomu, že tento jev mohl být zp̊usobený př́ıtomnost́ı nelineárńıho třeńı u skutečného systému,

které nebylo při modelováńı bráno v potaz. K rozd́ılu mezi simulacemi a reálnými experi-

menty jistě přispěl i šum, který se u reálné soustavy vyskytuje např́ıklad kv̊uli neideálńım

senzor̊um.
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7 Řı́zeńı reálného systému explicitńım MPC

Hlavńım ćılem této kapitoly bude navrhnout a poté odzkoušet explicitńı prediktivńı re-

gulátor při ř́ızeńı skutečného systému, kterým je mechatronické rameno. Pro návrh expli-

citńıho regulátoru se použije algoritmus popsaný v kapitole 4. Konkrétně se pro nalezeńı

všech region̊u v prostoru stav̊u ř́ızeného systému použije metoda změny aktivńı množiny na

základě p̊uvodu omezeńı, u které bylo dosaženo nejlepš́ıch výsledk̊u. Dále pro určeńı regionu,

kterému př́ısluš́ı aktuálńı stav systému, se použij́ı obě představené metody tedy sekvenčńı

prohledáváńı stavového prostoru i algoritmus využ́ıvaj́ıćı binárńı vyhledávaćı strom.

Tato kapitola bude obsahově organizována následovně. Nejdř́ıve zde proběhne návrh ex-

plicitńıho MPC regulátoru. Poté budou představena schémata zapojeńı z Matlabu a REXY-

GENu, která se použij́ı k simulaćım regulačńı smyčky s explicitńım MPC. Následovat budou

výsledky, které se źıskaly během simulaćı, a jejich vyhodnoceńı. Posledńı podkapitola se

bude zabývat explicitńım prediktivńım ř́ızeńım reálného mechatronického systému.

7.1 Návrh explicitńıho prediktivńıho regulátoru

Při návrhu explicitńıho prediktivńıho regulátoru se využilo stejných volitelných parametr̊u

jako při návrhu MPC ve standardńım tvaru s on-line solverem. Dı́ky tomu by mělo být

zaručeno, že se regulátory budou chovat naprosto totožně. U explicitńı verze by ovšem mělo

být dosaženo lepš́ı časové náročnosti.

Konkrétně se zvolily tyto parametry. Hodnota horizontu predikćı je np = 30 a horizontu

ř́ızeńı nc = 3. Akčńı veličina bude saturována do rozmeźı ±0.1. Pro explicitńı prediktivńı

ř́ızeńı to tedy vede na matice definuj́ıćı omezeńı v tomto tvaru

G =



1 0 0

−1 0 0

0 1 0

0 −1 0

0 0 1

0 0 −1


, W =



0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1


,S =

[
0
]
. (97)

Váhové matice Q a R maj́ı tvar

Q =

[
2000 0

0 0.1

]
,R = 500. (98)

Rovněž se využilo algoritmu pro zaručeńı nulové odchylky v ustáleném stavu. Matice opti-

malizace tedy vypadaj́ı takto
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H =

1011.2575 −496.1707 65.3721

−496.1707 1010.5947 −439.7418

65.3721 −439.7418 1219.1977

 ,F =



−0.4531 0.5326 1.4416

2.8304 3.1149 27.7447

8.6333 15.8725 129.0831

0.5313 1.5755 14.4835

0.0684 0.0571 1.0847

0.1554 0.1064 1.0876

−0.0004 0.0096 0.0890

−0.0004 0.0013 0.0118

−481.8864 −446.4055 −3494.3272

−1.8317 −1.774 −22.3203

−500 0 0

80.4588 74.6823 844.828



. (99)

Po aplikaci metody změny aktivńı množiny na základě p̊uvod̊u omezeńı pro nalezeńı

všech region̊u v prostoru stav̊u ř́ızeného systému se ukázalo, že pro uvažovaný př́ıpad se v

prostoru stav̊u nacháźı 27 region̊u s 11-ti unikátńımi zákony ř́ızeńı.

Daľśım krokem bylo implementovat algoritmus pro hledáńı konkrétńıho regionu pro je-

den daný stav systému. Implementace metody sekvenčńıho vyhledáváńı byla jednoduchá.

Přistoupilo se tedy k vytvořeńı metody generuj́ıćı binárńı vyhledávaćı stromu. Po jej́ım

spuštěńı byl nalezen strom s počtem 223 uzl̊u. Hloubka tohoto stromu je přitom 9. Z toho

vyplývá, že pro určeńı regionu př́ısluš́ıćımu aktuálńımu stavu systému stač́ı v nejhorš́ım

př́ıpadě vyhodnotit pouze 9 lineárńıch nerovnost́ı.

7.2 Schéma zapojeńı z Matlabu

V obou př́ıpadech, jak pro explicitńı MPC se sekvenčńım prohledáváńı stavového prostoru

tak i pro explicitńı MPC s binárńım stromem pro určeńı regionu, se použ́ıvalo schéma z

Matlabu ve stejné podobě jako je na obrázku 19. Rozd́ıl je v tom, jak byl implementován kód

v bloku Triggered subsystem. V př́ıpadě sekvenčńıho prohledáváńı se postupně procházely

regiony, dokud se nenašel ten, do kterého aktuálńı stav patř́ı. U metody využ́ıvaj́ıćı binárńı

vyhledávaćı strom byl v bloku Triggered subsystem implementován kód na procházeńı tohoto

binárńıho stromu, jak to bylo popsáno v kapitole vysvětluj́ıćı explicitńı prediktivńı ř́ızeńı.

7.3 Schéma zapojeńı z REXYGENu

V této podkapitole budou představena 3 zapojeńı z REXYGENu, která se použila k simulaci

regulace s explicitńım MPC. Všechna tři použ́ıvaj́ı k určeńı regionu př́ısluš́ıćıho aktuálńımu

stavu systému binárńı vyhledávaćı strom.

V prvńım z nich se k implementaci algoritmu pro prohledáváńı binárńıho stromu využil

blok REXLANG. To je standardńı programovatelný blok REXYGENu, pomoćı kterého lze

potřebný kód dobře vytvořit. Použ́ıvá se při tom programovaćı jazyk podobný C se svou

vlastńı knihovnou funkćı, které lze v kódu použ́ıvat. Některé tyto funkce jsou nativně na-

psané v C++ a běž́ı zkompilované. Ve výsledku by to mělo zaručit rychleǰśı běh těchto funkćı.

Rovněž se odzkouš́ı i blok PYTHON, který lze použ́ıt ke stejnému účelu. Pomoćı toho je

možné rovněž algoritmus na prohledáváńı stromu implementovat, ale zde pomoćı programo-

vaćıho jazyka Python. V tomto prostřed́ı lze využ́ıt knihovny numpy. Ta nab́ıźı matematické

funkce již kompilované do jazyka C, což by mělo vést na jejich rychlé vyhodnoceńı.

Pro oba popsané bloky, REXLANG i PYTHON, v prostřed́ı REXYGEN plat́ı, že jsou
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interpretované, nikoliv kompilované. Z toho d̊uvodu je snaha použ́ıvat knihovny funkćı, které

tyto bloky nab́ızej́ı. Tyto funkce jsou totiž již kompilované a měly by tedy být vyhodnocovány

řádově rychleji.

Z uvedených d̊uvod̊u se přistoupilo k vytvořeńı samotného bloku do programu REXY-

GEN s názvem MPCE, který provád́ı prohledáváńı binárńıho stromu a vypoč́ıtává optimálńı

akčńı zásah. Blok byl navržen právě pro účely explicitńıho prediktivńıho ř́ızeńı. Třet́ı použité

schéma zapojeńı bude tedy s t́ımto blokem. V tomto př́ıpadě se již jedná o blok kompilovaný

nikoliv interpretovaný a z hlediska výpočetńıch nárok̊u by zde mělo být dosaženo lepš́ıch

výsledk̊u než při použit́ı blok̊u REXLANG a PYTHON.

Tato podkapitola bude rozdělena do třech části, kde každá z nich se bude zabývat jedńım

uvedeným zp̊usobem implementace.

7.3.1 Schéma explicitńıho MPC při použit́ı bloku REXLANG

Při použit́ı bloku REXLANG pro implementaci algoritmu na prohledáváńı binárńıho stromu

vypadá zapojeńı v REXYGENu takto.
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Obrázek 31: Zapojeńı explicitńıho MPC v REXYGENu s binárńım stromem v REXLANG

Jak je vidět, tak toto schéma se od zapojeńı MPC regulátoru s on-line solverem v REXY-

GENu zásadně nelǐśı. Odlǐsná je pouze implementace samotného regulátoru (tyrkysově) a

jeho vstupńı hodnoty (oranžově). Následuj́ıćı odstavce se tedy zaměř́ı pouze na tuto část za-

pojeńı. Zbytek schématu již byl popsán při vysvětleńı zapojeńı standardńıho MPC s on-line

solverem.

Vstupńı parametry (oranžově) explicitńıho prediktivńıho regulátoru jsou od shora tyto.

Pomoćı prvńıch dvou blok̊u se zadává referenčńı hodnota pro polohu a rychlost motoru. Zbylé

oranžové bloky určuj́ı vstupńı parametry př́ımo pro binárńı vyhledávaćı strom. Postupně se

jedná o bloky určuj́ıćı matice M a N pro výpočet optimálńıho akčńıho zásahu. Matice Aneq

a bneq definuj́ı hranice všech region̊u. Blok CNA j k odkazuje na děĺıćı př́ımku jk pro každý

uzel stromu. Dále CNA N k child určuje dva následovńıky pro každý uzel, který neńı listem.

Posledńı oranžový blok s označeńım CNA F k sim definuje optimálńı zákon ř́ızeńı pro každý

listový uzel stromu.
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Vnitřńı zapojeńı bloku Explicit MPC obsahuj́ıćı explicitńı prediktivńı regulátor a rekon-

struktor vypadá takto.
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Obrázek 32: Zapojeńı expl. MPC v REXYGENu s binárńım stromem v REXLANG - MPC

Světle zelené bloky představuj́ı vstupy subsystému, jejichž význam byl již vysvětlen dř́ıve.

Tmavě zelený blok je rekonstruktor. Ten na základě vstup̊u a výstup̊u ř́ızeného systému od-

haduje hodnoty všech jeho stav̊u. Současně prostřednictv́ım něj docháźı k odhadu hodnoty

neměřitelné poruchy. Odhadnutý vektor stavu systému společně s hodnotou poruchy, po-

sledńı hodnotou aplikovaného ř́ızeńı a referencemi tvoř́ı vstup pro žlutý blok, což je vlastně

samotný explicitńı prediktivńı regulátor. Právě v něm je implementován algoritmus pro pro-

hledáváńı binárńıho stromu. Za povšimnut́ı ještě stoj́ı, že v pravém dolńım rohu jsou neza-

pojené vstupńı hodnoty pro binárńı strom. Je to z toho d̊uvodu, že se v algoritmu binárńıho

vyhledávaćıho stromu použ́ıvaj́ı přes reference. Výstupem regulátoru je již výsledná hodnota

akčńıho zásahu, která se použije jako vstup do ř́ızené soustavy.

7.3.2 Schéma explicitńıho MPC při použit́ı bloku PYTHON

Zapojeńı z REXYGENu, kde se k určeńı regionu a vypočteńı optimálńı akčńıho zásahu

použil blok PYTHON, vypadá následuj́ıćım zp̊usobem.
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Obrázek 33: Zapojeńı explicitńıho MPC v REXYGENu s binárńım stromem v PYTHON
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Je zřejmé, že v tomto př́ıpadě je zapojeńı naprosto totožné se zapojeńım explicitńıho predik-

tivńıho regulátoru, kde docháźı k prohledáváńı binárńıho stromu přes blok REXLANG. Lǐśı

se ovšem vnitřńı zapojeńı bloku Explicit MPC, ve kterém je implementovaný rekonstruktor

a samotný explicitńı regulátor. Explicitńı regulátor je zde totiž realizován pomoćı bloku

PYTHON. Vnitřńı zapojeńı tyrkysového bloku Explicit MPC je tak následuj́ıćı.
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Obrázek 34: Zapojeńı expl. MPC v REXYGENu s binárńım stromem v PYTHON - MPC

Světle zelené bloky jsou vstupy subsystému, jejichž význam byl vysvětlen již dř́ıve. Dále se ve

schématu nacháźı rekonstruktor, který na základě vstup̊u a výstup̊u ř́ızeného systému posky-

tuje informaci o jeho stavech a rovněž poskytuje informaci o hodnotě neměřitelné poruchy.

Pomoćı r̊užového bloku se definuje rozš́ı̌rený vektor stavu (tj. stav systému, referenčńı hod-

noty, posledńı aplikované ř́ızeńı a odhadnutý stav neměřitelné poruchy), pro který je nutné

nalézt př́ıslušný region v prostoru stav̊u. To je realizováno přes žlutý blok, který reprezen-

tuje samotný explicitńı prediktivńı regulátor. Ten prostřednictv́ım prohledáváńı binárńıho

stromu nalezne odpov́ıdaj́ıćı region pro stav systému a následně vypočte optimálńı akčńı

zásah pomoćı přidruženého zákonu ř́ızeńı. Současně je vidět, že vstupem žlutého bloku

jsou i matice určuj́ıćı parametry binárńıho vyhledávaćıho stromu. Výstupem explicitńıho

regulátoru je již optimálńı akčńı zásah, který se použije jako vstup do ř́ızeného systému.

7.3.3 Schéma explicitńıho MPC při použit́ı bloku MPCE

Schéma zapojeńı z REXYGENu, kde se k určeńı regionu a vypočteńı optimálńıho zásahu

použil blok MPCE, vypadá totožně jako na obrázku 33. Lǐśı se ovšem vnitřńı zapojeńı

tyrkysového bloku s názvem Explicit MPC, který zahrnuje samotný explicitńı regulátor a

rekonstruktor. Vnitřńı zapojeńı subsystému je na následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 35: Zapojeńı expl. MPC v REXYGENu s binárńım stromem v MPCE - MPC

Je zřejmé, že ani toto zapojeńı se nelǐśı zásadně od toho na obrázku 34. Rozd́ıl je zde pouze

v bloku na prohledáváńı binárńıho stromu a výpočet akčńıho zásahu, což zde realizuje blok

MPCE. Jeho vstupem je vektor stavu systému rozš́ı̌rený o reference, posledńı aplikované

ř́ızeńı a hodnotu neměřitelné poruchy. Daľśımi vstupy je 7 matic, které definuj́ı binárńı

vyhledávaćı strom pro danou úlohu. Výstupem je již hodnota optimálńıho akčńıho zásahu

celého explicitńıho prediktivńıho regulátoru.

7.4 Simulace explicitńıho prediktivńıho ř́ızeńı

Tato podkapitola se zaměř́ı na otestováńı navržených explicitńıch prediktivńıch regulátor̊u

při ř́ızeńı modelu mechatronického ramene. Testováńı bude prob́ıhat nejdř́ıve v Matlabu

(resp. Simulinku), kde prob́ıhal i samotný návrh regulátor̊u. Poté se přistouṕı k simulaćım

v REXYGENu, kde bude později realizováno i ř́ızeńı reálného systému pomoćı vytvořených

explicitńıch MPC. Algoritmus MPC pro simulace v této podkapitole bude implementován na

již zmı́něném stolńım poč́ıtači s operačńım systémem Windows 11 a procesorem o taktovaćı

frekvenci 3.3 GHz.

Nejdř́ıve zde budou uvedeny výsledky simulaćı z Matlabu. V tomto prostřed́ı proběhne

otestováńı navrženého explicitńıho MPC použ́ıvaj́ıćıho sekvenčńı prohledáváńı stavového

prostoru pro určeńı regionu př́ısluš́ıćımu aktuálńımu stavu a explicitńıho MPC využ́ıvaj́ıćıho

binárńı vyhledávaćı strom pro určeńı regionu. Daľśı část této podkapitoly bude věnována

simulaćım z REXYGENu. Tam proběhne srovnáńı výsledk̊u simulaćı, kde se k realizaci

explicitńıho MPC použil blok REXLANG, PYTHON a MPCE.

Samotné simulace budou prob́ıhat tak, že na začátku dojde ke skokové změně referenčńı

hodnoty polohy z 0 na 0.02 a po skončeńı přechodového děje bude do systému aplikována

neměřitelná vstupńı porucha o velikosti -0.06.

70



7.4.1 Simulace z Matlabu

Pro ověřeńı, že výstup explicitńıch MPC regulátor̊u při stejném experimentu je totožný s

výstupem MPC ve standardńım tvaru, zde budou v jednom grafu srovnány výsledky ze třech

simulaćı. V prvńı z nich se model systému bude ř́ıdit standardńım MPC, ve druhé pomoćı

explicitńıho MPC se sekvenčńım prohledáváńım stavového prostoru (SS) a ve třet́ı bude

model systému ř́ıdit explicitńı MPC s binárńım stromem pro určeńı regionu př́ısluš́ıćımu

aktuálńımu stavu systému (BT).

Po provedeńı simulaćı vyšly následuj́ıćı pr̊uběhy výstup̊u modelu ř́ızeného systému.
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Obrázek 36: Simulace ř́ızeńı explicitńımi MPC regulátory v Matlabu - výstupy

Je zřejmé, že pr̊uběhy výstup̊u modelu během stejných simulaćı jsou při ř́ızeńı explicitńımi

MPC regulátory v obou př́ıpadech zapojeńı naprosto stejné jako při regulaci se standardńım

MPC. Výstupy systémů tak ve všech třech př́ıpadech plynule přešly na novou referenčńı

hodnotu a dále si regulátory dobře dokázaly poradit i s vlivem neměřitelné poruchy.

Daľśı obrázek zachycuje pr̊uběhy výstup̊u explicitńıch regulátor̊u během simulaćı se sko-

kovou změnou referenčńı hodnoty a zásahem poruchy.
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Obrázek 37: Simulace ř́ızeńı explicitńımi MPC regulátory v Matlabu - ř́ızeńı
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Z pr̊uběhu rozd́ılu akčńıch zásah̊u je již zřejmé, že explicitńı prediktivńı regulátory se chovaj́ı

naprosto stejně jako standardńı MPC. Je vidět, že v obou př́ıpadech stejně dobře zafungovalo

i omezeńı na hodnoty akčńı veličiny. Vzhledem k těmto výsledk̊um lze přistoupit k simulaćım

v REXYGENu, kde později bude prob́ıhat ř́ızeńı reálného systému pomoćı explicitńıch MPC.

7.4.2 Simulace z REXYGENu

V této části práce proběhne otestováńı navržených explicitńıch prediktivńıch regulátor̊u s

binárńım vyhledávaćım stromem v REXYGENu. Uvažovány při tom budou 3 typy zapojeńı.

V prvńım z nich se k prohledávańı binárńıho stromu pro určeńı regionu př́ısluš́ıćımu stavu

systému využil blok REXLANG, ve druhém blok PYTHON a ve třet́ım se ke stejnému

účelu použil blok MPCE. Výsledky těchto simulaćı budou současně srovnány se simulacemi

z Matlabu, kde se rovněž použ́ıval k určeńı regionu binárńı vyhledávaćı strom. V př́ıpadě,

že se budou simulace shodovat, tak to bude dobrý předpoklad pro odzkoušeńı explicitńıho

MPC na ř́ızeńı reálného systému.

Po provedeńı simulaćı vyšly následuj́ıćı pr̊uběhy výstupu modelu ř́ızeného systému.
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Obrázek 38: Simulace ř́ızeńı explicitńımi MPC regulátory v REXYGENu - výstupy

Z grafu je zřejmé, že všechny 4 explicitńı regulátory použ́ıvaj́ıćı binárńı vyhledávaćı strom

dosáhly svými akčńımi zásahy stejného pr̊uběhu výstup̊u modelu systému. Při změně refe-

rence se tak výstup modelu dostal na novou požadovanou hodnotu a po zásahu poruchy se

podařilo jej́ı vliv zanedlouho odstranit.

Na daľśım obrázku jsou vidět akčńı zásahy generované explicitńımi MPC regulátory při

stejném experimentu.
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Obrázek 39: Simulace ř́ızeńı explicitńımi MPC regulátory v REXYGENu - ř́ızeńı

Z pr̊uběh̊u je i v tomto př́ıpadě jasné, že regulátory generovaly akčńı zásahy se zanedba-

telnými rozd́ıly. Vzhledem k těmto výsledk̊um lze přistoupit k experiment̊um s explicitńımi

MPC regulátory při ř́ızeńı skutečného systému.

7.5 Explicitńı prediktivńı ř́ızeńı reálného systému

Experimenty z předchoźı podkapitoly dokázaly, že během simulaćı se explicitńı predik-

tivńı regulátor chová totožně jako standardńı verze MPC s on-line solverem. To je dobrý

předpoklad k tomu, aby se mohl navržený explicitńı MPC odzkoušet i k regulaci skutečného

systému. Využije se přitom verze explicitńıho MPC, kde se k nalezeńı optimálńıho akčńıho

zásahu použ́ıvá blok REXLANG s algoritmem na prohledávańı binárńıho stromu.

Algoritmus explicitńıho prediktivńıho regulátoru bude pro ř́ızeńı reálného systému im-

plementován na pr̊umyslovém poč́ıtači B+R Automation PC 910 ve variantě s quad-core

i5 procesorem a taktovaćı frekvenćı 2.7 GHz. Operačńı systém poč́ıtače je Debian Linux s

real-time patchem a jako aplikačńı prostřed́ı reálného času se využije REXYGEN.

Samotný experiment na reálném stroji bude prob́ıhat tak, že v uzavřené smyčce s ex-

plicitńım MPC dojde k aplikaci vstupńı poruchy do systému o velikosti 0.06. Po ustáleńı

výstupu systému porucha opět odezńı. Výsledné akčńı zásahy explicitńıho MPC regulátoru

budou následně srovnány s výstupy MPC regulátoru s on-line solverem, u kterého byl pro-

veden stejný experiment. Porovnáńım výstup̊u obou regulátor̊u se pak zjist́ı, zda explicitńı

MPC funguje stejně dobře jako MPC ve standardńım tvaru.
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7.5.1 Srovnáńı výstupu regulátor̊u při ř́ızeńı reálného stroje

Výsledek popsaného experimentu zachycuje následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 40: Srovnáńı akčńıch zásah̊u explicitńıho MPC při ř́ızeńı reálného stroje

Na prvńı pohled je dobře vidět, že výstupy obou regulátor̊u si odpov́ıdaj́ı. Co se týče sa-

motného pr̊uběhu akčńıch zásah̊u, tak je patrné, že v čase 0.45 sekund byla do systému

aplikována porucha o velikosti 0.06, jej́ıž vliv se podařilo regulátor̊um odstranit. Následně v

čase 2.8 vteřiny vliv poruchy odezněl a hodnoty akčńıch zásah̊u se opět vrátily k nule.

7.5.2 Srovnáńı rozd́ılu výstupu regulátor̊u při ř́ızeńı reálného stroje

Pro úplnost by zde bylo ještě vhodné uvést rozd́ıl akčńıch zásah̊u obou regulátor̊u při pro-

vedeném experimentu. Výsledek je vidět na tomto obrázku.
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Obrázek 41: Srovnáńı rozd́ılu akčńıch zásah̊u explicitńıho MPC při ř́ızeńı reálného stroje

Z grafu je patrné, že velikost rozd́ılu se pohybovala řádově okolo 10−13. Nicméně je zřejmé,

že středńı hodnota rozd́ılu neńı 0. Došlo se k tomu, že je to nejsṕı̌se zp̊usobeno vlivem

toleranćı, se kterými muśı algoritmy pracovat. Obecně každý solver optimalizačńıch úloh má

totiž nastavenou jistou toleranci od přesného řešeńı. Ve výsledku pak nemuśı být nalezeno
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naprosto přesné minimum účelové funkce a řešeńı stejného problému se pro v́ıce solver̊u může

lǐsit. Jednotlivé př́ıstupy k řešeńı optimalizačńıch úloh se mohou lǐsit i zp̊usobem, kterým

ve stavovém prostoru přistupuj́ı k řešeńı. Jinak řečeno z jakého směru ve stavovém prostoru

přistupuj́ı k hledanému minimu. Dı́ky tomu pak vlivem toleranćı může být opět nalezeno

trochu jiné řešeńı stejného problému pro v́ıce př́ıstup̊u k řešeńı optimalizačńıch úloh.

Tato situace nastala nejsṕı̌se i v uvažovaném př́ıpadě, kdy jeden zp̊usob hledáńı minima

účelové funkce je přes solver qp-OASES a druhý přes multiparametrické kvadratické progra-

mováńı. Rozd́ıl mezi nalezenými akčńımi zásahy se pak akumuluje vlivem zpětné vazby, kde

se do regulátoru předává i posledńı hodnota nalezeného optimálńıho akčńıho zásahu. Vlivem

toho lze v grafu pozorovat rozd́ıl akčńıch zásah̊u mezi oběma př́ıstupy k MPC s nenulovou

středńı hodnotou. Nicméně tento výsledek nelze interpretovat tak, že je chováńı regulátor̊u

rozd́ılné. Je to dáno vlastnostmi obou př́ıstup̊u k prediktivńı regulaci. Konkrétně zp̊usobem

řešeńı kvadratického programu, kde se pracuje s tolerancemi, se kterými se vždy muśı u

optimalizačńıch úloh poč́ıtat.
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8 Časové náročnosti standardńıho a explicitńıho MPC

Tato práce je zaměřena na rychlé prediktivńı ř́ızeńı. Mimo jiné je tedy jej́ım ćılem i ana-

lyzovat samotné časy, které prediktivńı regulátory potřebovaly k vygenerováńı optimálńıho

akčńıho zásahu. Srovnáńım těchto čas̊u při ř́ızeńı modelu mechatronického ramene stan-

dardńım prediktivńım regulátorem a explicitńımi prediktivńımi regulátory se bude zabývat

tato kapitola.

Časy, které regulátory poč́ıtaly hodnotu ř́ızeńı, se budou měřit při stejném experimentu,

který byl uvažován v dř́ıvěǰśıch kapitolách. Nejdř́ıve dojde ke skokové změně referenčńı

hodnoty a poté bude do systému aplikována neměřitelná vstupńı porucha. Současně systém

bude vybuzen tak, aby se hodnoty akčńıch zásah̊u dostaly na svou saturačńı mez.

Měřeńı časové náročnosti pro simulace v této kapitole bude prob́ıhat na dvou platformách.

Nejdř́ıve se k prediktivńımu ř́ızeńı modelu mechatronického ramene použije standardńı stolńı

poč́ıtač, na kterém byly realizovány simulace již dř́ıve. Źıská se tak prvotńı informace o tom,

jak jsou analyzované př́ıstupy k prediktivńı regulaci v̊uči sobě rychlé z hlediska výpočetńı

náročnosti. Poté se přistouṕı k simulaćım, které budou realizovány na pr̊umyslovém poč́ıtači,

jenž se použil k ř́ızeńı skutečného mechatronického ramene. Právě tyto simulace budou

kĺıčové k analýze výpočetńıch čas̊u, jelikož se jedná o experimenty z praktické aplikace

navržených MPC. Lze předpokládat, že časy potřebné k nalezeńı optimálńıho akčńıho zásahu

budou na tomto HW o mnoho nižš́ı.

Konkrétně se bude použ́ıvat stolńı poč́ıtač s procesorem AMD Ryzen 5 5600H s taktovaćı

frekvenćı 3.3 GHz a operačńım systém Windows 11 Home verze 22H2. Ćılovým HW, který se

použil k ř́ızeńı reálného stroje, je pr̊umyslový poč́ıtač B+R Automation PC 910 ve variantě

s quad-core i5 procesorem a taktovaćı frekvenćı 2.7 GHz. Operačńı systém je Debian Linux

s real-time patchem.

Tato kapitola bude obsahově koncipována následovně. Nejdř́ıve zde budou analyzovány

časové náročnosti prediktivńıch regulátor̊u při simulaćıch z Matlabu a z REXYGENu, kde

bude algoritmus MPC implementován na popsaném stolńım poč́ıtači. Daľśı podkapitola bude

věnována srovnańı výpočetńıch čas̊u standardńıho a explicitńıho MPC, jejichž algoritmus

bude implementován př́ımo na ćılovém HW, kterým je pr̊umyslový poč́ıtač.

8.1 Srovnáńı časových náročnost́ı při simulaćıch z Matlabu

Tato podkapitola bude věnována vyhodnoceńı časové náročnosti jednotlivých př́ıstup̊u k

prediktivńı regulaci z Matlabu na stolńım poč́ıtači. Konkrétně budou použity tyto zp̊usoby

prediktivńıho ř́ızeńı. Začne se s MPC regulátorem ve standardńım tvaru, kde je nezbytné

řešit v každém kroku algoritmu kvadratický program. Při tom se použije solver qpOASES

v jeho hot-start variantě. Dále se bude uvažovat explicitńı MPC regulátor, kde se k vyge-

nerováńı optimálńıho akčńıho zásahu budou sekvenčně procházet všechny známé regiony

z prostoru stav̊u. Jako posledńı se bude analyzovat časová náročnost u explicitńıho MPC,

který výsledný zákon ř́ızeńı naleze pomoćı binárńıho vyhledávaćıho stromu.

Po spuštěńı simulaćı vyšly pro každý zmiňovaný zp̊usob prediktivńıho ř́ızeńı následuj́ıćı

časové náročnosti.
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Obrázek 42: Srovnáńı časové náročnosti MPC regulátor̊u v Matlabu

Z horńıho grafu je zřejmé, že explicitńı prediktivńı regulátor se sekvenčńım prohledáváńım

stavového prostoru (označený jako Explicit MPC - SS) by nebylo možné aplikovat pro ř́ızeńı

skutečného systému při použit́ı uvedeného HW. V jednom okamžiku totiž tomuto regulátoru

trval výpočet optimálńı hodnoty akčńıho zásahu dokonce deľśı dobu, než je perioda vzor-

kováńı ř́ızeného systému. Ukázalo se, že v tu chv́ıli musel tento explicitńı regulátor postupně

proj́ıt všechny známé regiony v prostoru stav̊u, než našel ten, do kterého patř́ı aktuálńı

stav systému. V dolńım grafu je ještě detail těchto čas̊u ze stejné simulace. Je vidět, že

u standardńıho MPC se solverem qpOASES (označený jako MPC s on-line solverem) se

doba výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu pohybovala okolo 0.02 ms. Později se ukázalo,

že přibližně tento čas je minimálńı pr̊uměrný čas, kterého lze u této použité implementace

solveru qpOASES při řešeńı dané úlohy prediktivńı regulace v Matlabu dosáhnout.

Následuj́ıćı graf ještě zobrazuje detail pr̊uběhu výpočetńıch čas̊u u explicitńıch MPC, aby

byl patrněǰśı rozd́ıl mezi nimi.
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Obrázek 43: Srovnáńı časové náročnosti MPC regulátor̊u v Matlabu - detail

Jak je vidět, tak po většinu simulace bylo dosaženo u obou typ̊u explicitńıch regulátor̊u

(sekvenčńı prohledáváńı stavového prostoru = SS, explicitńı MPC použ́ıvaj́ıćı binárńı strom

= BT) velice podobné doby výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu. Při analýze simulace ale
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bylo zjǐstěno, že v těchto okamžićıch musel explicitńı regulátor se sekvenčńım prohledáváńım

proj́ıt pouze jeden region, aby vypočetl optimálńı akčńı zásah. Jak již ale bylo zmı́něno, tak v

jednom okamžiku (po zásahu neměřitelné poruchy), přibližně okolo 0.33 vteřiny simulačńıho

času, musel tento regulátor proj́ıt všechny známé regiony. V tu chv́ıli mu trvala doba výpočtu

hodnoty akčńıho zásahu dokonce deľśı čas, než je perioda vzorkováńı systému 1 ms.

Všechny dosažené výsledky shrnuje následuj́ıćı tabulka.

typ MPC pr̊um. čas výpočtu [µs] max. čas výpočtu [µs]

standardńı 19.5744 78.5
expl. - seq. search 6.5899 3631.6
expl. - binary tree 0.4499 2.1

Tabulka 1: Pr̊uměrné a max. časy výpočtu hodnoty ř́ızeńı MPC při simulaćıch v Matlabu

Ze simulaćı z Matlabu je tedy zřejmé, že nejlepš́ıch výsledk̊u z hlediska časové náročnosti

bylo dosaženo u explicitńıho prediktivńıho regulátoru, který k nalezeńı optimálńıho akčńıho

zásahu použ́ıvá binárńı vyhledávaćı strom. U této formy explicitńıho MPC byly časy výpočtu

hodnoty ř́ızeńı dokonce 40x menš́ı než u standardńı verze MPC s on-line solverem.

8.2 Srovnáńı časových náročnost́ı při simulaćıch z REXYGENu

Tato podkapitola bude zaměřena na vyhodnoceńı časové náročnosti jednotlivých př́ıstup̊u

k prediktivńı regulaci z REXYGENu na stolńım poč́ıtači. Konkrétně se budou analyzo-

vat tyto typy prediktivńı regulace. Jako prvńı to bude MPC ve standardńı formě, kde se

řeš́ı optimalizace on-line v každém kroku. V REXYGENu lze k tomuto účelu použ́ıt blok

s názvem qpOASES, který řeš́ı úlohu kvadratického programováńı právě pomoćı solveru

qpOASES. Dále se bude pracovat se třemi explicitńımi MPC regulátory, které k nalezeńı

optimálńıho akčńıho zásahu použ́ıvaj́ı binárńı vyhledávaćı strom. V prvńı př́ıpadě je algo-

ritmus na prohledávańı binárńıho stromu implementován v bloku REXLANG, ve druhém v

bloku PYTHON a ve třet́ım př́ıpadě se ke stejnému účelu použil blok MPCE.

Experiment zde prob́ıhal tak, že u každého zp̊usobu ř́ızeńı byla provedena simulace se

změnou referenčńı hodnoty a zásahem poruchy. Přitom se měřily maximálńı a pr̊uměrné časy,

které daný regulátor potřeboval k vygenerováńı optimálńıho akčńıho zásahu. Po experimentu

vyšly pro každý zmiňovaný zp̊usob prediktivńıho regulace následuj́ıćı časové náročnosti.

typ MPC pr̊um. čas výpočtu [ms] max. čas výpočtu [ms]

standardńı 0.1732 0.6586
expl. - REXLANG 0.0656 0.1109
expl. - PYTHON 0.1321 0.5828
expl. - MPCE 0.007 0.0173

Tabulka 2: Pr̊uměrné a max. časy výpočtu hodnoty ř́ızeńı MPC při simulaćıch v REXYGENu

Z tabulky je zřejmé, že z hlediska časové náročnosti je na tom skutečně nejh̊uře MPC ve stan-

dardńım tvaru s on-line solverem. Pr̊uměrná doba výpočtu akčńıho zásahu je zde přibližně

0.17 ms, což je ze všech čtyř analyzovaných typ̊u prediktivńı regulace nejhorš́ı. Daľśı tři

MPC byly explicitńı použ́ıvaj́ıćı ke generováńı akčńıho zásahu binárńı vyhledávaćı strom.

Nejkratš́ıch čas̊u potřebných k nalezeńı optimálńıho akčńıho zásahu bylo dosaženo u zapo-

jeńı s blokem MPCE. Konkrétně tomuto bloku trvalo vygenerováńı akčńıho zásahu pr̊uměrně
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0.007 ms, což je přibližně 9x kratš́ı doba než u bloku REXLANG, přibližně 19x kratš́ı doba

než u bloku PYTHON a dokonce téměř 25x kratš́ı doba než u standardńı verze MPC s

on-line solverem.

8.3 Srovnáńı výpočetńıch čas̊u při simulaćıch na pr̊umyslovém PC

V této podkapitole proběhne srovnáńı výpočetńıch čas̊u jednotlivých př́ıstup̊u k prediktivńı

regulaci, kdy algoritmus MPC bude implementován na popsaném pr̊umyslovém poč́ıtači.

Právě tento HW se použil v této práci k ř́ızeńı reálného mechatronického ramene. Časová

náročnost zde bude analyzována u standardńıho MPC, kde se muśı v každém kroku algoritmu

řešit kvadratický program, a u explicitńıho MPC, kde se k nalezeńı akčńıho zásahu využ́ıvá

blok REXLANG s implementovaným algoritmem na prohledávańı binárńıho stromu.

Po spuštěńı simulaćı vyšly tyto výsledky.

typ MPC pr̊um. čas výpočtu [µs] max. čas výpočtu [µs]

standardńı 45.4159 204.072
explicitńı - REXLANG 6.5391 8.999

Tabulka 3: Pr̊uměrné a max. časy výpočtu hodnoty ř́ızeńı MPC při simulaćıch na pr̊um. PC

Je zřejmé, že oproti simulaćım na stolńım poč́ıtači zde skutečně bylo dosaženo mnohem

kratš́ıch výpočetńıch čas̊u u obou zp̊usob̊u prediktivńı regulace. Vzhledem k periodě vzor-

kováńı systému, která je 1 ms, by šlo oba analyzované př́ıstupy k prediktivńı regulaci v

praxi použ́ıt. Nicméně z tabulky je jasné, že kratš́ıch výpočetńıch čas̊u bylo dosaženo u ex-

plicitńıho prediktivńıho regulátoru. U něj pr̊uměrný čas hledáńı optimálńıho akčńıho zásahu

byl dokonce 7x menš́ı než u klasické verze MPC.

8.4 Vyhodnoceńı výsledk̊u

Pro všechny pokusy vyšel nejlépe z hlediska nejkratš́ı doby výpočtu optimálńıho akčńıho

zásahu explicitńı MPC s binárńım prohledávaćım stromem. Při simulaćıch v Matlabu na

stolńım poč́ıtači byl tento př́ıstup k prediktivńı regulaci 40x rychleǰśı než standardńı verze

MPC. Daľśı simulace proběhly v programu REXYGEN. Z výsledné tabulky bylo dobře

vidět, že skutečně bylo nejrychleǰśı doby výpočt̊u dosaženo v zapojeńı s blokem MPCE,

který je kompilovaný. Čas potřebný k vygenerováńı optimálńıho akčńıho zásahu zde byl

oproti standardńı verzi MPC rychleǰśı 25x. U bloku REXLANG se hodnota akčńıho zásahu

poč́ıtala 2.5x rychleji než u MPC s on-line solverem a u bloku PYTHON pouze 1.3x rychleji.

Z uvedených hodnot je vidět, že se velikost zrychleńı mezi explicitńı a standardńı verźı MPC

při použit́ı bloku MPCE v REXYGENu bĺıž́ı k hodnotě zrychleńı mezi těmito formami MPC

z Matlabu.

Je tedy zřejmé, že se vytvořeńı nového bloku MPCE, který je komplikovaný, skutečně

z hlediska časové náročnosti vyplatilo. Jak již bylo avizováno dř́ıve, tak v REXYGENu u

blok̊u REXLANG a PYTHON nebylo dosaženo takového zrychleńı oproti MPC s on-line

solverem, protože tyto bloky jsou interpretované a nikoliv kompilované. Je to z d̊uvodu, že

tyto bloky jsou volně programovatelné a nab́ızej́ı tak uživateli široké spektrum možnost́ı, jak

je využ́ıt. Nicméně cenou za to je právě jejich rychlost vyhodnoceńı.
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Dále při simulaćıch na pr̊umyslovém poč́ıtači vyšly doby výpočtu u explicitńıho MPC s

blokem REXLANG přibližně 7x rychleji než u verze MPC s on-line solverem. Nicméně při

použit́ı kompilovaného bloku MPCE se dá předpokládat, že by bylo dosaženo analogického

zrychleńı jako u simulaćı na stolńım poč́ıtači.
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9 Složitost problému

Daľśı d̊uležitou otázkou u metod rychlého prediktivńıho ř́ızeńı je, jaký vliv má na celkovou

složitost úlohy regulace zvyšováńı hodnot horizontu predikćı a ř́ızeńı. V teoretické části

diplomové práce již bylo řečeno, že s rostoućımi hodnotami horizont̊u docháźı k nár̊ustu

dimenze matic optimalizace a t́ım pádem nar̊ustá i velikost kvadratického program, který je

nutné u prediktivńı regulace řešit. Na základě toho lze předpokládat, že dojde i ke zvětšeńı

doby potřebné k nalezeńı optimálńıho akčńıho zásahu. Touto problematikou se bude zabývat

tato kapitola.

Při analýze uvedeného problému se zde opět bude pracovat s modelem mechatronického

ramene, jehož popis je součást́ı této práce. Uvažovat se při tom bude algoritmus MPC

zaručuj́ıćı nulovou odchylku v ustáleném stavu. U tohoto algoritmu má na složitost úlohy

vliv předevš́ım horizont ř́ızeńı. Z tohoto d̊uvodu se v této kapitole bude zkoumat složitost

úlohy prediktivńı regulace právě při změnách této hodnoty.

Váhové matice budou nastaveny na

Q =

[
2000 0

0 0.1

]
,R = 500. (100)

Akčńı veličina bude pro celý horizont ř́ızeńı saturována do rozmeźı ±0.1. Všechny simulace

provedené v této kapitole proběhnou v Matlabu a budou mı́t délku 0.6 sekundy. Jejich

pr̊uběh bude takový, že nejdř́ıve dojde ke skokově změně referenčńı hodnoty a po ustáleńı

přechodového děje zasáhne do systému vstupńı porucha.

Při analýze složitosti úlohy se budou uvažovat 2 př́ıstupy k prediktivńı regulaci. Prvńı

z nich je MPC ve standardńım tvaru, kde je nezbytné řešit v každém kroku algoritmu

kvadratický program. Při tom se použije solver qpOASES v jeho hot-start variantě. Dále

se bude analyzovat složitost úlohy u explicitńıho MPC, který výsledný zákon ř́ızeńı určuje

pomoćı binárńıho vyhledávaćıho stromu. Právě u tohoto regulátoru bylo doposud dosaženo

nejlepš́ıch výsledk̊u z hlediska časové náročnosti.

Prvńı podkapitola bude věnována pamět’ovým nárok̊um MPC a tomu, jak se měńı při

nár̊ustu hodnoty horizontu ř́ızeńı. Následuj́ıćı podkapitola se bude zabývat t́ım, jaký vliv

má zvyšováńı horizontu ř́ızeńı na dobu potřebnou k výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu

pomoćı MPC regulátor̊u.

9.1 Pamět’ové nároky

Mimo výpočetńı rychlosti je u MPC regulátor̊u nezbytné sledovat i pamět’ové nároky celé

prediktivńı regulace. Každá ř́ıdićı jednotka realizuj́ıćı MPC má totiž jednak jinou rychlost

výpočt̊u ale také disponuje jinak velkou pamět́ı, ve které je nezbytné uchovávat hodnoty

daného prediktivńıho regulátoru. Tato podkapitola bude zaměřena na to, kolik konstantńıch

hodnot je nutné uložit do paměti standardńıho a explicitńıho MPC s binárńım stromem při

zvyšováńı horizontu ř́ızeńı u regulace modelu mechatronického ramene popsaného výše.

Pro analýzu pamět’ových nárok̊u byl u standardńıho MPC a explicitńıho MPC s binárńım

stromem proveden následuj́ıćı experiment. Postupně se zvyšoval horizont ř́ızeńı a přitom se

sledovala dimenze všech vektor̊u a matic, z čehož se určil počet konstantńıch hodnot, které
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se muśı uložit do paměti regulátoru. Konstantńımi hodnotami jsou myšlena reálná č́ısla se

standardńı velikost́ı datového typu double - 64 bit̊u. Výsledek zachycuje tato tabulka.

počet hodnot v paměti \ hodnota nc 1 2 3 4 5 6

standardńı MPC 41 88 141 200 265 336
explicitńı MPC 109 312 989 3850 13954 49616

Tabulka 4: Závislost pamět’ových nárok̊u u daného typu MPC na hodnotě horizontu ř́ızeńı

Je zřejmé, že u explicitńıho MPC je zapotřeb́ı se zvyšuj́ıćım se horizontem ř́ızeńı disponovat

mnohem větš́ı pamět́ı. Ukázalo se totiž, že s rostoućı hodnotou horizontu ř́ızeńı roste expo-

nenciálně počet region̊u v prostoru stav̊u ř́ızeného systému definuj́ıćı optimálńı zásah ř́ızeńı.

S t́ım je spojeno to, že tyto regiony muśı být definovány pomoćı v́ıce nerovnost́ı. To samé

plat́ı i pro počet optimálńıch zákon̊u ř́ızeńı. Závislost počtu region̊u ve stavovém prostoru

na hodnotě horizontu ř́ızeńı u explicitńıho MPC je v následuj́ıćı tabulce.

hodnota nc 1 2 3 4 5 6

počet region̊u u explicitńıho MPC 3 9 27 81 243 729

Tabulka 5: Závislost počtu region̊u u explicitńıho MPC na hodnotě horizontu ř́ızeńı

Shrnut́ım výsledk̊u z této podkapitoly lze doj́ıt k tomuto závěru. Ačkoliv existuj́ı jisté me-

tody pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti explicitńıho prediktivńıho regulátoru (např. explicitńı

MPC se suboptimálńım řešeńım viz [5]), tak explicitńı MPC využ́ıvaj́ıćı multiparametrické

kvadratické programováńı se jev́ı vhodné k použit́ı pouze u relativně malých úloh. Konkrétně

ve zdroji [5] je doporučováno ř́ıdit t́ımto př́ıstupem systémy s jedńım nebo dvěma vstupy a

to do deseti stavových proměnných. Současně by se měly volit malé hodnoty horizont̊u.

V uvažovaném př́ıpadě u reálné soustavy mechatronického ramene má úloha prediktivńı

regulace ve výsledku dokonce 12 stavových proměnných. Dı́ky tomu se zvyšuj́ıćım se horizon-

tem ř́ızeńı rapidně nar̊ustaj́ı i výpočetńı nároky MPC. Vzhledem k ńızkému horizontu ř́ızeńı

se tedy jev́ı jako vhodné pro sńıžeńı složitosti úlohy aplikovat na model systému některou

z metod pro redukci jeho řádu. Nicméně to by nejsṕı̌se vedlo na sńıžeńı přesnosti modelu

v̊uči skutečnosti, což by ale mohlo hodně zhoršit nebo dokonce znemožnit ř́ızeńı reálného

systému pomoćı prediktivńı regulace.

9.2 Výpočetńı nároky s rostoućımi hodnotami horizont̊u

Tato podkapitola bude sloužit k porovnáńı časové náročnosti u ř́ızeńı modelu mechatro-

nického ramene pomoćı standardńıho MPC a explicitńıho MPC s binárńım stromem při

zvyšuj́ıćıch se hodnotě horizontu ř́ızeńı. Vzhledem k výsledk̊um z předchoźı kapitoly se zvo-

lilo, že se tento problém bude analyzovat pro hodnoty horizontu ř́ızeńı v rozmeźı 1 až 4.

Měřeńı časové náročnosti zde bude prob́ıhat na již zmı́něném stolńım poč́ıtači s operačńım

systémem Windows a procesorem AMD Ryzen 5 5600H s taktovaćı frekvenćı 3.3 GHz.

Závislost pr̊uměrného času nezbytného k výpočtu akčńıho zásahu u obou typ̊u MPC na

hodnotě horizontu ř́ızeńı je vidět v následuj́ıćı tabulce.
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pr̊um. čas výpočtu \ hodnota nc 1 2 3 4

standardńı MPC [µs] 32.9992 34.2177 36.0069 42.378
explicitńı MPC [µs] 0.2755 0.4544 0.7541 1.1819

Tabulka 6: Závislost pr̊uměrné doby výpočtu akč. zásahu na horizontu ř́ızeńı

Z tabulky je zřejmé, že u obou typ̊u MPC se při zvyšuj́ıćım se horizontu ř́ızeńı zvyšuje

i pr̊uměrná doba výpočtu akčńıho zásahu, jak se očekávalo. Pro dané hodnoty nc jsou

pr̊uměrné časy výpočtu optimálńıho ř́ızeńı v pr̊uměru 70x menš́ı u explicitńıho regulátoru než

u jeho standardńı verze. Na základě výsledk̊u z předchoźı podkapitoly lze ale předpokládat,

že existuje jistá hodnota nc, od které bude dosaženo kratš́ı pr̊uměrné doby výpočtu u stan-

dardńıho MPC regulátoru. Nicméně vzhledem k velikosti pamět’ových nárok̊u při vyšš́ıch

hodnotách horizontu ř́ızeńı nelze tento experiment pro vyšš́ı hodnoty horizontu ř́ızeńı prak-

ticky vyzkoušet.

Pro úplnost zde bude ještě uvedena tabulka se závislost́ı maximálńı doby výpočtu akčńıho

zásahu u obou typ̊u MPC na hodnotě horizontu ř́ızeńı.

max. doba výpočtu \ hodnota nc 1 2 3 4

standardńı MPC [µs] 136 135.6 146.6 157.5
explicitńı MPC [µs] 2.6 2.2 2.5 2.9

Tabulka 7: Závislost maximálńı doby výpočtu akč. zásahu na horizontu ř́ızeńı

Dosažené výsledky v této podkapitole potvrzuj́ı závěry z předchoźı sekce o pamět’ových

nároćıch MPC. Jak bylo vidět z tabulek, tak explicitńı prediktivńı regulátor s binárńım

vyhledávaćım stromem poskytuje z hlediska výpočetńı náročnosti mnohem lepš́ıch výsledk̊u

než standardńı verze MPC u malých úloh. Při větš́ıch hodnotách horizontu ř́ızeńı nebo při

snaze ř́ıdit systém s vysokým řádem pomoćı prediktivńı regulace se jev́ı rozumněǰśı volit

standardńı verzi MPC s on-line řešeńım kvadratického programu.
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10 Závěr

Tématem a hlavńım ćılem diplomové práce bylo analyzovat princip metod rychlého predik-

tivńıho ř́ızeńı a následně algoritmy těchto metod implementovat tak, aby se jimi daly ř́ıdit

mechatronické systémy s krátkými periodami vzorkováńı.

V teoretické části práce proběhlo nejdř́ıve seznámeńı s principem prediktivńı regulace

ve standardńım tvaru. V této verzi MPC je nutné v každém kroku algoritmu řešit optima-

lizačńı úlohu. Konkrétně zde bylo ukázáno, jak se při regulaci odhaduje budoućı chováńı

systému na základě modelu ř́ızené soustavy. Dále co představuj́ı horizonty ř́ızeńı a pre-

dikćı a jaký vliv maj́ı na celou prediktivńı regulaci. Následovala sekce o účelové funkci,

prostřednictv́ım které se u prediktivńı regulace definuje optimalizačńı úloha, jej́ıž vyřešeńım

se źıská výstup regulátoru. Poté byl ještě představen algoritmus MPC pro zaručeńı nulové

odchylky v ustáleném stavu, který se v práci nadále využ́ıval.

Ned́ılnou součást́ı prediktivńıho ř́ızeńı je řešeńı optimalizačńı úlohy. Jak bylo v práci

ukázáno, tak pro uvažovaný př́ıpad je optimalizačńı úloha ve formě kvadratického programu.

Z toho d̊uvodu byla daľśı část práce věnována právě metodám řešeńı úloh kvadratického pro-

gramováńı. Rychlost řešeńı těchto úloh je zásadńı pro výpočetńı náročnost celého regulátoru.

Nejdř́ıve zde proběhla definice samotného kvadratického programu a poté byly uvedeny KKT

podmı́nky optimality pro tento typ úlohy. Dále byly představeny některé algoritmy a sol-

very, které lze k řešeńı úloh kvadratického programováńı využ́ıt. Posledńı část této sekce byla

věnována představeńı multiparametrického kvadratického programováńı, které je základem

explicitńıho prediktivńıho ř́ızeńı.

Explicitńı prediktivńı regulátor je speciálńı forma prediktivńıho ř́ızeńı, kde neńı potřeba

řešit v každém kroku algoritmu kvadratický program. Právě d́ıky tomu by se u této verze

MPC mělo dosahovat mnohem lepš́ıch výsledk̊u z hlediska časové náročnosti než u MPC

ve standardńı formě s on-line řešeńım kvadratické úlohy. Nejdř́ıve zde byl představen al-

goritmus explicitńıho prediktivńı regulátoru, který je shodný s algoritmem pro řešeńı úloh

multiparametrického kvadratického programováńı. Vycházelo se z KKT podmı́nek optima-

lity. Kĺıčovým problémem u této úlohy bylo prohledáváńı stavového prostoru tak, aby byly

nalezeny všechny regiony, prostřednictv́ım kterých se vypočetl optimálńı zákon ř́ızeńı. Byly

představeny 4 zp̊usoby řešeńı tohoto problému. Ukázalo se, že nejlepš́ıch výsledk̊u se dosahuje

při použit́ı metody změny aktivńı množiny na základě p̊uvodu omezeńı. Daľśım zásadńım

problémem u explicitńıho MPC pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti úlohy bylo určeńı regi-

onu př́ısluš́ıćıho aktuálńımu stavu systému (tzv. point location problem). Pro řešeńı tohoto

problému byly představeny 2 metody a to sekvenčńı prohledáváńı stavového prostoru a me-

toda využ́ıvaj́ıćı binárńı vyhledávaćı strom. Ukázalo se, že v nejhorš́ım př́ıpadě pro určeńı

optimálńıho akčńıho zásahu bylo u metody s binárńım stromem potřeba vyhodnotit to-

lik nerovnost́ı, jaká je hloubka stromu. To vedlo na mnohem lepš́ı výsledky než u metody

sekvenčńıho prohledávańı stavového prostoru.

Poté již následovala praktická část diplomové práce. Zde se začalo s popisem skutečného

mechatronického systému, který bylo chtěné později ř́ıdit pomoćı představených metod pre-

diktivńıho ř́ızeńı. Jednalo se o mechatronický stend pohonu. Proběhla zde i identifikace

tohoto systému pro źıskáńı jeho modelu. Jak se ukázalo, tak přesnost tohoto modelu v̊uči

skutečnosti, je u prediktivńı regulace d̊uležitým faktorem.

Daľśı část práce byla věnována ř́ızeńı popsaného reálného systému pomoćı prediktivńıho

regulátoru ve standardńı formě s řešeńım kvadratického programu v každém kroku algo-

ritmu. Začalo se s návrhem tohoto regulátoru a představeńım schémat, která se následně
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použila k simulaćım chováńı uzavřené smyčky s vytvořeným regulátorem. Současně zde

proběhlo i odzkoušeńı 3 solver̊u z hlediska časové náročnosti, které se využily k on-line

řešeńı kvadratického programu při běhu regulátoru. Nejlepš́ıho výsledku bylo dosaženo se

solverem qp-OASES ve variantě s hot-startem. Po úspěšných simulaćıch se přistoupilo k ř́ızeńı

skutečného mechatronického systému. I v tomto př́ıpadě regulátor fungoval dobře a poradil

si se změnou referenčńı hodnoty i zásahem poruchy.

Následoval návrh explicitńıho prediktivńıho regulátoru, kde byla snaha ho navrhnout tak,

aby se choval naprosto totožně jako dř́ıve vytvořený MPC regulátor s on-line solverem. Poté

proběhlo představeńı schémat z Matlabu a REXYGENu, která se použ́ıvala k otestováńı

navrženého regulátoru. Přitom se detailně analyzovala verze explicitńıho MPC, kde se k

výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu použ́ıval binárńı vyhledávaćı strom. Algoritmus na

prohledávańı tohoto binárńıho stromu byl implementován pomoćı interpretovaných blok̊u

REXLANG a PYTHON a kompilovaného bloku MPCE. Z výsledných simulaćı bylo dobře

vidět, že všechny navržené varianty explicitńıho prediktivńıho regulátoru fungovaly totožně

jako MPC regulátor ve standardńım tvaru s on-line solverem. Přistoupilo se tedy k pokus̊um

na reálném stroji, kde se ukázalo, že skutečně explicitńı prediktivńı regulátor pracuje stejně

jako standardńı verze MPC.

Daľśı kapitola byla zaměřena na analýzu časové náročnosti u standardńı a explicitńı

verze MPC. Při simulaćıch v Matlabu na stolńım poč́ıtači bylo u explicitńıho prediktivńıho

regulátoru dosaženo 40x rychleǰśıho výpočetńıho času než u standardńı verze MPC. Poté se

přistoupilo k vyhodnoceńı časové náročnosti z REXYGENu nainstalovaného na klasickém

stolńım poč́ıtači. Bylo zde dobře vidět, že v př́ıpadě interpretovaných blok̊u REXLANG

a PYTHON u explicitńıho regulátoru se dosáhlo pouze přibližně 2x rychleǰśıho výpočtu

akčńıho zásahu než u MPC se solverem qp-OASES. U bloku MPCE, který je kompilo-

vaný, došlo ke 25x rychleǰśımu výpočtu pro stejný experiment. Daľśı pokusy proběhly na

pr̊umyslovém poč́ıtači, kde doby výpočtu byly analogické jako při simulaćıch na stolńım

poč́ıtači, ale současně byly řádově nižš́ı.

Posledńı kapitola byla věnována složitosti problému u explicitńı a standardńı formy pre-

diktivńı regulace. Bylo dobře vidět, že s nar̊ustaj́ıćımi hodnotami horizontu ř́ızeńı roste

i doba, kterou regulátory potřebovaly k vygenerováńı optimálńıho akčńıho zásahu. Jako

zásadńı se ukázal nár̊ust pamět’ových nárok̊u u explicitńıho MPC se zvyšuj́ıćı se hodnotou ho-

rizontu ř́ızeńı. Provedené experimenty ukázaly, že u uvažovaného př́ıpadu s modelem mecha-

tronického ramene s každou hodnotou horizontu ř́ızeńı roste exponenciálně i počet region̊u ve

stavovém prostoru. S t́ım je samozřejmě spojený i exponenciálńı nár̊ust počtu nerovnic, které

tyto regiony definuj́ı, nebo počtu optimálńıch zákon̊u ř́ızeńı. Z těchto výsledk̊u se usoudilo, že

explicitńı prediktivńı regulátor se jev́ı jako velice výhodný pro sńıžeńı výpočetńı náročnosti

u ř́ızeńı systémů do přibližně 10-ti stavových proměnných. Pro systémy s vyšš́ım řádem

se doporučilo zvolit vzhledem k pamět’ovým nárok̊um standardńı verzi MPC s některým

z rychlých solver̊u kvadratických programů, jako je např́ıklad qp-OASES v jeho hot-start

variantě.
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Dostupné z: https://usermanual.wiki/Pdf/manual.2007140309.pdf. Use-r’s

manual. KU Leuven, Optimization in Engineering Center (OPTEC) and Department

of Electrical Engineering

[3] ULLMAN, Fabian. FiOrdOs: A Matlab Toolbox for C-Code Generation for First Order

Methods. Zurich, 2011. Masters’s thesis. ETH Zurich

[4] MOSEK ApS. The MOSEK optimization toolbox for MATLAB manual. [online]. Da-
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10 Metoda změny aktivńı množiny - nalezené regiony . . . . . . . . . . . . . . . 42
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12 Binárńı vyhledávaćı strom - př́ıklad [12] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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