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Uvod
Uceni o algebraickych strukturach ptinasi zédkladni seznameni s pojmem, ktery bude v
ramci této prace Casto zmiflovan - pojmem "obor integrity". Pii studiu tohoto pojmu se
setkavame s riznymi formulacemi, interpretacemi a souvisejicimi pojmy, které mohou byt s
tématem spojené. Cilem této prace je poskytnout ctenafi komplexni piehled o tomto pojmu,
predstavit dalsi souvisejici pojmy, vyznamné vlastnosti a dusledky vét. Zejména bude prace

vénovana délitelnosti, kterd je neodmyslitelnou soucasti pojmu "euklidovy obory integrity".

Definice, pojmy, véty, ditkkazy a ptiklady v této praci jsou zaloZeny na spolecné znalosti
algebraickych struktur, které jsou predstaveny v prvni kapitole. Tato kapitola také popisuje
jejich vlastnosti. Je dalezité zdtiraznit, ze hlavnim cilem prace je poskytnout ¢tenaii komplexni
prehled vseho, co se tyka predev§im euklidovych a dalSich obort integrity, s dirazem na
délitelnost v oborech integrity jak v ramci pfirozenych &isel, tak v rdmci celych cisel,
Gaussovych ¢isel a polynomii. Prace si klade za cil seznamit ¢tenare s ivodnimi znalostmi

o tématu a poté tyto znalosti aplikovat na konkrétnéjSich principech teorie ¢isel.

V dnesni dobé méme k dispozici informaéni technologie, které nam umoziuji zkvalitnit

studium a vyzkum. V této praci budou tedy tyto technologie také vyuzity.
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1. Algebraické struktury
Algebraicka struktura je pomérné obSirny pojem, k jehoz definici je potieba mit
k dispozici libovolnou mnoZinu a také libovolnou binarni operaci. Algebraickou strukturou
poté rozumime kazdou libovolnou mnozinu, na niz je definovdna ona operace. Dulezité je
zminit, ze zvolena mnozina musi byt na dané operaci uzaviena, tj. kazdy dalsi nové vznikly
prvek se musi nachdzet ve zvolen¢ mnozin¢ prvka. VétSina definic pochéazi z osobnich

poznamek z piednések ¢i cviceni z vysokych skol.

Definice:

Prvky uspofddané do celku (nebo také souboru) nazyvdme mnoZinou. Zpravidla je

oznacujeme velkym pismenem a popisujeme vyctem prvkill nebo intervalem.

V daném oboru teorie mnozin se urcité¢ budeme bavit o mnozinach, které maji ¢iselné
proménné, je ovSem na misté minimalné zminit existenci mnozin s prvky o ruznych datovych

typech, tj. 1 prvky neciselné.

Definice:

Necht' je dana libovolnd neprdzdnd mnozina M. Binarni operace f je zobrazeni

f: MXM — M. Zapisujeme: ¢ = f(a, b) =a o b, kde prvky a, b, c € M.

Rozumime jakoukoli binarni operaci, kterd ma za nésledek vytvoreni prvku z téze
mnoziny. Mezi typické ptiklady bindrnich operaci, na kterych se snadno ptedstavi pojem, patii

s¢itani nebo nasobeni na mnozing ptirozenych cisel.

Definice:

Usporiadanou n-tici (dvojici, trojici atd.), chapejme jako mnozinu M prvki, které jsou
sefazeny na zéklad¢ predem stanovené vlastnosti. Zalezi tedy na potadi jednotlivych prvka

mnoziny M.
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Definice:

Necht' je dana libovolnd neprazdnd mnozina M a kni libovolny nenulovy pocet
binarnich operaci (g, o, ..., 0). Algebraickou strukturou rozumime uspofddanou n-tici

M, (g, o, ..., 0)). Mnozina M se také nazyva nosi¢em.

Algebraicka struktura se vztahuje na Sirokou Skéalu n-tic rtiznych operaci a mnozin.
Kazd¢ téleso, grupa nebo obor integrity je ptikladem algebraické struktury. Naptiklad operace
sCitani na mnozin¢ piirozenych cisel, od¢itani na mnoziné¢ celych cisel jsou piiklady
elementarnich algebraickych struktur. DtlezZitou vlastnosti, kterd provazi algebraické struktury,

je uzavienost binarni operace na mnozing.

Necht’ je dana libovolné algebraickéd struktura (M, o). Pro libovolnou trojici prvka

znosi¢e M plati, ze: z=x0Ovy; X, y,z € M.

1.1.  Vlastnosti binarnich operaci
Vycet vlastnosti, se kterymi se setkavame napfi¢ teorii mnozin a vlastné matematikou
obecné. Je tfeba je klasifikovat a rozlisit, nebot’ jednotlivé vlastnosti hledame, urujeme a
studujeme u jednotlivych algebraickych struktur. Rychly ptehled ve vlastnostech nabizi portal
Zakladni poznatky z matematiky (Katedra didaktiky matematiky, 2010-2023).

Na operaci O (s¢itani) XOy=yoXx
Komutativnost :
Na operaci © (ndsobeni) X0y=yoOXx
Na operaci O (s¢itani) xo(yoz)=(xoy)oz
Asociativnost .
Na operaci © (nasobent) xo(yoz)=(xoy)oz
Neutralni prvek | Vzhledem k o (s¢itani) nox=xoOn=x
(oboustranny) Vzhledem k o (nasobeni) nNoxX=Xon=x
Agresivni prvek | Vzhledem k o (s¢itani) agx=x0Oa=a
(oboustranny) Vzhledem k o (ndsobeni) aox=xoa=a

0 vzhledem k o (s¢itani vzhledem xo(yoz)=(xoy)o (xOz)
Distributivnost = k ndsobeni)
(zleva) o vzhledem k © (ndsobeni xo(yoz)=(xoy)o(xoz)
vzhledem ke scitani)

Tabulka 1. — Prehled viastnosti binarnich operacit

Poznamka: x, y, z € M, kdy M je mnoZina, na niz je bindrni operace definovana. Prvky

n a a znaci prvek neutralni a agresivni.
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1.2. Klasifikace Algebraickych struktur
Jak jiz bylo naznaceno v kapitole 1, algebraické struktury prochdzeji dalSim délenim na
zéklad¢ specifickych vlastnosti. Lze si to pfedstavit tak, ze na algebraické struktury kladeveme
dalsi a komplexnéjsi pozadavky. VétSina definic spojenych s jednotlivymi algebraickymi
strukturami je prevzata ze skript Algebra (Prochazka, a dalsi, 1990) a Algebra a teoreticka
aritmetika 2. dil (Blazek, a dalsi, 1984).

Vzhledem k tomu, Ze prace se zaméiuje specificky na jeden druh algebraickych struktur
(tj. obory integrity), bude v této kapitole poskytnut pouze zékladni ptehled téchto specifickych
typt struktur. Problémenm je, Ze existuje velké mnozstvi téchto struktur a li§i se pouze v dil¢ich
vlastnostech. Definujme tedy pouze grupoidy a pomoci nich predstavime i1 definice ostatnich

algebraickych struktur.

Definice:

Grupoid je neprazdna mnozina M, jenzZ je opatiena binarni operaci.

MnozZina M se poté nazyva nosi¢, nebo-li nosna mnozina grupoidu. Pokud je binarni
operace oznacena tfeba jako O, je znaceni nejCastéji v podobé (M; O0) nebo M(dO), a timto
znacenim se odkazuje na grupoid (Prochazka, a dalsi, 1990).

L, Vlastnosti prislusné binarni operace
Algebraicka struktura

uza aso kom neu agr

Grupoid Ano Ne Ne Ne Ne

Komutativni grupoid  Ano Ne Ano Ne Ne
Pologrupa  Ano Ano Ne Ne Ne
Komutativni pologrupa  Ano Ano Ano Ne Ne

Grupa Ano Ano Ne Ano Ano
Abelova grupa  Ano Ano Ano Ano Ano

Kvazigrupa Ano Ne Ne Ne Ano

Klg‘lll;lzllt;:::’;; Ano Ne Ano Ne Ano

Lupa Ano Ne Ne Ano Ano

Komutativni lupa Ano Ne Ano Ano Ano
Monoid  Ano Ano Ne Ano Ne
Komutativni monoid  Ano Ano Ano Ano Ne

Tabulka 2 — Prehled viastnosti riiznych algebraickych struktur s jednou binarni operaci




Algebraické struktury

Poznamka: kom — komutativita, aso — asociativita, neu — existence neutralniho prvku,
agr — existence agresivniho prvku (resp. inverzniho), dis — distributivita vici druhé operaci.
Pro vsechny algebraické struktury plati, Ze jsou uzaviené na mnozinée, dle definice pojmu

algebraické struktury.

Algebraicka  Binarni operace o  Binarni operace o  Distribut Obsahuje

struktura (s€itani) (nasobeni) ivita délitele nuly
Polookruh Komutativni Pologrupa Ano Ano
pologrupa
Komutativni Komutativni Komutativni
Ano Ano
polookruh pologrupa pologrupa
*OQkruh Abelova grupa Pologrupa Ano Ano
* o S
Komutativni Abelova grupa Komutativni Ao Ano
okruh pologrupa
Obor integrity ~ Abelova grupa Komutativni Ano Ne
pologrupa
Téleso  Abelova grupa Grupa Ano Ne
Komutz:;:;l(: Abelova grupa Abelova grupa Ano Ne

Tabulka 3 — Prehled viastnosti riiznych algebraickych struktur se dvema binarnimi operacemi

*Poznamka: Tabulka 1.3 je sestavena kombinaci dvou publikaci, coz vytvari zajimavy
konflikt. Napriklad kniha Zaklady elementarni algebry (Drabek a spol., 1985, strany 111, 115)
uvadi definici okruhu, kde operace scitani tvori abelovu grupu, operace ndsobeni tvori
pologrupu a plati distributivita. Na druhou stranu, kniha Algebra I (Hora, 1991, strana 45)
uvadi témer stejnou definici, s tim rozdilem, Ze operace nasobeni je nazyvana monoidem misto
pologrupy. Podobne Ize pozorovat konflikt i v pripadé definice komutativni pologrupy, kde
Jjediny rozdil spociva v existenci komutativity pro operaci ndasobeni. Je vhodné upozornit, Ze
existuje mnoho publikaci, které se v definici okruhu mohou ruznit. Autori obvykle upozorni na
odlisné pojmenovani a muzeme se tak setkat i s pojmy jako ,, Asociativni okruh s jednotkovym

prvkem * a podobne.
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1.3.  Obor integrity
Pro piehlednost se pfesuiime z obecného zépisu operaci a uvazujme, Ze operace O je
sCitanim a operace © je nasobenim. Nasledujici definice oboru integrity pochazi ze skript
Algebra I. (Hora, 1991). Definice vychazi z pojmu d¢litel nuly a mimo jiné je postupné
definovana pomoci jednotlivych dil¢ich pojmu ostatnich algebraickych struktur z tabulek 1.2.

al.3.

Definice:

Necht x je nenulovy prvek okruhu R. Prvek x se oznacuje jako levy délitel nuly, pokud

k nému existuje nenulovy prvek y takovy, ze:
x-y=0

Necht' je x nenulovy prvek okruhu R. Prvek x se oznacuje jako pravy délitel nuly,

pokud k nému existuje nenulovy prvek takovy, ze:
y-x=0

Je-li prvek levym i1 pravym délitelem nuly, nazyva se délitelem nuly.

Definice:

Obor integrity je komutativni okruh, ktery neobsahuje délitele nuly.

Ze stejné publikace pochazi i ptiklad, ktery uvadi jako obor integrity pravé mnozinu

celych ¢isel Z s volenymi operacemi s¢itani 1 ndsobeni.

2. Délitelnost v oborech integrity

Autofi ve skriptech Algebra a teoreticka aritmetika (Blazek, a dalsi, 1984) tvrdi, Ze je
treba definovat pojem délitelnosti, nebot” z plivodni definice oboru integrity I nevyplyva

existence prvku x € I pii volbé prvki a, b € I tak, ze:
a-x=b,

jinymi slovy, Ze prvek b je nasobkem prvku a, kdy x je koeficientem, pii volbé oboru
celych cisel Z jako piiklad oboru integrity I. Zavadime proto pojem délitelnost v oborech

integrity.
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2.1. Zakladni pojmy
VétSina definic zékladnich pojmt pochdzi ze skript Algebra I. (Hora, 1991) a Algebra a
teoreticka aritmetika (Blazek, a dalsi, 1984).

Definice:

Necht’ je dén obor integrity (I, +, ) a dva jeho prvky oznaGené jako a a b. Rikame, Ze a

déli b (nebo téz a | b, a je délitelem b, b je nasobek a), jestlize existuje q € I takové, ze
b=q-a

V opacném ptipad¢ tvrdime, ze a nedé€li prvek b (nebo téz a t b, a neni délitelem b, b

neni nasobek a).

K pojmu délitelnost ptikladaji autoii Algebry a teoretické aritmetiky (Blazek, a dalsi,
1984 str. 102) lemma v 9 bodech, které je disledkem zavedeni délitelnosti na vlastnostmi

definovaném oboru integrity s bindrnimi operacemi.

Lemma:

Necht je I libovolny obor integrity, pak plati:

a) (Va € Dala

b) (Va,b,c e )[(a|bAb|c)=a]c]

c)(VaeD[(a|l0OA0]|a = a=0)]

d)3a,be(a|bAbta)

e) (Va,be)(a|b=albc)

f) (Va,b,c € )(ab|c= (alc A b|c))

g) (Va,b,c € I)[(c |la Ac|b) = (cl (a+b) Ac I(a—b))]
h(Vay, ..., an kqy, ... kn € D[(c| ay A ... A c|ay) = c| X kia;]
i)(Va,b,ceD[(c # 0) = (a|b © ac|bc)]

Duikazy vySe zminéného lemmatu vychazi zejména ze zakladnich vlastnosti, které obory
integrity maji. V diikazu jsou pouzity zejména diikazy sporem s vyjimkou nékolika bod, kde

byl pouzit ditkkaz piimy.
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Dikaz:

a)

b)

d)

a=a-1=1"a,tj. kazdy prvek z oboru integrity lze chapat jako d¢litele samo sebou

a jednickou.

Dtikaz sporem. Prvek a déli b, tudiz lze napsat b = k - a, k € I, zaroven z tvrzeni
plati, Ze b d¢€li ¢, coz lze zapsat jako ¢ =1 - b, zaroven by s tvrzenim sporem tedy
mélo platit, Ze a ned€li prvek ¢, tedy ¢ nelze zapsat jako néasobek Ccisla a.
Nicméné zprvnich dvou tvrzeni vyplyvd, Ze prvek ¢ Ize =zapsat jako
c=1-b=1-(k-a)=m - a, kdy m € L. CoZ je spor, nebot’ jsme prvek ¢ napsali

jako nasobek a.

Je-li a délitel nuly, potom Ize zapsat nulu jako nasobek cCisla a a koeficientu Kk,
z ¢ehoz vyplyva, Ze bud’to a, nebo k jsou nulova. Je-li nula dé€litelem a, potom lze
napsat Zze 0 - m = a, z ¢ehoz vyplyva, ze a musi byt nulové, nebot’ nula je agresivni

(inverzni) prvek mnoziny vzhledem k operaci nasobeni.

Vyplyva ze skuteCnosti, Ze a déli b, tudiz 1ze zapsat prvek b jako nasobek prvku a.
Koeficient k nasobku prvku a nélezi oboru integrity. Zaroven plati, ze b ned¢li a,
coz musi byt pravda, nebot’ po dosazeni dostaneme, ze a - k nedé¢li a, pficemz my
vime, ze to plati pfesné naopak. Lze tedy vymyslet dosazenim piiklady, kdy k mtze
byt neutralni prvek oboru integrity, a tim padem jsou prvky a, b asociovany, nebo

k 1ze zvolit jako jakykoli jiny prvek mimo neutralni a tvrzeni tudiz bude pravdivé.

Dtikaz sporem. Prvek a déli b, tudizb = a - k. Zaroven dle diikazu sporem ma platit,
ze a nedéli b - ¢, nicméné b Ize zapsat jako nasobek prvku a koeficientem k, tudiz
dle tvrzeni a ned¢li (a - k - ¢), pficemz z tvrzeni a) vime, Ze prvek oboru integrity

vzdy dé€li sdm sebe, tudiz d€li 1 svlj nasobek.

Duikaz sporem. Prvek ab déli ¢, tudiz lze ¢ zapsat jako a - b - k, kdy k je koeficient
nalezici oboru integrity I. Dale z tvrzeni sporem vyplyva, Ze a nedéli ¢, nebo ze b
nedéli ¢. Po dosazeni vyrazu a *+ b * k za ¢ ziskdvame tvrzeni, ze a nedéli a - b - Kk,
nebo ze b nedéli a - b - k, coz vidime, Ze je spor, nebot’ vyraz vpravo je nasobkem

obou prvkil a i b, tudiz je délit musi.
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g) Diukaz sporem. Prvek ¢ déli a, a zaroven ¢ déli b, z toho vyplyva, ze prvky a, b Ize
zapsat jako nasobky ¢ néjakymi koeficienty k a 1, které ndlezi oboru integrity.
Zaroven ale z tvrzeni sporem plati, Ze ¢ ned¢li (a + b), nebo Ze ¢ nedéli (a — b). Po
dosazeni za a, b dostdvame tvrzeni, ze: ¢ t(c-k + c-1) A ct(c-k - c-]).
po vytknuti c ze zavorek vidime, Ze to je spor, nebot se jedna o nasobek prvku

c a tudiz jej prvek c musi délit.

h) Dikaz sporem. Z tvrzeni vidime, Ze (¢ | aq A ... A ¢ | ay,). Jinymi slovy plati
tvrzeni, ze (cky = a4 N ... A ¢k, = a,).Z tvrzeni sporem vyplyva, ze ¢ ned¢li
Yi-1kia; tedy c nelze zapsat jako sumu téchto vyrazi. Po dosazeni ziskavame
tvrzeni, Ze ¢ nedéli Y}'- 1 k; ck;, z této sumy lze ovSem vytknout ¢ a lze jasné

vidét, ze ¢ d€li sumu vyraza, ktera je ndsobkem ¢, coz je spor.

1) Prvek a délib, tedy lze zapsat ak = b. Je-li ¢ nenulové, Ize celou rovnici vynasobit
prvkem c, takze ziskdvame rovnici ack = bc. Rovnici lze piepsat, ze prvek ac

déli bc. Tim je dikaz dokoncen.

Nyni po zakladni definici délitelnosti na oboru integrity, tvrzenich k délitelnosti na této
algebraické struktute i dikazu, je urCité¢ na misté definovat i asociaci prvka. Definice pochazi
z publikace Algebra 1. (Hora, 1991 str. 59). Asociace je ve vS§i podstaté rozsifeni vlastnosti

délitelnosti na oboustrannou (vzajemnou) délitelnost.

Definice:

Necht je I obor integrity a prvky a, b jsou prvky oboru integrity. Rikiame, Ze prvek a je
asociovan s prvkem b, pokud plati, ze a|b A b|a. V takovém ptipadé pisSeme, Ze a || b.
V opacném piipad¢ (jeden z vyrazi, nebo oba vyrazy konjunkce neplati) hovofime o tom, ze

prvky nejsou asociovany, tudiz Ize zapsat a # b.

Dale je potieba definovat existenci jednotky ve smyslu dé€litelnosti v oboru integrity.
Nasledujici definice pochézi od autorti Algebry a teoretické aritmetiky (Blazek, a dalsi, 1984),
nicméné i trochu jinou definici, kterd je ve vsi podstaté stejné, pochdzi od autora Algebry 1.

(Hora, 1991 str. 59).




Délitelnost v oborech integrity

Definice:

Prvek j € I se nazyva jednotka ve smyslu délitelnosti v I (kratce jednotka v I), prave

kdyz existuje v I k prvku j prvek inverzni j.
Nebo

Prvek a, jez nalezi oboru integrity se nazyva jednotkou ve smyslu délitelnosti, jestlize

all L.

Autor (Hora, 1991 str. 59) dale zavadi pojmy:

Definice:

Necht I je obor integrity a prvky a, b jsou prvky 1.
Jestlize a | b a zaroven a ¥ b, potom je prvek a nazyvan vlastni délitel prvku b.

Jestlize je a jednotkou, nebo je a || b, potom je prvek a nazyva nevlastni délitel prvku b.

Dale je vhodné piipomenout vlastnosti, které autor dale zmiruje:

Lemma:

Budte a, b, ¢, x, y prvky oboru integrity I. Pak plati nasledujici tvrzeni:

a) Kazdy prvek oboru integrity déli sam sebe.
b) Je zachovéna asociativnost, tj. pokud a d€li b a zaroven b déli ¢, potom a déli c.
C) Jestlize a déli b a zaroven a d€li ¢, potom a déli (bx+cy).

d) Jestlize a déli b, potom ac d¢li be.

Oba vySe zminéni autofi uvadéji tentyz piiklad, ktery demonstruje existenci
jednotkového prvku ve smyslu délitelnosti v daném oboru integrity (Z, +, -). Bez dalSiho
vysvétleni tohoto piikladu lze interpretovat, Ze v takovém oboru integrity existuji dvé jednotky
ve smyslu délitelnosti, a to 1 a -1. Tato skutecnost je zfejma, staci vydélit libovolné ¢islo samo
sebou, nebo se tidit definici jednotky ve smyslu délitelnosti: Prvek a je asociovan s 1, tj. a

déli 1, a zaroveni 1 déli a. Je zfejmé, ze prvek a je roven 1.

Priklad:

Nejsou-li cela ¢isla a, b délitelna tfemi, je praveé jedno z Cisel a + b, a— b délitelné tfemi.

Dokazte. (Drabek, a dalsi, 1985 str. 185)
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ReSeni:

Cela ¢isla a, b 1ze ptepsat dle definice délitelnosti do tvarti:
a=3x+ 1 nebo a=3x + 2, respektive b = 3y + 1 nebo b = 3y + 2. Kombinaci nastava:
l.a=3x+1azirovenb=3y + 1
a—b=3x—-3y=3(x-Y), tj. je délitelné tfemi.
2.a=3x+1azaroveil b=3y +2
a+tb=3x+1+3y+2=3(x+y+1),t.je délitelné tfemi.
3.a=3x+2azirovenb=3y+ 1
atb=3x+2+3y+1=3(x+y+1),t].je délitelné tiemi.
4.a=3x+2azarovein b=3y +2

a—b=3x+2-3y-2=3(x-Yy),t]. je d¢litelné tiemi.

Priklad:

Dokaz, ze ne/jsou Cisla 720, 384, 659, 3792 a 9464 d¢litelna Sesti.

ReSeni:

Dtikaz ptimy. Rozklad a ovéfovani délitelnosti dvojkou a trojkou (asociativita).
1. 61720, tj. 6x =720, 720 je délitelné dvojkou (sudé) a je de€litelné trojkou (600 + 2 - 60)
2. 6384, tj. 6x = 384, Cislo je délitelné dvojkou (sudé€) a je délitelné trojkou (300 + 60 + 24)
3.6 659, tj. 6x = 659, ¢islo neni délitelné dvojkou (liché)
4. 63792, tj. 6x = 3792, Cislo je delitelné dvojkou (sudé) a je délitelné trojkou (3000 +
+2-300+6-30+4-3)
5. 619464, tj. 6x = 9464, Cislo je dé¢litelné dvojkou (sudé) a neni délitelné trojkou (3 - 3000 +
+300+5-30+4-3+2)

Zavér: Cisla délitelna Sesti jsou 720, 284 a 3792, Ostatni zadana &isla nejsou délitelna Sesti.

Postup ve druhém ptikladu pouziva definici tzv. spole¢ného délitele, ktera se nachézi
v nasledujici kapitole a je uvedena spolecné s definici spole¢ného nésobku ¢isla.
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2.2.  Nejvetsi spoleény délitel a nejmensi spole¢ny nasobek

Definice:

Jsou-li ai, az, ..., an libovolné prvky z oboru integrity I, nazyva se prvek u € I jejich
spolecny délitel, pravé tehdy, kdyz u | a;, u | az, ..., u | a.. Obdobné prvek v € I se nazyva
spoleény nasobek prvki ai, as, ..., an, plati-li soucasn€ a1 | v, a2 | v, ... an | v. (Blazek, a dalsi,

1984 str. 107)

Takova definice ndm ovSem zaruci existenci vétSitho mnozstvi spolecnych délitelt. Jako
ptiklad mtizeme pouzit ptedchozi ptiklad, kde bylo ovétovano, zda je dané ¢islo délitelné Sesti.
Tam jsme vyuzili principu, Ze ¢islo délitelné 6 musi byt délitelné tfemi a dvéma, nehledé na to,

ze je urcité vice Cisel, které nam budou d€lit ¢islo 720 a tieba ¢islo 384 (Cislo 2, 3, 4, 6, 8 atd.).

SpiSe nez pojmy spolecny ndsobek nebo spole¢ny délitel nds proto zajima jejich

ponékud uzsi definovani, tzv. nejveétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek.

Definice, kterou uvadim, vychézi ze spojeni dvou riznych definic a mirné upravy
proménnych. Prvni definice, ktera popisuje nejvétsi spolecny délitel (NSD), je pievzata z knihy
Algebra I (Hora, 1991 str. 60). Druha definice, ktera se tyka nejmensiho spole¢ného nasobku
(NSN), pochézi z knihy Algebra a teoreticka aritmetika (Blazek, a dalsi, 1984 stranky 107-108).

Definice:

Prvek d je nazyvan nejvétsim spole¢nym délitelem prvki al, a2, ..., an a znac¢i se d =
D(al, a2, ..., an), pokud je délitelem vSech téchto prvkl a zaroven plati, ze kazdy jiny spolecny

délitel t prvki al, a2, ..., an déli d.

Obdobn¢ muzeme definovat nejmensi spoleCny nasobek, protoze existuje vice
spolecnych nasobkt ¢isel. Zminény piiklad ndm ukazuje, Ze spolecnym ndsobkem cisel 2 a 3
je prave cislo 6, které je zaroven nejmensim spoleénym nasobkem. Nicméné existuji i dalsi

spole¢né nasobky, jako naptiklad ¢isla 12, 18, 24 atd.

Definice:
Bud'te ai, az, ..., an prvky oboru integrity I. Prvek m € I nazyvame nejmenSim
spole¢nym nasobkem prvki ai, ay, ..., an, jestlize m je spolecnym nasobkem téchto prvka a

zaroven pro libovolny spolecny nasobek u prvkii ai, as, ..., an plati, Ze m | u. Nejmensi spolecny

nasobek poté zapisujeme: u = n(aj, az, ..., an).
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Definice:

Rikame, Ze v oboru integrity I existuje nejvétsi spole¢ny délitel (ENSD), jestlize ke
kazdym dvéma prvkam z oboru integrity I existuje alespon jeden nejvetsi spolecny délitel z 1.
Rikame, Ze v oboru integrity I existuje nejmensi spoleény nasobek (ENSN), jestlize ke
kazdym dvéma prvkiim z oboru integrity I existuje v I alesponi jeden nejmensi spolecny

nasobek. (Hora, 1991 str. 62)

2.3. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek jako téma na ZS

Na zakladnich Skolach se studenti obvykle seznamuji s pojmy spojenymi s hledanim
spolecného jmenovatele pfi s¢itani zlomkl. Béhem prvniho stupné se nejprve nauci, jak takovy
jmenovatel spocitat, avSak samotné pojmy, jako je nejvétsi spoleny délitel (NSD) a nejmensi
spolecny nasobek (NSN), se jim predstavuji az na druhém stupni. Je to zde, kde se studenti také

seznami se specifickymi piiklady zaméfenymi na hledani NSD a NSN.

Jednim z trividlnich zptsobt hledani nejmensiho spole¢ného nasobku (NSN) dvou cisel
a a b je postupné nasobeni obou cisel prvky z mnoziny piirozenych Cisel a zaznamendvani
téchto ndsobktll do sloupct nebo fadkil. Porovnanim téchto vypist lze zjistit, které Cislo je jejich
spoleénym nasobkem. Tento spole¢ny nasobek bude urcité stejny nebo mensi nez soucin ¢isel
a a b. Pti hledani nejvétsiho spolecného délitele (NSD) mizeme podobné postupovat a ziskat

potiebny vysledek.

Existuje vSak problém s takovymto postupem, ktery spoc¢iva v tom, Ze neni pfili§ obecny
a zavisi na konkrétnim zadani ptikladt. Pii praci s ¢im dal vétSimi Cisly se tento postup stava
stale vice zdlouhavym. Proto je dilezité détem piedstavit alternativni zptisob hledani nejvétsiho
spole¢ného délitele (NSD) a nejmensiho spolecného nasobku (NSN). Tento zplisob vyuziva

rozklad ¢isel na soucin prvocisel, coz se ukazuje jako efektivnéjsi a univerzalnéjsi metoda.

Pti hledani nejvétsiho spolecného délitele (NSD) dvou nebo vice prvki je nejprve nutné
ptepsat tyto prvky jako souciny prvocisel. Poté je tfeba identifikovat spole¢né faktory, které se
vyskytuji ve vSech téchto prvcich (i kdyby to byla pouze jednicka). Toto spolecné ¢Cislo je pak

oznacovano jako NSD.
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Pfi hledani nejmensiho spole¢ného nasobku (NSN) dvou nebo vice prvki je nejprve
nutné nalézt NSD vSech dvojic téchto prvkl. Poté se vytvoii novd mnoZzina prvki z ptivodni
mnoziny, kde kazdy prvek je vydéleny NSD, které se vyskytuji ve jeho souc¢inném tvaru. Pro

ziskani NSN je pak tfeba vynasobit vS§echna NSD dvojic s kazdym prvkem nové mnoziny.

Poznamka: Nejmensi spolecny ndasobek (NSN) je soucinem vSech soucinnych tvari
prvki, pricemz opakujici se casti soucinného tvaru jsou zapocitany pouze jednou. Toto je
ilustrovano v nasledujicim prikladu a pomoci barevného zvyraznéni. OranZova barva oznacuje
zbytky, modra barva znaci NSD (nejveétsi spolecny délitel). Ostatni barvy znaci dalsi opakujici

se casti soucinného tvaru.

Priklad:

Naleznéte nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsiho spolecného délitele Cisel:

a) 36 a 48
b) 96 a 128
) 120 a 135

d) 12,60a75
e) 125, 175 a 245

f) 24,72 a 144

ReSeni:

a) 36=2-18=2-2-9=2-2-3-3

48=2-24=2-2-12=2-2-2-6=2-2-2-2-3

NSD=2-2-3 =12

NSN=2-2-2-2-3-3 =144

b) 96 =2-48=2+2-2-2-2 -3 (vizrozklad cisla 48 vyse)

128=4-32=4-4-8=2-2-2-2-2-2-2

NSD=2-2-2-2-2=32

NSN=2-2-2-2-2-2-2-3 =384
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120=2-60=2-2-30=2-2-2-15=2-2-2-3+-5

135=3-45=3-3-15=3-3-3+5

NSD =3-5=15
NSN=2:-2-2-3-3-3-5=1080

12=2-6=2-2-3

60=2-30=2-2-15=2-2-3-5

75=3-25=3-5-5

NSD =3

NSN=2-2-3-5-5=1200

125=5-25=5-5-5

175=5-35=5-5-7

245=5-49=5-7-7

NSD =5
NSN=5:-5-5-7-7=6125

24=2-12=2-2-6=2-2-2-3

72=2-36=2-2-18=2-2-2-9=2-2-2-3-3

144=2-72=2-2+2+2-3 -3 (vizrozklad ¢isla 72 vyse)

NSD=2-2-2-3 =24

NSN=2-2-2-3-2-3=144
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3. Euklidiiv algoritmus

Existuje nékolik postupti pro ziskani nejvétSiho spolecného délitele (NSD) dvou
prirozenych ¢isel, které jsme se naucili v predchozi kapitole. Mezi nimi se nachdzi Eukliduv
algoritmus, dal$i moznost pro nalezeni NSD. Tento algoritmus vyuziva dileZitou vétu, ktera
je popsana v knize "Zaklady elementarni algebry" od RNDr. Drébka a spol. (Drabek, a dalsi,
1985 str. 189).

Véta:

Jestlize ptirozené Cislo a dava pii déleni nenulovym pfirozenym ¢islem b nenulovy

zbytek z, potom plati, ze délitel D(a, b) = D(b, z).

Dukaz:

PredevSimplat: a =b-q+2z, 0<z <b,

Predpokladejme, Ze x € D(a, b), tudiz x d¢€li a a zaroven déli b. Kdyz si z rovnice
vyjadiime zbytek z, je patrné, Ze prvek x déli i zbytek z. Tedy je timto dokédzédna mnozinova

inkluze D(a, b) € D(b, z).

Dale predpokladejme, Ze x € D(b, z), tj. x d¢li b a z. Z rovnice vyplyva, ze x dé€li i
Cislo a, tedy plati x € D(a, b), z ¢ehoz vyplyva mnozinova inkluze D(b, z) € D(a, b).

(viz kapitola 4. véta 1)

Z véty je patrny nastin postupu hledani NSD dvou ptirozenych ¢isel. Méjme dvé ¢isla a

a b, pro ktera plati, Ze b t a. Potom plati:
a=D>b-q+z, 0<z <b

Nicméné ke kazdym dvéma prvkiim z mnoziny celych cCisel a a b, kdy je b nenulové,
existuje rozklad (respektive dvojice jinych celych cisel) takovy, zea=b-q+ 1,0 <r <|b|. Tedy
provadime déleni se zbytkem, kde q je neuplny podil a r je zbytek po déleni.

Lze tedy ptedpokladat, Ze existuji ¢isla qi a zz takova, Ze b = zi-qi + 72, 0 < z2 < b).
Pokud by se po takovém kroku prvek z. rovnal nule, potom jsme u konce a prvek z: by byl
hledanym nejvétsim spoleénym délitelem. V opaéném piipadé je potieba postup zopakovat,

tedy by existovala dalsi ¢isla qz a zs, pro ktera plati: z1 = z>:q2 + 73, 0 < 73 < 7.
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Priklad:

Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele s pomoci Euklidova algoritmu u nasledujicich

dvojic prirozenych ¢isel:

a) 36 248
b) 120 a 135
c) 175 a 245
d) 1500 a 32
ReZeni:

a) 48 =36-1+12
36=12-3+0

NSD =12

b) 135=120-1+15

120 =15-8+0

NSD =15

¢) 245=175-1+470
175=70-2+ 35

70 =35-2+0

NSD =35

d) 1500 = 32 -46 + 28

32=28-1+4
28=4-7+0
NSD =4

17




Euklidtv algoritmus

3.1. Implementace Euklidova algoritmu do ICT s pouZzitim VS2019

V ramci feSeni piikladli s pomoci Euklidova algoritmu je ¢asto k uzitku zkontrolovat si
postup vlastniho feSeni, s ¢imz miize spravné uziti ICT vhodné€ pomoci. Vytvoreny program ma
tedy pfesné tento kol a dokaze zpracovat vstup dvou libovolnych ptirozenych ¢isel, piicemz

jeho vystupem je praveé nejveétsi spolecny délitel téchto zadanych cisel.

Program pracuje podle totoZzného postupu, jaky je predstaven v kapitole 3. Pro tento ucel
v programu existuji vlastni metody VratZbytek a VratPodil, které u zadanych dvou cisel vraci
praveé neuplny podil q a zbytek po déleni. Pro dalsi fungovani (respektive pro dalsi krok) potom

tyto metody vold program rekurzivné.

int x = cislol;
int y = cislo2;
while (y != 0)

{

int podil = calculator.VratPodil(x, y);
t zbytek = calculator.VratZbytek(x, y);
calculator.VypisVysledek(x, y);

X=Y5
y = zbytek;
if (y = 0)
g
L
Console.WriteLine();
Console.WriteLine("Zavér: NejvétSim spoleCnym délitelem zadanych cisel {0} a {1} je cislo {2}.", cislol, cislo2, x);

Obrazek 1 — Usek kédu pro zjisténi NSD dvou zadanych piirozenych cisel
Pro nédzornost je nize pfilozen vysttizek z prib¢hu programu pro zvolena ¢isla 1500 a

32 (tedy posledni ze zadanych pocitanych ptikladit).

Zadej mi 1. ¢islo
175
Zadej mi 2. ¢islo
245

175*1 + 70
70%2 + 35
70 = 35%2 + ©

Zavér: NejvétSim spoleénym délitelem zadanych &€isel 245 a 175 je ¢islo 35.
Prejes si zadat novy priklad? a/n

Obrazek 2 — Ukdazka behu programu na zjistéeni NSD
Tento hleda¢ nejvétsich spolecnych délitelit dvou ptirozenych €isel je oSetien pro piipad
Spatného vstupu, tedy pro ptipad, ze uzivatel vlozi nezadouci data. Lze tedy vlozit pouze
piirozena cisla. Dale se zastavi v€as pred délenim nulou a je oSetfen i pro Spatné vstupy

v ptipad¢ cyklu pro béh programu (piedpoklad opétovného pouziti uzivatelem).
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4. Euklidovsky obor integrity

V piedchozich kapitolach byly zavedeny obory integrity a také pojem nejvétsi spolecny
délitel. Z principu Euklidova algoritmu vyplyva, ze pro kazdé dva prvky oboru integrity lze
nalézt nejvétSiho spolecného délitele. Ve vsi podstaté se jednd o obor integrity, na ktery

implementujeme novou vlastnost vyplyvajici z existence Euklidova algoritmu.

Obor integrity R se nazyvé euklidovsky obor integrity, je-li ke kazdému nenulovému

prvku a € R prirazeno celé nezaporné c¢islo n(a) tak, Ze:
1. Jestlizea|b, b # 0, potom n(a) < n(b)

2. Ke kazdym dvéma nenulovym prvkiam a, b € R existuji prvky q, r takové, Zze a =

b - q + r,kder je rovno nule, nebo n(r) < n(b)

Funkce n se potom nazyva euklidovska norma c¢i také mize byt znamé jako

euklidovska funkce. (Hora, 1991 str. 71)

Poznamka: Pivodni publikace je v castecné jiném znéni z duvodu zameény pojmii
,,euklidovsky*“ a ,,eukleidovsky “. Tyto pojmy jsou ekvivalentni a v ramci této prace byl pouzit

pouze jeden z nich.

4.1. Vlastnosti euklidovych oboril integrity

Zavedeni nového pojmu euklidovského oboru integrity vede k odhaleni nékolika
zajimavych vlastnosti, které plati pro tyto specifické obory. Nasledujici zdroj "Algebra a
teoreticka aritmetika 2" (Blazek a dalsi, 1984, stranky 115-116), obsahuje lemmata a dikazy,
které davaji vzniknout dusledkim, tedy konkrétnim vlastnostem, které pro tyto obory integrity
plynou. Tyto dilezité teoretické koncepty poskytuji hlubsi vhled do struktury euklidovskych
obort integrity a mohou slouzit jako zaklad pro dalsi studium a aplikace v riznych oblastech

matematiky. Nyni si pfedstavme nékteré z nich.

Lemma 1:

Necht’ R je euklidovsky obor integrity. Potom pro libovolné a, b € R, kdy b je rizné
od nuly, plati: a|b = (n(a) = n(b) = bla)
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Dikaz:

Necht’ a déli b a soucasné v(a) = v(b). Podle druhého bodu definice euklidova oboru
integrity plati, ze existuji ¢isla q a r z tohoto oboru, pro kterd plati, ze a = bq + r, kde r je bud’
nulové, nebo je n(r) méné nez n(b). Prvni ptfipad je ziejmy, pokud je zbytek nulovy, potom je a
roven n¢jakému nasobku b a tudiz b d¢li a. Druhy pfipad je, Ze n(r) < n(b), nebot’ je zbytek
nenulovy a n(r) < n(a). Z predpokladu, ze a déli b vyplyva existence prvku m takového, ze

a=bqg+r=amq+r

am = b, potom ale plati r=a-(1-mq)

, tedy a déli zbytek r, coz by znamenalo, Ze

n(a) < n(r). Jinymi slovy jsme dostali spor, nebot’ n(r) ma byt méné neZ n(a), moznost

nenulového zbytku nemutze nikdy nastat, a tudiz je lemma dokéazano.

Lemma 2:

Necht’ je R euklidovsky obor integrity a jsou dany dva prvky a, b z R, kdy b je nenulové.
Potom plati: (a|b A a f b) = n(a) < n(b).

Dikaz:

Prvek a déli b, tudiz lze psat, ze n(a) < n(b). Prvek a neni asociovan s prvkem b, coZ
tedy znamena, ze bud’ a ned¢li b, nebo b nedéli a. Prvni moznost nastat nemuze z predpokladu,
ze a déli b, tudiz zbyva pouze prostudovat druhou moznost. Pokud b ned€li a, potom Ize napsat,
ze a = bq + r, pticemz kdyz b nedéli a, potom musi byt zbytek r nenulovy, ¢imz dostdvame,
ze n(r) <n(b) a tim je diikaz hotov, nebot’ n(a) < n(r) < n(b), tedy nalezli jsme prvek vétsi nez

n(a) a mensi nez n(b), takze se v zasadé nikdy nemohou n(a) a n(b) rovnat.

Véta:

Necht’ je dan euklidovsky obor integrity R. K libovolnym dvéma prvkiim z R existuje

nejvetsi spolecny délitel. (Blazek, a dalsi, 1984 str. 116)
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Dikaz:

Z Euklidova algoritmu plyne, Ze pokud mame dva prvky euklidovského oboru R a a b,
mizeme je vyjadiit jako a = bq, + 1y, kdy b je mensi nez a a zaroven je nenulové (v ptipadé
hledani NSD libovolného prvku a nuly plati, Ze jejich spolecnym délitelem je pravé onen

libovolny prvek).

Z rovnice plyne, ze pokud je zbytek r; roven nule, prvek b by byl hledanym NSD, coz
by byl trivialni pfipad. Zajima nas proto piipad, Ze je zbytek nenulovy, potom n(r;) < n(b).
Dostavame dalsi rovnici v podobé b = r;q, + 15, kde jsou opét dva ptipady podle toho, zda je
zbytek nenulovy ¢i nikoli. Prvni ptipad, kdy je zbytek nulovy, je opét trividlni, druhy piipad by
se op¢t musel prepsat. Z principu Euklidova algoritmu (viz postup a kod) vyplyva, ze po
ur¢itém kone¢ném poctu krokli musime naleznout NSD, cozZ je zaru€eno principem existence

jednotky ve smyslu délitelnosti v euklidovském oboru integrity.

a=bq, +n n(r;) < n(b)
b=rq;+r, n(ry) <n(ry)
=143 + 13 n(r3) < n(ry)
Tk—-3 = Th—2qk—1 + Tk-1 n(rx-1) < n(rg—z)
Tk—2 = Tk—1qk + Tk n(r) < n(re-q)
Tk—1 = TkQk+1 T Thk+1 Ther =0

Z posledni rovnosti plyne, Ze 7, déli r,_q, tim padem lze napsat r,_q = 1 qr+1 + 0,
takze miizeme postupné dosazovat do rovnic postupné ,,vzhiru“. Pii posledni iteraci Ize tedy

napsat zaver, ze prvek ry, deli prvek a a déli 1 prvek b.

Zbyvé dokazat, ze je prvek r, ze vSech spolecnych délitelii ten nejvEtsi, a to je ziejmé

ze dvou duvodu:

1. Prvek 7y je vindukci prvnim prvkem, ktery dé€li predchozi prvek r,_;, nebot’ je zbytek
nulovy. Kdyby se béhem postupu indukci nachazel nékde jiny takovy prvek, narazili bychom
na n¢j, nebot’ jsme velikost zbytku neustale ovéfovali. Pokud by néktery z nich byl nulovy,

porusili bychom ptvodni predpoklad, ze nas zajimaji pouze ptipady, kdy neni zbytek nula.
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2. Béhem vypisovani rovnic zapisujeme podminky velikosti zbytku, tj. miizeme interpretovat
v kone¢né rovnici, ze n(ry) < n(r_1) < - <n(r) <n(b), piicemz n(r.,) je dle

nerovnice mensi nez n(ry,) a navic je roven nule.

Z obou bodil vyplyva, ze prvek 1 je nejvetsim spoleénym délitelem prvkl a a b, které jsou

prvky euklidova oboru integrity, a tudiz je diikaz hotov.

Dutkaz véty je zarovenn dilkazem principu fungovani Euklidova algoritmu, ktery je
zéaroven pouzit pro pocitani konkrétnich ptikladii v pfedchozi kapitole (3. Euklidiiv algoritmus)
a také zaroven zdivodnuje, pro¢ program pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou
ptirozenych ¢isel nemlze selhat, nebot’ i kdyby neexistoval jiny spolecny délitel nez jednotka

ve smyslu délitelnosti, potom je nejvetsim spolecnym délitelem dvou prvki prave ona jednotka.

Lemma 3:

Necht’ R je Euklidovsky obor integrity, a, b ndlezi R. Jestlize a, b jsou nesoudéIné prvky,
existuji prvky m, n z R takové, ze am + bn = 1. (Blazek, a dalsi, 1984 str. 117)

Diikaz lemmatu vyplyva z dikazu predchozi véty, Ze ke kazdym dvéma prvkim
euklidovského oboru integrity lze nalézt nejvétsiho spolecného délitele pomoci Euklidova
algoritmu. Dikaz probihd obdobné pomoci tvrzeni, ze libovolny prvek euklidovského oboru
integrity 1ze ziskat pomoci souctu jinych dvou libovolnych prvkl oboru integrity, které jsou

vynasobeny jiz konkrétnimi koeficienty z oboru integrity.

Vypisem jednotlivych rovnic v procesu Euklidova algoritmu a postupnym dosazovanim
se ziska posledni zbytek 1y, 1 jako nulovy a 1, je rovno jedné. Je nutné si uvédomit, Ze v procesu
dokazovani lze opét ziskat vice moznosti, jakého tvaru bude zbytek. Nulovy zbytek by vedl na
trividlni feSeni, kdezto nenulovy by inicioval tvorbu dal$i rovnice dle pravidel Euklidova

algoritmu.
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V této fazi je na misté se domnivat, ze kazdy euklidovsky obor integrity je oborem

integrity hlavnich idealt. Pro pfipomenuti:

Definice:

Podgrupa I aditivni grupy okruhu (popft. oboru integrity) R se nazyva levy (resp. pravy)
ideal okruhu R, jestlize I je levy (resp. pravy) idedl multiplikativniho grupoidu R(.), tj. ab € 1
(resp. ba € [) pro vSechna a € R, b € I. Podgrupa I se nazyva (oboustranny) ideal okruhu
R, je-li souCasné pravym i levym idedlem v R. (Prochazka, a dalsi, 1990 str. 185)

Tedy kazdy idedl je hlavnim idedlem, pokud jej Ize generovat s pomoci jednoho prvku.
Naptiklad pro obor pfirozenych ¢isel mizeme vygenerovat hlavni ideél tvofeny libovolnym

prvkem 2 tak, Ze postupné roznasobime cislo 2 v§em prvky mnoziny pfirozenych cisel.

Priklad:

Naleznéte hlavni idedl na pfirozenych Cislech generovany ¢islem 5 a hlavni ideél

generovany ¢islem 3 na mnozing celych ¢isel.

ReSeni:

Necht je R obor integrity, R = N. Uvazujme hlavni ideal generovany ¢islem 5, znaceny
jako (5). Tento idedl je mnozina vSech prvki R, které lze ziskat nasobenim prvku 5
s libovolnym pfirozenym ¢islem. V takovém piipadé bude hlavni ideal (5) obsahovat ¢isla {5,
10, 15, 20, ...}. Pro ptipad, Ze uvazujeme piirozena ¢isla s nulou by obsahoval hlavni ideél ¢isla
{0, 5, 10, 15, 20, ...}. Tyto dva hlavni idealy generované ¢islem 5 jsou hlavnimi ideély, nebot’
diky vlastnosti komutativity na zvolené¢ mnoziné jsou prvky generovany stejné pro libovolna

¢isla mnoziny. Idedly jsou tedy levé i pravé zaroven.

Necht je R obor integrity, R = Z. Uvazujme hlavni ideél generovany ¢islem 3, znaceny
jako (3). Tento idedl je mnozina vSech prvki R, které lze ziskat nasobenim prvku 3
s libovolnym celym cCislem. V takovém ptipad¢ bude hlavni ideal (3) obsahovat nasobky ¢islem
3, tedy {...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}. Zde je na mist¢ poznamenat, ze stejnd Cisla bychom
ziskali 1 tim, Ze bychom hledali hlavni ideél (-3), jenom by C¢isla byla jinak uspofadand a na

potadi zde nezélezi.
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V principu navazujici na ptiklady nalezeni ideali je patrné, ze kazdy euklidovsky obor
integrity R je oborem hlavnich ideéalii. Diivodem je skutecnost, Ze vSechny hlavni ideély jsou

generovany praveé prvky mnoziny nejvétsich spolecnych délitela.

Priklad:

Necht je R euklidovsky obor integrity a a je libovolny prvek € R. UvaZzujte, Ze R = Z.

Pro a = 15 zjistéte, jaky hlavni ideal je generovan prvkem a a ten vyjadiete jako mnoZinu.

ReSeni:

Pro generovani hlavniho ideélu (a) je potieba najit prvek b tak, Zea =b -c,kdebic
jsou prvky z R. Cisla, ktera déli ¢islo 15 jsou &isla +1, 43,45, +15. Nejvétsim spoleénym
délitelem cisla 15 je samotné Cislo 15, tedy hlavni ideal (15) by odpovidal mnoziné nasobki

¢isla 15 vSemi prvky z mnoziny celych ¢isel, tedy {..., -30, -15, 0, 15, 30, ...}.

Poznamka: V pripade, Ze se ptame na hlavni idedl generovany s pomoci dvou prvkii
euklidova oboru integrity, potom je principem nalezeni nejvétsiho spolecného délitele techto
dvou cisel a NSD by byl praveé i prvkem k postupnému nasobeni vsemi prvky zkoumaného oboru

integrity.

Véta:

Kazdy euklidovsky obor integrity je oborem hlavnich idealt. Kazdy euklidovsky obor
integrity je tedy oborem integrity s jednozna¢nym rozkladem. (Hora, 1991 str. 75)

Dukaz:

Bud’ I ideal euklidovského oboru integrity R. Je-li I = 0, potom I = {0} je hlavnim
idedlem v R. Predpokladejme tedy, Ze I # 0 a bud’ dan prvek a rGzny od nuly, ktery nalezi I,
pro ktery plati n(a) = min{n(x); x je rizné od nuly a nalezi I}. Protoze a € I, je {a}
podmnoZinou I. Je-li obracené 0 # b € I libovolny prvek, pak existuji prvky g, r takové, Ze
b = aq + r.]Je-lir rlizné od nuly, potom n(r) < n(a), coZje spor s volbou prvku a vzhledem

ktomu, Zer =0,b = aq, b € {a} a tedy [={a} je hlavni ideal v R.

Druhd c¢ast diikazu plyne z principu, Ze obor integrity hlavnich ideali spliuje
podminku existence nejvétsSiho spolecného délitele a kladné rizené vlastnosti délitelnosti.

(Hora, 1991 stranky 75-76)
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5. Gaussiv obor integrity

5.1. Definice ireducibility, prvociniteli a Gaussova oboru integrity

V kapitole 2.3. jsme se zabyvali hledanim nejvétsiho spolecného délitele a také
nejmensiho spoleéného nasobku Cisel. V této kapitole vyuzivame principu rozkladu na
prvocisla, nicméné pro kontext Gaussovych obort integrity by bylo vhodné prvocisla zobecnit.
Kazdy ctenai by si mohl rozpomenout na princip definice prvocisel, naptiklad jako prvkl
ptirozenych ¢isel, které jsou délitelné pouze jedniC¢kou nebo jimi samymi. Konkrétné u pojmu
»ireducibilni prvek® se miizeme setkat s riznymi dal§imi definicemi, které uzivaji pojmu
Htrivialni - délitel” (tj. d€li jednickou nebo sebou samym). Nicméné piejdéme radéji

k formaln¢;jsi definici.

Definice:

Necht' je a nenulovym prvkem oboru integrity R takovym, Ze a neni asociovan
s jednickou (tedy prvek a neni jednotkou v oboru integrity R). Prvek a nazyvame ireducibilnim
prvkem v R, pokud ma pouze nevlastni d¢€litele, tedy plati, Ze kdyZ vezmeme libovolny prvek

b z oboru integrity, ktery déli prvek a, tak potom je tento prvek b ||anebo b || 1.

Prvky, které nejsou ireducibilni nazyvame reducibilni. Tyto prvky mizeme znat pod
pojmem, ktery je 1épe ,,stravitelny* pro zédky na zékladni skole, jako je ,,slozeny* prvek. Tedy
lze jej rozlozit na soucin prvocisel, pokud se bavime o prvku (resp. ¢isle) z mnoziny

piirozenych Cisel.

Dalsi definice se mize opet ménit v zavislosti na pouzitych zdrojich, naptiklad se 1ze
setkat s tim, ze se definuje prvocinitel jako jedno z prvocisel, které tvofi rozklad reducibilniho

prvku. Radg¢ji ale pfejdéme opét k formalné;si definici pomoci ndm zndmym pojmum.

Definice:

Necht je dan prvek p nalezici oboru integrity R, ktery je nenulovy a neni asociovan
s jednickou. Pokud pro libovolné dva prvky oboru integrity R a a b plati, ze pokud prvek p déli

jejich soudin, tak prvek p | a nebo p | b, potom je prvek p nazyvan prvocinitelem.
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Z téchto dvou definic vyplyva naptiklad skutecnost, ze pokud jsou dva prvky oboru
integrity asociované, potom mohou byt bud oba ireducibilni, nebo reducibilni. Zaroven
z definic plyne, Ze pokud vezmeme libovolny prvocinitel z oboru integrity, ktery déli libovolné
velky soucin prvkii oboru integrity, potom musi existovat n¢jaky prvek z tohoto soucinu, ktery

1ze prvkem (resp. prvocinitelem) vydélit.

Véta:

Necht je dan prvek p z oboru integrity R. Je-li tento prvek prvocCinitelem, potom je téz

1 ireducibilni. (Blazek, a dalsi, 1984 str. 125)

Dukaz:

Predpokladejme diikaz sporem, tedy Ze prvek p neni prvocinitelem a zaroven se jedné o
prvek ireducibilni. Pokud prvek neni prvocinitel, potom prvek neni prvocislem, tim padem jej
lze rozepsat na soucin prvocinitell, a tedy se jedna o reducibilni prvek, coZz je spor

s predpokladem.

Nyni diky definovanym pojmim jsme schopni definovat pojem ,,Gausstv obor*, neboli
také ,,Gausstiv obor integrity®. Zvolena definice pochézi z knihy Algebra (Prochédzka, a dalsi,
1990 stranky 215-216) a je na misté k této definici zminit jednu pozndmku. Definice pojmu
vychazi z predpokladu, ze se ¢tenat v ramci kontextu Cetby zabyva obory integrity, proto je
pojem definovany pouze jako ,,Gausstiv obor*, ackoli je z kontextu jasné, zZe se jedna o obor
integrity. Je misté ovSem ctenafe této prace upozornit na skutecnost, Ze mimo kontext jsou

pojmy ,,Gausstv obor* a ,,Gausstiv obor integrity* odliSné.

Zatimco Gausstv obor je obecny pojem oznacujici obor, ve kterém je mozné provadét
operace s komplexnimi ¢isly, tak v Gaussové oboru integrity se bavime pfedevSim o
specifickém typu Gaussovych oboril, které¢ spliiuji podminky, co se tyce jednoznacnosti

rozkladu na ireducibilni prvky (viz dal definice Gaussovych obort integrity).

Priklady Gaussovych oborti zahrnuji cela Cisla, obory komplexnich ¢isel nebo obory
raciondlnich ¢isel. Piiklady Gaussovych obort integrity obsahuji Gaussovy obory nad Z,

Gaussovo obory nad obory komplexnich ¢isel atd.
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Definice:

Jestlize obor integrity R splituje podminky:
1. Jestlize je kazdy prvek z oboru integrity R sou€inem ireducibilnich prvka z R.

2. Jsou-li dvé konecné posloupnosti ireducibilnich prvkil z R takové, Ze soucin prvki prvni

posloupnosti je asociovany se soucinem prvkd posloupnosti druhé, potom je pocet prvki

v kazdé z posloupnosti stejny a existuje permutace T mnoziny {1, ..., n} takova, ze prvek prvni
mnoziny pi || gzi) (1= 1, ..., n), tedy pfi vhodném pieusporadani prvkl dostavame p;i || qi 1= 1,
.., n).

Potom tento obor integrity R se nazyvd Gaussiiv obor integrity (t¢z faktorialni obor).

(Prochézka, a dalsi, 1990 stranky 215-216)

5.2. Gaussuv obor integrity a euklidiiv obor integrity

Kdyz vezmeme potaz definice Gaussova oboru integrity 1 euklidova oboru integrity,
muzeme ucinit zaveér, ze euklidiiv obor integrity je vlastn¢ Gausslv, ktery ma piisnéjsi
podminky. Euklidiiv obor integrity na rozdil od Gaussova oboru splituje jednu dals$i dodate¢nou
vlastnost a tou je existence tzv. euklidovské normy (nebo i zobrazeni ¢i funkce), kterd ptidava
dal$i podminky na rozklad na ireducibilni prvky (resp. soucin ireducibilnich prvki jednotlivych

prvkili oboru integrity).

Pokud chceme tuto skutecnost blize interpretovat, znamena to, ze euklidovska norma
nam umoziuje porovnavat "velikosti" jednotlivych prvkl a usporadavat je. Naptiklad je snadné
porovnat velikosti dvou piirozenych (popi. realnych ¢i celych) ¢isel, jako napiiklad ¢isel 2 a 3,
pomoci fadicich algoritmt, jako je napfiklad Bubble sort nebo Insertion sort, které pracuji

pouze s realnymi Cisly.

V Gaussové oboru integrity neexistuje dodate¢na vlastnost normy a rozklad na
ireducibilni faktory je jednozna¢ny (vyjma asociativity a potadi faktord). Gaussovo obory
integrity maji proto SirSi (obecnéjsi) rozsah a mohou obsahovat prvky s riznou velikosti. Na

zéklad¢ této kratké uvahy mtizeme interpretovat nasledujici vétu:
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Véta:

Kazdy euklidovsky obor integrity je rovnéz Gaussovym oborem integrity. (Blazek, a

dalsi, 1984 stranky 130-131)

Jak uvadi autor (a vyplyva to 1 z tvahy), potadi nelze obratit a neplati ani ekvivalence.
Existuji Gaussovy obory integrity, které nejsou euklidovské. Jako ptiklad takového Gaussova

oboru integrity uvadi autor Z[x], coZ by poukazovalo na obor polynomu. Dale se v§ak muiize
jednat o obory Z[i] nebo Z[\/—S], tedy obory celych Cisel rozsitené (viz kapitola kvadratické
obory integrity).

Dukaz:

Predpokladejme, Ze R je euklidovskym oborem integrity. Méjme prvek a z R, ktery
protoze je z euklidova oboru integrity, lze jej bud oznalit jako ireducibilni prvek, nebo
z definice euklidova oboru integrity vyplyva, Ze jej lze rozlozit na a = b - q + r, kde je bud’
r= 0, nebo je n(r) < n(b). Zde jsme z véty o existenci nejvétsiho spoleéného délitele (kapitola
4.1.) dokazali, Ze 1ze nejvétSiho spolecného délitele nalézt kone€nym mnozstvim krokt. Z toho
vyplyva, ze kazdy prvek z R je bud’ sam ireducibilnim prvkem, nebo jej lze na soucin

ireducibilnich prvki rozlozit diky vlastnosti o existenci nejvétsiho spole¢ného délitele.

Zbyva nam dokazat druhou vlastnost definice Gaussova oboru integrity, tj. Ze vezmeme-
li dvé rizné konecné posloupnosti prvkii euklidova oboru integrity, potom pokud je soucin
prvkll prvni posloupnosti asociovan se sou¢inem prvkti druhé posloupnosti, potom libovolny
prvek prvni posloupnosti d€li néktery z prvki posloupnosti druhé. Uvazujme dvé posloupnosti
prvki euklidova oboru integrity. Z definice lze kazdy ztéchto prvkl obou posloupnosti
povazovat za ireducibilni, nebo za prvek rozlozitelny na soucin ireducibilnich prvka. Jsou-li
posloupnosti asociovany, potom by se souciny téchto posloupnosti mély vzajemné rovnat. Tim
padem se zakonité musi rovnat posloupnosti a soucinné tvary obou cisel, a tudiz libovolny
prvek libovolné posloupnosti je ireducibilni prvek, ktery musi byt obsazen i v druhé

posloupnosti.
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5.3. Vlastnosti Gaussovych obortl integrity
Pro nésledujici vlastnosti je tfeba trochu osvétlit pojem ,.kanonicky rozklad* a ,,obecny
kanonicky rozklad®“. Zatimco kanonicky rozklad ¢isla jsme jiz v rdmci této prace piedstavili

jako jednoznacny rozklad ¢isla na ireducibilni prvky, tak zobecnény zatim definovan nebyl.

Na rozdil od kanonického rozkladu ¢isla je ten zobecnény jednoznaény, az na asociaci
a poradi prvkll. Znamena to, ze prvky mohou byt vzdjemné permutovany a mohou mit
asociované nasobky (tuto myslenku jsme vyikli jiz v definici Gaussovych oboril integrity). Je
dilezité zminit, Ze tyto asociované nasobky neméni vysledek (z principu asociace). Zatimco
piiklad kanonického rozkladu &isla 12 je 223 = 2 - 2 - 3, tak zobecnény kanonicky rozklad
muiZze mit vic podob, mezi které patii tieba 2 - 2 - 3 = (—=2) - (—2) - 3 atd.

Lemma:

Necht' nenulovy prvek a z Gaussova oboru integrity R mé (zobecnény) kanonicky
rozklad a = jpzlpgz - ;. Potom je nenulovy prvek b zR délitelem prvku a, pravé kdyz ma
zobecnény kanonicky rozklad tvaru b = j'p;'p;? ...p;", kde plati 0 < s; <73 (i=1,2, ..., n).

(Blazek, a dalsi, 1984 str. 132)

Tedy jinak feceno, pokud b | a, tak je potom logické predpokladat, ze urcita Cast

soucinného tvaru €isla a je zastoupena i v prvku b, ktery jej déli.

Dikaz:

Ptredpokladejme, ze mame prvek a Gaussova oboru integrity, ktery Ize rozepsat jako
a = jp;'p,? -+ p,* aje dan prvek b, ktery jej déli. Pokud jej déli, znamena to, Ze jeho rozklad
na soucin ireducibilnich prvki je do jisté miry podobny a stejné ireducibilni prvky se nachazi

. , v .. . . v , , . , . S S S
(maximalné s jinou mocninou) v jeho sou¢inném tvaru take, tj. Ize psat b = j'p;'p% ... p".

Prvek b | a lze napsat jako (j'p;'p5% -..pa") | 1 P52 -+ Py), kdy mohu mocnitel ri
prepsat jakor; = s; + (r; — s;). Z takového rozloZeni je potom patrné, Ze kanonicky
rozklad prvku b je stejny jako kanonicky rozklad prvku a. Jediny rozdil spociva v tom, Ze
exponenty jednotlivych prvociniteli v kanonickém rozkladu b se pohybuji v uzavieném

intervalu od nuly do k, kdy k je exponent odpovidajici stejnému prvociniteli v prvku a.
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Véta:

V libovolném Gaussové oboru integrity R existuje (pro libovolnou n-tici prvka R)

nejvetsi spolecny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek. (Blazek, a dalsi, 1984 str. 132)

Diikaz vyse zminéné véty je zdlouhavy a je zalozen na principech popsanych v této
praci. Pro jeho doslovnou interpretaci jej Ize urcité dohledat v libovolné publikaci, ktera se

zabyva Algebrou. V ramci prace poskytnu pouze shrnuti principu diikazu této véty.

Ditikazy existence nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku jsou
nejpravdépodobnéji vzdy zalozeny na principu Euklidova algoritmu. Ten zde byl pfedstaven
aplika¢né v rdmci dvou zvolenych prvki, nicméné je potieba si uvédomit, Ze jej 1ze aplikovat 1
na celé fady prvkul. Poptipadé€ jej 1ze zapojit cyklicky, tj. nalézt NSD (resp. NSN) dvou prvk,
oznacit si NSD jako novy prvek a tim padem se fada Cisel snizila o jeden prvek a mizeme

pokracovat v nové aplikaci Euklidova algoritmu.

U dikazu existence NSD Ize pro libovolnou n-tici prvkll v R nalézt a definovat NSD
jako prvek, ktery je dé€litelem vSech prvka n-tice a je nejvétSim takovym. Tento prvek je
jednoznacny a lze jej nalézt diky asociativité, existenci ireducibilniho sou¢inného rozkladu a

vlastnostem Euklidova algoritmu.

Dtikaz pro existenci nejmensiho spole¢ného nasobku (NSN) zahrnuje opét libovolné
zvolenou n-tici prvkd R. V tomto pfipadé miizeme definovat NSN jako prvek, ktery je
nasobkem vsech prvki n-tice a zdroven je nejmensim takovym prvkem. Jinymi slovy, NSN je
nejmensi spolecny nasobek vSech prvki v n-tici, coz znamena, Ze je to prvek, ktery je délitelny
vSemi prvky n-tice a zaroven je nejmenSim prvkem s touto vlastnosti. Timto zpisobem lze najit

NSN pro libovolnou n-tici prvki R.

Na zavér si dokazme posledni vétu spojenou s existenci Gaussova oboru integrity R za
podminek existence nejvétsiho spoleéného délitele a konecnosti fetézce. Véta i diikaz pochézi

z Algebry a teoretické aritmetiky 2 (Blazek, a dal$i, 1984 stranky 134-135).
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Véta:

Obor integrity R je Gaussovym oborem integrity, pravé kdyz v R k libovolnym dvéma
prvkim existuje nejvétsi spolecny délitel a kdyz R spliiuje podminku konecnosti fetézce

vlastnich délitelu.

Dukaz:

Je-1i R Gausstiv obor integrity, potom podle pfedchozi véty plati podminka NSD. Necht’
je tedy dana libovolna posloupnost v R ai, ay, ..., an kde ai+1 | ai (i=1, 2, ..., n), z pfedchozich
diikazl Ize predpokladat, ze ¢len a; je nenulovy (jinak je feSeni opét trividlni kvili nulovému
zbytku po déleni) a stejné tak 1 ostatni prvky posloupnosti. Potom existuje zobecnény kanonicky

rozklad prvku a; = jplrlp? e,

VSechny prvky dané libovolné posloupnosti ale maji v principu néjaky zobecnény
kanonicky rozklad téhoz tvaru, ale protoze dle posloupnosti plati délitelnost (tj. kazdy dalsi
prvek déli ten predchozi), pak se budou liSit ve velikosti exponentli néjakého ze svych
ireducibilnich prvkia. Pokud plati, Ze prvek ai+1 neni asociovan s ptedchozim prvkem aj, potom
se v jejich kanonickych rozkladech musi najit ireducibilni prvek, ktery maji rozdilny, a to
konkrétné tak, ze v prvku ai+1 musi byt exponent takového ireducibilniho prvku mensi nez v

prvku ai.

Tj. podle téhle uvahy mize byt v posloupnosti prvki maximalné ki + k2 + ... + kn prvka,
které nejsou vzajemné asociované, tj. dokézali jsme existenci indexu prvki (nalezli jsme urcitou
zéavoru), u které plati, ze kazdy dalsi prvek za zavorou je asociovan s libovolnym prvkem dané

libovolné posloupnosti.
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5.4. Vyuziti ICT pro rozklad celého Cisla na ireducibilni prvky

Vyuziti informac¢nich technologii v tomto specifickém ptipadé¢ (tj. u rozkladu celého
¢isla na soucin ireducibilnich prvki) je relativné kratky, ale zato zacykleny program. Jeho
kratkost nam dovoluje vyhnout se potiebé psani programu objektove. Jeho hlavnimi ¢asti jsou

opét vstupni data, zpracovani dat a vypisovani a na zavér oSetieni cyklt a ukon€eni programu.

for (int i = 2; i <= cislo; i++)

f
1

if (cislo % i == 0)

i
L

soucin prvocisel = soucin prvocisel + + 1;
soucin prvocisel = soucin prvocisel.Trim();
cislo = cislo / i;

= ile
if (cislo != zaklad)

Console.WriteLine(cislo.ToString() + ™ * " + soucin_prvocisel.Replace(" ™, ™ * "));
else

Console.WritelLine(soucin prvocisel.Replace(™ ", ™ * ™));

Obrazek vyse ukazuje
vystiizek z programu. Tato ¢ast
koédu ma na starost hlavni napln

) , .
x5 % celého programu, tj. cyklus se

I - , . R
novy priklad? a/ stard o postupné prohledavani
prvkli z pfirozenych cisel a
hleda délitele zadaného C(isla,

které jsou Dbeze zbytku.
zadat novy priklad?
SouCasné se program stara o
dej mi libovolné celé cislo.

1
1
P
a
Z
6

a
8
34
7

vypis, ktery by vzavéru u
=2

x 2 * ) nekolika ptiklad mohl vypadat
e iy RS A A

Prejes si zadat novy priklad? a/n stejn€, jako vidime na obrazku
n

Diky za pouZiti programu, pro ukonfeni stiskni libovolnou klavesu. vlevo.

[y

Obrazek 4 — Ukazka rozkladu cisla na soucin ireducibilnich prvku
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6. Kvadraticke obory integrity

Uvazujme obor integrity R, jedna se obecné o mnozinu Cisel, ve které jsou definovany
zékladni pocetni operace, jako je sCitani, odCitani, ndsobeni a d€leni, a zachovava nékteré
vlastnosti (jaké vlastnosti to jsou si 1ze pfipomenout v tabulce 1.2.). Kvadratické obory integrity
nam umoziuji rozsifit pivodni obory integrity o nové prvky, které ndm neporusuji jiz existujici

vlastnosti a operace.

Nové prvky casto pfiddvame v nasem vlastnim z4jmu a to proto, abychom byli schopni
provadét SirSi matematickou analyzu nebo pro moznost feSeni rovnic, jako je tfeba rovnice
s kofeny v komplexni roviné &isel: x? = —1 (tj. kde je kofenem kvadratické rovnice imaginarni

jednotka 1).

Kvadraticky obor integrity je takovy obor integrity R, ktery je rozsifen o prvky, které
jsou kotfeny kvadratické rovnice. Cast&ji se miizeme ovsem setkat s odlisnym pojmem, ktery je
v ruznych publikacich pouzivan v podobném kontextu, ale piesto se jedna o konkrétnéji
zavedeny pojem. Zde je potieba upozornit na moznou zaménu pojmu s jiz definovanym

pojmem Gaussuv obor integrity, jehoz definici si lze piecist v kapitole 5.1.

Definice:

Uvazujme mnozinu Z[i] = {a + bi;a,b € Z} a za operace v Z[i] uvazujme ziZeni
operaci s¢itani a nasobeni na Z[i]. Potom (Z[i], +,-) je obor integrity — obor integrity celych

Gaussovych ¢isel. Jednotkami jsou prvky -1, 1, 1 a -i. (Blazek, a dalsi, 1984 stranky 103-104)

Z definice uvedené vyse je patrné, ze Kvadraticky obor integrity je obecné€jsi pojem,
ktery umoziuje rozsifit obor integrity o nové prvky, které jsou kofeny konkrétni kvadratické
rovnice, kdeZto obor integrity celych Gaussovych ¢isel se jiz konkrétni aplikace, ktera rozsifuje

cela ¢isla o prvek ,,i%, ktery je kofenem kvadratické rovnice x? = —1.

Jednotky v oboru integrity Gaussovych celych &isel Z[i] jsou prvky, které maji
multiplikativni inverzi vtomto oboru. Pokud se bavime o Z[i], potom jsou z definice

jednotkami prvky 1, -1, 1 a -i.

Pro obé ¢isla 1, -1 plati, Ze maji v oboru Z[i] multiplikativni inverzi, tj. 1-1 =1 a
zaroven (—1) - (—1) = 1. Pro oba prvky i, -i plati v principu totéZ, tj. pokud vynasobime prvky
i a -i, ziskdme prvek 1 (z principu i> = -1). Po vyméné pozic prvkii i a -i ziskavame i posledni

jednotku v podob¢ -i.
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Uvazujme, Ze prvek a + bi je prvkem oboru integrity Gaussovych celych ¢isel Z[i]. Jsou-
li dany tyto konkrétni jednotky v oboru Z[i], potom rozklad na tfidy asociovanych prvki

obsahuje mnozinu {0} a pro dals$i nenulové prvky obsahuje mnoziny v nasledujicich tvarech:

—

a + bi, tj. prvek je vynasoben jednotkou 1.
2. —a — bi, tj. prvek je vyndsoben jednotkou -1.
3. —b + ai, tj. prvek je vyndsoben jednotkou i.
4

b — ai, tj. prvek je vyndsoben jednotkou -i.

Priklad:

Bud’ dan obor integrity celych Gaussovych ¢isel (Z[i], +,). Ukazme, Ze je to
euklidovsky obor integrity. (Hora, 1991 stranky 71-72)

Poznamka: Prestoze se bavime o formulaci zadani prikladu, jedna se ve skutecnosti o
vetu, jejimz resenim je diitkaz. V tomto konkrétnim pripadé lze tedy ekvivalentne nahradit

terminy ,,priklad* a ,,véta*“, stejné tak je mozné zameénovat pojmy ,,reseni*“ a ,, diitkaz “.

ReSeni:

Abychom dokazali, Ze je obor integrity Gaussovych celych ¢isel euklidovsky, musime

dokdézat, ze ke kazdému prvku a jsme schopni pfifadit takové celé nezaporné Cislo n(a), ze:
1. Jestlize a | b a b je nenulové, potom n(a) < n(b).

2. Ke kazdym dvéma nenulovym prvkiim a, b z oboru integrity existuji prvky q, r takové,
ze a=bq + r, kde r = 0 nebo n(r) < n(b).

Na prvek a je tieba se nyni divat jako na prvek a + bi, kde a, b jsou cela ¢isla a i je
imaginarni jednotka. Euklidovskou normu prvku n(a + bi) polozme rovnu a® + b% ¢imz
nepochybné pfifadime prvku nezaporné celé &islo. Reknéme, Ze a+bi | x+yi, tedy existuje

n¢jaky prvek c+di, pro ktery plati, ze (a+bi)(c+di)=x+yi.

Euklidovska norma je nicméné nezaporné celé ¢islo a u prvkl jsme pfedem vylou¢ili,
Ze by se norma rovnala nule, je proto z rovnice patrné, ze n(a + bi) < n(x + yi), ¢imz jsme

dokézali bod €. 1 v definici euklidova oboru integrity.
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Zaméfme se na druhy bod definice. Predpokladejme existenci dvou nenulovych prvka
z oboru integrity, ke kterym chceme nalézt prvky q, r takové, Ze a = bq + r, pfi¢emz r je bud’

nulové nebo n(r) <n(b).

Vyjadieme si tedy dva prvky Z[i] jako a = a; + ayi ab = b; + b,i, kde aj, a2, bi ab

jsou cela Cisla.
Plati, Ze a =bq + r, tedy po piepisu zaroven plati: a; + a,i = (b; + byi)q + .

Predpokladejme, Ze prvky q a r 1ze opét rozepsat podobnym zpiisobem jako q; + gq,i a

obdobné¢ zbytek jako r; + 7,i. Po dosazeni do rovnice lze ziskat vyjadfeni a; a a; v tomto znéni:
a1 =bi1q1 —byq; + 1y
az = b1q; + bq; + 1,

Zvolime qi takové, aby biqi bylo nejbliz§i mensi nebo rovné a1, dale zvolime qp takové,
aby bxq2 bylo nejbliz§i mensi nebo rovné a. Tedy mizeme zapsat, ze g; = a, / b; a druhy
prvek g, = a, / b,. Po dosazeni do rovnic vysSe a vyjadieni zbytktl r1 a 12 zjistujeme, Ze jsou

oba prvky celd ¢isla. Nalezli jsme tedy hodnoty prvkl q a r takové, Ze a =bq + 1.

Ptipomenime Euklidiiv algoritmus a také program na nalezeni nejvétSiho spole€ného
délitele z kapitoly 3.1. Chceme-li nalézt nejvétSiho spoleéného délitele dvou prvkl naptiklad
v celych nebo piirozenych Cislech, potom je program plné funkcni a dle postupu Euklidova
algoritmu jej nalezne. V piipadé nalezeni nejvétSiho spolecného délitele dvou prvki v oboru
integrity celych Gaussovych ¢islech nam program selze, nebot’ je prvkem komplexni ¢islo. Je
tedy na mist¢ si polozit otazku, jakym zptsobem lze nalézt NSD dvou prvkl v takovém oboru

integrity, jakym jsou prave cela Gaussova Cisla.

Zadejme si proto ptiklad pravé z vySe zminéného oboru integrity a osvétleme tento
specificky ptipad feSeni. Postup feseni takového prikladu uvadi naptiklad autor v Algebra I.

(Hora, 1991 str. 74).

Priklad:

Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele dvou prvkl a, b v oboru integrity celych

Gaussovych ¢isel, plati-li ze a = 12 — 16i a prvek b = 10 + 2i.
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Dle principu autora je nejprve potieba nalézt podil obou prvkii a a b v oboru integrity
celych Gaussovych ¢isel. Tento podil Ize vyjadrit jako soucet redlné a imaginarni ¢asti. Dilezité
je, ze existuji cela Cisla qi a g2 takové, ze absolutni hodnota souctu reélné ¢asti (resp. imaginarni

casti) a qi (resp. q2) je mensi nebo rovna jedné poloving.

Nyni, kdyZ zndme tato dv¢€ ¢isla q1 a q2, mizeme ze vzorce dopocitat lehce zbytek r.
Ptipomenme tedy vztah a = bg + r. V tomto vztahu je potteba chépat prvek q jako soucet qi
a 2, a protoze prvky davaji v sou€inu s redlnou a imaginarni ¢asti opét realné a komplexni ¢islo,
tak je prvek q komplexnim ¢islem. Z Euklidova algoritmu vyplyva, je-1i zbytek r nulovy, potom
je b nejvetsim spolecnym délitelem. Mze ovSem nastat piipad (také je v praxi Castéjsi), Ze je
zbytek r nenulovy a tim padem pokracujeme v Euklidové algoritmu s novym podilem b/r, a

tudiz i hledani novych prvkil g3 a qa, popt. hledani novych zbytki.

ReSeni:

a 12-16i (12—-16i)-(10—-2i) -88—184i —88 184
b 1042 104 B 104 7104 104°

q=1-2i
r=12-16i — (10 + 2i)(1 — 2i) = -2+ 2i

b_10+2i _—16-24i
- 2+2i 8 '

Nejvétsim spolecnym délitelem je tedy -2-3i.

Poznamka: Tento postup, jakkoli se zda pomérne primocary, miize byt velice zdlouhavy.
Musime pocitat s tim, Ze se jedna o aproximaci a neustdle se tak priblizujeme k néjaké hodnoté
prvkit g, které mohou urcit NSD beze zbytku, ale také nemusi. Pro ndzornou ukazku staci
prohodit libovolné cislo u vyse zminéného prikladu a miuZeme se dostat i na desitky iteraci, nez

dojdeme k delent beze zbytku.
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7. Obory integrity polynomi

Kvalitni tvod do problematiky obort integrity polynoml poskytuje kniha
Algebra — polynomy a rovnice (Drabek, a dalsi, 2001 stranky 4-5). Tti pocatecni definice byly
ptevzaty z tohoto vytisku. Prvni z nich se vztahuje k definovani pojmu ,,polynom* v oborech
integrity. Druha definice stanovuje pravidla pro rovnost dvou polynomi a tfeti definice urcuje

soucet a soucin dvou polynom.

Definice:

Budiz (I; +, .) obor integrity a n piirozené ¢islo. Funkci f(x) definovanou predpisem

ApX™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x + ay, kde an # 0, nazyviame polynomem n-tého stupné
0 jedné proménné nad oborem integrity (I; +, .). Prvky an, an-1, ..., a1, ao z oboru integrity
(I; +, .) nazyvame koeficienty polynomu. Pod polynomem 0-tého stupné rozumime polynom

f(x) = 0, ktery budeme znacit o(x), nema stupen.

Definice:

Dva polynomy f(x) a g(x) se sobé rovnaji nad oborem integrity (I; +, .), zapisujeme

f(x) = g(x), prave tehdy, kdyz pro vSechny prvky a z oboru integrity I je f(a) = g(a).

Z praxe je pro ¢tenare pravdépodobné intuitivni, Ze souctem (resp. souc¢inem) polynomu
vznikd novy polynom. Tato skute¢nost je prakticky demonstrovana béhem zakladniho a
sttedniho Skolniho vzdélavani. Nicméné, pro ucely této prace si definujme proces vzniku téchto
polynomu a jejich obecnou podobu. V piipadé¢ definice souctu dvou polynomil vyuzivame
principu vytykani proménnych o stejné mocniné, proto je zde logicky piedpoklad rovnosti

stupné polynomti.

Definice:

Nad oborem integrity (I; +, .) budiz dany polynomy
f(x)=apx™ + a1 x" 1+ -+ a;x +ag, kdean #0, a
g(x) = bmxm + bm_lxm_l + -+ blx + bo, kde bm ;é 0

Soudinem t&chto polynomtl, zapisujeme f (x) - g(x), rozumime polynom ¢y, x™*™ +

+ -+ Ckxk + -+ Clx + Co, kde Ck = aobk + albk_l + -+ ak_lbl + akbo = leczo albk_l
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Souétem téchto polynomi (poznamka: m=n, viz odstavec vyse), zapisujeme f(x) +
+g(x), budeme rozumét polynom (a, + by,)x™ + (ap_1bp_1)x™ 1+ -+ (a; + b)x +
+(ao + bo)

Autofi knihy (Dréabek, a dalsi, 2001 stranky 4-5) déle poskytuji Ctenafi cvi¢eni spojené
s definicemi. Tato cviCeni navazuji na to, ze polynom je definovany nad oborem integrity, tj.

vlastnosti obortl integrity se do néj pln¢ promitaji. N&éjaka tato cviceni jsou feSena v rdmci prace.

Priklad:

Dokazte, ze s¢itani polynomt definované vyse je komutativni, asociativni a Ze nulovy

polynom o(x) je neutralnim prvkem vuci s¢itani polynomii.

ReSeni:

1. Komutativita

Chceme-li dokézat existenci vlastnosti komutativity, je potieba nalézt soucty polynomu
f(x)+g(x) a g(x)+f(x) a nasledné dokazat, ze vysledky jsou si rovny. Vzhledem k tomu, Ze redlna
Cisla (resp. koeficienty polynomti) jsou komutativni na s¢itani, tak 1ze preusporadat i vysledné
soucty dvou polynomt a ziskat tak stejny vysledek. Zavér tedy zni, zZe soucet polynomu je

komutativni.
2. Asociativita

M¢jme polynomy f(x), g(x) a h(x) o stupnich polynomi n, m a k. Chceme dokazat
platnost vztahu (f (x) + g(x)) +h(x) =f(x)+ (g(x) + h(x)). Miuzeme postupovat
obdobné jako u prvniho bodu pfi dikazu komutativity, tedy zjistime vysledky obou stran

rovnice a vzajemn¢ porovname.
3. Neutralni prvek o(x)

M¢jme polynom f(x) o stupni k a nulovy polynom o(x). Chceme dokazat, ze o(x) je
neutrdlnim prvkem vzhledem k s¢itdni polynomil. Spoc¢itame soucet f(x) + o(x). Nulovy
polynom neobsahuje zadné nenulové cCleny, takze se pfi séitani s f(x) zadny Clen vyrazu
nezméni. Vysledkem je tedy opét f(x). Stejny vysledek dostaneme 1 pii souctu o(x) + f(x). Z

toho vyplyva, ze polynom o(x) je neutrdlnim prvkem vzhledem k sCitdni polynomti.
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Véta:

Jestlize (R, +, .) je oborem integrity, pak téz (R[x], +, .) je oborem integrity. (Hora, 1991
str. 77)

Dikaz:

K dikazu je potieba dokazat zakladni vlastnosti operace sCitani v R[x]. Konkrétné je

potieba dokazat uzavienost, tedy ze soucet dvou polynomi R[x] je opet polynomem R[x]:

Abychom dokazali uzavienost na s¢itani, postupujeme nasledujicim zptsobem: s¢itdme
piislusné mocninné Cleny a jejich koeficienty. Kazdy ziskany koeficient je sou¢tem dvou prvki
z oboru integrity R, coz zajiStuje, ze je opét prvkem oboru integrity R. Takto ziskané
koeficienty sestavime do nového polynomu, ktery je tedy polynomem s koeficienty z R. Tedy

operace s¢itani je uzaviena v oboru polynomt R[x].

Dale je potifeba dokazat komutativitu, asociativitu a existenci neutralniho prvku na
s¢itani, coz bylo dok4zéano realizovanim cvi€eni z Algebry — polynomy a rovnice (Drabek, a
dalsi, 2001 stranky 4-5). Zaroven jsme zavrsili dikazy spojené s operaci s€itani na oboru

integrity R.

Zbyva dokazat, ze soucin dvou polynomil R[x] je op€t polynomem R[x], komutativitu

vzhledem k soucinu polynomt, asociativitu k souc¢inu polynomu a distributivitu.

Predpokladame dva polynomy f(x) a g(x) z R[x]. Chceme dokazat, Ze jejich soucin
f(x) - g(x) je opét polynom z R[x]. Postupujeme tak, Ze nasobime jednotlivé ¢leny polynomu
f(x) a g(x) a poté s¢itdme Cleny se stejnymi mocninami X. Ziskame tak koeficienty nového
polynomu, ktery je polynomem s koeficienty z R. Kazdy koeficient je sou¢inem dvou prvki z
R, coz zajistuje, ze je opét prvkem R. Sestavime takto ziskané koeficienty do nového
polynomu, ktery je polynomem s koeficienty z R. Tim jsme dokézali, Ze sou¢in polynomi f(x)

* g(x) je opet polynom z R[x]. TudizZ je operace soucinu uzaviend v oboru polynomii R[x].

Pro dikaz komutativity nasobeni polynomt f(x) - g(x) je tieba vzit v uvahu, Ze pro
kazdy ¢len polynomu f(x) - g(x) lze pozménit pofadi nasobeni. Poté miZzeme vyuzit dikazu
komutativity na s¢itani polynomu (viz piiklad vyse) a aplikovat ho na jednotlivé Cleny vyrazu
f(x) - g(x) . Timto zpisobem dokazeme, ze vysledky obou vyrazi f(x) - g(x) a g(x) - f(x)

jsou si rovny.
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Obory integrity polynomu

U dikazu asociativity nasobeni polynomu f(x) ( gx) - h(x)) =(f(x)-gx)) - h(x)
postupujeme obdobné jako u diikazu asociativity na s¢itani polynomu. Nejprve aplikujeme
asociativitu séitani na souéin g(x) - h(x). Poté vyuZijeme asociativity ze s¢itani a aplikujeme

jina vyrazy obé€ strany rovnice (zbavime se zavorek), abychom dokézali jejich rovnost.

Na z&vér nam chybi dikaz distributivity nasobeni vzhledem ke s¢itani. Pfedpokladame,
ze mame tii polynomy f(x), g(x) a h(x) z oboru integrity R[x]. Na levé strané rovnice madme
f(x) vynasobené vyrazem g(x) + h(x). Na pravé strané rovnice mame soucet dvou vyrazi
f(x) - g(x)af(x)- h(x). Porovnanim rozepsanych vyrazi na obou stranach rovnice vidime,

ze se shoduji.

Vzhledem k tomu, Ze obor integrity polynomu R[x] je vlastnostmi definovany oborem
integrity R, vychazi z této relace mezi nimi fada vlastnosti, tj. Ze obor integrity polynomi nad
R spoustu vlastnosti zdédi. Jednou takovou vlastnosti je prave i existence jednotkovych prvki.

Nasledujici informace pochazi z knihy Algebra 1. (Hora, 1991 stranky 77-79).

Véta:

Bud’ R obor integrity. Pak jednotky v oboru integrity R[x] jsou pravé v§echny jednotky

v oboru integrity R.

Véta:

Jestlize R je komutativni téleso, potom R[x] je euklidovsky obor integrity. Euklidovskou

funkect je pfitom stupeni polynomu.

Obzvlasté zajimavym dusledkem této véty je fakt, ze obor integrity R[x] je oborem
integrity polynomu, které maji jednoznacny rozklad na ireducibilni prvky. To znamenad, Ze
kazdy polynom z R[x] mliZe byt vyjadien jako soucin ireducibilnich polynomd, pficemz tento
rozklad je jednoznacny. Tento dasledek ndm umoziuje provadét dalsi zavéry, jak uvadi autor

ve své nasledné véte, kterd navazuje na tuto skutecnost.

Véta:

Je-li R oborem integrity s jednozna¢nym rozkladem, pak i R[x] je Gausstv obor

integrity.
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Zaveér

V prvni kapitole této prace je vénovan prostor predstaveni algebraickych struktur. Pti
studiu jednotlivych definic se mizeme setkat s urcitymi nepresnostmi, které je dilezité vzit v
uvahu pfi dal$im studiu. Tato kapitola zavadi algebraické struktury a predstavuje jejich zakladni
vlastnosti, které jsou zde také definovany a objasnény. Na konci kapitoly je ndm ptedstaven
pojem "obor integrity" spolu s jeho definici, vlastnostmi a vyznamnymi vétami a dikazy. Tento

pojem je zde zkouman s vétsi pozornosti z divodu jeho SirSiho vyzkumu.

Druhé kapitola se zamé&fuje na délitelnost v oborech integrity a pfinasi zakladni pojmy,
které vychazeji z predchozich studii. Na zaklad¢ téchto predchozich znalosti jsou nasledné
piedstaveny piesné definice jednotlivych pojmu. Kapitola déle predstavuje spolecné nasobky,
spole¢né délitele a zejména se zaméfuje na nejvetsi spoleéné deélitele a nejmensi spolecné
nasobky. Pro lepsi pochopeni téchto konceptl jsou predstaveny jednoduché ptiklady, které nas
postupné piivadéji k metodam hledani nejvétsiho spolecného delitele. Tato problematika je pak

podrobnéji rozebrana v nasledujici kapitole.

Tteti kapitola se zamé&fuje na postup hledani nejvétsiho spole¢ného délitele. Je zde
uveden pojem Euklidiiv algoritmus a popsan jeho princip fungovani na konkrétnich piikladech.
V této kapitole byly vyuzity informacni a komunika¢ni technologie (ICT), a algoritmus byl
adekvatné prepracovan do podoby textového programu, ktery slouzi k hledani nejvétsiho

spole¢ného délitele dvou prvkii.

Dalsi kapitola se zaméfuje na hlavni predmét této prace, kterym je euklidovsky obor
integrity. Stejn¢ jako v pfedchozich kapitoldch, i zde jsou nejprve predstaveny zakladni
definice, na kterych je postaveno. Nasledné jsou pfedstaveny véty, jejichz dasledky jsou
duakladnéji vysvétleny. Kapitola je obohacena o ptipadné dikazy téchto vét a také o nékolik

dalsich ptikladu, které slouzi k lepSimu pochopeni tématu.

Nasledujici kapitola se zabyva Gaussovym oborem integrity, ktery je predstaven jako
dalsi pojem. Vedle definic, vét a dikazi je v této kapitole kladen dliraz na zkoumani vztahu

mezi Gaussovym oborem integrity a euklidovym oborem integrity.

Posledni dv¢ kapitoly jsou vénovany kvadratickym obortim integrity a obortim integrity
polynomu. Tyto kapitoly maji za cil sjednotit poznatky z ptfedchozich kapitol. Jsou zde
prezentovany diikazy vét a priklady, které podtrhavaji vyznam téchto kapitol a zaroven i hlavni

cil celé prace.
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Resume

Tato diplomova prace se zabyva obory integrity a jejich délitelnosti. Jednim z cila je
piedstaveni Euklidova algoritmu jako kli¢ovou metodu pro hledani nejvétSiho spole¢ného
délitele. V prvni kapitole jsou predstaveny zakladni pojmy algebraickych struktur, bindrnich
operaci a oborl integrity. Nasledujici kapitoly pak rozvijeji tyto definice a zaméfuji se na
specifické obory integrity, jako jsou euklidovské obory integrity, gaussovy obory integrity,
kvadratické obory integrity a obory integrity polynomu. Duraz je kladen na d¢€litelnost, ktera je
podrobnéji prozkoumdana v uvodnich kapitolach o Euklidové algoritmu a délitelnosti v oborech
integrity. Zvlastni diiraz je vénovan praktické aplikaci poznatkl prostfednictvim ptedstaveni
algoritmu pro hledani nejvétSiho spolecného délitele. Celkové tedy tato prace poskytuje

komplexni piehled o oborech integrity a jejich délitelnosti s dlirazem na praktické vyuziti.
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Summary

This master's thesis focuses on domains of integrity and their divisibility. One of the
objectives is to introduce Euclid's algorithm as a key method for finding the greatest common
divisor. The first chapter presents the basic concepts of algebraic structures, binary operations,
and domains of integrity. Subsequent chapters develop these definitions and focus on specific
domains of integrity, such as Euclidean domains of integrity, Gaussian domains of integrity,
quadratic domains of integrity, and domains of integrity of polynomials. Emphasis is placed on
divisibility, which is examined in more detail in the introductory chapters on Euclid's algorithm
and divisibility in domains of integrity. Special attention is given to the practical application of
knowledge through the introduction of an algorithm for finding the greatest common divisor.
Overall, this work provides a comprehensive overview of domains of integrity and their

divisibility with an emphasis on practical applications
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Ptilohy

Na operaci O (s¢itani) XOy=yox
Komutativnost :
Na operaci © (ndsobeni) XO0y=yoXx
Na operaci O (s¢itani) xo(yoz)=(xoy)oz
Asociativnost :
Na operaci © (ndsobeni) xo(yoz)=(xoy)oz
Neutralni prvek = Vzhledem k o (s¢itani) nOox=XxOn=x
(oboustranny) Vzhledem k o (nasobeni) nNoxX=X0on=x
Agresivni prvek | Vzhledem k o (s¢itani) agx=xXxDOa=a
(oboustranny) Vzhledem k o (ndsobeni) aox=xoa=a

O vzhledem k o (s¢itani vzhledem xo(yoz)=(xoOy)o (xOz)
Distributivnost  k ndsobeni)
(zleva) o vzhledem k o (ndsobeni xo(yoz)=(xoy)o(xoz)
vzhledem ke s¢itani)

Tabulka 1. — Prehled viastnosti binarnich operacit

L Vlastnosti piislusné bindrni operace
Algebraicka struktura

uza aso kom neu agr

Grupoid Ano Ne Ne Ne Ne

Komutativni grupoid  Ano Ne Ano Ne Ne
Pologrupa  Ano Ano Ne Ne Ne
Komutativni pologrupa  Ano Ano Ano Ne Ne

Grupa Ano Ano Ne Ano Ano
Abelova grupa  Ano Ano Ano Ano Ano

Kvazigrupa Ano Ne Ne Ne Ano

Klg:;lzlltg::;l; Ano Ne Ano Ne Ano

Lupa Ano Ne Ne Ano Ano

Komutativni lupa Ano Ne Ano Ano Ano
Monoid  Ano Ano Ne Ano Ne
Komutativni monoid  Ano Ano Ano Ano Ne

Tabulka 2 — Prehled viastnosti riiznych algebraickych struktur s jednou binarni operaci



Algebraicka  Binarni operace o Binarni operace o Distribut Obsahuje

struktura (séitani) (nasobeni) ivita délitele nuly
Polookruh Komutativni Pologrupa Ano Ano
pologrupa
Komutativni Komutativni Komutativni
Ano Ano
polookruh pologrupa pologrupa
*OQkruh Abelova grupa Pologrupa Ano Ano
* R S
Komutativni flslsvs s Komutativni Ano Ano
okruh pologrupa
Obor integrity  Abelova grupa Komutativni Ano Ne
pologrupa
Téleso  Abelova grupa Grupa Ano Ne
Komutz:;:;l(: Abelova grupa Abelova grupa Ano Ne

Tabulka 3 — Prehled viastnosti riiznych algebraickych struktur se dvema binarnimi operacemi

= cislol;

r = cislo2;

while (y != 0)

{
int podil = calculator.VratPodil(x, y);
int zbytek = calculator.VratZbytek(x, y);
calculator.VypisVysledek(x, y);
X =y;
y = zbytek;
if (y == 0)

1f
L

Console.WritelLine();
Console.WriteLine("Zavér: NejvétSim spolecnym délitelem zadanych cisel {0} a {1} je cislo {2}.", cislol, cislo2, x);

cislo

¢islo

1751 + 70
70%2 + 35

Zavér: NejvétSim spolelnym délitelem zadanych ¢isel 245 a 175 je cislo
PrejeS si zadat novy priklad? a/n

Obrazek 2 — Ukdazka behu programu na zjisténi NSD



for (int i = 2; i <= cislo; i++)

f
1

if (cislo % i == 0)

{

soucin_ prvocisel soucin_prvocisel + + 1;

soucin prvocisel soucin prvocisel.Trim();

cislo = cislo / i;

il = alg

if (cislo != zaklad)
Console.WriteLine(cislo.ToString() +

else
Console.WriteLine(soucin_prvocisel.Replace(™ ", ™ * "));

+ soucin_prvocisel.Replace(" ",

2
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iky za pouZiti programu, pro ukonleni stiskni libovolnou klavesu.

Obrazek 4 — Ukazka rozkladu cisla na soucin ireducibilnich prvku



Kompletni kéd programu na nalezeni NSD dvou prvki

Trida program

//Zalozeni instanci a proménnych
Calculator calculator = new Calculator();
int cislol;

int cislo2;

bool chce pokracovat = true;

//Zacatek hlavniho cyklu
while (chce_pokracovat)
{
//Zadavani vstupnich proménnych
Console.WriteLine("Zadej mi 1. ¢islo");
while (lint. TryParse(Console.ReadLine(), out cislo1))
Console.WriteLine("Zadej prosim pfirozené ¢islo.");
Console.WriteLine("Zadej mi 2. ¢islo");
while (lint. TryParse(Console.ReadLine(), out cislo2))
Console.WriteLine("Zadej prosim pfirozené ¢islo.");
Console. WriteLine();

//Prohazovac

if (cislol < cislo2)

{
int prohazovac = cislo2;
cislo2 = cislol;
cislol = prohazovac;

b

//Vypocet, ovéieni a vypis
int x = cislol;
int y = cislo2;
while (y !=0)
{
int podil = calculator.VratPodil(x, y);
int zbytek = calculator. VratZbytek(x, y);
calculator.VypisVysledek(x, y);
X=y;
y = zbytek;
if (y ==0)
{
Console.WriteLine();
Console.WriteLine("Zavér: Nejveétsim spolecnym délitelem zadanych cisel {0} a {1} je
cislo {2}.", cislol, cislo2, x);
H
H

//Osetteni hlavniho cyklu

bool zadal spatne = true;

while (zadal spatne)

{
Console.WriteLine("Ptejes si zadat novy piiklad? a/n");
string vstup = Console.ReadLine(). Trim(). ToLower();
switch (vstup)



nyn,

case "a":
Console.Clear();
zadal spatne = false;
chce pokracovat = true;
break;

case "n":
Console.Clear();
zadal spatne = false;
chce pokracovat = false;
break;

default:
zadal spatne = true;
chce_pokracovat = true;
break;

H

}
}

//UkonCovani
Console.WriteLine(""Diky za pouziti programu. Pro ukonceni stisknéte libovolnou klavesu.");

Console.ReadKey();
Trida Calculator

class Calculator

{
public void VypisVysledek(int cislo1, int cislo2)

{
Console.WriteLine("{0} = {1}*{2} + {3}", cislol, cislo2, VratPodil(cislo1, cislo2),

VratZbytek(cislo1, cislo2));
b

public int VratPodil(int cislo1, int cislo2)

{
int podil = cislol1 / cislo2;
int zbytek = cislo2 - cislo2 * podil;
return podil;

}

public int VratZbytek(int cislo1, int cislo2)

{
int podil = VratPodil(cislol, cislo2);
int zbytek = cislo1 - cislo2 * podil;
return zbytek;

}

}



Kompletni kéd programu na rozklad na soucin ireducibilnich prvki

//Cyklus nad programem
bool pokracovat = true;
while (pokracovat)

//Vstupni data

Console.WriteLine("Zadej mi libovolné celé ¢islo.");

int cislo;

while (lint. TryParse(Console.ReadLine().Trim(), out cislo))
Console.WriteLine("Nespravné zadani.");

string soucin_prvocisel ="";

string soucin_zbytku ="";

int zaklad = cislo;

//Vnitini cyklus vypisovani ireducibilnich prvka
for (int 1 = 2; 1 <= cislo; i++)
{
if (cislo % 1==0)
{
soucin_prvocisel = soucin_prvocisel + " " +1;
soucin_prvocisel = soucin_prvocisel. Trim();
cislo=cislo / 1;
1i=1;
if (cislo != zaklad)
Console.WriteLine(cislo.ToString() + " * " + soucin_prvocisel.Replace(" ", " * "));
else
Console.WriteLine(soucin_prvocisel.Replace(" ", " * "));

}
}

//Cyklus ovétujici spravnost zadani

bool spatne = true;

while (spatne)

{
Console.WriteLine("Ptejes si zadat novy priklad? a/n");
switch (Console.ReadLine(). Trim(). ToLower())

{
case "a":
spatne = false;
pokracovat = true;
break;
case "'n":
spatne = false;
pokracovat = false;
break;
default:
Spatne = true;
pokracovat = true;
break;
}

H
}

Console.WriteLine("Diky za pouziti programu, pro ukonc¢eni stiskni libovolnou klavesu.");
Console.ReadKey();



