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Uvop

Uvop

Prace konecné grupy malych rada se zabyva grupami, jejichZ fad je maximalné 15.
Rad uréuje pocet prvkd, které dana grupa ma. Svou praci jsem rozdélila do péti

kapitol.

Prvni z nich se vénuje binarnim operacim a algebraickym strukturam. Ty tvori uplny

zaklad, bez néhozZ by nebylo mozné grupy zkoumat.

Druha kapitola se jiZ vénuje grupam a dalSim strukturdam a zavadi konkrétni
algebraické struktury vcetné jejich vlastnosti a prikladli. Objevuje se zde také nékolik

definic a vét, které jsou potiebné pro dalsi studium grup.
Nasledujici treti kapitola se zabyva grupami symetrii geometrickych obrazct.
Rozebira zakladni geometrické obrazce se vSemi jejich symetriemi a skladanim.

Kapitola ¢tvrtd se vénuje homomorfismu a izomorfismu grup, jakoZto dileZitym
zobrazenim mezi algebraickymi strukturami. Opét v ni nechybi ani fada vét a definic,
které umoznuji snadnéjsi zkoumani.

Posledni kapitola pak nese nazev shodny s ndzvem prace a zaméfruje se na konec¢né

vvvvv

Nachazi se zde zplisoby, jak tyto grupy najit, ale i sestrojené operacni tabulky.
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1 BINARNI OPERACE A ALGEBRAICKE STRUKTURY

Pro definici grup jsou nezbytné nutné binarni operace, jejich zakladni vlastnosti

a algebraické struktury. Proto se budeme v prvni kapitole vénovat pravé jim.

Definice 1.1: Binarni operace

Binarni operace * na mnoziné M je zobrazeni z kartézského sou¢inu M X M do M.
Symbolicky ji mliZeme zapsat jako *: M X M = M.

Vstupni hodnoty vbinarni operaci nazyvame operandy. Této dvojici prvki
kartézského soucinu (a, b) € M operace prirazuje jediny prvek ¢ € M, ktery je pak
vysledkem zadané operace.

Prikladem miiZe byt tfeba binarni operace plus (+), kterd prvkim a =3 ab =5
priradi prvek c = 8, symbolicky bychom ji zapsali jako +: [3, 5] = 8.

Pravé scitani je jednou z béznych binarnich operaci na mnoziné celych cisel, stejné
jako tfeba nasobeni ¢i odcitani, déleni vSak nikoli, protoze mize dat zlomek. U cisel
prirozenych miizeme scitat a nasobit, ale ne délit ani odcitat, nebot’ z déleni miizeme

dostat zlomek a z od¢itani kladnych ¢isel mtze vzejit ¢islo zaporné.

1.1 Vlastnosti a vyznamné prvKky binarnich operaci

Definice 1.2: Komutativita

Operace * je na mnoZziné M komutativni, pokud u ni plati, Ze:

(Va,beM):a*b=Db*a.

Tato vlastnost ndm 1ika, Ze nezalezi na poradi prvkid. U zakladnich operaci je
komutativni s¢itani a ndsobeni, nekomutativni pak od¢itani a déleni. Z dalSich operaci

je komutativni napt. sjednoceni a prinik mnozin nebo sc¢itani vektord.

Definice 1.3: Asociativita

Operace * je na mnoziné M asociativni, pokud u ni plati, Ze:
(Va,b,ceM):(a*b)*c=a*(b*c).

Zde nam jde o prednosti operaci, které udavaji zavorky. Obecné tuto vlastnost stejné
jako vlastnosti predchozi spliiuje s¢itani a nasobeni, od¢itani a déleni nikoli. Opét sem

ale patii i sjednoceni a priinik mnozin ¢i s¢itani vektort.
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Definice 1.4: Neutralni prvek

Prvek e nazyvame neutralnim (nebo také jednotkovym), pokud u dané binarni
operace * na mnoZiné M plati, Ze:

(VaeM) (deeM):a*e=e*a=a.

Neutrdlnim prvkem je tedy prvek, ktery v dané operace sjakymkoli jinym prvkem
zachovava jeho hodnotu, tedy nam vlastné operovani s neutralnim prvkem viibec nic
neméni. Intuitivné je tedy nula neutralnim prvkem u operace sc¢itani a jednicka
u operace nasobeni. U od¢itani a déleni miizeme tyto prvky vyuZit také, ale nebude
nam to platit oboustranné, nebot tyto operace nejsou komutativni. Odtud plyne dalsi

rozdéleni neutralnich prvk:

Definice 1.4 (a): Levy neutralni prvek
Prvek e nazyvame levym neutralnim, jestliZe néj plati pouze nasledujici tvrzeni:

(VaeM) (3eeM):e*a=a.

Definice 1.4 (b): Pravy neutralni prvek

Prvek e nazyvame pravym neutralnim, jestlize u néj plati pouze nasledujici tvrzeni:
(VaeM) (JeeM):a*e=a.

Nyni jiZ mizZeme fict, Ze nula je pravym neutralnim prvkem u operace odcitani

a jednicka pravym neutralnim prvkem u operace déleni.

Definice 1.5: Inverzni prvek

Prvek a-1 nazyvame inverznim prvkem k prvku a v binarni operaci * na mnoZziné M,
jestliZe plati:

a*al=al*a=e, kde e znaci neutralni prvek operace *.

Jedna se tedy o prvek, ktery v zadané operaci s ptivodnim prvkem da prvek neutralni.
U scitani a odc¢itani proto ziskame inverzni prvek zaménou znaménka, u nasobeni

prevracenou hodnotou a u délenti je prvek inverzni sdm sobé.

Definice 1.6: Agresivni prvek
Prvek g nazyvame agresivnim, jestliZe u zadané binarni operace * na mnoziné M plati:

(VaeM):a*g=g*a=g.
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Jedna se tedy o prvek, ktery v kombinaci s ¢imkoli da ve vysledku sam sebe. Intuitivné
je nula agresivnim prvek u operace nasobeni. Obdobné jako u inverznich prvki muze

i agresivni prvek platit pouze jednostranné:

Definice 1.6 (a): Levy agresivni prvek
Prvek g nazyvame levym agresivnim, jestliZe u néj plati pouze nasledujici tvrzeni:

(3aeM):g*a=g.

Definice 1.6 (b): Pravy agresivni prvek
Prvek g nazyvame pravym agresivnim, jestliZe u néj plati pouze nasledujici tvrzeni:
(3aeM):a*g=g.

Prikladem miize byt opét Cislo 0, které je levym agresivnim prvkem u operace déleni.

Definice 1.7. Algebraicka struktura
Algebraickymi strukturami nazyvame mnoZiny, na nichz je definovana alespon jedna
binarni operace. MnoZiny musi byt v kombinaci s danymi operacemi uzaviené.
Symbolicky je znacime jako (M, *).
Priklady algebraickych struktur

- (N, *): operace ndsobeni na mnoziné ptirozenych Cisel

- (N, +): operaci s¢itani na mnoZiné prirozenych cisel

- (Z,-): operace odc¢itani na mnoZziné celych cisel

- (Q, /): operace déleni na mnoziné racionalnich cisel

- (V, +): operace scitani na mnoziné vektora
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Pojem grupa jako prvni pouzil francouzsky matematik Evariste Galois (1811-1832).
Stal se proto jednim ze zakladatel(i dnesni teorie grup. Jeho prvotnim zdmérem vSak

bylo reSeni polynomidlnich rovnic vyssich stupid.

Definice 2.1: Grupa
Grupou nazyvame algebraickou strukturu (M, *), jejiZ operace * spliiuje nékolik
axiomi:

- jeasociativni: (Va,b,ceM):a*(b*c)=(a*b) *c,

- maneutrdlni prvek: (VaeM):a*e=e*a=a3,

- kazdy jeji prvek ma prvek inverzni:a*a-l=al*a=e.

Priklady grup
- (Z, +): operace sc¢itani na mnoziné celych cisel
- (Q, -): operace nasobeni na mnoziné raciondlnich cisel
- (Zn, +): operace sc¢itani na mnoZiné celych ¢isel modulo n
- (Zxn', -): operace nasobeni na mnoziné celych ¢isel modulo n bez nuly, kde n je
prvocislo
- trivialni grupa, tedy grupa, ktera obsahuje pouze jediny prvek, a to e (prvek

neutralni)

Priklad 2.1
Budeme-li mit napriklad grupu (Zs, -), tedy nasobeni na mnoZiné celych ¢isel modulo

5, pak bude operac¢ni tabulka vypadat nasledovné:

1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

Tabulka 1: Operacni tabulka nasobeni na mnoziné Zs
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Chceme-li ovérit, Ze je dana struktura skutecné grupou, ovérime postupné vSechny

podminky:

D

2)

3)

Asociativita: operace zjevné je asociativni, nebot mame operaci nasobeni,
u které nikdy nezaleZi na poradi, v jakém ho provadime.

Neutralni prvek: mlizeme si vSimnout, Ze prvni radek i prvni sloupec kopiruji
zahlavi tabulky. Z toho vyplyv4, Ze tato struktura ma neutralni prvek a je jim
jednicka.

Inverzni prvky: opét se miliZeme podivat do tabulky - vkazdém iadku
i kazdém sloupci se vSechna ¢isla vyskytuji pravé jednou, a to i jednicka, tedy
neutralni prvek. VSechny prvky proto maji prvky inverzni (jednicka je inverzni
sama sobé, pro dvojku je inverzni prvkem trojka a pro trojku dvojka, ¢tyika je

opét inverzni sama sobé).

VSechny tfi nutné podminky mame splnéné, tedy miizeme fict, Ze tato algebraicka

struktura skutecné je grupou.

Definice 2.2: Abelovska neboli komutativni grupa

Algebraickou strukturu (M, *) nazyvame abelovskou grupou, pokud u jeji operace *

kromé axiomt pro grupu plati také komutativita:

(Va,beM):a*b=Db*a.

Priklady komutativnich grup

Struktury uvedené u grup jsou zjevné i grupami komutativnimi.
Totéz plati i pro piiklad 2.1, nebot vtabulce miZeme snadno vidét, ze je
soumérna podle hlavni diagonaly, tedy pro vSechny prvky plati,Zea*b =Db * a,

a proto dana grupa je komutativni.

Definice 2.3: Pologrupa

Pologrupou nazyvame algebraickou strukturu (M, *), jejiZ operace * spliiuje axiom

asociativity:

(Va,b,ceM):(a*b)*c=a*(b*c).

Priklady pologrup

(N, +): operace scitani na mnoziné prirozenych cisel

(Z, +): operace scitani na mnoziné celych Cisel
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- (N, -): operace nasobeni na mnoZiné prirozenych cisel
- (Z, -): operace nasobeni na mnoZiné celych cisel

- (Z,-): operace odcitani na mnoziné celych cisel

Definice 2.4: Abelovska neboli komutativni pologrupa

Algebraickou strukturu (M, *) nazyvame abelovskou pologrupou, pokud u jeji
operace * kromé axiomu pro pologrupu plati také komutativita:
(Va,beM):a*b=Db*a.

Priklady komutativnich pologrup

- Mimo od¢itani jsou struktury uvedené u pologrup zjevné i komutativni.

Definice 2.5: Monoid neboli pologrupa s neutralnim prvkem
Monoidem nazyvame algebraickou strukturu (M, *), ktera je pologrupou a zaroven
u ni plati axiom existence neutralniho prvku:
(VaeM) (FeeM):a*e=e*a=a.
Priklady monoidi
- (Z, +): operace sc¢itani na mnoZiné celych cisel
- (Z,-): operace od¢itani na mnoZziné celych cisel

- (N, *): operace ndsobeni na mnoziné ptirozenych Cisel

Definice 2.6: Abelovsky neboli komutativni monoid
Algebraickou strukturu (M, *) nazyvame abelovsky monoid, pokud u jeji operace *
kromé axiomi pro monoid plati také komutativita:
(Va,beM):a*b=Db*a.
Priklady komutativnich monoidt
- (N, +): operace sc¢itani na mnoZziné prirozenych cisel
- (Z, +): operace sc¢itani na mnoZiné celych cisel

- (Z,*): operace nasobeni na mnoZiné celych ¢isel
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Definice 2.7: Grupoid
Grupoidem nazyvame algebraickou strukturu (M, *), ktera kromé uzavienosti nemusi
spliiovat Zadné specialni predpoklady.
Priklady grupoidt
- (N, +): operace scitani na mnoziné ptirozenych Cisel
- (Z,-): operace odc¢itani na mnoZiné celych cisel

- (N, -): operace nasobeni na mnoZiné prirozenych cisel

Definice 2.8: Abelovsky neboli komutativni grupoid
Algebraickou strukturu (M, *) nazyvame abelovsky grupoid, pokud u jeji operace *
kromé axiomi pro grupoid plati také komutativita:
(Va,beM):a*b=Db*a.
Priklady komutativnich grupoidi
- (N, +): operace s¢itani na mnoziné ptirozenych cisel
- (Z, +): operace sc¢itani na mnoziné celych Cisel

- (N, -): operace nasobeni na mnoZiné prirozenych cisel

Vlastnosti jednotlivych algebraickych struktur mizeme vyjadrit také tabulkou:

Asociativita Komutativita Neutralni prvek | Inverzni prvky

Grupa ano ne ano ano

Abelovska grupa ano ano ano ano

Pologrupa ano ne ne ne

Abelovska ano ano ne ne

pologrupa

Monoid ano ne ano ne

Abelovsky monoid ano ano ano ne

Grupoid ne ne ne ne

Abelovsky grupoid ne ano ne ne

Tabulka 2: Prehled vlastnosti jednotlivych algebraickych struktur
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Z tabulky miizeme vidét, Ze kazda grupa je zaroven i monoidem, pologrupou nebo
grupoidem. TotéZ plati i pro komutativni grupu, kterd je také komutativnim
monoidem, komutativni pologrupou i komutativnim grupoidem.

Struktury, které vtabulce uvedené nejsou, miZeme pojmenovavat jednoduse

pridanim odpovidajici vlastnosti, naptiklad grupoid s neutralnim prvkem.

Niels Henrik Abel

Abelovské algebraické struktury nesou své jméno po norském matematikovi Nielsovi
Henriku Abelovi. Ten se narodil vroce 1802 v Nedstrandu a zemfiel v necelych 27
letech roku 1829 ve Frolandu. Jeho matematického talentu si vS§iml jiZ ucitel na

v

katedralni Skole a motivoval ho studovat matematiku na vyssi trovni.

Obrazek 1: Niels Henrik Abel [20]

UZ vdobé, kdy vroce 1821 nastoupil na univerzitu, byl velmi zkuSenym
matematikem. Zacal se vénovat jednomu z otevienych matematickych problémi,
ktery se tykal nereSitelnost kvintickych rovnic (5. stupné) a vyS$sich pomoci obecnych
vzorcl, diky nimZ mtZeme tesit rovnice nizsich stupnii. Dokazat tuto netresitelnost se

mu skutecné povedlo, ackoli zprvu nikdo nevéril tomu, Ze to tak mladicky student

10
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mohl opravdu zvladnout. Promoval pak hned rok po tom, co na univerzitu nastoupil,
vroce 1822.

Pozdéji se zacal vénovat také eliptickym funkcim a objevil i funkce abelovské, coz jsou
periodické funkce komplexnich proménnych. Diky mnoha dartim specialisti mohl
cestovat po spousté zemdi, ucit se jazyky a publikovat v matematice. VétSina jeho praci
koncila v Berliné, kde ho také méli na univerzité v roce 1829 jmenovat profesorem.
Toho uzZ se ale nedozil, ani se o tom nedozvédél, nebot se nakazil tuberkul6zou
a zemiel.

Na jeho pocest byla jiz v roce 1899 navrZena Abelova cena, ktera méla byt dopliikem
k cendm Nobelovym. Opravdu zavedena vSak byla aZ v roce 2002, tedy 200 let po
narozeni Abela. Udélena pak poprvé byla vroce 2003, norsky kral ji ocenuje

vynikajici matematiky.

Definice 2.9: Podgrupa

Grupu (N, **) nazveme podgrupou grupy (M, *), pokud plati, Ze mnoZina N je
podmnoZinou mnoZiny M a zaroven podgrupa (N, **) je asociativni a ma neutralni
prvek i prvky inverzni, tedy je sama grupou. Také plati, Ze kazda grupa je sama sobé
podgrupou.

(g) znac¢i podgrupu generovanou prvkem g. Jedna se tedy o mnozinu, v niZ jsou
vSechny mocniny g, inverzni prvky a jednotkovy prvek.

Podgrupy dale miiZeme délit na nevlastni, které jsou dvé - grupa sama a jeji trividlni

podgrupa, ktera obsahuje jen neutradlni prvek, a vlastni, coZ jsou vSechny ostatni

podgrupy.

Definice 2.10: Cyklicka grupa
Grupu M nazyvame cyklickou, pokud existuje prvek g € M takovy, Ze M = (g), tento
prvek nazyvame generatorem grupy M.
Ptiklady cyklickych grup
- (Z7, 4+): operace sc¢itani na mnoZiné celych ¢isel modulo 7 (obecné jakékoli
s¢itdni modulo n, kde n je prvocislo)

- (Z,-): operace odcitani na mnoZziné celych cisel

11
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Véta 2.1

Kazda cyklicka grupa je grupou komutativni.

Dlikaz: Kazda cyklickd grupa ma néjaky sviij generator. VSechny jeji prvky pak

miliZeme vyjadrit jako mocninu tohoto generatoru. Na poradi mocnin vSak nezalezi -

méjme prvky a, b a generator g. MliZeme zapsat, Zea-b =gx- gy =gx+y=gy+x=gy.

gx=Db - a, tedy ab = ba, takZe komutativita plati.

Priklad 2.2

Méjme grupu (Z7, +), tedy operaci s¢itdni na mnoZiné celych ¢isel modulo 7. JelikoZ

nas zajimaji zbytkové tridy po déleni sedmickou, mame zde prvky 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Vezméme si je postupné:

- Nula nemtze byt generatorem, nebot nikdy nevygeneruje jiné ¢islo nez nulu.

Je aplné jedno, kolik nul secteme, vysledek bude vZdy nulovy.

- Jednicka generatorem urcité byt muze, protoze zvladne vygenerovat veskeré

prvky, které do této mnoZiny patfi:

o

o

o

o

o

o

o

11=1

12=1+ 1 = 2 (sc¢itdme, nebot mame v grupé zadanou operaci scitani)
13=14+1+1=3

14=1+1+1+1=4

1°=14+1+1+14+1=5

16=14+1+1+14+1+1=6
17=1+1+1+1+1+1+1=0(7 modulo 7)

- Totéz mliZeme provést i s Cislem 2, i to pro nas bude generatorem, nebot’ s nim

dokaZeme vygenerovat celou mnozinu

o

o

o

21=2

22=2+4+2=4

23=2+2+4+2=6
24=2+4+2+4+2+2=1 (8 modulo 7)
25=2+2+4+2+4+2+2=3(10modulo 7)
20=24+24+2+4+2+2+2=5(12 modulo 7)
27=24242+24+2+4+2+2=0 (14 modulo 7)
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- Snadno bychom se presvédcili, Ze generatory této mnoZiny mohou byt
ivSechna dalSi cisla (3, 4, 5, 6), ktera do ni patfi, nebot jejich sc¢itanim
a operaci modulo 7 mliZeme vZdycky vygenerovat celou mnoZzinu. Toto plati

u vSech Zn, kde n je prvocislo - generatory jsou vSechny nenulové prvky.

Priklad 2.3
Vezméme grupu (Z4, +), tedy opét grupu se scitanim, ale tentokrat modulo 4, coZ neni
prvocislo. Opét si projdeme postupné jednotlivé prvky:
- Nula ani tady neni generatorem, nebot ostatni prvky nevygeneruje.
- Jednicka generatorem bude, nebot zde plati totéz, co v predchozim piikladu.
- Cislo dvé bude vypadat nasledovné:
o 21=2
o 22=2+2=0(4modulo 4)
o 23=2+4+2+2=2(6modulo4)
o 24=2+4+2+4+2+2=0(8modulo4)
o 25=2+4+2+2+2+2=2(10modulo 4)
o Jiz nyni miZeme vidét, Ze se nam ve vysledcich pouze stridaji nuly
a jednicky. Dvojka ndm tedy dokazala vygenerovat nulu, ovSem Ccisla
1 a 3 nikoliv, nebot’ s¢itanim sudych dvojek nikdy nemtizeme ziskat
licha ¢isla. Dvojka tedy neni generatorem této mnoZiny.
- Trojka ale opét generatorem bude, nebot snadno nahlédneme, Ze opravdu
vygeneruje celou mnoZinu:
o 31=3
o 32=3+3=2(6modulo4)
o 33=3+3+3=1(9modulo4)
o 3*=3+4+3+3+3=0(12modulo 4)
- MizZeme tedy vidét, Zze mame-li Zn, kde n neni prvocislo, tak prvki, které

nejsou generatory, je vic — kromé nuly to jsou také délitelé n (mimo jednicky).

Véta 2.2
Grupa je cyklicka, kdyZ se sklada z mocnin svého generatoru, tedy v ni plati, Ze:

M= (g) = {g ke Z}

13
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Diikaz: Z definice 2.10 vime, Ze grupa je cyklicka, pokud obsahuje néjaky sviij
generator. Prvek nazyvame generatorem pravé tehdy, kdy dokaZe pomoci mocnin
vygenerovat celou zadanou mnoZinu, o ¢emZ jsme se presvédcili i v prikladech 2.2
a 2.3. Proto tedy plati, Ze kazda grupa, ktera se sklada z mocnin svého generatoru, je

cyklicka.

Definice 2.11: Kone¢na grupa
Grupu nazyvané konecnou grupou, pokud je konec¢na jeji zdkladni mnozZina. MnoZinu
nazyvame konecnou, jestlize ma konec¢ny (spocetny) pocet prvkd, tedy ji 1ze vzajemné

jednoznacné zobrazit na mnoZinu prirozenych ¢isel.

Definice 2.12: Rozklad grupy

Necht' G je grupa a H jeji podgrupa, potom systém mnoZin {aH | a € G} nazyvame
rozkladem grupy G na levé tfidy podle podgrupy H.

Tento rozklad se stru¢né oznacuje jako G/H. MnoZiné aH frikdme leva trida grupy G

podle podgrupy H.

Definice 2.13: Symetricka grupa
Symetrickou grupou (M, °) nazyvame mnoZinu vSech permutaci na zadané mnozZiné

spolu s operaci skladani funkci.

Priklad 2.4
Méjme grupu ({A, B}, °). U n bodli mame n! permutaci, tedy v tomto ptipadé dvé (AB

a BA). MiiZzeme je zapsat v maticich:

-9

A B
5=(5 )
Tabulka s operaci sklddani funkci by vypadala nasledovné:
A B
A A B
B B A

Tabulka 3: Operacni tabulka sklddani funkci na mnoziné {A, B}
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Zjevné je kromé uzavienosti splnéna i komutativita (nebot A = B = B - A),
asociativita, existence jednotkového prvku (A) i prvku inverzniho (prvky jsou
inverzni samy sobé). Jedna se proto o grupu, a v tomto pripadé i o abelovskou grupu,

nebot je i komutativni.

Priklad 2.5
Méjme grupu ({A, B, C}, ). Zde mame 3! permutaci, tedy Sest. V maticovém zapisu

budou vypadat nasledovné:

(A B C
a=(y 5 ¢)
(A B C
5=y ¢ 5)
_(A B C
C_(B A C)
_(A B C
p=(5 ¢ )
_(A B C
E=(¢c 4 5)
_(A B C
F_(C B A)
Jejich tabulka bude se skladanim vypadat takto:
A B C D E F
A A B C D E F
B B A E F C D
C C D A B F E
D D C F E A B
E E F B A D C
F F E D C B A

Tabulka 4: Operacni tabulka sklddani funkci na mnoziné {A, B, C}

Zde nam na rozdil od minulého prikladu neplati komutativita, ale ostatni vlastnosti

ano. Jedna se proto o grupu.
Definice 2.14: Permutacni grupa
Permutac¢ni grupou nazyvame grupu, jejiz prvky jsou permutacemi. D4 se také rict, Ze

se jedna o podmnozinu symetrické grupy.
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3 GRUPY SYMETRIi GEOMETRICKYCH OBRAZCU

Zajimavym priikladem grup jsou grupy symetrii geometrickych obrazci. Mezi
symetrie patii nejen osy soumérnosti, ale také rotace. V této kapitole se podivame na
zakladni obrazce, jimiZ jsou rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec, obdélnik a pravidelny

pétithelnik.

3.1 Obdélnik

Zde se nachazi ¢tyti shodna zobrazeni. Jedna se o identitu (I), respektive otoceni
00¢i 360 stupnli, dale o otoceni o 180 °, které zaroven odpovida i stredové
soumérnosti (S), a poté o svislou (01) a vodorovnou (02z) osu soumérnosti. Diagonaly

zde pouzit nemiiZzeme, protoZe mame skutec¢né obdélnik, nikoli ¢tverec.
1

01

e S

Obrazek 2: Symetrie v obdélniku

Maticové tedy mlizeme jednotliva zobrazeni a jejich skladani zapsat nasledné:

Rotace
=(3 5 ¢ »)
5=(¢ b 4 8
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3 GRUPY SYMETRI{ GEOMETRICKYCH OBRAZCU

Osy soumérnosti
(A B C D
01_(3 A D C)
(A B C D
02_(1) C B A)
Skladani

Sec01=01°8S ==(

(e

)
)

ABCD)
Cc D A B

Sec02=02°8S ==(

SueN

e ve Bl @
OO o
Ot x0T

01 ° 02=02 ° 01:(

A nyni jiZ miZeme snadno vytvorit tabulku:

[ S 01 02
[ [ S 01 02
S S [ 02 01
01 01 02 | S
02 02 01 S |

Tabulka 5: Operacni tabulka sklddani symetrii v obdélniku

Skladani s identitou zachovava neidentickou slozku, tedy identita je neutralnim
prvkem. SloZeni dvou stejnych os soumérnosti dava identitu.

Vysledkem je proto komutativni (abelovska) grupa, nebot je dana algebraicka
struktura asociativni i komutativni (symetricka dle diagonaly) a kromé neutralniho
prvkuy, jimZ je jiZ zminéna identita, ma i prvky inverzni (kazdé zobrazeni je identické
samo sobé), protozZe se v kazdém radku i sloupci pravé jednou vyskytuje neutralni

prvek.
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3.2 Rovnostranny trojihelnik

Tento obrazec ma celkem 6 shodnych zobrazeni, a to identitu (I) neboli rotaci o 0 ¢i
360 °, otoceni 0 120 ° (S), otoceni o 240 ° (D) a osy soumérnosti (01, 02, 03), jimiZ jsou

spojnice stiedii stran s protéjSimi vrcholy.

Obrazek 3: Symetrie v rovnostranném trojuhelniku

Rotace

(4 5 0o
s=(c 4 )
=(5 ¢ a)
Osy soumérnosti
o=(4 ¢ b
=(c & 4
5=(s 4 )
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3 GRUPY SYMETRI{ GEOMETRICKYCH OBRAZCU

° I S 01 02 03
[ [ S 01 02 03
D I 02 03 01
D D [ S 03 01 02
01 01 03 02 I D
02 02 01 03 S [ D
03 03 02 01 D S [

Tabulka 6: Operac¢ni tabulka skladani symetrii v rovnostranném trojihelniku

Skladani s identitou zachovava neidentickou slozku, tedy identita je neutralnim
prvkem. SloZeni dvou stejnych os soumérnosti dava identitu.

Tato algebraicka struktura je grupou, nebot je asociativni, obsahuje neutralni prvek,
jimzZ je jiz zminénd identita, a ma i prvky inverzni, protoze se v kazdém radku i sloupci
pravé jednou vyskytuje neutralni prvek. Komutativita zde neplati, nebot’ tabulka neni

soumérna podle hlavni diagonaly. Grupa tedy neni komutativni.

3.3 Ctverec
Zde se nachazi osm shodnych zobrazeni, a to ¢tyfi osy - svisld (01), vodorovna (02)
a obé uhlopricky (o3 a 04) — a ¢tyti rotace - 0 ¢i 360 ° neboli identita (1), 90 ° (P), 180 °

neboli stfedova soumérnost (S) a 270 ° (D).

\ ’
\ ! /
N\ | ’

\“'9 :01 s 04
\bA s d/
~ 1 /1 B
\ /
\ I /
\ | ’
\ /
N ! /
\ 1 /s
N | /
N /
N | ’
N\ | 4
\ ’
~ g s
(O
>3
2 IEN
20N 09
/ \
/ 1 \
’ | \
/ I \
/ \
7/ | \
/ I N
/ \
/ ! N\
/ | N

/ \

/ ! Ny C
[ 2 + . ]
/D I \

/ \
I
I

Obrazek 4: Symetrie ve Ctverci
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Rotace

:(A B C D)

A B C D

(A B C D
P_(B C D A)

(A B C D
S_(C D A B)

(A B C D
D_(D A B C)
Osy soumérnosti

_ (A B C D
01_(3 A D C)

_ (A B C D
02_(0 C B A)

(A B C D
03_(,4 D C B)

_ (A B C D
04_(6 B A D)
° I P S 01 02 03 04
I I P S 01 02 03 04
P P S D I 03 04 02 01
S S D I P 02 01 04 03
D D | P S 04 03 01 02
01 01 04 02 03 I S D P
02 02 03 01 04 N [ D
03 03 01 04 02 P D | S
O4 (023 02 03 01 D S I

Tabulka 7: Operacni tabulka skladani symetrii ve Ctverci

Skladani s identitou zachovava neidentickou slozku, tedy identita je neutralnim
prvkem. SloZeni dvou stejnych os soumérnosti dava identitu.

Tato algebraicka struktura je grupou, nebot je asociativni, obsahuje neutralni prvek,
jimzZ je jiz zminéna identita, a ma i prvky inverzni, protoze se v kazdém radku i sloupci
pravé jednou vyskytuje neutralni prvek. Komutativita zde neplati, nebot’ tabulka neni

soumérnd podle hlavni diagonaly. Grupa tedy neni komutativni.
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3.4 Pravidelny pétithelnik
Pravidelny pétitthelnik ma 10 symetrii, pfesnéji feceno 5 rotaci, tedy identitu neboli
0¢i360° (), 72 ° (]), 144°(K), 216 °(L) a 288 °(M) + 5 os soumérnosti (01, 02, 03, 04,

05) coZ jsou spojnice vrcholi se stiedy protéjSich stran.

Rotace

=G5 Eh D
(A B C D E
_(EABCD)
k=(b & 4 5 o
L= b 5 a8
M=(3 ¢ b & )
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Osy soumérnosti
Ol:(A B C D E)

A E D C B
oz=(A B C D E)

C B A E D
03:(,4 B C D E)

E D C B A
04:(A B C D E)

B A E D C
05=(A B C D E)

D C B A E
° I ] K L M 01 02 03 04 Os5
I I ] K L 01 02 03 04 Os5
| ] K L M I 03 04 0s 01 02
K K L M I ] o 01 02 03 04
L L M I ] K 02 03 04 Os 01
M M I ] K L 04 05 01 02 03
01 01 04 02 Os5 03 I K M ] L
02 02 Os 03 01 04 L I K M J
03 03 01 04 02 Os5 ] L I K
04 04 02 Os5 03 01 M ] L I K
0Os 05 03 01 04 02 K M ] L |

Tabulka 8: Operacni tabulka sklddani symetrii v pravidelném pétidhelniku

Skladani s identitou zachovava neidentickou slozku, tedy identita je neutralnim
prvkem. SloZeni dvou stejnych os soumérnosti dava identitu.

Tato algebraicka struktura je grupou, nebot je asociativni, obsahuje neutralni prvek,
jimzZ je jiz zminéna identita, a ma i prvky inverzni, protoZe se v kazdém radku i sloupci
pravé jednou vyskytuje neutralni prvek. Komutativita zde neplati, nebot tabulka neni

soumérna podle hlavni diagonaly. Grupa tedy neni komutativni.
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3.5 Pravidelny n-uhelnik
Obecné miliZeme rict, Ze libovolny pravidelny n-ihelnik ma 2n symetrii, jimiz je:
- n rotaci (kazdy vrchol se miliZe zobrazit sam na sebe i na vSechny dalsi
vrcholy)
- nos soumérnosti:
o u lichych n se jednd o osy prochazejici sttedem strany a protéjSim
vrcholem
o usudychnje n/2 os prochazejicich stiredy rovnobéZznych stran a n/2 os

prochazejicich dvéma body, které lezi naproti sobé

Shodna zobrazeni vtéchto obrazcich tvori grupu, nebot skladani je asociativni,
obsahuje neutralni prvek (identitu) i prvky inverzni. Obecné ale tato grupa neni

komutativni.
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4 HOMOMORFISMUS A IZOMORFISMUS GRUP

Tato zobrazeni mezi dvéma algebraickymi strukturami obecné zachovavaji néjaké
vlastnosti. Homomorfismus zachovava ,to dilezité“, zatimco izomorfismus je uplné
vzajemné jednoznacny, tedy bijektivni, zachovava vSechny vlastnosti a kazdému

prvku z jedné mnoZiny prirazuje praveé jeden prvek z mnoZiny druhé.

Definice 4.1: Homomorfismus grup
Grupy (M, *) a (N, °) jsou homomorfni, pokud u zobrazeni f: A — B plati, Ze:

Va, b€ M: f(a*b) =f(a) - f(b).

Definice 4.2: Izomorfismus grup

Grupy (M, *) a (N, °) jsou izomorfni, pokud plati, Ze zobrazeni f: A — B je bijekce.
Zaroven musi platit také homomorfismus, tedy Ze:

Va,b e M: f(a*b) =f(a) - f(b).

Znac¢ime M = N.

Priklad 4.1
Méjme grupu (M, +), ktera obsahuje prvky 0, 1, a operaci s¢itdni modulo 2. Tabulkou

je miZeme zapsat takto:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Tabulka 9: Operacni tabulka s¢itani modulo 2

Dale méjme grupu (N, *), kterd obsahuje prvky (-1, 1), a operaci ndsobeni. Tabulka by

vypadala nasledovné:

*

1

1

1

-1

-1

Tabulka 10: Operacni tabulka nasobeni s prvky (-1, 1)
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Na vSech mistech, kde se v prvni tabulce vyskytuje nula, se v tabulce druhé vyskytuje
jednicka. Tam, kde se jednicka vyskytuje v prvni tabulce, mame ve druhé tabulce -1.

MiZeme tedy napsat,Zze0 > 1al— -1.

Nyni zbyva ovérit podminku, Ze Va, b € M: f(a + b) = f(a) * f(b). Mame dva prvky,
tedy celkem 4 moznost, jimiZ jsou:

f(0 + 0) =£(0) * £(0)

Nalevé strané 0 + 0 = 0, coZ ve druhé tabulce znamena 1.

Na strané pravé pak nasobime nuly, tedy po prevedenijednickya1*1 = 1.

Rovnost zde plati, nebot' 1 = 1.

£(0 + 1) = £(0) * £(1)
f(1)=1*(-1)
1=-1

f(1 + 0) = f(1) * £(0)
f(1) = (-1) * 1
1=-1

f(1+1)=f(1)*f(1)

f(0) = (-1) * (-1)

1=1

Na levé strané zde mame v souctu nulu, nebot stale plati, Ze mame sc¢itani modulo 2.
VSechny tyto podminky mame splnény, tedy muze rict, Ze zadané grupy jsou

izomorfni.

Véta 4.1
Relace izomorfismu je na mnoziné grup relaci ekvivalence.

Relaci ekvivalence je relace, ktera je reflexivni, symetricka a zaroven i tranzitivni.

Véta 4.2: Cayleho véta

Kazda grupa je izomorfni s podgrupou permutacni grupy.
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Definice 4.3: Rad grupy

Radem kone¢né grupy (M, *) rozumime jeji pocet prvki. Znadi se |G].

Definice 4.4: Rad prvku grupy
Méjme grupu (M, *), kterd ma neutralni prvek e. Uvazujme libovolny prvek a € M.
- Existuje-li n € N takové, Ze a» = e, pak nejmensi takové n nazyvame radem
prvku a.

- Jestlize takové n neexistuje, pak rikame, Ze rad prvku je oo.

Prvek, jehoZ ad odpovida radu grupy, je vZdy generatorem.

Véta 4.3: Lagrangeova véta

Méjme konecnou grupu G a jeji podgrupu H. Poté plati, Ze |G| = [G/H] - |H|, kde |G| je
rad grupy G, [G/H] jeji index podle podgrupy H a |H| je fad podgrupy H.

Index grupy podle podgrupy znaci pocet trid. Levé/pravé se zde nerozliSuji, nebot je
jejich pocet, o ktery v této vété jde, stejny.

Dtikaz: Zadana grupa G je konecna, tedy je konecna i jeji podgrupa H. Z definice 2.12
vime, Ze pomoci rozkladu miizeme grupu rozlozit na tridy podle podgrupy, tedy Ze jak
levé, tak i pravé tridy obsahuji vSechny prvky. Vzhledem k tomu, Ze kazda tfida ma
stejny pocet prvkia (rad), pak toto cislo skutecné musi délit rad grupy, tedy musi

platit, ze |G| = [G/H] - [H].

Josef-Louis Lagrange

Tento italsky matematik, po némz nese jméno Lagrangeova véta, se narodil roku 1736
v Turinu v severni Italii. Matematika ho zacala zajimat az v 17 letech, kdy nahodou
narazil na zajimavou praci matematika Edmonda Halleyho. JiZ po rocnich
samostatnych studiich znéj byl velmi dobry matematik. Byl proto jmenovan
docentem na akademii, kde zacal matematiku vyucovat, ale kviili jeho lhostejné vyuce
nebyl zrovna idealnim profesorem.

Ve svych 18 letech zacal teSit problémy izochronnich kiivek a priSel na metodu
minimalizace a maximalizace funkcionalnich zobrazeni, ktera se podoba hledani
extréml funkci. Vyménil si také nékolik dopisi s Leonhardem Eulerem, kterého

Lagrangeovy vysledky dosti prekvapily, nebot dovedly znacné zjednodusit jeho
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drivéjsi rozbory. Diky tomu vznikly Eulerovy-Lagrangeovy rovnice varia¢niho poctu,
coZ jsou soustavy diferencialnich rovnic. I diky nim je Lagrange povaZovan za jednoho
ze zakladateli variacniho poctu.

Pozdéji byl také jednim ze zakladatelli Turinské akademie véd a kromé matematiky se
vénoval i fyzice. Kromé Italie plsobil i v Berliné ¢i PariZi, kde byl také jmenovan

profesorem a v roce 1813 tam zemfel.
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5 KONECNE GRUPY MALYCH RADU

Grupami malych Fadl rozumime grupy, jejichz fad n < 15. Pro kazdé prirozené Cislo n
existuje minimalné jedna grupa, kterda ma rad n (grupa cyklicka). Pro prvocisla

zaroven plati, Ze je cyklicka grupa jedina.

Véta 5.1

Grupa s prvociselnym radem je vzdycky cyklicka.

Dlikaz: Méjme grupu G s prvociselnym fadem n a jeji libovolny prvek p # 1.
Z Lagrangeovy véty plati, Ze rad prvku p déli prvocislo n, musi tedy byt roven n, nebot

prvocislo mimo jednicky jiného délitele nez samo sebe nema. Z toho plyne, Ze G = (n).

Véta 5.2

Grupa G nema Zadné vlastni podgrupy pravé tehdy, kdyZ je grupou prvociselného
radu.

Diikaz: Méjme grupu prvociselného fadu G a jeji nejednotkovou podgrupu H
s libovolnym nejednotkovym prvkem h. Podle véty 5.1 plati, Ze G = {h} < H, tedy
G = H, grupa G nema vlastni podgrupy.

Jestlize g je libovolny nejednotkovy prvek grupy G, potom {g} = G a grupa G je
cyklicka. JelikoZ nekonecna cyklickd grupa ma nekone¢né mnoho vlastnich podgrup,
potom musi byt grupa G konecnou cyklickou grupou. Pokud by jeji fad byl slozenym
Cislem, musela by obsahovat néjakou vlastni podgrupu. Grupa G proto musi byt

cyklickou grupou prvociselného radu.

5.1 Grupy prvociselnych radi
Z ptredchozi véty vime, Ze grupy, jejichz radem je prvocislo (u malych radu 2, 3, 5, 7,
11 a 13), musi byt cyklické. Snadno tedy sestrojime jejich operacni tabulky.

Nazornym prikladem mohou byt tfeba grupy na mnoZiné Z soperaci scitani

modulo n.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Tabulka 11: Operac¢ni tabulka se sc¢itanim modulo 2
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+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

Tabulka 12: Operac¢ni tabulka se sc¢itanim modulo 3

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3
Tabulka 13: Operac¢ni tabulka se s¢itdnim modulo 5

+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5

Tabulka 14: Operac¢ni tabulka se s¢itanim modulo 7
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10
10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

Tabulka 15: Operacni tabulka se s¢itanim modulo 11

12
12

10
11

11
11
12

10

10
10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11

12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

10
11
12

Tabulka 16: Operacni tabulka se s¢itdnim modulo 13
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Definice 5.1: Normalni podgrupa

Podgrupu H nazyvame normalni (nebo také invariantni) podgrupou grupy G, pokud
plati, Ze:

vheh vgeG:g-h-gleH

Grupa, ktera nema zadné normalni podgrupy, se nazyva jednoducha.

Definice 5.2: Faktorova grupa
Méjme grupu G a jeji normdlni podgrupu H. MnoZina levych tfid grupy G podle
podgrupy H spolec¢né s binarni operaci aH - bH = (a - b)H tvofi opét grupu, které

rikame faktorova grupa ¢i zkracené faktor-grupa. Znac¢ime ji G/H.

Lemma 5.1

Méjme grupu G, v nizZ pro kazdy prvek a plati, Ze a2 = 1. Potom G je Abelova grupa.
Dtikaz: Méjme libovolné prvky a, b z grupy G a vztah 1 = (ab)?2 = abab. Pokud ho zleva
vynasobime prvkem ba, pak dostaneme ba = baabab. Vzhledem k tomu, Ze a2 = b? =

=1, je rovnost ab = ba dokazana.

Grupy fadu 4
Tyto grupy miZeme rozdélit na dvé c¢asti:
1) Vgrupé G existuje prvek radu 4. Jde tedy o cyklickou grupu, u niZ snadno

sestrojime operacni tabulku:

1 a az a3
1 a a az a3
a a az as 1
a2z a2z a3 1 a
a3 a3 1 a az

Tabulka 17: Cyklicka grupa radu 4

2) Prvek radu 4 zde neexistuje, ale z dlisledku Lagrangeovy véty plyne, Ze maji

vSechny nejednotkové prvky rad 2, tedy podle lemmatu 5.1 musi byt grupa

komutativni.
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Dva riizné nejednotkové prvky oznacime a, b. Vime, Ze a2 = b2 = 1 a Ze ab = ba.

Nyni jiz neni problém napsat operacni tabulku:

1 a b ab
1 1 a b ab
a a 1 ab b
b b ab 1 a
ab ab b a 1

Tabulka 18: Kleinova ¢tyrgrupa (necyklicka grupa radu 4)

Grupy iadu 6

[ tyto grupy si nejprve rozdélime na dvé casti:

1) Vgrupé G existuje prvek radu 6. Jde tedy o cyklickou grupu, u niZ snadno
sestrojime operacni tabulku:
1 a az as at ad
1 1 a az as at as
a a a2 a3 at as 1
az a2 a3 a* as 1 a
a3 a3 at as 1 a a2
a* at as 1 a az a3
as as 1 a a2 as at
Tabulka 19: Cyklicka grupa radu 6
2) Prvek radu 6 zde neexistuje. Z Lagrangeovy véty plyne, Ze nejednotkové prvky

museji byt fadu 2 nebo 3. Kdybychom méli pouze prvky radu 2, musela by tato
grupa obsahovat Kleinovu ¢tyrgrupu, coz dle Lagrangeovy véty mozné neni
(Ctyrka nedéli Sestku).

Musi tedy existovat prvek a, ktery neni 1, ale plati u néj, Ze a3 = 1. Kromé
prvki 1, a, b (= a?) tedy potrebujeme jesté ¢, d (= ac) a e (= a%c = bc). Nyni
mame vSech Sest prvki, které pro sestrojeni grupy potirebujeme.

JeSté potirebujeme ukazat, Ze c2 = 1. Jelikoz v grupé plati zakon kraceni zprava
i zleva, rychle nds moznosti jako c2 = c, c2 = ac ¢i c2 = aZc dovedou ke sporu
s tim, Ze prvek c je rizny od 1, a, b. Pokud by neplatilo, Zze ¢z = 1, pak by
prvek ¢ mél rad tri, tedy ¢3 = 1, coZ dava spor stejné jako moznost a2 = c2.

Rovnost ¢z = 1 tedy platit musi.
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Stejnym zplisobem se mlizeme piesvédcit, Ze i d2 = e2 = 1. Prvni moZnosti nam

vyradi zakon kraceni zprava i zleva a dalsi rady.

1 a b c d e
1 1 a b c d e
a a b 1 d e c
b b 1 a e C d
c c e d 1 b a
d d c e a 1 b
e e d C b a 1

Tabulka 20: Necyklicka grupa fadu 6

U této struktury je jasné vidét, Ze neni komutativni. Zbyva jesté oveérit, zda viibec je
grupou. Z tabulky miiZeme snadno vidét, Ze ma neutralni prvek, jimz je jednicka, ma
prvky inverzni, protoZe se jednicka vyskytuje praveé jednou v kazdém radku i sloupci.
Ovérit asociativnost by bylo znacné slozité, nicméné dle [1] zde plati, Ze ¢ (1) = Id, @
(@) = (123), @ (b) = (132), ¢ (c) = (12), @ (d) = (23) a ¢ (e) = (13), coZ je

izomorfismus na symetrickou grupu 3. stupné.

Kazda grupa radu 6 je tedy izomorfni s cyklickou grupou Zs nebo se symetrickou

grupou stupné 3.
Jiz zde mlzeme vidét, Ze ¢im vyssi fad mame, tim je nalézani grup komplikovanéjsi.
Nyni proto pristoupime k dalSim definicim a vétam, které nam studium grup vyssich

Fadl usnadni, nebot’ v nich budeme moct vyuzivat grupy radi nizsich.

Definice 5.3: Vnéjsi direktni soucin
Méjme grupy H, K; h € H, k € K. Jejich vnéjsim direktnim sou¢inem rozumime
mnozinu vSech usporadanych dvojic (h, k) spolu s bindrni operaci (hi, k1) - (hz, k2) =

= (hihz, kikz), ktera je opét grupou. Zna¢ime G = H x K.

Definice 5.4: Vnitini direktni soucin
Méjme dvé normalni podgrupy grupy G, které oznacime H, K. Jestlize HU K= G

a HN K= 1.PakG je vnitinim direktnim soucinem grup H, K. Zna¢ime G = H x K.
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Lemma 5.2

Grupa je direktnim soucinem svych podgrup H, K pravé tehdy, kdyZ pro vSechna h € H
i k € K plati, Ze hk = kh a kaZzdy prvek g € G lze aZ na poradi psat jednoznacné ve
tvarug=hk, heH,keK

Mezi vnitfnim a vnéjsim direktnim soucinem vsak neni nutné rozliSovat. Méjme dvé
grupy H, Ka jejich vnéjsi direktni sou¢in G = H x K. Ozna¢me H" = {(h, 1), h € H}
zobrazeni @(h) = (h, 1), které je izomorfismem H na H". Totéz plati i u K, kde K" =
={(1, k), k € K} je zobrazeni @(k) = (1, k), coZ je izomorfismus K na K.

Nyni vezméme rovnost (h, 1) - (1, k) = (h, k) = (1, k) - (h, 1). Ta ndm ukazuje, Ze G je
vnitinim direktnim sou¢inem grup H" a K, coZ jsou grupy izomorfni s grupami H a K.
TotéZ miiZzeme pouzit i obracené, tedy mit vnitini direktni soucin grup H, K a vnéjsi

direktni sou¢in grup H’, K’ které jsou opét vzijemné izomorfni.

Véta 5.3

Direktni soucin dvou cyklickych grup s nesoudélnymi rady m, n je opét cyklickou
grupou fadu mn.

Dilikaz: Méjme cyklickou grupu H = {a} fadu m a cyklickou grupu K = {b} radu n. Pak
jejich direktni soucin G = H x K obsahuje prvky ve tvaru arbs, pficemz 0 < r < m
a 0 <s < n,zcehozplyne, Ze 0(G) < mn.

Plati, Ze (ab)mn = amn . pmn = 1, Kdyby pro néjaké t platilo, Ze (ab)t = 1, pak 1 =
= (ab)mt = gmt . pmt = pmt 7 toho plyne, Ze n|mt a z ohledem na (n, m) = 1 také n|t.
Analogicky také m|t, tedy [m, n]|t. Véta vSak hovori o nesoudélnych grupach, tedy
nasobek [m, n] = mn neboli fad prvku ab je v grupé G soucin mn a mizeme napsat, Ze

G = {ab}.

Definice 5.5: Periodicka grupa

Abelova grupa, ktera nema prvky nekonec¢ného fadu, se nazyva periodicka ¢i torzni.
Véta 5.4

G je libovolna Abelova grupa. MnoZzina Gp = {g € G; o(g) = p% k € No}, kde p je
prvocislo, je podgrupou grupy G.
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Definice 5.6: P-grupa

Kazda konecna grupa radu p», kde p znaci prvocislo a n € N, se nazyva p-grupou.

Véta 5.5

KaZzda periodicka grupa je direktnim sou¢inem svych p-primarnich komponent.

Véta 5.6

G je Abelova grupa a p* jeji prvek maximalniho Fadu (coZ znamena, Ze pro vSechna
g € G plati, Ze o(g) < p¥). Cyklicka grupa {a} je pak direktnim cinitelem v G, tedy
G={a}xH.

Véta 5.7

Kazda Abelova p-grupa, ktera je konecn3, je direktnim soucinem cyklickych grup.
Diikaz: Grupa G radu p je z véty 5.1 grupou cyklickou. Méjme tedy grupu fadu p», kde
n > 1. Dale predpokladejme, Ze je kazda abelovska p-grupa radu mensiho nez pn
direktnim soucinem cyklickych grup.

Jestlize je prvek a € G prvkem maximalniho fadu v G, pak dle véty 5.6 plati, Ze

G ={a} x H. H je vSak dle predpokladu direktni soucin cyklickych grup.

Véta 5.8
JestliZze je G konecna Abelova p-grupa, ktera je direktnim soucinem cyklickych grup,

tedy G = Zpk1 X Zpk2 X ... X Zpkn, pak jsou ¢isla ki, kz, ..., kn grupou urcena jednoznacné.

U kazdé konec¢né Abelovy grupy G nam véty 5.5 a 5.7 zajisStuji existenci direktniho
rozkladu. Grupa G pak jednoznac¢né urcuje rady cyklickych direktnich cinitelt. Tyto
Fady nazyvame invarianty grupy G. Dvé konecné Abelovy grupy jsou izomorfni pravé
tehdy, kdyZ maji soustavy téchto invarianti stejné. Ke kazdé soustaveé invariantti pak
existuje konecna komutativni grupa, jejiZz soustava invariantli se rovna soustavé

invariant predem zadané.

V tuto chvili se jiz dostavdme k obecnému postupu, ktery ndm pomfiZe nalézt vSechny

komutativni grupy radu n:
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1) Jestlize je n = pikl - p2k2 . ... - prkr zapis Cisla n v kanonickém tvaru, pak je grupa
G dle véty 5.5 direktnim soucinem svych pi-primarnich komponent Gpi, kde
i=1,2,..r. Rédy téchto komponent Gpi jsou pak ziejmé pi, kdei=1, 2, ..., 1.

2) Véta 5.7 nam tika, Ze je kazda grupa Gypi direktnim soucinem cyklickych grup
rada pikl, pikiz, ..., pikis, pricemz kit + kiz + ... + kisi= kiproi=1, 2, ..., r,si €EN.
Potiebujeme tedy nalézt vSechna vyjadieni daného ¢isla ki ve tvaru souctu
nékolika sc¢itanct z N, abychom mohli nalézt vS§echny moZné direktni rozklady
komponenty Gpi.

3) Kpripadnému zjednoduseni direktniho rozkladu mtizeme jesSté vyuZzit vétu 5.3.

5.2 Komutativni grupy neprvociselnych radi

Konec¢né komutativni grupy radu 4

a) 21,21
b) G =Z2xZ2 (Kleinova ¢tyrgrupa)
c) 22

G = Z4 (cyklicka grupa radu 4)

Obé jejich operacni tabulky jsou jiZ sestrojené vyse.

Kone¢né komutativni grupy radu 6
a) 21,3t
Z2 x 73, coZ mizeme zjednodusit na Zs (cyklicka grupa fadu 6)

Operacni tabulka této grupy je jiZ sestrojena vyse.

Konec¢né komutativni grupy fadu 8
a) 23
G = Zs (cyklicka grupa radu 8)
b) 22,21
G=7Z4x72
) 21,2121
G=72x72%x1712
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1 a az a3 a4 as asé a’
1 1 a az a3 at as asd a’
a a a2 as at as asé a’ 1
a2z a2z a3 at as asé a’ 1 a
a3 a3 at as aé a’ 1 a az
at at as asé a’ 1 a az a3
as as aé a’ 1 a az a3 at
aé aé a’ 1 a az a3 at as
a’ a’ 1 a a2z a3 a* as asé

Tabulka 21: Cyklicka grupa radu 8

Pro grupu Zs x Z2 zvolme pro prvni cyklickou grupu jako generator prvek a, u néhoz

musi platit, Ze a* = 1. Pro druhou grupu pak b, kde b2 = 1. Zaroven zde také plati, Ze

ab = ba.

1 a aZ as b ab azb asb
1 1 a a2 a3 b ab azb asb
a a a2 as 1 ab a’b asb b
a2 a2 as 1 a azb asb b ab
a3 a3 1 a az asb b ab azb
b b ab azb asb 1 a a2 a3
ab ab azb asb b a aZ a3 1
azb azb asb b ab a2 a3 1 a
asb asb b ab azb as 1 a a2

Tabulka 22: Grupa Z4 x Z2
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Pro grupu Z: x Z2 x Z2 jiZ budeme potrebovat tfi prvky a, b, ¢, u nichZ plati, Ze

a2 =Db? = c2=1. Opét zde plati, Ze ab = ba, ac = ca, bc = cb.

1 a b c ab ac bc abc
1 1 a b c ab ac bc abc
a a 1 ab ac b c abc bc
b b ab 1 bc a abc C ac
c c ac bc 1 abc a b ab
ab ab b a abc 1 bc ac c
ac ac c abc a bc 1 ab b
bc bc abc C b ac ab 1 a
abc abc bc ac ab C b a 1

Tabulka 23: Grupa Z2 x Z2 x Z2

Konec¢né komutativni grupy radu 9

a) 32
G = Zo (cyklicka grupa fadu 9)
b) 31,31
G=7Z3x13
1 a az as at as aé a’ as
1 1 a az a3 at as asé a’ as
a a az as at as as a’ as 1
az az as at as aé a’ as 1 a
as a3 at as aé a’ as 1 a az
at a* as aé a’ as 1 a az as
as as aé a’ as 1 a az a3 a*
aé asé a’ as 1 a az as a* as
a’ a’ a8 1 a az as a* as aé
as as 1 a a2z a3 a* as asé a’

Tabulka 24: Cyklicka grupa radu 9

38




5 KONECNE GRUPY MALYCH RADU

Pro grupu Zs3 x Z3 potfebujeme dva generatory a, b, u nichZ musi platit, Ze a3 = b3 = 1.

[ zde také plati, Ze ab = ba.

1 a az b b2 ab azb ab? azb?
1 1 a a2 b b2 ab azb ab2 azb2
a a az 1 ab ab? azb b azb? b2
az az 1 a azb azbz b ab b2 ab?
b b ab azb b2 1 ab2 azh2 a a2
b2 b2 ab? azb? 1 b a az ab azb
ab ab azb b ab? a azb2 b2 a2 1
azb azb b ab azbz az b2 ab? 1 a
ab? ab? azbz b2 a ab az 1 azb b
azb2 azb? b2 ab? az azb 1 a b ab
Tabulka 25: Grupa Z3 x Z3
Kone¢né komutativni grupy radu 10
a) 51,21
G = Zs x Z2, coz mliZeme zjednodusSit na Z1o (cyklicka grupa radu 10)

1 a az a3 a* as aé a’ a8 a?
1 1 a az a3 at as aé a’ a8 a’
a a az a3 a* as as a’ a8 a? 1
az az a3 a* as até a’ as a? 1 a
a3 a3 at as aé a’ as a® 1 a az
at at as at a’ as a° 1 a az a3
as as aé a’ as a2 1 a az a3 a*
at aé a’ as ad 1 a az a3 at as
a’ a’ as a2 1 a az a3 at as aé
as as a° 1 a az a3 a* as aé a’
a2 ad 1 a az a3 at as aé a’ a8

Tabulka 26: Cyklicka grupa radu 10
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Kone¢né komutativni grupy fadu 12

a)

b)

22, 31
G = Z4 xZ3, coZz mlZeme zjednodusSit na Z12 (cyklicka grupa radu 12)
21,21,31

G = Z2 x Z2 x Z3, coz mliZzeme zjednodusit na Z2 x Ze

1 a aZ a3 a4— a5 a6 a7 a8 a9 alO all
1 1 a az as at as as a’ asd a’ ato all
a a a2 as at as as a’ as a’ ato all 1
a2 a2 a3 at as as a’ as a? ato al 1 a
a3 a3 a4 a5 aﬁ a7 aS 39 alO all 1 a aZ
at at as ab a’ a8 a2 al0 all 1 a a2 as
aS aS a6 a7 aS aQ alO all 1 a aZ a3 a4
a6 a6 a7 a8 aQ alO all 1 a az a3 a4— aS
a’ a’ a8 a2 alo all 1 a a2 as at as aé
a8 a8 a9 alO all 1 a aZ a3 a4 aS a6 a7
a’d a’d qlo0 all 1 a a2 a3 a4 as as a’ a8
ql0 ql0 all 1 a a2 a3 at as aé a’ a8 a°
all all 1 a aZ a3 a4 aS a6 a7 aB a9 alO

Tabulka 27: Cyklicka grupa radu 12
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Pro grupu Z2 x Ze¢ budeme mit generator a, pro néjZ musi platit, Ze a2 = 1, a b, pro

ktery b = 1. Opét zde také plati, Ze ab = ba.

1 a b b2 b3 b4 b5 ab ab? abs3 ab# abb

1 1 a b b2 b3 b4 b5 ab ab2 abs3 ab# abs

a a 1 ab ab? abs3 ab# abb b b2 b3 b4 b5

b b ab b2 b3 b4 b5 1 ab? abs3 ab# abs a

b2 b? ab? b3 b4 b5 1 b abs3 ab# abs a ab

b3 b3 ab3 b4 b5 1 b b2 ab# abs a ab ab2

b4 b4 ab# b5 1 b b2 b3 abs a ab ab? ab3

b5 b5 abs 1 b b2 b3 b4 a ab ab? abs3 ab#

ab ab b ab? abs3 ab# abs a b2 b3 b4 b5 1

ab? ab? b2 ab3 ab# abs a ab b3 b4 b5 1 b

abs3 abs3 b3 ab# abb a ab ab? b4 b5 1 b b2

ab# ab# b4 abs a ab ab? abs3 b5 1 b b2 b3

abb abb b5 a ab ab? ab3 ab# 1 b b2 b3 b4

Tabulka 28: Grupa Z2 x Ze
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Kone¢né komutativni grupy fadu 14

a) 21,71
G = Z2 x Z4, coZ mliZeme zjednodusSit na Z14 (cyklicka grupa radu 14)

1 a a2 a3 a4 as a6 a’ a8 a9 qlo | git | g1z | g13
1 1 a 32 33 a4 35 36 a7 38 29 ql0 | g1t | g1z | g13
a a 32 33 34 35 36 37 38 29 qlo | g1t [ g12 |13 |1
32 32 33 4 35 36 37 38 29 qlo | g1t [ g12 |13 |1 a
33 33 a4 35 36 a7 38 39 qlo | g1t | g1z |13 |1 a 32
a4 a4 a5 36 a7 38 39 qlo | g1t [ g12 | 313 |1 a a2 a3
a5 a5 36 a7 38 39 qlo | g1t [ g12 | 313 |1 a a2 a3 a4
a6 a6 a7 a8 29 al0 | 11 | g2 |13 |1 a a2 a3 a4 as
a7 a7 38 39 qlo | gl | g12 |13 |1 a a2 a3 a4 a5 36
38 38 39 qlo | g1t | g12 |13 |1 a a2 a3 a4 a5 a6 a7
29 a9 ql0 | a1l | g2 | ag13 |1 a a2 a3 a4 as a6 a7 a8
Q10 | 10 | g1t | g2 |13 |1 a a2 a3 a4 as a6 a7 a8 a9
qll | glt | a2 | a13 |1 a 32 33 a4 a5 a6 a7 38 a9 310
al2 | a12 | a13 |1 a 32 a3 24 a5 a6 a7 a8 a9 qlo | gi1
a3 | a13 |1 a a2 a3 a4 as aé a’ a8 a9 alo | g11 | g1z

Tabulka 29: Cyklicka grupa radu 14
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Kone¢né komutativni grupy fadu 15
a) 315!

G = Z3 xZs, coz miZeme zjednodusSit na Z1s (cyklicka grupa radu 15)

1 a a2 | a3 |at |a5 |a6 |a7 |a8 |a9 |alo |alt | a1z | g13 | al4
1 1 a a2 | a3 |at |a5 |a6 |a7 |a8 |a9 |alo |alt | g1z | g13 | al4
a a az |a3 |a*t |a5 |a6 |a?7 |a® |a9 |alo |all |a12 |a13 |a14 |1
a2 |az |a3 |a*t |a5 |as | a7 |a® |a9 |ato |all |gagl2 |a13 |a14 |1 a
3 a3 |at | a5 |a6 | a7 | a8 |a9 |ato [aqit |alz | a13 |a14 |1 a a2
at |at | a5 |aé |a? |a® |aY |at0 |alt |alz |a13 | a4 |1 a az | a3
a5 |a5 a6 | a7 | a8 |a® |alo |all |alz |a13 | a4 |1 a az | a3 | at
a6 | a6 | a7 | a8 | a9 |aldo |all |al2 |a13 |al4 |1 a a2z | a3 |at |as
a7 |a7 | a8 | a9 |alo |all |alz |a13 |al4 |1 a az |a3 |at |a5 |as
a8 |a8 | a9 |alo |alt |alz |a13 |al4 |1 a az |a3 |at | a5 |as |a’
29 | a9 |[ato | a1t |g12 | g13 | a14 |1 a a2 a3 |at |a5 |a6 |a7 | a8
ql0 | q10 | g11 | g1z | 13 | 14 | 1 a a2 | a3 |at |a5 |as |a7 |a8 | a9
all |11 | g12 | 13 | gq14 |1 a az | a3 |at |a5 |aé |a? |a8 |a? |alo
ql2 | g12 | g13 |14 |1 a a2 | a3 |a* |a5 |aé | a7 |a8 |a9 |at0 |ait
a3 | a3 | a4 |1 a a2 | a3 |a* |a5 |aé | a7 |a8 | a9 |at0 |ait |gal2
alt | a4 |1 a az a3 |a*t |a5 |as |a?7 |a®8 |a9 |alo |all | a1z | a13

Tabulka 30: Cyklicka grupa adu 15

Prozatim jsme na radé ptikladl zjiStovali, Ze aZ na izomorfismus lIze Kklasifikaci
kone¢nych komutativnich grup pomérné snadno provést. Cely postup popsal
némecky matematik Leopold Kronecker (1823-1891). Tento postup se stal jakousi

ukazkou idealni algebraické teorie.

Pfiklad 5.1

Popiste az na izomorfismus vSechny komutativni grupy, které maji 100 prvki.
Mutzeme rict, Zze 100 = 22 - 52, Plati, Ze kazdd komutativni grupa je direktnim

soucinem svych p-primarnich komponent. Pro prvocislo p = 2 mame dvé moznosti:

Z,2,tedy Z4,a Z2 @ Z2. Pro p = 5 mame také dvé moznost: Z2s a Zs P Zs.
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Kombinaci téchto moZnosti ziskame nasledujici:

a) Za4 @ Z2s = Z100 (nebot ¢isla 4 a 25 jsou nesoudélna)
b) Zs D Zs P Zs=7Z20P Zs

C) LoD Z2® Zos =72D Zso

d) Z2: D Z2 P Zs D Zs = Z10 D Z1o

5.3 Nekomutativni grupy neprvociselnych radt

Nyni jsme se vénovali komutativnim grupam, u nichz platilo, Ze bud’to byly cyklické,
nebo se daly ziskat spomoci dvou ¢i tii generatorli. Existuji ale i grupy
nekomutativni, na které se zamérime nyni. Grupam radu 4 a 6 jsme se jiZ obecné

vénovali na zacatku kapitoly, proto nyni budeme pokracovat od radu 8.

Konec¢né nekomutativni grupy fadu 8

Budeme-li mit osmiprvkovou nekomutativni grupu G, pak vime, Ze nemtize mit prvek
radu 8, nebot by v takovém piipadé byly cyklicka (takZe komutativni). Z lemmatu 5.1
plyne také to, Ze nemiiZe obsahovat samé prvky radu 2. Musi proto obsahovat prvek
Fadu 4, ktery oznacime a.

Grupa A = {a} je cyklickou grupou radu 4, u niz [G : A] = 2. Plati také tvrzeni, Ze pokud
H je podgrupa grupy G, u niZ plati, Ze [G : H] = 2, tak H A G. Takze A A G a faktorova
grupa G/A ma tad 2. M¢&me prvek b € G takovy, Ze b € A. Pak (bA)? = b2A = A, takze
bZ € A.

V tvahu nyni pripadaji moznosti b2 = 1, b2 = a, b2 = a2 a b2 = a3. Pokud by platilo, Ze
b2 = a, byla by {b} cyklickou grupou (takZe komutativni), stejné by tomu bylo
ivpripadé bz = a3, i zde bychom dostali cyklickou grupu. Zistavaji nam tedy
moznosti, Ze b2 =1 a b2 = a2,

Vime, Ze je grupa A normalni podgrupou grupy G, tudiZ mizeme napsat, Ze b-lab = a»
pron = 0, 1, 2, 3. Moznost b-lab = a® mizeme rovnou vyloucit, nebot bychom se
dostavili do sporu, Ze ab = b. U varianty b-lab = al bychom ziskali ab = ba, coZ je také
spor, nebot to zna¢i komutativitu. Z b-lab = a2 dostaneme, Ze b-1a2b = b-1ab - b-lab =
= aZ - a2 = 1, tedy a?b = b, takze a2 = 1, coZ je spor. Nyni zlistdva pouze mozZnost

b-lab = a3.
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Mohou tedy existovat dvé nekomutativni grupy s fddem 8, které mtlizeme definovat

takto:

1) a*=1,b2=1,blab=a3

2) a*=1,b2=2a?%blab=a3

Pro sestrojeni tabulky potrebujeme zapsat ba» jako a*by. Mame bl = b, bab = a3,

ba = a3b. Tudiz ba% = ba - a = a3ba = a3 - a3b = a%b a ba3 = ab. Nyni jiZ miliZeme napsat

tabulku:

1 a aZ as b ab azb asb
1 1 a a2 a3 b ab azb asb
a a a2 as 1 ab a’b asb b
a2 a2 a3 1 a azb asb b ab
a3 a3 1 a az asb b ab azb
b b asb azb ab 1 a3 a2 a
ab ab b asb azb a 1 a3 aZ
azb azb ab b asb a2 a 1 a3
asb asb azb ab b as aZ a 1

Tabulka 31: Nekomutativni grupa radu 8 s relacemi a*= 1, b2 = 1, b-lab = a3

Ve druhém piipadé budeme potifebovat rovnosti ba = a3b, ba?2 = a2b, ba3 = ab. Prvky

mame stejné jako v pripadé prvnim. Operacni tabulka tedy budeme vypadat

nasledovné:

1 a a2 a3 b ab azb asb
1 1 a a2 a3 b ab azb asb
a a a2 as 1 ab a’b asb b
a2 a2 a3 1 a azb asb b ab
a3 a3 1 a a2 asb b ab azb
b b asb azb ab a2 a 1 a3
ab ab b asb azb a3 aZ a 1
azb azb ab b asb 1 a3 a2 a
asb asb azb ab b a 1 a3 aZ

Tabulka 32: Nekomutativni grupa radu 8 s relacemi a* = 1, b2 = a2, b-lab = a3 (grupa

kvaterniont)
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Ziskali jsme skutecné dvé nekomutativni grupy radu 8, nebot ani jedna z tabulek neni

soumérna podle hlavni diagonaly.

Nyni nds cekaji nekomutativni grupy devatého radu, pro které vsSak budeme

potiebovat jednu diileZitou podgrupu a dvé nové véty.

Definice 5.7: Centrum grupy
Méjme grupu G. Potom mnozZinu Z = {z € G; zg = gz pro vSechna g € Z} nazyvame

jejim centrem.

Véta 5.9
Centrum Z libovolné grupy G je komutativni podgrupou dané grupy. Kazda podgrupa

centra grupy G je zaroven normalni podgrupou grupy G.

Véta 5.10
KaZzda konec¢na p-grupa ma netrivialni centrum. To znamena, Ze prvocislo p déli rad

centra Z.

Kone¢né nekomutativni grupy radu 9

Je ziejmé, Ze grupy fadu 9 budou 3-grupy. Centra této grupy mohou s ohledem na
vétu 5.10 byt tii- i devitiprvkova. OvSem v pripadé deviti prvki by grupa nutné
musela byt komutativni. Zbyva nam tedy pouze moznost triprvkového centra, tedy
b3=1aZ={b}.

Musi také existovat prvek a € G, ktery vSak nenalezi Z. Stejné tak a2 ¢ Z, coZ znamenj,
ze prvek a je fadu 3. {a} N {b} = 1 a b € Z, tedy ab = ba. Odtud se vsak jiZ dostavame
k tomu, Ze vSechny prvky miiZeme napsat jako soucin a'bs, kde 0 < r < 2, totéZ pro s.
Vzhledem k tomu, Ze prvek a pak komutuje s kazdym prvkem soucinu, pak jisté A € Z,
¢imz se dostavame ke sporu.

Z tohoto tedy plyne, Ze Zadna nekomutativni grupa radu 9 neexistuje.

Nyni nam zbyva prostudovat nekomutativni grupy radu 10, 12, 14 a 15. Nejprve se

zaméiime na ty znich, jejichZ fad jde rozlozit na soucin dvou navzdjem rtznych
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prvocisel p, gq. Budou to grupy radt 10, 14 a 15. VyuZijeme u nich jesté nékteré nové

definice a véty.

Definice 5.8: Sylowovska p-grupa
Méjme grupu G s fddem p» - m, kde (m, p) = 1. KaZdou podgrupy této grupy radu p»

nazyvame sylowovskou p-grupou grupy G.

Definice 5.9: Konjungovany prvek

Méjme grupu G a jeji prvky g, h. Prvek h je konjungovan s prvkem g v G, pokud
existuje prvek x € G takovy, Ze h = x1gx. Stejné tak podgrupy H, K grupy G jsou
konjungovany v G pravé tehdy, kdyz existuje prvek x € G takovy, Ze plati x1Hx = K.

Véta 5.11
Méjme konecnou grupu G fadu n a prvocislo p, které rad grupy deéli. Grupa G potom

obsahuje sylowovskou p-podgrupu.

Sylowovy véty
Jedna se o trojici vét (nékdy se toto ¢islo lisi, ale obsah ziistava stejny), které ¢astecné
souviseji s vétou Lagrangeovou. Jméno nesou podle norského matematika Petera

Ludwiga Mejdella Sylowa (1832-1918).

Véta 5.12: 1. Sylowova véta
Kazda p-podgrupa H konecné grupy G je obsaZena v nékteré sylowovské p-podgrupé

grupy G.

Véta 5.13: 2. Sylowova véta

Kazdé dvé sylowovské p-podgrupy konecné grupy G jsou konjungované.

Véta 5.14: 3. Sylowova véta,
Méjme konecnou grupu G a prvocislo p, které déli rad zadané grupy. Potom pocet
vSech sylowovskych p-podgrup grupy G déli o(G) a je roven 1 + kp, kde kje jisté

nezaporné celé Cislo.
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Kone¢né nekomutativni grupy fadu 10

Dle véty 5.14 bude grupa radu 10 obsahovat sylowovské 5-podgrupy, jichZ bude
1+ 5k, kde k = 0, 1, 2, ... Vzhledem ktomu, Ze 1 4+ 5k musi délit 10, je jedinou
moznosti k= 0. To by v G existovala jedina sylowovska 5-podgrupa A, kterd by byla
normalni podgrupou grupy G a =zaroven cyklickou pétiprvkovou grupou
s generatorem a, tedy A={a},a>=1,AAG.

Dale bude grupa radu 10 obsahovat sylowovské 2-podgrupy, kterych bude 1 + 2r. To
plati pror = 0, r = 2. Pro r = 0 bychom méli jedinou sylowovskou 2-podgrupu B, kde
bz = 1, B A G. Dvé normdlni podgrupy grupy G {a}, {b}, které jsou cyklické a maji
nesoudélné rady, mizeme podle véty 5.3 zjednodusit na cyklickou grupu radu 10,
ktera jisté neni komutativni.

Nyni nam ale zbyva jeSté r = 2. Po dosazeni do vzorecku 1 + 2r dostavame Ccislo 5,
tedy ma grupa G celkem 5 sylowovskych 2-podgrup. Ozna¢me jednu z nich {b}, b2 = 1.
ProtoZe A A G, bude b-lab € A, tedy b-lab =an, n =1, 2, 3, 4, 5. Nasledné a = b-2ab2 =
=bl-blab-b=blanb = blab - blab - ..blab = a™. Prvek b-lab je v soucinu n-krat.
JelikoZ je prvek a fadu 5, potom n? da pri déleni timto fadem vzdy zbytek 1. Diky
tomu nam zbude akorat n = 1 a n = 4. Pokud by platilo, Ze b-1ab = a%, ziskali bychom
ab = ba, tedy komutativni grupu. Zbyva proto jediné n = 4. Pro tuto moZnost mame
relace a> =1, b2 =1 a blab = a4, jejimzZ pirevedenim ziskdme ab = ba*.

Nyni zbyva prevést ba3, baZ a ba. Prvek ba3 = ba3 - a> = ba* - a* = aba* = a?b. Stejnym

zplsobem ba2 = a3b a ba = a*b. MliZeme jiZ sestrojit i operacni tabulku:

1 a a2 as at b ab azb asb a‘b
1 1 a a2 as at b ab azb asb a‘b
a a a2 a3 at 1 ab azb asb a‘b b
a2 aZ a3 at 1 a azb asb a‘b b ab
a3 a3 at 1 a a2 asb a‘b b ab a’b
at at 1 a a2 a3 a‘b b ab azb asb
b b a‘b asb azb ab 1 a4 a3 a2 a
ab ab b a‘b asb azb a 1 at as aZ
azb azb ab b a‘b asb a2 a 1 at a3
asb asb azb ab b a‘b a3 a2 a 1 a4
a‘b a‘b ash azb ab b at a3 a2 a 1

Tabulka 33: Nekomutativni grupa radu 10 (Cayleyho tabulka)
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Existuji tedy dvé grupy radu 10. Prvni z nich je cyklicka grupa, a tedy komutativni,

druha nekomutativni.

Nekomutativni grupy fadu 14

Grupa radu 14 bude obsahovat jedinou sylowovskou 7-podgrupu, coZ bude normalni
podgrupa grupy G, oznacime ji {a} s tim, Ze a7 = 1.

Déle zde zjevné budeme mit i sylowovské 2-podgrupy. Aby platilo, Ze 1 + 2m déli 14,
miiZeme mit bud'to m = 0 nebo m = 3. S jedinou sylowovskou podgrupou {b} rovnou
dostaneme, Ze G = {a} x {b}, coZ by byla cyklicka grupa radu 14.

Nyni nam tedy zbyva m = 3, pro které existuje 7 sylowovskych 2-podgrup. Jednou
znich je {b}, b2 = 1, coZ neni normalni podgrupa, ale {a} jiZ ano. Z toho plyne, Ze
b-lab = ar, r je zde jisté prirozené cislo mensi nez 8. Nyni jiz mizeme vyvodit, Ze
al=a"", tedy r2 = 1 mod 7. Odtud nam vyjde, Ze r = 1 ¢ir = 6. OvSem pror = 1
bychom dostali komutativni grupu, proto r = 6.

Mame tedy relace a? = 1, b2 = 1, b-lab = a®. Po prevedeni pak dostane i ba =ba -a’ =
= bab - a2 = aba? = a - a°b = a®b a obdobné ba? = asb, ba3 = a*b, ba3 = a*b, ba* = a3b,

ba> = a2b, ba® = ab. S témito relacemi jiZ miizeme snadno sestrojit operacni tabulku:

1 a az a3 a* as a¢ b ab |a%b |a3b |a*b |asb | a¢b
1 1 a a2 a3 at as as b ab |azb |a3b |[a*tb |ab |a¢b
a a a2 a3 at as as 1 ab |a?b |a3b |[a*tb |ah |[abhb | b
az az a3 a* as a¢ 1 a azb |a3b |a*b |ab |a%b | b ab
a3 a3 at as as 1 a a2 a’lb |a*b |ah [abhb | b ab | azb
at at as as 1 a a2 a3 atb |ab |ah |b ab |azb |a3b
as as a¢ 1 a az a3 a* asb |asb | b ab |azb |a3b |a*b
as as 1 a a2 a3 at as asb | b ab |a?b |a3b |atb |a’h
b b asb |abh |atb |a3b |azb |ab |1 as as at a3 a2 a
ab |ab |b ab |a’b |a*b |a3b |a?b |a 1 as as at a3 az
azb (a%b [ab |b ab |a’b |a*b |a3b | a? a 1 as as at as
asb |a3b |azb |ab |Db asb | ab |atb | a3 a2 a 1 as as at
a*b |a*b [a3b |[a%b [ab |b a¢b | asbh | a* a3 a2 a 1 as as
asb |a’b |a*b [a3b |a%b [ab |b ath | as at a3 a2 a 1 a¢
asb |atb |a’b |a*b |a3b |azb |ab |b as as at a3 a2 a 1

Tabulka 34: Nekomutativni grupa radu 14
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[uradu 14 tedy mame celkem dvé grupy, které nejsou izomorfni. Jedna se o cyklickou

grupu a grupu nekomutativni.

Nekomutativni grupy fadu 15

V grupé radu 15 urcité musi byt sylowovska 5-podgrupa, ktera zjevné bude jedina
(pro ¢islo 0), a tedy i normalni. Dale musime mit sylowovskou 3-podgrupu, ovSem i ta
bude jedind i normadlni. Sohledem na vétu 5.3 tedy miiZeme fict, Ze Zadna
nekomutativni grupa fadu 15 neexistuje.

Rad 15 ma tedy jedina grupa, a to grupa cyklicka.

Nekomutativni grupy fadu 12

Vratme se nyni ke grupam radu 12, které jsme vynechali, nebot ¢islo 12 neni
soucinem dvou rtznych prvocisel. Mame zde vSak zvlastni pripad, a to p2q, kde opét
plati, Ze p, q jsou navzajem rizna prvocisla.

Jisté musi grupa radu 12 obsahovat sylowovské 3-podgrupy. Aby vztah 1 + 3r délil
Cislo 12, miZeme mit r = 0 nebo r = 1. Tato sylowovska podgrupa tedy bud'to bude
jedind, konkrétné normalni (v ptipadé r = 0), nebo budou 4 navzajem konjungované
(pror=1).

Dale bude grupa fadu 12 urcité obsahovat i 2-podgrupy radu 4, u nichZ podminky
1 + 2s a délitel 12 splnuje opét s = 0 a s = 1. I nyni mizZeme Fict, Ze tato sylowovska
podgrupa bud'to bude jedina a normalni, nebo budou 3 navzajem konjungované.

V tuto chvili mohou teoreticky nastat 4 pripady:

1) Bude existovat jedina sylowovska 2-podgrupa radu 4, kterou oznacime A,
a zaroven jedina sylowovska 3-podgrupa B. S ohledem na to, Ze GAAa G A B,
muizZeme Tict, Ze G = A X B a G tedy je komutativni grupou, ktera jiz byla
uvedena.

2) Moznost, pfi niZ by hledana grupa G obsahovala 4 sylowovské 3-podgrupy
ajesté 3 vzajemné Kkonjugované sylowovské 2-podgrupy, nastat zjevné
nemiiZe, nebot mame ad pouze 12, tedy 12 prvki, zatimco tato moznost by
jich vyzadovala 18.

3) Bude existovat jedina sylowovska 3-podgrupa A = {a} a 3 navzdjem

konjugované sylowovské 2-podgrupy. Jednu z nich oznacime B.

50



5 KONECNE GRUPY MALYCH RADU

a. Predpokladejme, Ze B je cyklicka grupa radu 4, vniz B = {b} a b* = 1.
JelikoZ A je normdlni podgrupou grupy G, mliZzeme rict, ze b-lab = ar,
kde r = 0, 1, 2. Prvni dvé mozZnosti ihned vylou¢ime, nebot s nulou
ziskdme ab = b a a = 1, coZ je spor, a jednicka vede na rovnost ab = ba,
coZ by znamenalo komutativni grupu.

Jedina zbyvajici moznost je r = 2, tedy b-lab = aZ. Kromé této rovnosti,
z nizZ prendsobenim prvkem b zleva ihned ziskdme ba? = ab, mame
definujici relace a3 = 1 a b* = 1, diky ¢emuz jiZ miiZe prevést zapisy na
tvar axby.
ba =ba-a3=Dba?:a2=ab-a?=aab = a2b a obdobné b2a = ab?, b3a =
= a’b3, b2aZ2 = a%b? a b3az = ab3. Vtuto chvili jiz mizeme sestrojit
operacni tabulku:

1 a a2 b b2 b3 ab | ab? | ab3 |a?b | a?b? | aZb3

1 1 a a2 b b2 b3 ab | ab2 |ab3 | aZb | azb? | aZb3

a a az 1 ab |ab? |ab3 |a?b |a?bz|ab3|b b2 b3

a2 a2 1 a atzb | azbz | azb3|b b2 b3 ab | ab? | ab3

b b a?b |ab | b2 b3 1 azb? | azb3 | a2 ab? | ab3 |a

b2 b2 ab? | azb? | b3 1 b ab3 | a ab | a%b3 | a2 azb

b3 b3 azb3 | ab3 |1 b b2 a2 atzb | a%b? | a ab | ab?
ab ab |b atzb | abz |ab3 |a b2 b3 1 azb? | azb3 | a2

ab? ab? | a?b2 | b2 ab3 |a ab | a?b3 | a2 azb | b3 1 b

ab3 ab3 | b3 azb3 | a ab |abz |1 b b2 a2 azb | azb2

azb azb |[ab |b azb? | azb3 | a2 abz | ab3 |a b2 b3 1

azb? | azb? | b2 ab? | a?b3 | a2 azb | b3 1 b ab3 | a ab

azb3 | azb3 | ab3 | b3 a2 azb | a%b? | a ab |abz |1 b b2

b.

Tabulka 35: Nekomutativni grupa rddu 12 s relacemi a3 =1, b* =1 ab-lab = a2

Tentokrat budeme predpokladat, Ze B je Kleinova ¢tyfgrupa (pro b, c,
kde b2 = c2 = 1 a bc = cb). Vime, Ze A je normalni podgrupou grupy G
a b-lab = ar. Pro nulu bychom dostali spor, Ze a = 1, zbyva tedy r = 1, 2.
Podobné u clac = as mlizeme mit s = 1, 2. Pro dvojici ¢isel mohou

nastat Ctyri pripady:
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i. r=s=1, coZby ale vedlo na komutativni grupu

ii. r=1,s =2, zde ale mliZzeme pieznacit r, s na b, c. Tim bychom
dostali relace a3 = 1, b2 = ¢2 = 1, bc = cb, b-lab = a (ab = ba),
clac = a? (ac = ca?). Tyto relace skutetné urcuji dalsi
nekomutativni grupu fadu 12.
baz=ba-a=ab-a=a-ba=a-ab=a%

ca=ca-a3=ca?-a’2=ac-a?2=a-ca2=a-ac=a?

Nyni sestrojime operac¢ni tabulku:

1 a az b C ab ac bc abc | ab |a2?c |a?bc
1 1 a a2 b C ab ac bc abc |a?b |a?2c | azbc
a a az 1 ab ac a?b | a%c |abc |azbc|b C bc
az az 1 a a?b |az |b C azbc | bc ab ac abc
b b ab azb |1 bc |a abc |c ac a2 azbc | azc
o o a%c | ac bc 1 azbc | a2 b azb |abc |a ab
ab ab azb | b a abc | a2 azbc | ac azc |1 bc C
ac ac c a2c |abc |a bc 1 ab b azbc | a2 azb
bc bc azbc | abc | c b azc |ax |1 a2 ac ab a
abc | abc | bc azbc | ac ab |c b a 1 azc |a’ |a?
azb |azb |b ab a2 ac |1 bc atc |c a abc | ac
a%c | a%c |ac c azbc | a2 abc |a atb | ab bc 1 b
a?bc | a?bc | abc | bc a2c | ab |ac ab a2 a c b 1

Tabulka 36: Nekomutativni grupa fadu 12 srelacemia3 = 1,b2=c2 =1, bc =

= cb, ab = ba, ac = ca?

iii. r = 2, s = 1, tento pripad je stejny jako pripad ii., pouze
s opatnym pi‘eznacenim prvKu.
iv. r=s =2, zde by muselo platit b-lab = aZ, c'lac = a2. MliZzeme ale
preznacit prvky b, ¢ na bc, ¢, ¢imZ se opét dostaneme
k predchozim dvéma bodim.
4) Vgrupé G bude existovat jedina sylowovska 2-podgrupa A radu 4 a celkem
4 vzajemné konjungované sylowovské 3-podgrupy. Rozdélime si zde

2 moznosti:
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a. Grupa A bude cyklickou grupou radu 4, vniz a* = 1. Grupa B bude
jednou ze sylowovskych 3-podgrup, v niZ b3 = 1. Plati, Ze A A G, tedy
b-lab = arpror =0, 1, 2, 3. Nula ndm d4 ihned spor, Ze b = ab, ¢islo 1
nas dovede ke komutativni grupé, v niZ ab = ba. Zbyvaji ndm moZnosti
r= 2, 3, ovSem nutné kongruenci r3 = 1 mod 4 nevyhovuje ani jedna
z nich.

b. Nyni misto cyklické grupy radu 4 uvaZujme Kleinovu ¢tyrgrupu, v niz
a?=Db2 =1, ab = ba a grupa A je normalni podgrupou grupy G. Grupa G
pak bude jednou zkonjugovanych sylowovskych 3-podgrup, kde
B ={c} a ¢3 = 1. Nyni musi platit, Zze clac = akb!, c'lbc = ambn, pricemz
kazdé z Cisel k, 1, m, n je bud’to 0, nebo 1. Rovnou ale mizeme vyloucit
k=1=01im =n = 0, nebot by akb! i amb" muselo byt rovno jedné, a to
je spor. Zbyva nam tedy celkem 9 moZnosti:

i. k=1=1, m=n=1,tedyclac = ab, clbc = ab, coZ nastat urcité
nemiiZe, protozZe z rovnosti clac = clbc plyne, Ze a = b, a to je
spor.

ii. k=1=1, m=1,n=0, tedy clac = ab, clbc = a. Tento pripad
nastat miiZe.

ili. k =1=1, m =0, n =1 neboli clac = ab, clbc = b. Zde
dostaneme spor, Ze a = ab.

iv. k=1,1=0 m =n = 1 neboli clac = a, clbc = ab. Ani tato
moznost nenastane, protoZe zde vyjde, Ze b = ab.

v. k=1,1=0, m=1,n =0, tedy clac = a, clbc = a. Z téchto
rovnosti plyne, Ze c'lac = c'bc neboli a = b, coZ je urcité spor.

vii k=1,1=0,m=0,n =1, tedy clac = a, c''bc = b. Zde mliZeme
rovnou vidét, Ze ac = ca, bc = cb, coz by byla komutativni grupa.
viih. k=0,1 =1 m = n = 1 neboli clac = b, clbc = ab. Nyni
dostavame totéZz, co ve druhé moZnosti, pouze s preznacenymi
prvky.
vili. k=0,1=1, m =1, n = 0 neboli clac = b, c'lbc = a. Tady mame

opét spor, Zea = b.
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ix. k=0,1=1, m=0,n=1,tedy clac =b, clbc = b. Opét vychazi,

ze clac = c'lbc, tedy a = c, coz je urcité spor.

Z bodl 2 a 7 mlizZeme vidét, Ze existuje i tieti nekomutativni grupa radu 12. Jeji relace
jsou a?z = b2 =1, ab = ba, ¢3 =1, clac = ab (abc = cb), c'lbc = a (bc = ca). MliZzeme

nyni sestrojit jeji operacni tabulku:

1 a b c c? ab ac ac? bc bc? abc | abc?
1 1 a b C c? ab ac ac? bc bc? abc | abc?
a a 1 ab ac acz b C c? abc |abc?z | bc bc?
b b ab 1 bc bc? a abc |[abc?z |c c? ac ac?
o o bc abc | c? 1 ac bc? b abc? | ab ac? a
c2 c2 abc? | ac? 1 C bc? ab abc |a ac b bc
ab ab b a abc |abcz |1 bc bc? ac acz C c?
ac ac abc | bc ac? a c abc? | ab bc? b c2 1
ac? ac? bc? c2 a ac abc? | b bc 1 C ab abc
bc bc c ac bc? b abc | c? 1 ac? a abcz | ab
bc? bc? ac? abc? | b bc c2 a ac ab abc |1 c
abc |abc |ac o abc? | ab bc ac? a c2 1 bc? b
abcz | abcz | c? bc? ab abc | ac? 1 C b bc a ac

Tabulka 37: Nekomutativni grupa radu 12 srelacemi a2 = b2 = 1, ab = ba, ¢3 = 1,

clac=ab,clbc=a

Nyni miizeme konstatovat, Ze grup fadu 12 mame hned 5, dvé z nich jsou komutativni

a dalsi tri nekomutativni.

Zavérem jeSté konstatujme, Ze s popisem nekomutativnich grup mohou byt spojeny
velké potize. Takovou zkuSenost ziskali i nejlepsi svétovi matematici, kdyz se pokusili
popsat vSechny konecné jednoduché nekomutativni grupy. Kromé ocekavanych trid
grup ale nalezli i tzv. sporadické grupy. Téch je celkem 26 a nejvétsi z nich ma

priblizné 8 - 1053 prvkd.
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ZAVER

ZAVER
Tato prace nejprve shrnovala zdklady v podobé binarnich operaci a algebraickych
struktur, které jsou pro zkoumani grup nezbytné. Ve druhé kapitole se jizZ zamérila na

konkrétni struktury, mezi které patfi nejen grupy, ale i tfeba pologrupy ¢i monoidy.

Bylo zde uvedeno i nékolik prikladd, které slouzi ke snadnéjsimu porozumént.

Treti kapitola se vénovala velmi zajimavé skupiné grup, presnéji reCeno grupam
symetrii geometrickych obrazci. Postupné se v ni objevily zakladni obrazce, jimiz
jsou Ctverec, obdélnik, rovnostranny trojihelnik a pravidelny pétithelnik. U kazdého
znich se nachazi prehled veSkerych symetrii, tedy rotaci a os soumérnosti, ale i
operacni tabulky s jejich skladanim. Na zavér je zde obecné shrnuti téchto zobrazeni

v pravidelnych n-tthelnicich.

Ve Ctvrté Kkapitole se mohou Ctenali sezndmit spojmy homomorfismus a
izomorfismus grup. Kromé definic a podrobného prikladu se zde nachazi i nékolik vét,

vcetné véty Lagrangeovy, ktera je jednou ze zakladnich vét z teorie grup.

Posledni pata kapitola se jiZz vénuje klicovému tématu této prace - kone¢nym grupam
malych radi. Prinasi jesté nékolik diilezitych vét a definic, ale predevsSim se vénuje
samotnym grupdm. Nejprve jsou to intuitivni grupy prvociselnych radd, nasledné
komutativni a nekomutativni. U veSkerych radt najde ¢tenar vypsané vSechny grupy
i sestrojené jejich operac¢ni tabulky. Stejné tak se zde nachazeji i postupy, jak takové

grupy lze najit.
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RESUME

RESUME

Tato bakalaiskad prace se vénuje teorii grup, konkrétné kone¢nym grupach malych
radl. Prvni kapitola obsahuje zaklady v podobé binarnich operaci, po nichZ ve druhé
kapitole nasleduji zadkladni algebraické struktury, mezi které patii i grupy. Kapitola
tireti hovori o grupach symetrii zakladnich geometrickych obrazct. Ctvrta kapitola

pak seznamuje s pojmy homomorfismus a izomorfismus grup.

Posledni a zaroven nejrozsahlejsi je pata kapitola, ktera se vénuje hlavnimu tématu,
tedy kone¢nym grupam malych radi, coz znamena rad nanejvys 15. Kromé postupq,

jak je najit, zde Ctenar najde i sestrojené operacni tabulky.

RESUME

This bachelor's thesis is devoted to group theory, specifically to finite groups of small
orders. The first chapter contains the basics like binary operations, followed by basic
algebraic structures, including groups, in the second chapter. The third chapter talks
about groups of symmetries of basic geometric shapes. The fourth chapter introduces

the concepts of homomorphism and isomorphism of groups.

The last and at the same time the most extensive chapter is the fifth chapter, which
deals with the main topic, i.e. finite groups of small orders, which means order at
most 15. In addition to the procedures for finding them, the reader will also find here

the constructed operational tables.
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