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Abstrakt

Tato prace je zamérena na S-pakovaci barveni. Necht S = (aj,as,...) je neklesajici
posloupnost prirozenych c¢isel. Funkci, ktera prirazuje vrcholim grafu G barvy repre-
zentované prirozenymi ¢isly tak, ze vrcholy obarvené barvou ¢« musi byt ve vzdalenosti
vétsi nez a;, nazveme S-pakovacim barvenim grafu GG. Nejmensi prirozené ¢islo k, pro
které existuje S-pakovaci barveni grafu G pomoci k barev, nazveme S-pakovacim chro-
matickym éislem a znacime jej xs(G).

Tato prace je rozdélena na dveé casti. Prvni ¢ast zpracovava vybrané znamé vy-
sledky v oblasti S-pakovaciho barveni. Druhd c¢ast této prace je pak zaméfena na
vlastni vyzkum v oblasti S-pakovaciho barveni kubickych cirkulanti pomoci sekvenci
S ve tvaru (1,1,2,2,2,...), (1,2,2,2,...) a (2,2,2,...). Kubickym cirkulantem pti-
tom minime graf G = Cy(1,t), kde V(G) = {1,...,2t} a H(G) = {{i,i + 1},i =
L..,2t—1}u{{1,2t}}U{{e,i+t},i=1,... t}.
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Abstract

This thesis is focused on an S-packing colorings of graphs. Let S = (ai,as,...)
be a non-decreasing sequence of positive integers. A mapping which assigns colors
represented by positive integers to vertices of a graph GG such that vertices with color
¢ have mutual distance greater than a; is called an S-packing coloring of the graph G.
The smallest integer k such that there exists an S-packing coloring of G using k colors
is called the S-packing chromatic number and is denoted by xs(G).

This thesis is divided into two parts. The first part sumarizes some known results
on the S-packing colorings. The second part of this thesis is focused on own research on
the S-packing coloring of cubic circulant graphs using sequences S = (1,1,2,2,2,...),
S=1(1,2,2,2,...)and S = (2,2,2,...). By a cubic circulant graph we mean the graph
G = Cy(1,t) with V(G) = {1,...,2t} and H(G) = {{i,i + 1},i =1,...,2t — 1} U
{2t} u{{i,i+t}hi=1,... t}
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1 Uvod

Cela tato préace je vénovana S-pakovacimu barveni. Tento pojem byl formalné pred-
staven v roce 2012 v ¢lanku [16], jehoz autory jsou Goddard a Xu. Méjme neklesajici
sekvenci S = (aj,as,...), kde a; jsou prirozend ¢isla. S-pakovacim barvenim grafu
G nazveme funkci, kterda prirazuje vrcholim grafu G barvy reprezentované ptiroze-
nymi cisly tak, ze vrcholy obarvené barvou ¢ musi byt ve vzdalenosti alespon a; + 1.
Nejmensi ptirozené ¢islo k takové, ze existuje S-pakovaci barveni grafu G pomoci k ba-
rev, nazveme S-pakovacim chromatickym ¢islem a znacime jej xs(G). Poznamenejme,
ze pomoci S-pakovaciho barveni lze popsat néktera jiz diive definovand barveni, jako
napiiklad d-distanc¢ni, pakovaci ¢i pripustné vrcholové barveni. Tato tii zminénd obar-
veni budou pro tplnost definovana v kapitole 3.

Tato prace je rozdélena na dvé ¢asti. Prvni ¢ast zpracovava vybrané znamé vysledky
v oblasti S-pakovaciho barveni. Zamérime se zde tak na nékteré zakladni poznatky,
které v roce 2012 uvedli vyse zminéni Goddard a Xu [16]. Déle zde uvedeme vysledky
S-pakovaciho barveni subkubickych grafi a podrozdéleni grafti, nekonecnych cest a
nékterych siti, distancénich grafii a cirkulanti.

Posledni zminéné grafy, cirkulanty, budou predmétem druhé c¢asti této prace, ktera
obsahuje vlastni vysledky. Mé&jme ptirozené ¢islo n a mnozinu D = {t1,...,t;}, kde
t; jsou prirozena cisla takova, ze pro vsechna i plati t; < n. Cirkulantem nazveme
neorientovany graf s mnozinou vrcholt {1,2,...,n} a mnozinou hran {{z,y} : |[zx—y| =
t; (modn),i =1,...,k} aznacime jej C,(t1, ..., t). My se zamérime na specialni tridu
cirkulantt C,, (t1,t2), kde navic t; = 1, to > 1 a n = 2t, pticemz cilem této prace je urcit
hodnoty S-pakovacich chromatickych ¢isel pro sekvence S ve tvaru (1,1,2,2,2,...),
(1,2,2,2,...)a(2,2,2,...).
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2 Definice zakladnich pojmiu

V ramci této kapitoly uvedeme nékteré pojmy a znaceni z teorie grafli, které budeme
nésledné v této praci pouzivat. Vétsina zde uvedenych definic je prevzata ze skript [8].
Pro tplnost zacnéme definici neorientovaného grafu.

Definice 2.1. Méjme konecnou mnozinu V. Neorientovanym grafem G rozumime dvo-
jici (V(G), H(GQ)), kde H(G) C (V(2G)>. Prvky mnoziny V(G) nazyvame vrcholy a prvky
mnoziny H(G) hrany (neorientované).

Dva vrcholy grafu G spojené hranou nazyvame sousedni. Cela tato prace je zamé-
fena pouze na neorientované grafy. Pojmem graf tak budeme vzdy myslet neorientovany
graf. Déale, rddem grafu G oznacujeme pocet vrcholl tohoto grafu a znacime jej n. Na-
sleduje definice podgrafu.

Definice 2.2. Mdjme grafy G, Gy. Rekneme, Ze G5 je podgrafem grafu Gy, jestlize
V(Gy) C V(Gh) a zaroven H(Gy) C H(G,). Piseme Gy C Gy.

V ramci kapitoly 5 zminujeme v nékterych dikazech izomorfni grafy. Definujme
proto i tento pojem.

Definice 2.3. Méjme grafy G, Gs. Izomorfismem grafu G a Go rozumime bijekci f :
V(Gy) — V(G2), pro kterou plati, ze {x,y} € H(G) prave tehdy, kdyz { f(z), f(y)} €
H(G,). Grafy G a Gy pak nazyvame izomorfni a piseme G1 = Gs.

Dale definujme grafy typu cesta a kruznice. Tyto pojmy nésledné vyuzijeme i pro
nékteré dalsi definice.

Definice 2.4. Méjme n € N. Graf G = ({1,2,...,n},{{i,i+1},i = 1,...,n — 1})
nazveme cestou délky n — 1 a piseme G = P,.

Definice 2.5. Mé&me n € N,n > 3. Graf G = ({1,2,...,n},{{i,i+1},i=1,...,n—
1} U{{n,1}}) nazveme kruznici délky n a piseme G = C,,.

Dodejme, Ze délkou cesty ¢i kruznice rozumime pocet hran této cesty ¢i kruznice.
Nésledujici pojem cesta v grafu je klicovy pro souvislost grafu, jejiz definice nasleduje.

Definice 2.6. Cestou v grafu G mezi vrcholy x a y nazveme sekvenci vrcholi =z =
T, %, ..., 1, =y, k € N takovou, ze z; € V(G),i =1,...,k, a {x;, 201} € H(G),i =
1,...,k — 1, pricemz vrcholy cesty se nesmi opakovat. Kruznici v grafu G obsahujici
vrchol x nazveme sekvenci vrcholi x = xq1,2,...,2, = x,k € N takovou, ze z; €
V(G),i=1,....k a{x;,x;1} € HG),i = 1,...,k — 1, pricemz vrcholy kruznice se
nesmi opakovat s vyjimkou x; = x.
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Definice 2.7. Rekneme, Ze graf G je souvisly, jestlize pro kazdé z,y € V(G) existuje
cesta mezi x a y v grafu G.

Maximalni souvislé podgrafy grafu G pak nazveme komponentami tohoto grafu. V
ramci jednotlivych komponent je pak mozné urcit vzdalenosti mezi vrcholy.

Definice 2.8. Méjme graf G. Vzddlenosti vrcholi x,y € V(G) rozumime délku nej-
kratsi cesty mezi x a y v grafu G a znacime ji distg(x,y).

Definujme nyni priamér grafu. Pro definici tohoto pojmu je klicova pravé vyse uve-
dena vzdélenost vrcholi v grafu.

Definice 2.9. Primérem grafu G rozumime maximalni vzdalenost dvou vrcholi v
grafu G' a zna¢ime jej diam(G).

Poznamenejme, ze pokud graf G neni souvisly, piseme diam(G) = oo. Déle defi-
nujme pojem obvod grafu.

Definice 2.10. M¢jme graf G. Obvodem grafu rozumime délku nejkratsi kruznice v G.

Opét, pokud G neobsahuje kruznici, fekneme, ze ma nekonecny obvod. Nasleduje
definice stupné vrcholu.

Definice 2.11. Mé&jme graf G a = € V(G). Cislo
dg(z) = {y € V(G) : {z,y} € H(G)}|

nazveme stupen vrcholu x v grafu G.
Minimdlnim stupném grafu G rozumime mingey () {dq ()} a znac¢ime jej 6(G). Ana-
logicky, mazimdlni stupern grafu G' predstavuje max,cyv (e {da(z)} a znacime jej A(G).

Zamérme se nyni na nékteré konkrétni tiidy grafi. Zacnéme kubickymi a subkubic-
kymi grafy, pro jejichz definici vyuzijeme pravé stupné vrcholi.

Definice 2.12. Graf G nazveme kubicky, jestlize Vo € V(G) : dg(z) = 3.
Definice 2.13. Graf G nazveme subkubicky, jestlize Vo € V(G) : da(z) < 3.

Plati tedy, ze kazdy kubicky graf je zaroven subkubickym grafem. Dalsim typem
grafii, na které budeme v této praci odkazovat, jsou rovinné grafy.

Definice 2.14. Graf G nazveme rovinnym, jestlize existuje jeho nakresleni do roviny
takové, ze se zadné hrany nekiizi.

U rovinnych grafii mizeme navic definovat tzv. stenu. Jde o ¢ast roviny ohrani¢enou
hranami tohoto grafu. Nasleduje definice aplnych grafi.
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Definice 2.15. M¢&jme n € N. Graf G = ({1,2,...,n}, <{1’2’2‘“’"})) nazveme uplnym
grafem a piseme G = K,,.

V nésledujicich kapitolach budeme ¢asto vyuzivat tzv. bipartitnost grafu. Definujme
proto i tento pojem.

Definice 2.16. M¢jme dvé mnoziny vrchola Vi, V. Neorientovany graf G's mnozinou
vrcholi V(G) = V4 U V4 a mnozinou hran takovou, ze pro kazdou hranu {z,y} plati,
ze x € V1 ay € V;, ¢i naopak, nazveme bipartitni graf.

S vyuzitim vysSe uvedenych pojmi definujme nyni t¥idu tplnych bipartitnich graft.

Definice 2.17. M&me dvé mnoziny vrchola Vi, Va. Uplngm bipartitnim grafem rozu-
mime takovy bipartitni graf GG, do kterého jiz nelze pridat zddnou hranu. Pokud navic
Vil = m a |Va| =n, kde m,n € N, pisSeme G = K, ..

Pro nékteré hodnoty m,n navic existuje specidlni pojmenovani téchto grafii. Na-
piiklad pro K ,, kde n je libovolné prirozené cislo, dostavame tzv. hvézdu. Poslednim
pojmem z teorie grafl, ktery uvedeme v této kapitole, je kolo.

Definice 2.18. Méjme kruznici C),_q, kde n € N. Graf G vznikly z této kruznice
priddanim jednoho vrcholu a vSech moznych hran tento vrchol obsahujici nazveme kolo
a piseme G = W,,.

Na zavér této kapitoly jesté zminme par znaceni netykajici se striktné teorie grafti.
Nejveétsi spolecny délitel ¢isel a, b zde bude znacen jako ged(a, b), z anglického greatest
common divisor. Déle vyraz a | b, poptipadé a t b, znamena a déli b, poptipadé a nedéli

b.

10
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3 Vybrané typy barveni

V této kapitole se zamérime na definice ¢tyt vybranych typt vrcholového barveni. Kon-
krétné se jedna o S-pakovaci barveni, pripustné vrcholové barveni, d-distan¢ni barveni
a pakovaci barveni.

Nejprve definujme barveni S-pakovaci, které je predmétem této prace. Tento pojem
byl poprvé zminén v roce 2008 [15] a nasledné jej formalné predstavili v roce 2012
Goddard a Xu [16].

Definice 3.1. Necht G je graf a S = (aj,as,...) je neklesajici sekvence ptirozenych
¢isel. Funkei f: V(G) — N takovou, ze plati

Ve,y € V(G) : f(z) = fly) =i = distg(z,y) > a;,1 €N,

nazveme S-pakovacim barvenim grafu G. Nejmensi prirozené ¢islo k, pro které existuje
S-pakovaci barveni grafu G pomoci barev 1,.. ., k, nazveme S-pakovacim chromatickym
c¢islem grafu G a znacime jej xs(G).

Existuje-li S-pakovaci barveni grafu G pro danou sekvenci S, fekneme, ze graf G
je S-obarvitelny. Naopak, pokud pro danou sekvenci S neexistuje k takové, ze graf G
1ze obarvit pomoci k barev, piseme ys(G) = oo. Déle barvou typu i budeme oznacovat
barvu takovou, ze kazdé dva vrcholy obarvené touto barvou musi byt ve vzdalenosti
vetsi nez a;.

Dodejme jesté, ze Goddard a Xu se ve svém c¢lanku [16] zamérili na S-pakovaci
chromatické ¢islo nekonecné cesty a slozitost S-pakovaciho barveni grafi pomoci tti
barev. Prvni ze zminénych problematik bude vénovana podkapitola nize.

Nyni se zamérime na zbylé tii typy barveni, na které budeme misty odkazovat v na-
sledujici kapitole. Jako prvni definujme pripustné vrcholové barveni, které je intenzivné
zkouméano vice nez 100 let.

Definice 3.2. Necht G je graf. Funkci f : V(G) — N takovou, zZe plati

Vo,y € V(G): f(z) = f(y) = {z,y} & H(G),

nazveme pripustnym vrcholovym barvenim grafu G. Nejmensi prirozené cislo k, pro
které existuje pripustné vrcholové barveni grafu G pomoci barev 1,...,k, nazveme
chromatickym cislem grafu G a znacime jej x(G).

Jak plyne z vyse uvedené definice, v pripadé pripustného vrcholového barveni zadné
dva sousedni vrcholy grafu nelze obarvit stejnou barvou. Poznamenejme jesté, ze pti-
pustné vrcholové barveni lze chapat jako specialni pripad barveni S-pakovaciho, kdy
a; = 1 pro vSechna i.

11
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Dale definujme pojem d-distanc¢niho barveni. Tento typ barveni poprvé uvedli v
roce 1969 F. Kramer a H. Kramer [22, 23].

Definice 3.3. Necht G je graf a d € N. Funkci f : V(G) — N takovou, ze plati
Ve,y € V(G) : f(z) = f(y) = diste(z,y) > d,

nazveme d-distancnim barvenim grafu GG. Nejmensi prirozené ¢islo k, pro které existuje
d-distanc¢ni barveni grafu G pomoci barev 1,..., k, nazveme d-distancnim chromatic-
kym ¢islem grafu G a znacéime jej xq(G).

Také d-distanc¢i barveni lze chapat jako specidlni pripad barveni S-pakovaciho, kdy
tentokrat a; = d pro vSechna i.
Posledni definice této kapitoly se tyka pakovaciho barveni.

Definice 3.4. Necht G je graf a i € N. Funkci f : V(G) — N takovou, zZe plati
Ve,y € V(G) : f(z) = fly) =i = distg(z,y) > 1,

nazveme pakovacim barvenim grafu G. Nejmensi prirozené ¢islo k, pro které existuje
pakovaci barveni grafu G pomoci barev 1,...,k, nazveme pakovacim chromatickym
c¢islem grafu G a znacime jej x,(G).

Koncept pakovaciho chromatického ¢isla byl poprvé uveden v roce 2008 [15], ovSem
pod pojmem vysilaci (broadcast) chromatické ¢islo. Nazev vychazel z problematiky
pridélovani vysilacich frekvenci rozhlasovym stanicim, kterou bylo toto barveni inspi-
rovano. Opét, pokud u S-pakovaciho barveni polozime a; = ¢ pro vsechna i, obdrzime
barveni pakovaci. S-pakovaci barveni tak zobecnuje zbylé tfi uvedené typy barveni, a
proto v nasledujicich kapitolach budeme ke vSsem typiim barvenim pristupovat jako k
barveni S-pakovacimu.

12
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4 Zpracovani vybranych znamych
vysledkii v oblasti S-pakovaciho barveni

Tato kapitola je vénovana vybranym zndmym vysledkiim v oblasti S-pakovaciho bar-
veni. Pripomenme, ze S = (ay, as, as, . .. ) predstavuje neklesajici posloupnost priroze-
nych cisel a;,7 € N. S-pakovacim barvenim potom rozumime funkci, ktera prirazuje
mnoziné vrcholi grafu G barvy reprezentované prirozenymi ¢isly tak, ze vrcholy s bar-
vou ¢ musi byt ve vzdalenosti vétsi nez a;. Nejmensi prirozené ¢islo k, pro které existuje
S-pakovaci barveni grafu G pomoci barev 1,...,k, nazveme S-pakovacim chromatic-
kym ¢islem grafu G a piseme xs(G) = k.

V této kapitole jsou nejprve uvedeny zakladni poznatky v oblasti S-pakovaciho
barveni. Nasledné se zamérime i na S-pakovaci barveni specifictéjsich t¥id graf, jako
jsou subkubické grafy a podrozdéleni grafti, nekonecné cesty a sité, distancéni grafy a
na zaver cirkulanty.

4.1 Zakladni poznatky

Na zacatku této podkapitoly uvedeme tii ziejma pozorovani.

Pozorovani 4.1 [16]. Necht G je graf, S, = (a1,a9,...) a Sp = (b1,ba,...). Je-li
Xs.(G) =k ab; <a;proi=1,....k, potom xs,(G) < k.

Pozorovani 4.2 [16]. Necht Gy je podgraf grafu Gi. Potom xs(G2) < xs(G1) pro
libovolnou sekvenci S.

Platnost tohoto pozorovani lze velmi snadno ovérit: vzdalenost libovolnych dvou
vrcholi v grafu Gs je vzdy vétsi nebo rovna jejich vzdélenosti v ptivodnim grafu Gj.
Tudiz, libovolné S-pakovaci barveni grafu Gy je zaroven S-pakovacim barvenim grafu
G2 a spodni hranici xs(G1) lze tak odhadnout S-pakovacim chromatickym ¢islem jeho
libovolného podgrafu Gbs.

Pozorovani 4.3 [16]. Necht G je konecny graf adun a S = (a1, aq,...). Potom
(1) 1< xs(G) <n,
(2) xs(G) =1 praveé tehdy, kdyz G nemd Zddné hrany,
(3) xs(G) =n prdve tehdy, kdyz G je souvisly a ay > diam(G).

Jak plyne z vyse uvedeného pozorovani, pro libovolny graf G fadu n predstavuje
1 trivialni dolni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla a n jeho trivialni horni mez.

13
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Nicméné vétsina grafit ma vyrazné nizsi S-pakovaci chromatické ¢islo nez n. Rovnost
nastava napriklad u uplnych grafi K, a to nezavisle na tvaru sekvence S.

V ramci shrnuti zakladnich poznatki zde déle zminime vysledky pro uplné bipar-
titni grafy a kola. Jejich presné hodnoty S-pakovacich chromatickych ¢isel pro vsechny
mozné sekvence S dokazali Goddard a Xu [16].

Tvrzeni 4.4 [16]. Necht K,,,, je uplny bipartitni graf, m < n a S = (a1,aq,...).

Potom
2, je-liay = ap =1,

Xs(Kmn) =149 m+1, jelia; =1< as,
m+mn, je-lia; > 1.

Tvrzeni 4.5 [16]. Necht W,, je kolo a S = (ay,as,...). Potom

3, je-li ay = ay =1 an je liché,
4, je-li ay = ag =1 an je sudé,
W,) =
Xs(Wn) n/2| +2, je-liay =1 < as,
n, je-li a; > 1.

Vyse zminéni Goddard a Xu [16] také charakterizovali grafy s S-pakovacim chro-
matickym ¢islem 2.

Tvrzeni 4.6 [16]. Necht G je souvisly graf a S = (ay,as,...).
(1) Je-li a1 = ay = 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je bipartitn.
(2) Je-li ay =1 < ag, potom xs(G) = 2 prdvé tehdy, kdyz G je hvézda.
(8) Je-li a; > 1, potom xs(G) = 2 prdvé tehdy, kdyz G je Ks.

Uvazujme nyni sekvenci S ve tvaru S = (1,1,1,...). Jedna se tedy o pripustné
vrcholové barveni, které lze chapat jako specialni pripad barveni S-pakovaciho, jak je
uvedeno v kapitole 3. Nasledujici véta udava horni mez S-pakovaciho chromatického
¢isla pro grafy, jejichz zadna komponenta nepredstavuje tuplny graf. Dodejme, ze tuto
horni mez stanovil Brooks v roce 1941 [7].

Véta 4.7 [7]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A(G) > 2 takovy, Ze Zidnd
jeho komponenta neni uplnym grafem ridu A(G), a necht S = (1,1,1,...). Potom
\s(G) < AG) — 1.

Posledni véta této podkapitoly charakterizuje grafy s S-pakovacim chromatickym
¢islem d + 1,d € N, pro sekvenci S = (d,d,d, ... ). Poznamenejme, Ze v tomto pripadé
jde o d-distan¢ni barveni.

Véta 4.8 [24]. Necht G je graf radun a S = (d,d,d,...). Potom xs(G) = d+1 prdvé
tehdy, kdyz G splnuje jednu z ndsledujich moznosti:
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(1) n=d+1,
(2) G je cesta délky vétsi nez d+ 1,

(3) G je kruznice, jejiz délka je nasobkem cisla d + 1.

4.2 S-pakovaci barveni subkubickych grafii a podroz-
déleni grafi

V této podkapitole se zamétime na S-pakovaci barveni subkubickych grafi a podroz-
déleni grafi. Definujme proto nejprve pojem podrozdéleni grafu.

Definice 4.9. Necht G je graf. Podrozdélenim grafu G rozumime graf vznikly z G
nahrazenim kazdé jeho hrany cestou délky dva a znac¢ime jej S(G).

Zaméime se nejprve na sekvence S ve tvaru S = (1,d,d,d,...), kde d € {2,3}.
Gastineau a Togni [14] dokazali nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.10 [14]. Necht G je graf a S = (ay,...,a). Je-li G S-obarvitelny, potom
podrozdeleni S(G) grafu G je (1,2ay + 1,...,2a; + 1)-obarvitelné.

Dusledek 4.11 [14]. Podrozdéleni S(G) libovolného subkubického grafu G je (1,3,3,3)-
obarvitelné.

Tento dtsledek vyplyva primo z tvrzeni 4.10 a Brooksovy véty 4.7. Z té dostavame,
ze kazdy subkubicky graf, vyjma Ky, je (1,1, 1)-obarvitelny. Tudiz, aplikaci tvrzeni
4.10, S(G) je (1, 3, 3, 3)-obarvitelné pro vsechny subkubické grafy G rizné od K. Zbyva
tak definovat (1, 3, 3, 3)-obarveni grafu S(Ky), které je zndzornéno na obrazku 4.1 nize.

2@

1

Obréazek 4.1: (1,3, 3, 3)-obarveni grafu S(K})

Gastineau a Togni [14] déle urcili obecnou horni mez S-pakovaciho chromatického
¢isla subkubickych grafu pro S = (1,2,2,2,...).
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Véta 4.12 [14]. Kazdy subkubicky graf je (1,2,2,2,2,2,2)-obarvitelny.

Nasledujici véta uvadi, ze pokud je subkubicky graf tzv. 3-iregularni, lze tento
vysledek jesté zlepsit. Definujme vsak nejprve obecné d-iregularni graf.

Definice 4.13. Necht G je graf a d € N. Rekneme, 7e G je d-irequldrni, jestlize
neobsahuje zadné sousedni vrcholy stupné d.

Véta 4.14 [14]. Kazdy 3-irequldrni subkubicky graf je (1,2,2,2)-obarvitelny.

V rdmci analyzy sekvenci S = (1,d,d,d,...),d € {2,3}, zde uvedme dalsi znamé
vysledky pro podrozdéleni grafii. Poznamenejme, Ze podrozdéleni libovolného subku-
bického grafu je vzdy 3-iregularni.

Tvrzeni 4.15 [14]. Necht G je graf a 0(G) > 3. Je-li podrozdéleni S(G) grafu G
(1,2, 2)-obarvitelné, potom G je bipartitni.

Disledek 4.16 [14]. Necht G je graf a S(G) jeho podrozdéleni. Je-li §(G) > 3, pak

nasledugjici tvrzeni jsou ekvivalentnyi.
(1) S(G) je (1,2,2)-obarvitelny.
(2) S(G) je (1,2,3)-obarvitelny.
(3) S(G) je (1,3, 3)-obarvitelny.
(4) G je bipartitn.

Vyse uvedeny dusledek lze snadno dokézat. Je-li G je bipartitni, tedy je (1,1)-
obarvitelny, potom aplikaci tvrzeni 4.10 obdrzime (1,3, 3)-obarvitelnost S(G). Déle,
je-li S(G) (1, 3, 3)-obarvitelné, potom je také (1,2, 3)-obarvitelné a (1, 2, 2)-obarvitelné,
jak plyne z pozorovani 4.1 uvedeného v kapitole Zakladni poznatky. Na zaveér, je-1i S(G)
(1,2,2)-obarvitelné, pak z tvrzeni 4.15 dostavame, Ze G je bipartitni.

Gastineau a Togni [14] se ddle vénovali sekvencim S ve tvaru S = (1,1,2,2,2,...).
Nize uvedena véta formuluje obecnou horni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla sub-
kubickych grafi pro tento typ sekvence S.

Véta 4.17 [14]. Kazdy subkubicky graf je (1,1,2,2,2)-obarvitelny.

Jak ovsem udavaji hned nasledujici véty 4.18 a 4.19, omezime-li se na jesté speci-
fictéjsi tridy grafi, lze tento vysledek opét zlepsit.

Véta 4.18 [25]. Kazdy rovinny subkubicky graf s obvodem alesponi 8 je (1,1,2,2)-
obarvitelny.

Véta 4.19 [14]. KaZdy 3-irequldrni subkubicky graf je (1,1, 2)-obarvitelny.

16



S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi Petra Melicharova 2022

Obrazek 4.2: Petersentiv graf

Dalsi tvrzeni této podkapitoly se zabyva (1,1, as, as)-obarvitelnosti nize zobraze-
ného Petersenova grafu (obrazek 4.2). Jedna se o kubicky graf na 10 vrcholech disponu-
jici mnoha neobvyklymi vlastnostmi, kvili kterym je ¢asto vyuzivan jako protipriklad
riznych hypotéz.

Tvrzeni 4.20 [14]. Petersentiv graf neni (1,1, as, as)-obarvitelny pro Zidné asz,ay > 2

Dosavadni experimenty navic naznacuji, ze Petersentiv graf je pravdépodobné jedi-
nym subkubickym grafem, ktery neni (1,1, 2, 3)-obarvitelny.

Uvazujme nyni sekvenci S ve tvaru (2,2,2,...). Borodin a Ivanova [4] stanovili mi-
nimalni obvod rovinného subkubického grafu, pro ktery lze tento graf obarvit vyuzitim
pouze 4 barev typu 2.

Véta 4.21 [4]. Kazdy rovinng subkubicky graf s obvodem alespori 23 je (2,2,2,2)-
obarvitelny.

Zavérem této podkapitoly vénujme pozornost sekvencim S ve tvaru (1,2,3,...).
Poznamenejme, ze S v tomto tvaru predstavuje pakovaci barveni. Balogh, Kostochka
a Liu [1] dokazali, ze prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo neni u kubickych graft
omezeno.

Véta 4.22 [1]. Pro kazdé pevné k € Nk > 12,9 >2k+2 a S = (1,2,3,...) plati, Ze
skoro kazdy kubicky graf G s obvodem alespori g ma xs(G) > k.

Posledni dvé tvrzeni této podkapitoly udavaji hodnotu S-pakovaciho chromatického
¢isla pro podrozdéleni tplnych a bipartitnich grafi. Stale uvazujeme S = (1,2,3,...).

Tvrzeni 4.23 [6]. Necht K,, je uplny graf, S(K,) jeho podrozdéleni, n > 3 a S =
(1,2,3,...). Potom xs(S(K,)) =n+ 1.

Tvrzeni 4.24 [15]. Necht G je souvisly bipartitni graf ridu n,n > 3, S(G) jeho
podrozdéleni a S = (1,2,3,...). Potom xs(S(G)) = 3.

17



S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi Petra Melicharova 2022

4.3 S-pakovaci barveni nekonecné cesty

V ramci prehledu znamych vysledkii v oblasti S-pakovaci barveni se dale zamérime na
nekonecné cesty. Zacnéme opét s definici tohoto pojmu.

Definice 4.25. Neorientovany graf G s mnozinou vrcholi V' (G) = Z a mnozinou hran
H(G) = {{i,i+ 1},i € Z} nazveme nekonecnou cestou a piseme G = P,

Problematikou S-pakovaciho barveni nekonecné cesty se zabyvali i vySe zminéni
Goddard a Xu [16]. Ti se nejprve zamérili na sekvence S, pro které jsou vysledna
S-pakovaci chromaticka ¢isla mala. Nejdrive charakterizovali sekvence S, pro které je
prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo rovno 2. Nasledujici pozorovani vyplyva z tvrzeni
4.6 uvedeného vyse v podkapitole Zakladni poznatky.

Pozorovani 4.26 [16]. Necht P, je nekonecnd cesta a S = (ai,as,...). Potom
Xs(Px) = 2 pravé tehdy, kdyz a; = ay = 1.

Déle uvedli tvar sekvenci S, které vedou na S-pakovaci chromatické ¢islo rovno 3.

Tvrzeni 4.27 [16]. Necht P, je nekonecnd cesta a S = (a1, as, ...). Potom xs(Px) =
3 pravé tehdy, kdyz sekvence S = (1,2,3), S = (1,3,3) nebo S = (2,2,2).

Poznamenejme, ze v piipadé sekvence S = (1,2, 3) se jedna o pakovaci barveni.
Uvazujme nyni sekvence S ve tvaru aritmetické posloupnosti. Tedy a; = a; + (i —

1)d,d € N.

Tvrzeni 4.28 [16]. Necht Py, je nekonecnd cesta a S = (2,3,4,...). Potom xs(Px) =
6.

Dodejme, ze k dikazu dvou vyse uvedenych tvrzeni 4.27 a 4.28 Goddard a Xu
[16] vyuzili tzv. periodické barveni. Periodickym barvenim rozumime takové barveni,
kde existuje p € Z takové, ze vrchol x obarven stejnou barvou jako vrchol x + p pro
vSechny = € V(P,,). Takovéto obarveni lze vyhodné zapsat pomoci opakujiciho se vzoru
uvedeného v hranatych zavorkach. Naptiklad vzor [1, 2, 3,4] znaci periodické obarveni

,1,2,3,4,1,2,3,4,.... Tedy p = 2.

Konkrétné v dikazu tvrzeni 4.27 Goddard a Xu [16] realizovali (2,2, 2)-pakovaci
barveni nekone¢né cesty pomoci periodického vzoru [1,2,3]. Pro sekvence S = (1,3, 3)
a S = (1,2,3) pak nekoneénou cestu obarvili vyuzitim periodického vzoru [1,2, 1, 3].

Tvrzeni 4.29 [15]. Necht P, je nekonecnd cesta, e je Eulerovo ¢islo a S = (a,a +
L,a+2,...). Potom (e — 1)a < xs(Py) < 2a+ 3.

Tedy pro sekvenci S = (a,a+1,a+ 2,...) vyjde prislusné S-pakovaci chromatické
¢islo nekoneéné cesty konecné. Jak udava hned nasledujici tvrzeni, konecnost tohoto
c¢isla je zajisténa pro vSechny sekvence S ve tvaru zcela libovolnych aritmetickych po-
sloupnosti.
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Tvrzeni 4.30 [16]. Necht P, je nekonecnd cesta a S je aritmetickd posloupnost.
Potom xs(Px) je konecné.

Goddard a Xu [16] dale dokézali dolni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla neko-
necné cesty pro sekvenci S ve tvaru libovolné aritmetické posloupnosti.

Tvrzeni 4.31 [16]. Necht Py, je nekonecnd cesta, e je Eulerovo cislo a S = (a,a +
d,a+2d,...). Potom

(ed —1)(a—d+1)/d, je-li a > d,

Xs(Ps) > { ((a + 1)eﬁ —(a—d+1))/d, jinak.

Pro nésledujici tvrzeni uvazujme sekvenci S = (1,2,4,...). Takto zadand sekvence
je ve tvaru geometrické posloupnosti a lze tedy obecné psat a; = a; - ¢ %, ¢ € N.

Tvrzeni 4.32 [16]. Necht Py, je nekonecnd cesta a S = (1,2,4,...). Potom xs(Px) =
0.

Posledni tvrzeni této podkapitoly udava S-pakovaci chromatické ¢islo nekonecéné
cesty pro takovou sekvenci S, kde a; = 2! — 1 proi =1,...,k a az1 = 28 — 1. Na
rozdil od ptredchozi sekvence z tvrzeni 4.32 je pro tuto S-pakovaci ¢islo konecné.

Tvrzeni 4.33 [16]. Necht P, je nekonecnd cesta a necht S = (ay,aq,...), kde a; =
20 —1proi=1,....,k,k €N aapy =2%—1. Potom xs(Ps) =k + 1.

Jak je patrné z vysSe uvedenych tvrzeni, zlom v konec¢nosti S-pakovaciho chroma-
tického ¢isla nastava mezi aritmetickou a geometrickou posloupnosti. Presna hranice
ovsem zatim neni znama.

4.4 S-pakovaci barveni nekonecnych siti

Tato podkapitola shrnuje vysledky S-pakovaciho barveni vybranych typt nekoneénych
siti. Konkrétné se zamérime na ¢tvercové, trojihelnikové a sestitthelnikové sité, v tomto
poradi. K definici nekonecné c¢tvercové sité je vyuzito kartézského soucinu grafii. Defi-
nujme proto nejprve tento pojem.

Definice 4.34. Nechf G; a G, jsou grafy. Neorientovany graf s mnozinou vrcholi
V(G1) x V(G3) a mnozinou hran takovou, ze vrcholy (z1,x2) a (y1,y2) jsou spojeny
hranou pravé tehdy, kdyz x1 = y; a {22, y2} € H(G3) nebo o = ys a {x1,y1} € H(G),
nazveme kartézskym soucinem grafi a znacéime jej G1UGs.

Definice 4.35. Méjme nekonecénou cestu P,,. Kartézsky soucin P,,[1P,, nazveme ne-
konecénou ctvercovou siti a znac¢ime jej Z2.
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Problematikou S-pakovaciho chromatického ¢isla nekonecénych siti se zabyvali jiz
mnohokrat zminéni Goddard a Xu [17]. Ti se v rdmci studia nekoneéné ¢tvercové sité
zameérili nejprve na S-pakovaci barveni pomoci nejvyse Sesti barev.

Tvrzeni 4.36 [17]. Necht Z* je nekonecnd étvercovd sit a S = (ay, as,...). Potom

2, prave tehdy, kdyz ay = as =1,

xs(Z%) = {

5, prave tehdy, kdyz ay = a5 = 2 nebo a; = 1,09 > 2 a a5 < 3.

Ddle neezistuje Zddnd sekvence S takovd, Ze xs(Z*) = 3 nebo xs(Z*) = 4.

Poznamenejme, Ze vyse uvedené tvrzeni v sobé zahrnuje tvrzeni pro ys(Z?) €
{2,3,4} a tvrzeni pro x5(Z?) = 5. Tato tvrzeni Goddard a Xu [17] uvedli a doké-
zali oddélené a zde byla spojena pro prehlednost.

Nasledujici tvrzeni charakterizuje sekvence, pro které je S-pakovaci chromatické
¢islo nekonecné ctvercové sité rovno Sesti.

Tvrzeni 4.37 [17]. Necht Z* je nekonecnd ctvercovd sit a S = (ay,as,...). Potom
Xs(Z?*) = 6 prdvé tehdy, kdyZ S = (2,2,2,2,3,3) nebo S = (1,2,2,2,4,4).

Uvazujme nyni sekvence S = (d,d,d,...),d € N. Pro tento typ sekvenci je jiz
zapotfebi pouzit vétsiho poctu barev. Poznamenejme jesté, ze sekvence S v tomto
tvaru predstavuji d-distancéni barveni.

Tvrzeni 4.38 [11]. Necht Z* je nekonecnd cétvercovd sit a S = (d,d,d,...). Potom

@) e li d liché,

72 = 2
e {(d2+§d+2), je-li d sudé.

Zamérme se nyni na sekvence S ve tvaru aritmetické posloupnosti. B. Martin, Rai-
mondi, Chen a J. Martin [26] stanovili s vyuzitim SAT-solveru dolni a horni hranici
S-pakovactho chromatického ¢isla nekone¢né ctvercové sité pro S = (1,2,3,...). Jde
tedy o pripad pakovaciho barveni.

Véta 4.39 [26]. Necht Z? je nekonecnd ctvercovd sit a S = (1,2,3,...). Potom 13 <

Nasledujici tvrzeni dava odpovéd na S-pakovaci chromaticka cisla pro zbylé sek-
vence S ve tvaru aritmetickych posloupnosti, tedy ruznych od (1,2,3,...).

Tvrzeni 4.40 [17]. Necht Z? je nekonecnd ctvercovd sit a S nekonstanini aritmetickd
posloupnost riznd od (1,2,3,...). Potom xs(Z*) = co.

Jak vyplyva z tvrzeni 4.40, uz pro S = (2, 3,4, ...) je prislusné S-pakovaci chroma-
tické ¢islo nekonecné. Goddard a Xu [17] si proto polozili otdzku, zda pridani urcitého
poctu barev typu 2 na zacatek sekvence S = (2,3,4,...) muze tento vysledek zlepsit.
Odpovéd nam dava nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 4.41 [17]. Necht Z* je nekonecnd ctvercovd sit. Potom

ie-li S = (2,2,3,4,5,...)
ZQ — 007 ]6 )y Sy Iy Ty Yy )
Xs(Z') { 7, je-li S =(2,2,2,2,3,4,5,...).

Ptidani jedné barvy typu 2 k sekvenci S = (2,3,4,...) konecnost S-pakovaciho
chromatického ¢isla neovlivni. Zména nastava az pridanim tii a vice barev tohoto typu.
Zda pridani dvou barev typu 2 vede také na konecné S-pakovaci chromatické ¢islo, neni
zatim znamo.

Zamérme se dale na nekonec¢nou trojihelnikovou sit. Uvedme opét nejprve definici
tohoto pojmu.

Definice 4.42. Mé&jme nekonefnou étvercovou sit Z2. Graf ziskany ze Z? piiddnim
v8ech hran typu {(z,2’), (z + 1,2’ — 1)} nazveme nekonecnou trojihelnikovou siti a
znacime jej T'.

Problematikou pakovaciho chromatického ¢isla nekonecné trojihelnikové sité se za-
byvali Finbow a Rall [13]. Jak uvadi nasledujici véta, na rozdil od ¢tvercové nekone¢né
sité je zde prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo nekonecné.

Véta 4.43 [13]. Necht T' je nekonecnd trojihelnikovd sit a S = (1,2,3,...). Potom
xs(T) = .

Jak vyplyva z vyse uvedené véty, pro libovolnou ostie rostouci sekvenci S je S-
pakovaci chromatické ¢islo nekonecné.

Nasledujici véta dava odpoved na hodnotu tohoto ¢isla v pripadé d-distan¢niho
barveni, tedy pro sekvence S = (d,d,d,...),d € N.

Véta 4.44 [27]. Necht T je nekonecnd trojihelnikovd sit a S = (d,d,d,...). Potom

() = [ @D = (502 jedid liche,
(d+1) = 4(§ +1), je-li d sudé.

Na zaver této podkapitoly uvedeme vybrané vysledky v oblasti S-pakovaciho bar-
veni nekonecné Sestitihelnikové sité, kdy opét zacneme jeji definici.

Definice 4.45. Nekonecny rovinny 3-regularni graf takovy, ze kazda jeho sténa je
Sestitthelnik, nazveme nekonecnou sestituhelnikovou siti a znacime jej H.

Uvazujme nejprve sekvence S ve tvaru (d,d,d,...),d € N. Tvrzeni, jehoz autory
jsou Jacko a Jendrol [20], je zde kvili prehlednosti rozdéleno do dvou, pro d liché a d
sudé. Dodejme jesté, ze pro sekvence tohoto tvaru jde o d-distancéni barveni.

Tvrzeni 4.46 [20]. Necht H je nekonecnd sestivhelnikovd sit, S = (d,d,d,...) a d je
liché. Potom xs(H) = [ 3(d+1)%] .
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Tvrzeni 4.47 [20]. Necht H je nekonecnd sestivhelnikovd sit, S = (d,d,d,...) a d je
sudé.

(1) Pokud d > 8, potom (2d* + 3d+2) < xs(H) <[ 2(d+3)*] .

(2) Pokud d < 8, potom

4,  je-lid=2,
xs(H) =1 11, je-li d =4,
20, je-li d = 6.

Tak jako u nekonecné ¢tvercové sité, i zde se dale zamérime na sekvence S ve tvaru
aritmetické posloupnosti. Uvazujme opét nejprve sekvenci S = (1,2,3,...).

Véta 4.48 [12, 21]. Necht H je nekonecnd Sestivhelnikovd sit a S = (1,2,3,...).
Potom xs(H) =T1.

Poznamenejme, Ze za dikazem vysSe uvedené véty stoji dveé skupiny autori. Nejprve
Fiala, Klavzar a Lidicky [12] nalezli obarveni nekonecné Sestitthelnikové sité pomoci
pouze 7 barev a stanovili tak horni hranici prislusného S-pakovaciho chromatického
¢isla. Nasledné Korze a Vesel [21] dokézali, Ze ¢islo 7 predstavuje zéroven i hranici
dolni.

Néasleduje ocekavané tvrzeni pro zbylé sekvence S tvaru aritmetickych posloup-
nosti. Toto tvrzeni, jehoz autory jsou Goddard a Xu [17], je zaroven poslednim této
podkapitoly.

Tvrzeni 4.49 [17]. Necht H je nekonecnd Sestivhelnikovd sit a S nekonstantni arit-
metickd posloupnost riznd od (1,2,3,...). Potom xs(H) = oc.

4.5 S-pakovaci barveni distancnich graft

Predposledni podkapitola tykajici se zpracovani vybranych znamych vysledkt v oblasti
S-pakovaciho barveni je vénovana S-pakovacimu barveni distan¢nich grafi. Zacnéme
definici této tiidy grafi.

Definice 4.50. Mé&jme mnozinu prirozenych ¢isel D = {t1, ..., }. Neorientovany graf
G s mnozinou vrcholi V(G) = Z a mnozinou hran H(G) = {{z,y} : |t —y| € D} se
nazyva distancni graf a piSeme G = G(Z, D).

Pro zkraceni zapisu pfeznacme G(Z, D) = G(Z,{t1, ..., tx}) jako G(t1, ..., t;). Na-
vic déle bez jmy na obecnosti uvazujme, ze t; < t;11,0=1,...,k — 1.

Zamérme se nejprve na distancni grafy G(ty,ts). Nasledujici tvrzeni je uzitecné
pro urceni pakovaciho chromatického cisla nesouvislych distanénich grafii. Dodejme, ze
distancni graf G(t1,t2) je souvisly pravé tehdy, kdyz ¢isla ¢; a to jsou nesoudélnd, tedy
ged(tq, ta) = 1.
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Tvrzeni 4.51 [10]. Necht G(ty,t2) je distancni graf, g = ged(ty,t2) a S = (1,2,3,...).
Potom xs(G(t1,12)) = XS(G<%; %))

Uvazujme nyni distancni grafy G(t,ty) takové, ze t; = 2 a ty > t; je liché. Jak
je uvedeno vyse, takové distancéni grafy jsou souvislé. V ramci shrnuti znamych vy-
sledktt S-pakovaciho barveni takovychto distanc¢nich grafi zminme nejprve sekvenci
S=1(1,1,1,...). Jde tedy o ptipustné vrcholové barveni.

Véta 4.52 [2]. Necht G(2,1s) je distancni graf, to > 3 je liché a S = (1,1,1,...).
Potom xs(G(2,t5)) = 3.

Souvislymi distanénimi grafy G(tq,t2), kde t; = 2, se zabyvali Bresar, Ferme a
Kamenicka [5]. Ti nejprve dokdzali hodnotu S-pakovaciho chromatického ¢isla této
tiidy grafu pro sekvenci S = (1,1,2,2,2,...).

Véta 4.53 [5]. Necht G(2,t,) je distancni graf, to > 3 je liché a S = (1,1,2,2,2,...).
Potom xs(G(2,t2)) = 4.

Nésledné urcili také hodnotu tohoto ¢isla pro sekvenci S = (1,2,2,2,...). Dodejme,
ze stale uvazujeme souvislé distancni grafy G(2,ts). Musi tedy platit, ze ts je liché.

Véta 4.54 [5]. Necht G(2,t3) je distancni graf, ty je liché a S = (1,2,2,2,...).
(1) Pokud ty > 3, potom xs(G(2,t2)) = 5.
(2) Pokud ty =3, potom xs(G(2,3)) = 6.

Poznamenejme, ze vysSe uvedena véta v sobé zahrnuje véty pro to = 3 a ty > 3,
které zde byly spojeny pro prehlednost.

V réamci S-pakovaciho barveni souvislych distanénich grafi G(2, t2) se Bresar, Ferme
a Kamenickd [5] zamérili i na barveni d-distancni, tedy na sekvence S = (d,d,d,...).
Nésledujici dvé véty udavaji dolni a horni mez prislusného S-pakovaciho chromatického
cisla.

Véta 4.55 [5]. Necht G(2,ts) je distancni graf, to > 3 je liché, S = (d,d,d,...) a
d > 25 Potom xs(G(2,12)) > 1+ to(d — 252).

Véta 4.56 [5]. Necht G(2,ts) je distancni graf, to > 3 je liché a S = (d,d,d,...).

Potom

1+d(d+1), je-li d < 2L

tad + S (=13 + 20+ 7), je-li d > 2.

(G < |
Polozime-li navic to = 3, spojenim vét 4.55 a 4.56 obdrzime nasledujici dusledek.

Disledek 4.57 [5]. Necht G(2,3) je distancni graf a S = (d,d,d,...). Je-li d > 2,
potom xs(G(2,3)) = 3d + 1.
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Déle zde uvedme nékteré presné hodnoty S-pakovacich chromatickych ¢isel, kde S
je stéle tvaru (d,d,d,...).

Véta 4.58 [5]. Necht G(2,t2) je distancni graf, to > 5 je liché a S = (d,d,d,...).

Je-li d >ty — 3, potom xs(G(2,12)) = 1 + to(d — 22).

Véta 4.59 [5]. Necht G(2,t5) je distancni graf, to je liché a S = (2,2,2,...).
(1) Pokud ty > 3, potom

5, je-lity =1,9 (mod 10),
G(2,t)) =
Xs(G(2,12)) { 6, je-lita =3,5,7 (mod 10).

(2) Pokud ty =3, potom xs(G(2,3)) =T.

Opustme nyni distancni grafy G(2,t3) a polozme t; = 1, pricemz D bude stale
dvouprvkovd mnozina. Dostdvame tak distancéni grafy G(1,¢s). Takovéto grafy jsou
diky volbé t; vzdy souvislé. Pro tuto tfidu distanc¢nich grafii zde uvedeme nejprve
vysledky pro S = (1,2,3,...), tedy vysledky z oblasti pakovaciho barveni.

Nésledujici véta, jejiz autorem je Togni [28], udava horni meze prislusného S-
pakovaciho chromatického ¢isla v zavislosti na hodnoté ts.

Tvrzeni 4.60 [28]. Necht G(1,t5) je distancni graf a S = (1,2,3,...). Potom

89, jelity=2l+1,1> 35,

40,  je-lity =20+ 1,1 > 223,
179, je-li to = 21,1 > 89,

81, jelity=2l,1> 224,

29, jelity=96l+1,1>1,

59, jelity=96l+1+=11>1.

xs(G(1,t2)) <

Stale uvazujme distancni grafy G(1,t;). Ekstein, Holub a Lidicky [9] urcili horni
meze S-pakovaciho chromatického ¢isla sekvence S = (1,2, 3, ...) pro velkd t5. Klicem k
urceni téchto mezi byla vhodn4 reprezentace distancniho grafu G(1,ts) jako nekonecné
spirdly s to poloptfimkami kolmymi na tuto spirdlu.

Véta 4.61 [9]. Necht G(1,ts) je distancni graf, ty > 575 je liché a S = (1,2,3,...).
Potom xs(G(1,t3)) < 35.

Véta 4.62 [9]. Necht G(1,t9) je distancni graf, to > 648 je sudé a S = (1,2,3,...).
Potom xs(G(1,t2)) < 56.

Poznamenejme, ze vyse uvedené véty 4.61 a 4.62 predstavuji ve skutecnosti jednu,
kterd zde byla rozdélena pro prehlednost.

V ramci distan¢nich grafi G(1,t2) zde uvedme jesté vysledek pro S = (2,2,2,...).
Takova sekvence S predstavuje d-distancéni barveni, kde d = 2.

24



S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi Petra Melicharova 2022

Véta 4.63 [2]. Necht G(1,ts) je distancni graf, to >3 a S = (2,2,2,...). Potom

5, je-lita = 2,3 (mod 5),
6, 7jinak.

w(6(1,0) = {

Dodejme, ze hodnota S-pakovaciho ¢isla pro distanéni graf G(1,2) bude uvedena
nize v ramci tvrzeni 4.67.

Déle se zaméfime na souvislé distanéni grafy G(ty,t3), kde ¢; a ¢y jsou libovolné
nesoudélnd cisla takova, ze t; < to. Nasledujici dvé véty, jejichz autory jsou Ekstein,
Holub a Togni [10], udavaji horni a dolni meze S-pakovaciho chromatického ¢isla pro
S =1(1,2,3,...). Opét se tedy vénujeme pakovacimu barveni.

Véta 4.64 [10]. Necht G(t1,t2) je distancni graf, ti,ts nesoudélnd prirozend cisla a
S=1(1,2,3,...). Potom

30, je-lity liché a ty > 825 liché,
Xs(G(t1,t2)) << 56, je-lity liché a ty > 898 sudé,
56, je-li t; sudé a ty > 923 liché.

Véta 4.65 [10]. Necht G(ty,t2) je souwvisly distancni graf, to > 9 a S = (1,2,3,...).
Potom xs(G(t1,t2)) > 12.

Poznamejme jesté, ze vysSe uvedena véta 4.64 vznikla spojenim tfi pro jednotlivé
horni meze S-pakovaciho chromatického ¢isla.

Uvazujme nyni zcela obecné distanéni grafy G(ty, ..., tx) asekvenci S = (1,1,1,...).
Sekvence S v tomto tvaru predstavuje pripustné vrcholové barveni. Barveni distanc¢nich
grafii pomoci této sekvence S je intenzivné zkoumano a je zde znamo mnoho vysledki.
Jejich souhrn Ize nalézt napiiklad v diplomové préci J. Hofmana [19]. V této praci uve-
deme pouze vétu udavajici obecnou horni mez prislusného S-pakovaciho chromatického
cisla.

Véta 4.66 [30]. Pro kaZdou konecnou mnozinu D = {t1,... tx} aproS =(1,1,1,...)
plati, Ze distancni graf G(ty, ..., tx) md xs(G(t1,...,tx)) < |D|+ 1.

Tedy, pokud mnozina D obsahuje nejvyse 2 prvky, lze diky vyse uvedenym vysled-
kiim snadno ur¢it mozné hodnoty chromatického ¢isla distanéniho grafu G(D). Pro
takovy distancni graf G(D) je prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo rovno 2, pokud
|D| = 1 nebo pokud jsou ¢y, t5 lichd a graf je tak bipartitni. Pro ostatni pripady je toto
¢islo rovno 3, nebot graf obsahuje kruznici liché délky.

Na zavér této podkapitoly se zamérme na 2-distanc¢ni barveni vybranych ttid distanc-
nich grafi ve specidlnim tvaru. Poznamenejme, Ze toto 2-distan¢ni barveni lze opét
zobecnit jako barveni S-pakovaci pomoci sekvence S ve tvaru (2,2,2,...). Néasledu-
jici tvrzeni udava hodnotu prislusného S-pakovaciho chromatického ¢isla pro distancéni
grafy G(1,...,k). Tedy t; =i,i =1,... k.
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Tvrzeni 4.67 [2]. Necht G(1,...,k) je distancni graf, k > 2 a S = (2,2,2,...). Potom
Xs(G(L, ... k) =2k +1=A(GQ,.... k) + 1.

Déle uvazujme distanéni grafy G(1,ts,t2+ 1), kde to > 3. Poznamenejme, ze piipa-
dem ty = 2 se zabyvalo tvrzeni 4.67. Jak uvadi nadchazejici véta, pro to = 2,4 (mod 7)
lze prislusny distancéni graf obarvit pomoci 7 barev typu 2.

Véta 4.68 [2]. Necht G(1,ta,t2+1) je distancni graf, ta >3 a S = (2,2,2,...). Potom
XS(G<17 tg, tg + 1)) =7= A(G(l,tg, tg + 1)) +1

prave tehdy, kdyz ts = 2,4 (mod 7).

Nasleduje véta pro obecnou horni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla této tiidy
grafu. Pfipomenme, Ze stale uvazujeme S = (2,2,2,...).

Véta 4.69 [2]. Necht G(1,ta,t2+1) je distancni graf, ta >3 a S = (2,2,2,...). Potom
Xs(G(1,ta,ta + 1)) <9 =A(G(1,ta,t2+ 1)) + 3.

Spojenim vét 4.68 a 4.69 pak dostavame vysledné rozmezi tohoto ¢isla.

Disledek 4.70 [2]. Necht G(1,ta,ty + 1) je distancni graf, to > 3, to # 2,4 (mod 7)
aS=1(222,...). Potom

8 < xs(G(L, ta, s +1)) < 0.

V ramci analyzy sekvenci S = (2,2,2,...) zde zdvérem uvedme znamé vysledky pro
distancni grafy G(1,..., 0 tx),l > 2,1 < tx. Tedy t; = i,i = 1,..., k—1. Poznamenejme,
ze pripad t; = [ + 1 je jiz zahrnut v tvrzeni 4.67.

Véta 4.71 [2]. Nechtl e N,1 > 2, G(1,...,l,t) je distancni graf a S = (2,2,2,...).
Potom
Xs(G, o L b)) =204+ 3 = A(G(, ..., L)) + 1

prave tehdy, kdyz ty =1+ 1,1+ 2 (mod 21 + 3).

Opét nasleduje véta udavajici obecnou horni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla
této tridy grafi.

Véta 4.72 [2]. Nechtl e N, > 2, G(1,...,1,t) je distancni graf a S = (2,2,2,...).
Potom

Posledni vysledek této podkapitoly obdrzime spojenim vét 4.71 a 4.72.
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Disledek 4.73 [2]. Nechtl € N, > 2, G(1,...,1,tx) je distancni graf, t, Z1+ 1,1+
2 (mod 2l +3) a S=(2,2,2,...). Potom

2044 < xs(G(1,....Lty)) <4l +2.

4.6 S-pakovaci barveni cirkulantt

Zéavérem kapitoly 4 vénujme pozornost S-pakovacimu barveni cirkulantt.

Definice 4.74. Méjme piirozené ¢islo n a mnozinu prirozenych ¢isel D = {¢,... tx}
takovou, ze plati t; < n,i =1,..., k. Neorientovany graf G' s mnozinou vrcholu V(G) =

{1,2,...,n} a mnozinou hran H(G) = {{z,y} : |z —y| =t; (mod n),i =1,...,k} se
nazyva cirkulant a piseme G = C,(t1,...,tx) = Cp(D).
Prvky mnoziny D = {t;, ...t} pak nazveme generétory a ¢islo k dimenzi cirkulantu

G.

Poznamenejme, ze mnozina hran je zde definovana stejnym zptisobem, jako u distanc-
nich grafti definovanych vyse. Na rozdil od distan¢nich grafii jsou vsSak cirkulanty ko-
necné. Obdobné jako v predchozi podkapitole 4.5, i zde bez jjmy na obecnosti uva-
zujme, ze t; < t;i 1,0 =1,...,k— 1.

Nize uvedené tvrzeni udava podminku pro souvislost téchto grafii.

Tvrzeni 4.75 [3, 29]. Necht C,,(t1,...,tx) je cirkulant. Potom C,(ty,... 1) je sou-
visly prave tehdy, kdyz ged(ty, ... tg,n) = 1.

Pro sekvence S = (1,1, as, ...) je klicové, zda je barveny graf bipartitni. Podminku
pro bipartitnost cirkulanti dokédzal v roce 2003 Heuberger [18].

Véta 4.76 [18]. Necht C,(t1,...,tx) je souvisly cirkulant. Potom C,(ty,...,t;) je
bipartitni prave tehdy, kdyZ ti, ...ty jsou lichd a n je sudé.

Heuberger [18] se déle zabyval pripustnym vrcholovym barvenim cirkulanti, tedy
sekvencemi S ve tvaru (1,1, 1,...). Nejprve se zaméril na cirkulanty, kde D tvori pouze
jednoprvkovou mnozinu, tedy D = {t;}.

Véta 4.77 [18]. Necht C,(t1) je souvisly cirkulant a S = (1,1,1,...). Potom

2, je-lin sudé,

WGt - {

3, je-lin liché.

Nyni se zaméfime na cirkulanty C,,(t1,1s), kde D = {t1,t3}. Specidlnimu pripadu
téchto cirkulantt bude nasledné vénovana i kapitola 5 tykajici se vlastnich vysledkai.
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Véta 4.78 [18]. Necht C,,(t1,t2) je souvisly cirkulant a S = (1,1,1,...). Potom

2, jsou-li ty,ts lichd an je sudé,

4, je-lin#5,31n a (to = £2t; (mod n) nebo t; = £2t5 (mod n)),
Xs(Cu(ti,ta)) = 4 4, je-lin =13 a (to = £5t; (mod 13) nebo t; = £5t5 (mod 13)),

5, je-lin=2>5,

3, jinak.

Poznamenejme, ze v pripadé, kdy t1, ts jsou licha a n je sudé, je prislusny cirkulant
Ch(t1,t9) bipartitni, jak udava véta 4.76, coz implikuje jeho (1, 1)-obarvitelnost.

Polozme nyni ¢t; = 1. Heuberger [18] se v ramci S-pakovaciho barveni cirkulanti
pro S = (1,1,1,...) zaméfil také na specidlni pripad cirkulanti C,(1,ts), kde t3 a n
jsou nesoudélna cisla. Nasleduje série tii tvrzeni charakterizujici hodnoty n a t,, pro
které je prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo rovno 3.

Tvrzeni 4.79 [18]. Necht Cy,(1,t5) je cirkulant, n je liché, to € {2,%5*} a ged(n, ty) =
1. Potom C,(1,ts) je (1,1, 1)-obarvitelny prdvé tehdy, kdyz 3 | n.

Tvrzeni 4.80 [18]. Necht C,(1,t2) je cirkulant, n je liché, max{2, %52} < t, < 232
a ged(n,ty) = 1. Potom C,(1,ts) je (1,1, 1)-obarvitelny pravé tehdy, kdyz (n,ts) #
(13,5).

Tvrzeni 4.81 [18]. Necht C,(1,ts) je cirkulant, n je liché, 3 <ty < 5% a ged(n, ty) =
1. Potom C,(1,ts) je (1,1, 1)-obarvitelny.

Zustanme stéle u cirkulantu C,,(t1,t3), ovsem polozme nyni ¢; = 2. Témito cirku-
lanty se zabyvali také vySe zminén{ Bresar, Ferme a Kamenicka [5]. Ti navic bez Gjmy na
obecnosti predpokladali, ze n > 2t,. Nejprve se zamérili na sekvenci S = (1,1,1,...),
tedy na ptipustné vrcholové barveni. Pro ditkaz nasledujictho tvrzeni vyuzili periodické
barveni délky to + 2.

Pripomenme, Ze periodickym barvenim rozumime takové barveni, kde existuje p €
Z takové, ze vrchol x obarven stejnou barvou jako vrchol z + p pro vSechny x €
V(Cy(t1,t2)) C N. V tomto pripadé tedy p = to + 2.

Tvrzeni 4.82 [5]. Necht C,,(2,t2) je cirkulant, to > 3 je liché, n = (ty + 2)m, m €
N\ {1} a S=(1,1,1,...). Potom xs(Cy(2,t3)) = 3.

Poznamenejme, ze predpoklad n je nasobkem t; + 2, je nezbytny pro vyuziti perio-
dického vzoru této délky.

Pozménény periodicky vzor, ovsem stale délky t, + 2, byl vyuzit pro dikaz na-
sledujiciho disledku udéavajictho hodnotu S-pakovactho chromatického ¢isla pro S =
(1,1,2,2,2,...). Hodnota tohoto ¢isla je dusledkem véty 4.53 uvedené v predchozi
podkapitole S-pakovaci barveni distanc¢nich grafi.
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Disledek 4.83 [5]. Necht C,,(2,t2) je cirkulant, to > 3 je liché, n = 2(ta+2)m,m € N
aS=(1,1,2,2,2,...). Potom xs(Cp(2,t3)) = 4.

Bresar, Ferme a Kamenicka [5] se v rdmci cirkulanti C),(2,t2) dale zamérili na
S =(1,2,2,2,...). Nize uvedeny dusledek vyplyva z véty 4.54, v jejimz dikazu byl
vyuzit periodicky vzor délky 25.

Disledek 4.84 [5]. Necht C,,(2,3) je cirkulant, n = 25m,m € Na S = (1,2,2,2,...).
Potom xs(Cr(2,3)) = 6.

I dalsi dusledek vychéazi z véty 4.54. Dodejme, ze stale uvazujeme sekvenci S =
(1,2,2,2,...).

Disledek 4.85 [5]. Necht C,(2,t5) je cirkulant, to > 5 je liché, a S = (1,2,2,2,...).
Nastane-li jedna z nasledujich moznosti:

(1) ta=5an=14m,m e N,

(2) ta=4l— 1,1 € N, 31ty an=06m > 2t;,m €N,

(3) ta=4l—1,1 €N, 3|ty an=2(4 —3)m,m e N\ {1},
potom xs(Cr(2,t2)) = 5.

Na zaver této podkapitoly uvedme jesté nékolik dusledkt tykajicich se barveni cir-
kulantu C,,(2, t5) pomoci sekvenci S tvaru (d, d, d, . ..). Jak uz bylo mnohokrat uvedeno
vyse, jde o pripad d-distan¢niho barveni. Nasledujici dusledek opét vychazi z vysledkii
pro distanc¢ni grafy, tentokrat z dusledku 4.57.

Disledek 4.86 [5]. Necht C,(2,3) je cirkulant, d > 2, n = (3d + 1)m,m € N a
S =(d,d,d,...). Potom xs(Cpn(2,3)) = 3d + 1.

Druhy disledek vyplyva z véty 4.58.

Disledek 4.87 [5]. Necht C,(2,t2) je cirkulant, to > 5 je liché, d > to — 3, n =
(I+ta(d—22))m,m e Na S = (d,d,d,...). Potom xs(Cpn(2,12)) = (1+t2(d—252)).

Posledni vysledek této podkapitoly urcuje mozné hodnoty S-pakovaciho chromatic-
kého ¢isla pro S = (2,2,2,...), tedy d = 2. Tento dusledek obdrzime spojenim véty
4.59 a dusledku 4.86.

Diusledek 4.88 [5]. Necht C,(2,ts) je cirkulant, to > 5 je liché a S = (2,2,2,...).
Potom

5, je-lity=1,9 (mod 10) a n = 5m > 4t,
Xs(Cn(2,t3)) =< 6, je-lity € {5,7,13} an = 6m > 4t,,
6, je-lity =3,5,7 (mod 10),t, > 15 a n = sm > 4t,,

kde s = 5p+6l,1 < 5,to+1 =ba+lap=a—1, m €N, pe N. Navic, xs(Cr(2,3)) =17,
pokud n = Tm.
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Zavérem poznamenejme, ze vSechny dusledky uvedené v této podkapitole vychazi
z vet ¢i dusledkt pro distancni grafy, jimz je vénovana predchéazejici podkapitola 4.5.
Bresar, Ferme a Kamenickd [5], ktefi stoji za zde uvedenymi vysledky z oblasti S-
pakovactho barveni jak distanc¢nich grafi G(2,t.), tak i cirkulantt C,(2, t2) zde vyuzili
jejich podobnosti.
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5 Vlastni vysledky v oblasti S-pakovaciho
barveni cirkulantia Cy(1,1)

Tako kapitola je vénovana S-pakovacimu barveni specialni t¥idy cirkulanta C,, (¢, t2)
takovych, ze t; = 1, to > 1 a n = 2t,. Pro zkraceni zapisu oznacme ty jako t. Na
obrazku 5.1 niZze je znazornén cirkulant Ci(1,5). Poznamenejme, ze ¢isla 1 az 10 zde
predstavuji ocislovani vrcholi.

Obrazek 5.1: cirkulant Cio(1,5)

V této kapitole se zamérime na urceni hodnot S-pakovaciho chromatického cisla
pro sekvence S ve tvaru (1,1,2,2,2,...), (1,2,2,2,...) a (2,2,2,...). Jesté, nez pre-
jdeme k samotnému barveni cirkulantt Cy(1,¢) pomoci téchto tii sekvenci, uvedme
zde zavedené pojmy a znaceni, které v této kapitole budeme nasledné vyuzivat.

Pojmem vnéjsi kruznice zde oznacujeme kruznici Cor = ({1,...,2t}, {{i,i + 1},i =
L...,2t —1}U{{2t,1}}).

Pro nalezeni mozného S-pakovaciho barveni je potieba znat vzdalenosti mezi jed-
notlivymi vrcholy. Konkrétné u cirkulantu Cy(1,t) pro kazdé i,5 € V(Cq(1,1)) plati:

distey, (1,4 (7, 7) = min{distey, (7, 7); 1 + diste,, (4 + ¢ (mod 2t), 7)},

kde diste,, (4, j) zna¢i vzdalenost vrcholu 4, 7 na vnéjsi kruznici Cy.

Uvazujme nyni obarveni ¢ vrcholii grafu Cy(1,t). Pokud c(i) (mod k) = 0, kde
i € V(Cyu(1,t) a k = xs(Cy(1,1)), potom polozime ¢(i) = k. Déle i (mod 2t) = 0,
kde i € V(Cy(1,t)), znamend i = 2t.

V ramci S-pakovaciho barveni zde budeme vyuzivat také periodické barveni, respek-
tive peridicky vzor. Pripomenme, ze pojmem periodické barveni oznacujeme barveni,
pro které existuje p € Z takové, ze vrcholy ¢ a 2 4+ p jsou obarveny stejnou barvou
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pro vSechna i € V(Cy(1,t)). Takovéto obarveni lze vhodné zapsat pomoci zminéného
periodického vzoru uvedeného v hranatych zavorkach. Pokud se v rdamci tohoto vzoru
néktery tsek r-krat opakuje, piseme zde zkrdcené (...)". Napriklad periodicky vzor
[(1,2),(3,4)?] tak znamend ...,1,2,3,4,3,4,3,4,1,2,3,4,3,4,3,4,1,2,....

5.1 Sekvence S = (1,1,2,2,2,...)

V ramci této podkapitoly se zamérime na barveni cirkulantt Cy(1,t) pomoci sekvence
S ve tvaru (1,1,2,2,2,...). Pro tuto sekvenci je klicové, zda je barveny graf bipartitni.
Podminku pro bipartitnost této tiidy cirkulantt udava nasledujici véta. Poznamenejme,
ze tato véta je specidlnim pripadem véty 4.76, jejiz autorem je Heuberger [18]. Byla
vsak dokazana nezavisle a je zde tak uveden i jeji ditkaz.

Véta 5.1. Necht Cyi(1,1t) je cirkulant at > 2. Potom Cy(1,t) je bipartitni prdvé tehdy,
kdyz t je liché.

Diikaz. Véta je ve tvaru ekvivalence, dokazeme tedy postupné obé implikace.

= Zvolme obarveni ¢ vrcholu grafu Cy(1,t) takové, Ze pro kazdé i € V(Cy(1,1))
plati:
_ 1, je-li 7 liché,
(i) = { 2, je-li ¢ sudé.

Ukazeme, zZe ¢ je pripustné. Uvazujme libovolny vrchol x € V/(Cy(1,¢)). Vrchol =
sousedi s vrcholy y = (z—1)(mod 2t), z = (x4 1)(mod 2t) a w = (z+1t)(mod 2t)
Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze c(x) = 1, tedy x je liché. Z definice
obarveni ¢ snadno zjistime, ze ¢(y) = ¢(z) = 2 # c(z). Zbyva tedy provéfit barvu
vrcholu w. Jelikoz x it jsou lichd, w = (x + t)(mod 2t) je sudé a je mu proto
z definice obarveni ¢ pfifazena barva 2. Zadné dva sousedni vrcholy tak nemayji
stejnou barvu a obarveni ¢ je pripustné. Toto nam nasledné implikuje bipartitnost
cirkulantu Cy(1,1).

< Sporem predpoklddejme, ze graf Cy(1, 1) je bipartitni a ¢ je sudé. V grafu Co(1,t)
tak existuje licha kruznice dana sekvenci vrcholt 1,...,t,¢t + 1,1, coz je spor s
jeho bipartitnosti. [

Nyni se jiz zamérime na presné hodnoty S-pakovactho ¢isla cirkulantt Cy(1,¢). Jak
se dalo ocekavat, dostavame zde dvé mozné hodnoty tohoto ¢isla v zavislosti na tom,
zda je barveny cirkulant biparitni ¢i nikoliv. Dikaz nize uvedené véty plyne primo z
véty 5.1.

Véta 5.2. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 2 a S = (1,1,2,2,2,...). Je-li t liché,
potom xs(Co(1,1)) = 2.
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Diikaz. 7, véty 5.1 dostavame, ze t liché implikuje bipartitnost cirkulantu Cy(1,?) a
nésledné i (1, 1)-obarvitelnost tohoto grafu. |

Neni-li cirkulant Cy(1,t) bipartitni, je prislusné S-pakovaci chromatické ¢islo vétsi
nez 2. Jak uvadi hned dalsi véta, pro t sudé je toto cislo kvili tvaru sekvence S rovno
4.

Véta 5.3. Necht Cyi(1,1) je cirkulant, t > 2 a S =(1,1,2,2,2,...). Je-li t sudé, potom
XS(CQt(l,t)) =4.

Diikaz. V prvni ¢asti dukazu se zamérime na dolni mez xg(Co(1,t)) a ukdzeme, ze
Xs(G) > 3. Sporem predpokladejme, ze xs(G) < 3. Uvazujme tedy obarveni ¢, vrcholi
grafu Cy(1,t) pomoci tif barev a vrchol € V(Cy(1,t)) takovy, ze co(x) = 3. Takovyto
vrchol v grafu Cy(1,¢) musi existovat. Vrchol z sousedi s vrcholy y = (z — 1)(mod 2t),
z = (z+1)(mod 2t) a w = (x + t)(mod 2t). Zamérme se nyni na vrcholy y a z.

Necht cy(y) # ca(2). Bez ijmy na obecnosti ca(y) = 1 a ¢y(2) = 2. Potom nutné
cz((y + t)(mod Zt)) =2a cz<(z + t)(mod 2t)) = 1. Poznamenejme, Ze barvu 3
dostat nemohou, nebot tato barva je uz typu 2 a diste,, (2, (v + t)(mod 2t)) =
distey, (1, (2, (24t)(mod 2t)) = 2. Jelikoz vrchol w sousedi s vrcholy z, ((y+1t)(mod 2t))
a ((z+t)(mod 2t)), nemuze byt obarven zZadnou ze t¥i barev, coz je ve sporu s obarvenim
co. Pro kazdy vrchol x takovy, ze co(z) = 3, tak musi platit cy(y) = cao(2).

Protoze v grafu Cy(1,t) existuje vrchol x obarveny barvou 3, lze bez Gjmy na
obecnosti polozit x = 2t. Potom vrcholy 1 az t lze obarvit nasledovné:

, 1 pro ¢ liché,
co(i) =

2 pro i sudé,

kde i = 1,...,t. Poznamenejme, ze prebarveni libovolného vrcholu v tomto tseku
barvou 3 nemitze ovlivnit obarveni ostatnich. Zaméfme se na vrchol (¢t + 1). Vime, ze
co(t + 1) # 1, jelikoz co(1) = 1 a vrcholy 1 a (¢ + 1) jsou spojeny hranou. Dodejme,
ze vrchol 1 nemtizeme prebarvit barvou 3, nebot je spojen hranou s vrcholem 2¢. Déle,
co(t + 1) # 2. Pro ¢ sudé totiz dostavame co(t) = 2 a mezi vrcholy ¢ a (t + 1) taktéz
vede hrana. Opét, ani vrchol ¢ nemtzeme prebarvit barvou 3, nebof jde opét o sousedni
vrchol vrcholu 2. Zaroven vsak co(t + 1) # 3, protoZe tato barva je uz typu 2 a
distey,,(1,0)(t+1,2t) = 2. Graf Cy(1,t) tak nelze obarvit tfemi barvami a xg(Ca(1,t)) >
3.

Nyni prejdéme ke druhé ¢asti dikazu, kde se zamérime na horni mez xg(Ca(1,1))
a ukazeme, ze xs(Ca(1,t)) < 4. Definujme proto obarveni ¢; vrcholi grafu Cy(1,t) po
fadé sekvenci
(1.2)F,(1,3), 2, 1), (2.4)]

zacinajici ve vrcholu 1. Ukazeme, ze ¢; je (1,1,2,2)-pakovaci barveni. Uvazujme li-
bovolny vrchol = € V(Cy%(1,t)). Vrchol = sousedi s vrcholy y = (x — 1)(mod 2t),
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z= (x4 1)(mod 2t) a w = (z + t)(mod 2t).

Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze ¢;(x) = 1. Poznamenejme, Ze pro ¢;(z) =
2 by byl postup analogicky, pouze zaménime barvy 1 a 2. Z definice obarveni c¢; totiz
dostavame, ze ci(x) = 1 prave tehdy, kdyz ¢;(x + t) = 2. Navic, barvy 3 i 4 se v grafu
vyskytuji pouze jednou a nemd tak smysl uvazovat ptipad c;(z) € {3,4}. Z definice
obarveni ¢; snadno zjistime, ze ¢i(y) # c¢1(z) a zdroven c;(z) # ci(x). Zbyva tedy
proverit barvu vrcholu w. Uvazujeme dvé mozné situace.

1. Necht je x < t. JelikoZ ¢;(z) = 1, z definice obarveni ¢; dostavame, ze x je liché.
Zaroven t je sudé, tedy w = (z + t)(mod 2t) je liché. Pro tuto volbu z je ovSem
w >t a je mu tak obarvenim c; prirazena barva 2.

2. Necht je x > t. Z definice obarveni ¢; tentokrat dostavame, ze x je sudé. Vrchol
w = (z+t)(mod 2t) je tak v tomto pripadé také sudy. Opét, pro tuto volbu x je
w < t a je mu tak obarvenim c¢; prirazena barva 2.

Zadné dva sousedni vrcholy tak nemaji stejnou barvu, obarveni ¢; je (1,1,2,2)-
pakovaci barveni a xg(Cy(1,1)) < 4.

Celkové tak obdrzime ys(Ca(1,1)) = 4. u

5.2 Sekvence S = (1,2,2,2,...)

Dalsi podkapitola je vénovana sekvenci S = (1,2,2,2,...). Jelikoz jsou cirkulanty
Co(1,t) diky volbé |V(Co(1,t))| = 2t kubické, dostavdame nésledujici obecnou dolni
mez prislusného S-pakovaciho chromatického cisla.

Tvrzeni 5.4. Necht G je kubicky graf a S = (1,2,2,2,...). Potom xs(G) > 4.

Diikaz. Uvazujme libovolny vrchol = € V(G) takovy, Ze je obarven barvou 1. Takovyto
vrchol v grafu G musi existovat. Graf G je kubicky, tedy x mé tfi sousedni vrcholy.
Ziejmé, kazdy z téchto ¢tyf vrchold musi mit jinou barvu, tedy xs(G) > 4. [ |

Nésleduje série ¢tyr tvrzeni udavajici horni mez S-pakovaciho chromatického ¢isla.
Poznamenejme, ze prestoze jsou vsechny horni meze rovné ¢tyrem, nalezeni prislusného
obarveni pomoci ¢tyT barev se lisi v zavislosti na zbytku po celoc¢iselném déleni ¢ ¢tyrmi.
Jak je uvedeno v diikazu nasledujici véty, v piipadé t = 2 (mod 4) je |V (Cy(1,t))| = 2t
nasobkem 4 a obarveni pomoci ¢tyr barev lze tak jednoduse realizovat periodickym
vzorem |[1,2,3,4].

Tvrzeni 5.5. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 2 a S = (1,2,2,2,...). Je-li t =
2 (mod 4), potom xs(Ca(1,t)) < 4.
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Diikaz. Definujme obarveni ¢ vrcholi grafu Cy (1, ¢) pomoci periodického vzoru [1, 2, 3, 4]
zacinajiciho ve vrcholu 1. Pro kazdé i € V(Cy(1,t)) tak plati

c(i) :== 1 (mod 4).

Protoze t je sudé, je |V (Cq(1,t))| = 2t ndsobkem 4, tedy c(2t) = 4. Dokazeme, Ze ¢ je
(1,2,2,2)-pakovaci barveni.

Je-li t = 2, je Oy(1,t) = Ky, tedy kazdy vrchol ma jinou barvu a navrhované
obarveni ¢ je pro toto t (1,2, 2, 2)-pakovaci barveni.

Predpokladejme tedy, ze ¢ > 6, a uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy(1,t)) obar-
vené stejnou barvou. Pokud diste,, 1.4 (2, y) = diste,, (2, y), potom je vzdalenost téchto
vrcholll nasobkem 4, tedy vzdy vétsi nez 2, jak snadno zjistime z definice obarveni c.

Necht tedy distey, 1. (2,y) = 1+diste,, ((x+1t) (mod 2t),y). Misto t = 2 (mod 4) lze
ekvivalentné psat ¢t = 4k + 2,k € N. Déle, z predpisu pro obarveni ¢ dostavame c(x) =
clx+4)=---=c((zr+4k) (mod 2t)). Dosadime-li do tohoto vztahu za 4k, obdrzime
c(z) = c¢((x+t—2) (mod 2t)). Pro vrchol (z+1¢) (mod 2t) pak plati c((z+¢) (mod 2t)) =
(c(x) + 2)(mod 4). Z definice obarveni ¢ tak diste,, ((x + t) (mod 2t),y) > 2. Tedy
distcy, (1,4 (2, ) > 2 a navrhované obarveni ¢ je (1,2, 2, 2)-pakovaci barveni. [

Prot =1 (mod 4), kde t > 9, dostavame |V (Cq(1,1))| = 41+ 2,1 € N a periodicky
vzor [1,2,3,4] tak nelze pouzit. Za¢neme-li totiz s timto vzorem bez jmy na obecnosti
ve vrcholu 1, pro t = 1 (mod 4) bychom méli vrchol (¢ + 1) obarvit barvou 2, coz
ale nelze, jelikoz diste,,14)((t 4+ 1),2) = 2 a barva 2 je uz typu 2. Myslenka proto
byla prolozit periodicky vzor [1, 2, 3,4] tak, aby vrchol (¢t + 1) dostal barvu 3 a zaroven
vrchol 2t byl obarven barvou 4 (jinak bychom opét narazili na nedostatecné vzdalenosti
mezi vrcholy obarvenych stejnou barvou). Pro S = (1,2,2,2,...) bylo vyuzito tvaru
této sekvence a periodicky vzor byl tak prokldadan barvou 1. Vysledny tvar obarveni je
popsan v dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 5.6. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 9 a S = (1,2,2,2,...). Je-li t =
1 (mod 4), potom xs(Cx(1,t)) < 4.

Diikaz. Uvazujme nejprve t € {9, 13}. Pomoci programu byla nalezena obarveni cirku-
lanta C15(1,9) a Cas(1, 13) zndzornénd v tomto potradi na obrazcich 5.2 a 5.3.
Necht tedy ¢ > 17. Definujme obarven{ ¢ vrcholi grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

[(1,2,1,3,4)%,(1,2,3,4) %, (1,2,3,1,4)%,(1,2,3,4) 7 ]

zacinajici ve vrcholu 1. Ukdzeme, Ze toto obarveni je (1, 2,2, 2)-pakovaci barveni grafu
Co(1,1).

Uvazujme proto dva vrcholy x,y € V(Cx(1,t)) obarvené stejnou barvou. Pokud
distey, (1,0 (2, y) = distey, (2,y), potom diste,, 1, (z,y) > 2 pro c(z) = c(y) = 1 a
distey, (1,6 (2, y) > 4 jinak.
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Obrazek 5.3: (1, 2,2, 2)-obarveni grafu Cys(1,13)

3

Necht tedy distey, (1,4 (x,y) = 1+diste,, ((x +1) (mod 2t),y). Obarveni ¢ lze vhodné

rozepsat do dvou tad tak, ze prvni fada bude obsahovat barvy pritazené vrcholim 1 az
t—17

4 7(172)7

a druhd bude zahrnovat barvy prifazené vrcholim (¢ + 1) az 2t, tedy zbyvajici tsek
t—13

sekvence (3,1,4),(1,2,3,1,4)?,(1,2,3,4) = .

t, tedy bude predstavovat rozepsany tsek sekvence (1,2,1,3,4)%, (1,2,3,4)

12134121341213412341234...12
31412314123141234123412...34

Diky tomuto rozepsani jsou pod sebou barvy protilehlych (tj. sousednich) vrcholi.
Aby ¢ bylo (1,2, 2, 2)-pakovaci barveni, musi soucasné platit

(i) # i +1),
ci) #1=cli) #cli+t£1),
cli+t)#1=clit]l)#cli+1),
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kdei=1,...,t.
Z rozepsaného obarveni ¢ vidime, ze ¢(i) a c(i + t) se vzdy lisi o 1, 0 2 nebo o 3,
tedy c(i) # (i + t). Probereme postupné vsechny ptipady.

1. Necht |c(i) — ¢(i + t)| = 1. Jak je zfejmé z rozepsaného obarveni ¢, toto nastava
pro i € {2,7,12}, kdy ¢(i) = 2. Dostévame

cli+t) =1,
cli+t—1)=3,
cli+t+1)=4

Plati tedy c(i) # c(i +t £ 1). Poznamenejme, ze nerovnost c(i + 1) # c(i + t)
ovéfovat nemusime, jelikoz c(i +¢) = 1 a tato barva je typu 1.

2. Necht |c(i) — c(i + t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c¢(i) # c(i +t+ 1) a
clitl) #c(i+t).

3. Necht |c(i) — ¢(i + t)| = 3. Opét z rozepsaného obarveni ¢ snadno zjistime, ze
tento pripad nastava pro i € {3,8,13}, kdy ¢(i) = 1. Ziskdvame

cli+t) =4,
c(i—1) =2,
ci+1)=3.

Plati proto c(i £ 1) # (i + t).

Ukézali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy obarvené barvou 1 nejsou sousedni, a ze
libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti 2 obarvené barvou typu 2 maji rizné
barvy. Tedy distey, 1, (2, y) = 1+diste,, ((x+1t) (mod 2t),y) > 1 proc(z) =c(y) =1a
distey, (1,0 (2, y) = 1+distey, ((x+1t) (mod 2t),y) > 2 jinak. Obarveni ¢ je tak (1,2, 2, 2)-
pakovaci barveni. [ |

Obdobné postupujeme i pro t = 0 (mod 4), kde t > 8, a pro t = 3 (mod 4). Opét
periodicky vzor [1,2,3,4] nelze pouzit a je tfeba jej vhodné prolozit barvou 1 tak,
abychom dostali (1,2,2,2)-pakovaci barveni. Z tohoto divodu jsou i dukazy tvrzeni
5.7 a 5.8 analogické s diikazem vyse uvedeného tvrzeni 5.6.

Tvrzeni 5.7. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 8 a S = (1,2,2,2,...). Je-li t =
0 (mod 4), potom xs(Ca(1,1)) < 4.

Diikaz. Uvazujme nejprve t = 8. Pomoci programu bylo nalezeno nasledujici obarveni
cirkulantu C4(1,8) (obrazek 5.4).
Necht tedy t > 12. Definujme obarveni ¢ vrcholu grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

t—12
4

[(1,2,1,3,4)%,(1,2,3,4) 7, (1,2,3,1,4)% (1,2,3,4) 7 |

37



S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi Petra Melicharova 2022

Obrazek 5.4: (1,2,2,2)-obarveni grafu C4(1,8)

zacCinajici ve vrcholu 1. Dokazeme, Ze toto obarveni je (1,2, 2, 2)-pakovaci barveni grafu
Cou(1,1).

Uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy%(1,t)) obarvené stejnou barvou. Jak plyne z
definice obarveni ¢, pokud distey, (1, (,y) = distey, (2, y), potom distey, (1,4 (z,y) > 2
pro c(z) = c(y) = 1 a diste,, 1.0 (2,y) > 4 jinak.

Necht tedy distey,(1,)(z,y) = 1+diste,, ((x+1t) (mod 2t),y). Obarveni ¢ lze vhodné
rozepsat do dvou Tad tak, ze prvni rada bude zahrnovat barvy pritazené vrcholim 1 az
t, tedy bude pfedstavovat prvni polovinu sekvence (1,2,1, 3,4)?, (1,2, 3, 4)%, (1,2), a
druhd bude obsahovat barvy pritazené vrcholum (¢ + 1) az 2t, tedy zbyvajici polovinu
sekvence (3,1,4),(1,2,3,1,4),(1,2,3,4)7 .

121341213412341234...12
314123141234123412...34

Diky tomuto rozepsani jsou pod sebou barvy protilehlych (tj. sousednich) vrcholi.
Aby ¢ bylo (1,2, 2, 2)-pakovaci barveni, musi souc¢asné platit

(i) # cli +1),
(i) #1=c(i) #£cli+t£1),
cli+t)#£1=cli£1l)#c(i+t),

kdet=1,...,t.
Z rozepsaného obarveni ¢ lze snadno zjistit, Ze ¢(i) a c¢(i +t) se vzdy lisi o 1, o 2
nebo o 3, tedy ¢(7) # c(i + t). Probereme postupné vSechny tii pripady.

1. Necht |c(i) — c(i + )| = 1. Jak je zfejmé z rozepsaného obarveni ¢, toto nastava
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pro i € {2, 7}, kdy ¢(i) = 2. Pro tato i dostavame

cli+t)=1,
cli+t—1)=
cli+t+1) =

Plati tedy c(i) # c(i+t+1). Poznamenejme, Ze nerovnost ¢(i 1) # ¢(i +¢) nenf
tfeba ovérovat, nebot c(i +¢) = 1 a tato barva je typu 1.

2. Necht |c(i) — c(i + t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c(i) # c(i +t £ 1) a
cli+1) # i +1).

3. Necht |c(i) — c(i + )| = 3. Opét z rozepsaného obarveni ¢ snadno zjistime, ze
tento pripad nastava pro i € {3,8}, kdy (i) = 1. Ziskdvame

cli+t) =4,
ci—1)=2,
c(i+1)=3.

Plati tedy c(i + 1) # c(i + t).

Ukazali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti 2 obarvené
barvou typu 2 maji rtizné barvy, a ze libovolné dva vrcholy obarvené barvou 1 nejsou
sousedni. Tedy diste,, 1. (2,y) = 1+diste,, ((x+t) (mod 2t),y) > 1 pro c(z) = c(y) =
a distey, (1,4 (2, y) = 1+distey, ((x4t) (mod 2t),y) > 2 jinak. Obarveni ¢ je tak (1,2, 2 2)
pakovaci barveni. [ |

Tvrzeni 5.8. Nechl Cy(1,t) je cirkulant, t > 3 a S = (1,2,2,2,...). Je-li t =
3 (mod 4), potom ys(Car(1,1)) < 4.

Diikaz. Uvazujme nejprve t = 3. Ziejmé diam(Cg(1,3)) = 2, tedy barvy typu 2 mohou
byt pouzity pouze jednou a potirebujeme tak barvu 1 pritadit co nejvice vrcholim. Z
véty 5.1 dostdvame, ze graf Cg(1,3) je bipartitni a barvou 1 tak lze obarvit nejvyse
tti vrcholy. Zbyvaji tak t¥i vrcholy, kterym musime ptiradit rtizné barvy typu 2, tedy
Xs(Cs(1,3)) = 4. Mozné obarveni cirkulantu Cs(1,3) je zndzornéno na obrazku 5.5.
Necht tedy ¢ > 7. Definujme obarveni ¢ vrcholi grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

[(1’27 17374)’ (1727374>%’ (172;3; 174)7 (172;3,4>%]

zacinajici ve vrcholu 1. Ukdzeme, Ze toto obarveni je (1, 2,2, 2)-pakovaci barveni grafu
Co(1,1).

Uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy(1,t)) obarvené stejnou barvou. Jak je patrné
z definice obarveni ¢, pokud distey, (1,4 (,y) = distey, (2, y), potom distey, (1,4 (,y) > 2
pro c(z) = c(y) =1 a diste,, 1.0 (2,y) > 4 jinak.
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3 1

Obrazek 5.5: (1,2, 2,2)-obarveni grafu Cg(1, 3)

Necht tedy diste,, 4 (2,y) = 1 4 diste,, ((# +t) (mod 2t),y). Obarveni ¢ vhodné
rozepiseme do dvou tad tak, ze prvni fada bude zahrnovat barvy prirazené vrcholiim
1 az t a druhd bude obsahovat barvy pfirazené vrcholim (t 4 1) az 2t.

1213412341234...12
3141234123412...34

Diky tomuto rozepsani jsou pod sebou barvy protilehlych vrcholi. Aby ¢ bylo
(1,2,2,2)-pakovaci barveni, musi sou¢asné platit

c(i) # (i + 1),
c(i) #1=c(i) Zcli+t+£1),
cli+t)#1=clitl)#c(i+1),

kdei=1,...,t.
Z rozepsaného obarveni ¢ lze snadno vy¢ist, ze c(i) a c(i +t) se vzdy lisi o 1, o 2
nebo o 3, tedy c(i) # c(i + t). Probereme postupné vSechny piipady.

1. Necht |c(i) — c(i + t)| = 1. Jak vidime rozepsaného obarveni ¢, tento pripad
nastava pro ¢ = 2, kdy ¢(i) = 2. Dostavame

c(i+t) =1,
clitt—1)=3,
clitt+1)=4

Plati tedy c(i) # c(i + t £ 1). Poznamenejme, Ze nerovnost c(i + 1) # c(i + t)
ovérovat nemusime, jelikoz ¢(i +t) = 1 a tato barva je typu 1.

2. Necht |c(i) — ¢(i + t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c(i) # c(i +t+ 1) a
(it 1) #c(i+1t).
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3. Necht |c(i) —c(i+1)| = 3. Ziejmé, toto nastava pro ¢ = 3, kdy c(i) = 1. Ziskdvame

c(i+1t) =4,
c(i—1) =2,
c(i+1)=3.

Plati proto c(i + 1) # c(i + t).

Dokazali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy obarvené barvou 1 nejsou sousedni, a
ze libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti 2 obarvené barvou typu 2 maji rizné
barvy. Tedy distc,, a4 (2, y) = 1+distey, ((x41) (mod 2t),y) > 1 pro c¢(xz) = c(y) =1 a
distey, (1,4 (z,y) = 14diste,, ((x+1) (mod 2t),y) > 2 jinak. Obarveni ¢ je tak (1,2,2,2)-
pakovaci barveni. [ |

Nyni se zaméfme na presné hodnoty S-pakovaciho chromatického ¢isla. Nasledujici
véta vyplyva primo z tvrzeni 5.4 az 5.8.

Véta 5.9. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t € N\ {1,4,5} a S = (1,2,2,2,...). Potom
Xs(Co(1,1)) = 4.

Diikaz. Jelikoz cirkulant Cy(1,¢) je kubicky, xs(Ca:(1,t)) > 4, jak plyne z tvrzeni 5.4.
Zaroven jsme pro tato t nalezli obarveni pomoci 4 barev (tvrzeni 5.5 az 5.8), tedy
Xs(Co(1,1)) < 4. Celkové tak dostavame xg(Coi(1,1)) = 4. |

Zbyva tak urcit hodnotu tohoto ¢isla pro t € {4,5}. Nize uvedené tvrzeni je tak
poslednim vysledkem v ramci této podkapitoly.

Tvrzeni 5.10. Necht Coi(1,t) je cirkulant, t > 2 a S = (1,2,2,2,...). Potom

5, je-lit =5,

xs(Cnl1, ) = { 6, je-li t = 4.

Diikaz. Toto tvrzeni dokazeme postupné pro obé hodnoty t.

1. Necht t = 4. Jelikoz diam(Cs(1,4)) = 2, barvy typu 2 mohou byt pouzity pouze
jednou. Potfebujeme tak barvu 1 pfiradit co nejvice vrcholim. Graf Cs(1,4) neni
bipartitni, jak plyne z véty 5.1, tedy barvou 1 lze obarvit nejvyse tii vrcholy.
Zbyva tak pét vrcholi a kazdému z nich musime priradit jinou barvu typu 2,
tedy xs(Cs(1,4)) = 6. Mozné obarveni pomoci Sesti barev je zndzornéno na
obrazku 5.6.

2. Necht ¢t = 5. Zaméfme se nejprve na dolni mez ys(Cio(1,5)) a dokazme, ze
Xs(G) > 4. Sporem predpokladejme, ze xs(G) < 4. Uvazujme proto obarveni
¢ vrcholu grafu Cip(1,5) pomoci ¢tyt barev a vrchol x € V(Cio(1,5)) takovy,
ze c¢(x) = 1. Protoze v grafu Cio(1,5) musi existovat vrchol z obarveny barvou
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Obrazek 5.6: (1,2,2,2,2,2)-obarveni grafu Cs(1,4)

1, lze bez Gjmy na obecnosti polozit x = 1. Vrchol 1 sousedi s vrcholy 10, 2 a
6. Na tyto tii vrcholy bude potieba dalsich tii barev, nebot jsou ve vzajemné
vzdélenosti 2. Bez djmy na obecnosti polozme ¢(10) = 2, ¢(2) = 3 a ¢(6) = 4.
Potom nutné c¢(4) = 1 a ¢(8) = 1. Déle, opét vynucené ¢(5) = 3 a ¢(7) = 2.
Toto ndm nésledné vynucuje ¢(3) = 4. Jelikoz vrchol 9 sousedi s vrcholy 8 a 10
a zaroven distc,,(1,5)(9,5) = diste,o(1,5)(9,3) = 2, nemiize byt obarven zadnou ze
CtyT barev, coz je spor s obarvenim c¢. Tedy xs(Cio(1,5)) > 4.

Nyni se zamérime na horni mez xg(C1o(1,5)). Obrazek 5.7 ukazuje nalezené
obarveni pomoci péti barev.

Obrézek 5.7: (1,2,2,2,2)-obarveni grafu Ciy(1,5)

Celkové tak dostavame ys(Cio(1,5)) = 5. |
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5.3 Sekvence S =(2,2,2,...)

Posledni podkapitola je vénovana barveni cirkulantu Cy(1,¢) pomoci sekvence S =
(2,2,2,...). Poznamenejme, ze sekvence v tomto tvaru predstavuje 2-distan¢ni barveni.
Opét, jelikoz jsou cirkulanty Cq(1, ) kubické, obrdzime nésledujici obecnou dolni mez
prislusného S-pakovaciho chromatického ¢isla.

Tvrzeni 5.11. Necht G je kubicky graf a S = (2,2,2,...). Potom xs(G) > 4.

Diikaz. Zvolme libovolny vrchol x € V(G). Graf G je kubicky, tedy = mé tii sousedni
vrcholy. Zrejmé, kazdy z téchto ¢tyr vrcholi musi mit jinou barvu, tedy ys(G) > 4. B

Tak jako v predchozi podkapitole, i zde nasleduje série ¢ty tvrzeni udavajici horni
mez S-pakovaciho chromatického ¢isla. Opét, nalezeni mozného obarveni se lisi v zavis-
losti na zbytku po celo¢iselném déleni ¢ ctyrmi. V ptipadé t = 2 (mod 4) je |V (Cq(1,1))| =
2t nasobkem 4 a je zde tak analogicky jako v tvrzeni 5.5 vyuzito obarveni pomoci pe-
riodického vzoru [1,2, 3, 4].

Tvrzeni 5.12. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 2 a S = (2,2,2,...). Je-li t =
2 (mod 4), potom xs(Co(1,1)) < 4.

Diikaz. Definujme obarveni ¢ vrcholi grafu Cy (1, ¢) pomoci periodického vzoru [1, 2, 3, 4]
zadinajictho ve vrcholu 1. Pro kazdé i € V(Cy(1,t)) tedy plati

c(i) :=1 (mod 4).

Dodejme, ze jelikoz ¢ je sudé, je |V(Cx(1,t))| = 2t nasobkem 4 a ¢(2t) = 4. Ukazeme,
ze ¢ je (2,2,2,2)-pakovaci barveni.

Je-li t =2, je Cy(1,t) = K,. Kazdy vrchol tak dostane jinou barvu a navrhované
obarveni ¢ je pro tuto volbu ¢ (2,2, 2, 2)-pakovacim barvenim.

Predpokladejme tedy, ze t > 6. Uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy(1,t)) obarvené
stejnou barvou. Pokud distc,, 1.4 (,y) = diste, (¢, y), pak z definice obarveni ¢ snadno
zjistime, ze vzdélenost téchto vrchol je ndsobkem 4, tedy vzdy vétsi nez 2.

Necht tedy distey,1,4)(z,y) = 1 4 distey, ((x +t) (mod 2t),y). Misto t = 2 (mod 4)
1ze ekvivalentné psat t = 4k+2, k € N. Déle, z pfedpisu pro obarveni ¢ plyne, 7e ¢(x) =
clx+4)=---=c((x +4k) (mod 2t)). Dosadime-li do této rovnosti za 4k, dostavame
c(z) = c¢((x+t—2) (mod 2t)). Pro vrchol (z+1¢) (mod 2t) pak plati c((z+¢) (mod 2t)) =
(c(z) + 2)(mod 4). Z definice obarveni ¢ tak obdrzime distc,, ((x +t) (mod 2t),y) > 2.
Tedy distc,, 1,4 (2, y) > 2 a navrhované obarveni ¢ je (2,2,2,2)-pakovaci barveni. W

Pokud t = 1 (mod 4), kde t > 17, dostavame |V (Cy%(1,t))] = 4l 4+ 2,1 € N a
periodicky vzor [1,2, 3, 4] tak nelze pouzit. Jak jiz bylo feceno v predchozi podkapitole,
zacneme-li s timto vzorem ve vrcholu 1, pro ¢ = 1 (mod 4) bychom méli vrchol (¢ + 1)
obarvit barvou 2, coz ale nelze, jelikoz diste,, 14 ((t +1),2) = 2. Opét je zde proto
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myslenka prolozit periodicky vzor [1,2,3,4] tak, aby vrchol (¢ + 1) dostal barvu 3 a
zaroven vrchol 2t byl obarven barvou 4 (jinak bychom opét narazili na nedostatecné
vzdélenosti vrcholui obarvenych stejnou barvou). Protoze vsechny barvy jsou typu 2,
pro prolozeni periodického vzoru je treba vyuzit patou barvu. Vysledny tvar obarveni
lze nalézt v dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 5.13. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 17 a S = (2,2,2,...). Je-li t =
1 (mod 4), potom xs(Cx(1,t)) < 5.

Diikaz. Definujme obarveni ¢ vrcholi grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

t—1
4

[(1,2,3,4,5),(1,2,3,4) 7, (1,2,3,4,5)%,(1,2,3,4) 7 ]

zacinajici ve vrcholu 1. Ukazeme, Ze toto obarveni je (2,2, 2, 2, 2)-pakovaci barveni grafu
Cou(1,1).

Uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy(1,t)) obarvené stejnou barvou. Jak plyne z
definice obarveni ¢, pokud diste,, 1,4 (2, y) = diste,, (x,y), potom diste,, .4 (2, y) > 4.

Necht tedy distey, 1,4 (2, y) = 1+diste, ((2+1t)(mod 2t), y). Rozepisme si definované
obarveni ¢ do dvou fad tak, ze prvni fada bude obsahovat barvy pritazené vrcholim 1 az
t, tedy bude ptredstavovat rozepsany tsek sekvence (1,2,3,4,5)3, (1,2,3,4)t_<117, (1,2),
a druhd bude zahrnovat barvy prifazené vrcholim (¢ + 1) az 2t, tedy zbyvajici tsek

t—13

sekvence (3,4,5), (1,2,3,4,5)?,(1,2,3,4) = .

12345123451234512341234...12
34512345123451234123412...34

Diky tomuto rozepsani jsou pod sebou vzdy barvy protilehlych (tj. sousednich)
vrcholi. Protoze vsechny barvy jsou typu 2, musi soucasné platit

c(i) # (i +1),
c(it1)#cli+t),
c(i) #cli+t£1),

kdet=1,...,t.
Z rozepsaného obarveni ¢ snadno zjistime, ze c(i) a c(i + t) se vzdy lisi o 2 nebo o
3, tedy c(i) # ¢(i + t). Probereme postupné oba pripady.

1. Necht |c(i) — ¢(i 4+ t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c(i £ 1) # c(i +t) a
c(i) #£ce(i+t+1).

2. Necht |c(i) —c(i+t)| = 3. Jak je zfejmé z rozepsaného obarveni ¢, toto nastava pro
i€{4,5,9,10,14,15}, kdy (i) =4 proi € {4,9,14} ac(i) = 5 proi € {5,10,15}.
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Pro c(i) = 4 ziskavame

V obou ptipadech plati, ze c¢(i £ 1) # c(i +1t) a c(i) # c(i +t £ 1).

Ukazali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti nejvyse 2 maji
rizné barvy, tedy diste,, (2, y) = 1 + diste,, ((x + t)(mod 2t),y) > 2. Obarveni ¢ je
tak (2,2,2,2,2)-pakovacim barvenim grafu Cy(1,t). [ |

Analogicky postupujeme i pro ¢ = 0 (mod 4), kde t > 12, a pro t = 3 (mod 4),
kde ¢ > 7. Protoze pro tato t neplati rovnost V(Cy(1,t)) = 41,1 € N, je tfeba vhodné
prolozit periodicky vzor [1,2,3,4] patou barvou. Dikazy tvrzeni 5.14 a 5.15 jsou tak
opét analogické s diikazem vyse uvedeného tvrzeni 5.13.

Tvrzeni 5.14. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 12 a S = (2,2,2,...). Je-li t =
0 (mod 4), potom xs(C(1,t)) < 5.

Diikaz. Uvazujme obarveni ¢ vrcholu grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

t—12
4

[(1,2,3,4,5)%,(1,2,3,4) 7, (1,2,3,4,5)%,(1,2,3,4) 7 |
zacinajici ve vrcholu 1. Ukdzeme, Ze toto obarveni je (2,2,2,2,2)-pakovaci barveni
cirkulantu Cy(1,1).

Uvazujme proto dva vrcholy z,y € V(Cx%(1,t)) obarvené stejnou barvou. Pokud
distey, (1,4 (2, y) = diste,, (z,y), potom diste,, (1,0 (7, y) > 4, jak plyne z definice obarveni
c.

Necht tedy distey, (1.0 (2,y) = 1+diste,, ((z+1t)(mod 2t), y). Rozepisme si definované
obarveni ¢ do dvou tad, kdy prvni fada bude zahrnovat barvy prifazené vrcholim 1 az
t a druha bude obsahovat barvy prifazené vrcholum (¢ + 1) az 2t.

123451234512341234...12
345123451234123412...34
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Diky tomuto rozepsani jsou pod sebou vzdy barvy protilehlych vrcholi. VSechny barvy
jsou typu 2, musi tedy soucasné platit

c(i) # c(i+1),
c(it1)#c(i+t),
c(i) #c(i+t£1),

kdet=1,...,t.
Z rozepsaného obarveni ¢ je patrné, ze c(i) a c(i +t) se vzdy lisi o 2 nebo o 3, tedy
c(i) # ¢(i + t). Probereme postupné obé situace.

1. Necht |c(i) — c(i + t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c(i £ 1) # c(i +t) a
c(i) #c(i+t£1).

2. Necht |c(i) — ¢(i + t)| = 3. Jak je patrné z rozepsaného obarveni ¢, toto nastéva
pro ¢ € {4,5,9,10}, kdy ¢(i) = 4 pro i € {4,9} a ¢(i) = 5 pro i € {5,10}. Pro
c(i) = 4 dostavame

V obou pripadech plati, ze c(i £ 1) # c(i +t) a c(i) # c(i +t £ 1).

Ukazali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti nejvyse 2 maji
rizné barvy, tedy distey, (1,4 (2, y) = 1 + diste,, ((x + t)(mod 2t),y) > 2 a obarveni c je
tak (2,2,2,2,2)-pakovacim barvenim cirkulantu Cq(1,1). [ |

Tvrzeni 5.15. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 7 a S = (2,2,2,...). Je-li t =
3 (mod 4), potom ys(Car(1,1)) < 5.

Diikaz. Definujme obarveni ¢ vrcholi grafu Cy(1,t) po fadé sekvenci

[(1,2,3,4,5), (1,2,3,4) 7, (1,2,3,4,5), (1,2,3,4) 7
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zacinajici ve vrcholu 1. Dokazeme, zZe toto obarveni je (2,2,2,2,2)-pakovaci barveni
grafu Cy(1,1).

Uvazujme dva vrcholy z,y € V(Cy(1,t)) obarvené stejnou barvou. Pokud pro tyto
vrcholy distey,,(1,0(2,y) = distey, (z,y), potom diste,, 14 (z,y) > 4, jak je ziejmé z
definice obarveni c.

Necht tedy diste,, 1,4 (2,y) = 1 + diste,, ((# + t)(mod 2t),y). Definované obarveni
¢ si muzeme rozepsat do dvou tad tak, ze prvni fada bude obsahovat barvy prirazené
vrcholum 1 az ¢ a druhd bude zahrnovat barvy ptitazené vrcholum (¢ + 1) az 2t.

1234512341234...12
3451234123412...34

V tomto rozepsani mame pod sebou vzdy barvy protilehlych vrchol. Protoze
vsechny barvy jsou typu 2, musi soucasné platit

(i) # i +1),
clit1)#c(i+t),
c(i) #cli+t£1),

kde i € [t].
Z rozepsaného obarveni ¢ lze snadno vy¢ist, ze c(i) a c(i + t) se vzdy lisi o 2 nebo
0 3, tedy c(i) # c(i + t). Zaméfime se postupné na oba piipady.

1. Necht |¢(i) — c(i + t)| = 2. Z definice obarveni ¢ dostavame c(i + 1) # ¢(i + t) a
c(i) #c(i+t£1).

2. Necht |c(i) — c(i + t)| = 3. Jak je zfejmé z rozepsaného obarveni ¢, toto nastava
pro i € {4,5}, kdy ¢(i) =4 proi =4 a ¢(i) =5 pro i = 5. Pro ¢ = 4 ziskdvame

c(i—1) =3,
ci+1) =5,
ci+1t)=1,
cli+t—1) =05,
ci+t+1)=
Analogicky pro ¢ = 5 obdrzime

c(i—1) =4,
c(i+1)=1,
c(i+1) =2,
cli+t—1)=1,
ci+t+1)=

V obou pripadech ¢(i £ 1) # c(i +t) a c(i) # c(i +t £ 1).
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Dokazali jsme tak, ze libovolné dva vrcholy ve vzajemné vzdalenosti nejvyse 2 jsou
obarveny riznymi barvami, tedy diste,, 1. (2,y) = 1 + diste,, ((# + t)(mod 2t),y) > 2.
Obarveni ¢ je tak (2,2,2,2,2)-pakovacim barvenim grafu Cy(1,t). [ |

S vyuzitim ziskanych hornich a dolnich mezi S-pakovaciho chromatického ¢isla pro
vybrané hodnoty ¢ se nyni zamétime na jeho presné hodnoty.

Véta 5.16. Necht Coi(1,t) je cirkulant, t € N\ {1,3,4,5,8,9,13} a S = (2,2,2,...).
(1) Je-lit =2 (mod 4), potom xs(Co(1,t)) = 4.
(2) Neni-lit =2 (mod 4), potom xs(Ca(1,t)) = 5.

Diikaz. V rdamci tohoto diikazu postupné dokazeme obé implikace.

(1) Jelikoz cirkulant Cy (1, ¢) je kubicky, dostdavame z tvrzeni 5.11 xs(G) > 4. Zaroven
z tvrzeni 5.12 vime, Ze pro tuto volbu ¢ existuje obarveni pomoci ¢tyt barev, tedy
xs(Cor(1,1)) < 4. Celkové tak dostavame xs(Cy(1,1)) = 4.

(2) Z tvrzeni 5.13, 5.14 a 5.15 vime, Ze pro tuto volbu ¢ existuje obarveni pomoci péti
barev. Sporem predpoklddejme, ze t #Z 2 (mod 4) a xs(Ca(1,t)) < 5. Uvazujme
tedy obarveni ¢ vrcholi grafu Cy(1,t) pomoci ¢ty barev a vrchol x € V/(Cay(1,1))
takovy, ze c¢(xz) = 2. Takovyto vrchol v grafu Cy(1,t) musi existovat. Vrchol x
sousedi s vrcholy y = (x —1)(mod 2t), z = (z+1)(mod 2t) a w = (x+t)(mod 2t).
Na tyto tii vrcholy bude zapotiebi dalsich tii barev, nebot jsou ve vzajemné
vzdélenosti 2. Bez Gjmy na obecnosti tak polozme ¢(y) =1, ¢(2) = 3 a c(w) = 4.
Potom nutné

c((w —1)(mod 2t)) = 3,

c((w+ 1)(mod 2t)) = 1.
Déle, opét vynucené

c((x —2)(mod 2t)) = 4,

c((x + 2)(mod 2t)) = 4,

c((w — 2)(mod 2t)) = 2,

c((w 4+ 2)(mod 2t)) = 2.

Vidime, 7Ze pouziti ¢tyf barev si vynucuje periodické obarveni. To je vsSak
mozné pouze, pokud je |V (Cy(1,t))| = 2t nasobkem 4, tedy pro ¢ suda. Pro t =
1 (mod 4) at = 3 (mod 4) tak dostavame spor a musi proto platit ¢ = 0 (mod 4).

Zaméfme se nyni na protilehlé vrcholy = a w. Misto ¢ = 0 (mod 4) lze ekvi-
valentné pséat t = 4k, k € N. Protoze v grafu Cy(1,t) existuje vrchol z obarveny
barvou 2, lze bez 1jmy na obecnosti polozit x = 2. Periodické obarveni ¢ tak
muzeme zapsat predpisem

c(i) :=1 (mod 4),
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kde 1 = 1,...2t. Pak zfejmé z predpisu pro obarveni ¢ plati
c(x) = c¢((z + 4k)(mod 2t)) = ¢((x + t)(mod 2t)) = c(w),

coz je spor. Graf Cy(1,t) tak nelze pro t # 2 (mod 4) obarvit pomoci ¢tyf barev,
tedy xs(Ca(1,t)) = 5. u

Zbyva tak urcit hodnoty tohoto ¢isla pro t € {3,4,5,8,9,13}. Poznamenejme, Ze
hodnota S-pakovaciho chromatického éisla pro ¢t € {5,9, 13} je sice 5, ovSem z diivodu
malé hodnoty ¢t zde neni mozné vyuzit princip pouhého prokladani periodického vzoru
[1,2,3,4] barvou 5, jako v tvrzeni 5.13, 5.14 a 5.15, a dukaz je zde proto uveden
oddélené.

Tvrzeni 5.17. Necht Coi(1,t) je cirkulant, t > 2 a S = (2,2,2,...). Potom

5, je-li t € {5,9,13),
XS(CQt<17t)) = 6, je'h te {378}a
8, je-li t — 4.

Diikaz. Toto tvrzeni dokazeme postupné pro jednotlivé hodnoty .

1. Necht t € {3,4}. Potom ziejmé diam(Cy(1,1)) = 2, tedy kazdy vrchol musi byt
obarven jinou barvou a xg(Cy(1,t)) = |V(Cq(1,t)|. Vyslednd obarveni cirku-
lant Cs(1,3) a Cg(1,4) jsou pro vizuédlni predstavu zndzornéna na obrézcich 5.8
a 5.9 nize.

4 3
Obrazek 5.8: (2,2,2,2,2,2)-obarveni grafu Cg(1, 3)
2. Necht ¢t € {5,9,13}. Zaméfme se nejprve na dolni mez xg(Cx(1,t)). Ukazme,
ze xs(G) > 4. Sporem predpokladejme, Ze xs(G) < 4. Uvazujme tedy obarveni

¢ vrchola grafu Cy(1,t) pomoci ¢tyt barev a vrchol z € V(Cy(1,t)) takovy, ze
c(x) = 2. Takovyto vrchol v grafu Cy(1,t) musi existovat. Vrchol x sousedi s
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Obrazek 5.9: (2,2,2,2,2,2,2,2)-obarveni grafu Cs(1,4)

vrcholy y = (x —1)(mod 2t), z = (z+1)(mod 2t) a w = (z +t)(mod 2t). Na tyto
tTi vrcholy bude zapottebi dalsich tii barev, nebot jsou ve vzajemné vzdalenosti
2. Bez ijmy na obecnosti tak polozme c(y) = 1, ¢(z) = 3 a ¢(w) = 4. Potom
nutné
c((w —1)(mod 2t)) = 3,
c((w+ 1)(mod 2t)) = 1.

Déle, opét vynucené
c((x —2)(mod 2t)) = 4.

Prot = 5 v tuto chvili nastava u vrcholu (z+2)(mod 2t) problém. Tento vrchol
nemuze byt obarven zadnou ze ¢tyt barev, jelikoz sousedi s vrcholem z a zaroven
distey, (1,6 (@ + 2)(mod 2t), (w + 1)(mod 2t)) = distey, (1,1 ((x + 2)(mod 2t),x) =
distey, (1,0 ((x + 2)(mod 2t), (x — 2)(mod 2t)) = 2. Pro t = 5 tak uz v tuto chvili
méame spor. Pro ¢t € {9,13} pokrac¢ujeme v diskuzi obarveni ¢ a vynucené dosta-
vame, ze

c((x + 2)(mod 2t)) = 4,
c((w — 2)(mod 2t)) = 2,
c((w+ 2)(mod 2t)) = 2.

Vidime, ze pouziti ¢tyf barev si vynucuje periodické obarveni. To je vsSak
mozné pouze, pokud je |V (Cy(1,t))| = 2t nasobkem 4, tedy pro t suda, coz je
spor. Tedy xg(Ca(1,1)) > 4.

Nyni se zaméfime na horni mez yg(Cy(1,t)). Pomoci programu byla nale-
zena nasledujici obarveni cirkulanti Cio(1,5), Cis(1,9) a Ca(1,13) zndzornéna
v tomto poradi na obrazcich 5.10, 5.11 a 5.12.
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Obrazek 5.11: (2,2,2,2,2)-obarveni grafu C5(1,9)

Celkové tak dostavame xg(Ca(1,t)) = 5.

3. Necht t = 8. Pro tuto hodnotu ¢ byl dikaz proveden vyuzitim programu, kdy
reseni bylo nalezeno az pro 6 a vice barev. Dostavame tak xg(Cao(1,t)) = 6.
Navrzené obarveni je ukazano na obrazku 5.13. |

Zavérem této prace zde jesté uvedme dusledek vyplyvajici z véty 5.16 a tvrzeni 5.17.

Disledek 5.18. Necht Cy(1,t) je cirkulant, t > 2 a necht S = (2,2,2,...). Potom
Xs(Cx%(1,t)) = 4 pravé tehdy, kdyzZt = 2 (mod 4).
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Obrazek 5.12: (2,2, 2,2, 2)-obarveni grafu Cys(1,13)

Obrazek 5.13: (2,2,2,2,2,2)-obarveni grafu C4(1,8)
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6 Zaver

Cilem této préace bylo studium S-pakovaciho barveni grafii. V prvni ¢asti této prace byly
uvedeny vybrané znamé vysledky z oblasti S-pakovaciho barveni. Tyto vysledky byly
rozdéleny do podkapitol podle tiid barvenych grafii. Ve druhé ¢asti pak byly nalezeny
presné hodnoty S-pakovactho chromatického ¢éisla cirkulanttt Cy(1,¢) pro sekvence S
ve tvaru (1,1,2,2,2,...), (1,2,2,2,...) a (2,2,2,...). V pfipadé S = (1,1,2,2,2,...)
nabyva prislusné chromatické ¢islo pouze hodnot 2 a 4, a to v zavislosti na bipartitnosti
barveného grafu Cy(1,1).

Pro sekvenci S = (1,2,2,2,...) je pro t > 14 toto ¢islo vzdy rovno 4, pricemz pred-
pis mozného obarveni pomoci ¢tyt barev se lisi v zavislosti na zbytku po celoc¢iselném
déleni ¢ ¢tyfmi. I u posledni sekvence S = (2,2,2,...) je pro t > 14 hodnota prislus-
ného S-pakovaciho chromatického ¢isla, tedy i predpis mozného obarveni, zavisly na
zbytku po celoéiselném déleni ¢ ¢tyfmi. V tomto pripadé xg = 4 pokud ¢ = 2 (mod 4)
a Xs = O jinak.

23



S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi Petra Melicharova 2022

7 Prilohy

//hlavni trida
public class Graph {

//hlavni metoda

public static void main(String[] args) {
//volba konkretni sekvence
int[] s = {1,2,2,2};
//poskytnuti sekvence tride Coloring
Coloring.sequence = s;
//poskytnuti poctu vrcholu tride Matrix
Matrix.n = 16;
Matrix.fillMatrix () ;
Coloring.graphColoring(Matrix.distanceMatrix, Coloring.sequence.
length);
System.out.println();

//trida pro konkretni pocet vrcholu sestavi distancni matici
public class Matrix {

//pocet vrcholu

//nastavuje se ve tride Graph

public static int n;

//distancni matice

public static int[][] distanceMatrix;

//mozne cesty mezi vrcholy

public static int[] ways = new int [4];

//metoda vrati pozici minima z pole, tj. index, na kt. je minimum
public static int minimum (int[] 1list) {
//na zacatku se jako minimum bere prvek na nulte pozici
int min = 0;
//prochazeni pole: pokud najdu mensi prvek, jeho pozice se
zaznamena
for (int i = 0; i < list.length; i++)
if (list[i] < list[minl) {
min = ij;
}
return min;
}
//metoda vezme dva vrcholy a vrati jejich vzdalenost
public static int distance(int x, int y) {
//naplneni pole moznymi cestami
ways [0] = Math.abs(x-y);

54



88

89

S-pakovaci barveni cirkulacnich grafi

Petra Melicharova 2022

ways [1] n - Math.abs(x-y);

ways [2] Math.abs (((x+(n/2)) % n)-y) + 1;
ways [3] = n - Math.abs(((x+(n/2)) % n)-y) + 1;
//urceni minima

//vraceni pozice/indexu minima
int position = minimum(ways);
return ways[position];
}
//metoda naplni distancni matici
public static void fillMatrix() A
//matice typu nXn
distanceMatrix = new int[n][n];
for (int 1 = 0; i < distanceMatrix.length; i++)
for(int j = 0; j < distanceMatrix [0].length; j

{
++ ) {

//pokud narazim na vzdalenost vrcholu se sebou samym

//velka hodnota
if (i == j) {

distanceMatrix[i][j] = 9;
}
else {

distanceMatrix[i][j] = distance(i,j);
}

//samotny algoritmus barveni
public class Coloring {

//pole reprezentuje vrcholy

//index udava cislo vrcholu, hodnota na indexu pak
obarven

public static int[] vertices;

//sekvence

//nastavuje se ve tride Graph

public static int[] sequence;

//v je index, tj. vrchol, ktery se barvi
//c je barva

barvu, kt. je

//metoda zjistuje, zda je mozne obarvit vrchol danou barvou

public static boolean isPossible (int v, int matrix[][], int c) {

//cyklus projde vsechny vrcholy

for (int i = 0; i < matrix.length; i++) {
//prvek v matici udava vzdalenost mezi vrcholy
//pokud je vzdalenost mensi nez hodnota a_i a

barvou c obarveny

vrchol i je uz

if (matrix[v][i] <= sequence[c-1] && c == vertices[i]) {

return false;
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}

3

return true;

//rekurzivni metoda

//vraci true,

//m je pocet barev

pokud se podari obarvit vsechny vrcholy

public static boolean graphColoringRecursive (int matrix[][], int m,

}

//vraci false,
//metoda konci po nalezeni prvniho mozneho reseni

int v) {

//vsechny vrcholy jsou obarvene

//pocet vrcholu je delka matice

if (v == matrix.length) {
return true;

}

//pro vrchol v se testuji mozne

//k dispozici m barev

//barvu O neuvazuji

for (int ¢ = 1; ¢ <= m; c++) {
//zkouska, jestli jde obarvit
if (isPossible (v, matrix, c))

barvy

danou barvou

{

//je to mozne, priradim vrcholu barvu

vertices[v] = c;

//rekurze

if (graphColoringRecursive (matrix, m, v + 1)) {

return true;

}

//pokud barva nevede na reseni, odeberu ji

vertices[v] = 0;

3

//pokud nepujde priradit zadna barva

return false;

//m je pocet barev

public static void graphColoring(int matrix([][],

//inicializace pole vrcholu

vertices = new int[Matrix.n];

for (int i = 0; i < Matrix.n; i++) {
vertices[i] = O0;

}

//obarvovani od nulteho vrcholu

pokud graf neni obarvitelny pro tuto sekvenci

int m) {

//pokud se to nepodari, je zde vypis pro osetreni chyby

if (!graphColoringRecursive (matrix, m, 0)) {

System.out.println("Neexistuje reseni.");

return;
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printSolution () ;
}

//metoda vypise mozne obarveni

public static void printSolution () {
System.out.println("Mozne reseni:");
for (int i = 0; i < Matrix.n; i++) {

System.out.print ("
}
System.out.println();

+ vertices[i] +
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