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Abstrakt

V bakaléfské praci se vénujeme problematice stability feSeni systému dvou populaci, které
vychdzeji z Lotkova-Volterrova modelu. Detailné se zabyvame vySetfenim vlastnosti obecné
interakce populaci typu symbiéza, soutéZ a typu lovec-kofist. Déle se zaméfujeme na kva-
litativni analyzu a popis zmén dynamiky systému (bifurkaci) pro tfi rozsifené modely typu
lovec-kofist. V téchto modelech zkoumdame vliv vnitrodruhové konkurence populace a vliv
funkciondlni odezvy lovce na zménu hustoty kofisti.

Klic¢ova slova: popula¢ni modely, interakce dvou populaci, Lotkovy-Volterrovy modely, stabi-
lita, bifurkace.






Abstract

The bachelor’s thesis investigates the stability of stationary solutions of a two population sys-
tem relying on the Lotka-Volterra model. General interaction properties of two populations
characterised by symbiosis, competition and predator-prey type shall be investigated in detail.
Furthermore, the qualitative analysis shall be discussed and changes in the system dynamics
(bifurcations) described for three extended predator-prey models. We examine the effect of in-
traspecific population competition and the effect of functional response of the predator to chan-
ges in prey density in these models.

Keywords: population models, interaction of two populations, Lotka-Volterra models, stability,
bifurcations.
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Zakladni populacni
modely

Matematické modely populaci ndim umoziiuji zkoumat zmény popula¢ni hustoty v case. Tyto
zmény mohou byt zavislé na vlastnostech prostfedi, na porodnosti, imrtnosti, migraci popu-
lace apod. Pod pojmem populace chdpeme skupinu jedincti stejného druhu, Zijici ve vyme-
zeném prostiedi. Zakladnim pfedpokladem popula¢nich modelti je, Ze se populace rozmnozZuji
takovou rychlosti, kterd je imérna jejich poctu [7, 8].

Prvni zminku o populaéni teorii najdeme uz v 18. stoleti, kdy anglicky ekonom Thomas Ro-
bert Malthus (1766-1834) zformuloval zdkladni principy riistu a regulace populace. Ve svém
dile nazvaném “Esej o principu populace”(1798) se zabyva otdzkou nerovnovihy mezi expo-
nencidlnim ndrdstem Cetnosti populace a zdroji potravy, které rostou pouze linedrné [6]. Je
vhodné zminit, Ze tento teoreticky zaklad byl velmi nedokonaly pfi popisu redlné skutecnosti.
Predevsim nebyly respektovany nékteré piirodni zadkonitosti, napfiklad populace nemiiZe riist
neomezené a také zdroje v prostfedi, kde populace Zije, nejsou nevycerpatelné. V prvni polo-
viné 19. stoleti byla tato teorie pfevedena do matematické interpretace, kdy belgicky matematik
Pierre Francois Verhulst (1804-1849) definoval logisticky model popula¢niho riistu [6].
Popula¢ni model, ktery se zabyva zkoumdnim mezidruhové koexistence populaci, nazyvame
Lotktv-Volterrtiv model. Tento model vznikl v obdobi let 1920-1926 a zformulovali ho nezéavisle
na sobé italsky matematik Vito Volterra (1860-1940) a americky védec Alfréd James Lotka (1880-
1949). Volterrtiv popis modelu vznikl, kdyZ zkoumal zmény mnozstvi ryb ulovenych v Ja-
derském moti. A. Lotka odvodil shodné rovnice p¥i modelovani chemickych reakci a ndsledné
zkoumal interakce mezi lovcem a kofisti [6]. I tyto navrZené modely typu Lotka-Volterra vyka-
zovaly nedostatky, protoZe nerespektovaly podminky, které ovliviiuji Zivot populaci v pfirodé.
Obecné plati, Ze podminky pro reprodukci populaci nejsou konstantni, zdroje jsou omezené a
napf. v pfipadé interakce lovce a kofisti nebyva kofist jedinym zdrojem obZivy. Pfesto mtiZeme
fici, Ze Lotktiv-Volterrv model, ktery ndim umoZnuje simulovat zmény populacni hustoty, se
stal zdkladem pro ndvrhy realné&jsich modelti, odrazejici populaéni dynamiku v pfirodé. Mnoho
dalsich védcti detailné studovalo tento model a dale ho rozsirovali. P¥ikladem je model G.F.
Gauseho, model P.H. Leslieho apod. V roce 1965 publikoval svoji studii také védec C.S. Holling
(1930), ktery detailné zkoumal vliv nasyceni lovce a poprvé v modelech lovec-kofist zavedl
pojem funkciondlni odezva lovce [6].



2 KAPITOLA 1. ZAKLADNI POPULACNI MODELY

Dale se budeme zabyvat specidlné Lotkovymi-Volterrovymi modely a zaméfime se na vysetieni
stability feSeni systémii dvou populaci. Zakladni matematické definice a pojmy, které jsou
dilezité pro kvalitativni analyzu popula¢nich modeld, 1ze nalézt v literatute [1, 2, 3, 4, 5], z
které jsme primarné Cerpali. Nejprve si strué¢né pfedstavime zédkladni typy populaénich mo-
delti, ze kterych budeme v této préci vychézet.

1.1 Ptehled zakladnich typti popula¢nich modela

Malthustv model rtistu populace

Jedna se o jeden z nejjednodussich modelt, kde zdkladnim pfedpokladem je existence popu-

Pl

lace, kterd ma neomezené zdroje potravy a neptisobi na ni Zadné vnéjsi vlivy. Model poskytuje
informaci o rychlosti rtistu populace v ¢ase t, kdy aktudlni zménu ¢etnosti populace ovliviiuje
pouze rozdil narozenych jedincti a jedincti, ktefi umiraji [8].

Rovnici modelu pro jeden druh populace mtizeme napsat ve tvaru [8]

x' = nx —mx,

kde x = x(t) vyjadfuje velikost populace v Case t, n je pomér narozenych jedincti a m je pomér
umrtnosti.

Rovnici miizeme napsat ve zkraceném tvaru

x = ax, (1.1)

kde @ = n —m € R je parametr rovnice a vyjadfuje miru rtstu populace. Pro « > 0 populace
roste (narodi se vice jedincti, nez jich umird), nebo naopak pokud je & < 0, pocet populace
klesa.

Reseni rovnice (1.1) je ve tvaru

x(t) = xoe“(t*tO),

kde xp = x(to).

Z YeSeni rovnice a obrazku 1.1 je patrné, Ze rychlost zmény cetnosti populace v ¢ase t je expo-
nencidlni.



1.1. PREHLED ZAKLADNICH TYPU POPULACNICH MODELU 3

x(t) x(t)
x(0)
a>0 oa <0
x(0)
0 0
t t

Obrézek 1.1: Malthustiv model ristu populace (1.1). Na obrazku vlevo populace roste expo-
nencidlné (parametr & > 0), na obrazku vpravo populace exponencidlné klesa (parametr & < 0).

V redlném prostfedi nejsou vychozi podminky modelu dosaZitelné (dostatek potravy, neome-
zeny prostor, podminka izolovanosti). Proto si stru¢né pfedstavme mozna rozsifeni Malthu-
sova modelu, kterd budou tato redlnd omezeni jistym zptisobem zohlediiovat.

Verhulstiv model (logisticky model)

N

Redlné prosttedi neposkytuje neomezené zdroje pro Zivot populace, proto P. E. Verhulst rozsiril
Malthustiv model o ¢len, ktery zohlediiuje tuto skute¢nost. To mtiZzeme interpretovat tak, ze p¥i
zvySovani mnoZstvi populace se obecné zhorsuji podminky souZiti populace (méné potravy,
nedostatek Zivotniho prostoru apod.), a to vede k pomalejsimu ristu populace [8].

Rovnici modelu pro jeden druh populace miizeme napsat ve tvaru

x = ax (1 - %) , (1.2)

kde «, K > 0 jsou parametry rovnice.

Parametr a reprezentuje miru ristu populace, kterd jesté nepocifuje nedostatek zdrojii & pro-
storu. Parametr K je nosnd kapacita prosttedi, kterd vyjadfuje omezené zdroje populace (napi.
zdroje potravy, Zivotniho prostoru apod.). Nosnou kapacitu prostfedi mtizeme také chapat jako
maximalni pocet populace, kterd se uzivi v prostiedi, ve kterém Zije.

Reseni rovnice (1.2) bychom nalezli separaci proménnych ve tvaru

Kxo

x(t) = ,
xo + (K — xg)e—*(t=to)

kde xy = x(to).
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Systém mé dva rovnovazné stavy, tj. stavy, kde x’ = 0, a tedy x(t) = x(to). Tyto stavy jsou
x(t) = 0ax(t) = K. Trividlni feSeni x(t) = 0 je nestabilni a druhy rovnovazny stav x(t) = K je
stabilni, tj. plati, Ze pokud pocate¢ni podminka Cetnosti populace x(0) > 0, pak x(t) — K pro
t — oo, tj. populace nikdy nevyhyne [9].

Na obrédzku 1.2 mtZeme vidét prubéh FeSeni pro rtizné volené potateni podminky x(0). Pokud
je x(0) < K, pak feSeni x(t) je monoténné rostouci k hodnoté K. Pokud x(0) > K, pak x(t)
monoténné klesa k hodnoté K.

x(t)
2K

L

x(0) =0.1K

t

Obrézek 1.2: Verhulsttiv model populace (1.2). Pribéh ¢etnosti populace v ¢ase f pro pocatecni
podminky x(0) = 0.1K, x(0) = £ a x(0) = 2K.

Lotktv-Volterrv obecny model interakce
Model nese jméno podle védcti Alfreda Lotky a Vita Volterry a simuluje zmény v Cetnosti n

populaci v zavislosti na jejich vzdjemné interakci.

Mgéjme dvé populace, jejichz velikosti v ¢ase t oznaéme x = x(t),y = y(t). V nejjednodussim
ptipadé, pokud populace nemaji vzdjemnou interakci, tj. pravdépodobnost setkani je nulova,
lze model popsat rovnicemi ve tvaru
x = ax, 13)
v =,

kde «, v € R jsou parametry.
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N

Zde predpokladame, Ze se vnitrodruhova dynamika {d{ nejjednodussim Malthusovym mode-
lem (1.1).

V pfipadé, Ze dochdzi mezi populacemi k interakci mtiZeme zdkladni model pro dvé populace
(1.3) rozsitit na tvar
x' = ax + Bxy,
, Py (1.4)
Yy =y +oxy,
kde «, 8,7, € R jsou parametry.

Cleny rovnic ax a yy reprezentuiji riist, nebo pokles populaci dle miry porodnosti a Gmrtnosti
kazdé populace v pfipadé, Ze druhd populace je nulovd, resp. neni viibec pfitomnd. Soucinové
¢leny Bxy, resp. dxy v obou rovnicich vyjadfuji dynamiku hustoty populaci pfi interakci. Para-
metry § a J 1ze interpretovat jako miry uzitku pfi vzajemné interakci.

Kvalitativni vlastnosti v zavislosti na parametrech tohoto modelu budeme detailné zkoumat v
kapitole 2.

Lotktv-Volterrttv model s logistickou funkci

Obecny model dvou populaci (1.4) mtZeme dale rozsifovat o dalsi vstupni pfedpoklady a tim

------

miku riistu populaci kapacitou prostfedi.

Rovnice modelu pro dva druhy populaci miiZeme napsat ve tvaru
r_ 1- %
X =ax ( K + Bxy,

y’—'ry( —152) + oxy,

kde parametry a,y, K1, Ky > 0, 8,6 € R. Parametry Kj, Ky vyjadfuji maximalni nosnou kapa-
citu prostfedi populace x a populace y.

Tento typ modelu budeme detailné analyzovat v kapitole 3.

Lotkovy-Volterrovy modely s trofickou funkci lovce

Obecny model (1.4) mtzZe vyjadfovat rtizné typy interakci mezi populacemi. Jednim z typti je
interakce nazyvana lovec-kofist. Obecny model pfedpokladd, Ze tibytek kofisti pfi interakci s
lovcem zavisi pouze na pravdépodobnosti setkdni a u lovce neni omezeno mnozstvi kofisti,
kterou je schopen zpracovat za jednotku ¢asu. Takovy pfedpoklad neni realisticky, proto do
modelu pfidame ¢len, ktery reprezentuje funkéni reakci lovce na zménu hustoty kofisti. Tato
funkce urcuje zpravidla hladinu, kdy je lovec nasycen [6].
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Rovnice modelu pro dva druhy populaci Ize vyjadfit vztahem

(1.5)
v =y ( - g) +0f(x)y,

2
kde parametry «,v, Ky, Ky > 0,6 € R. V pfipadé interakce typu lovec-kofist budeme vyuZzivat

znaleni, Ze x = x(t) je kofista y = y(t) je lovec.

Soucinové ¢leny obecného modelu (1.4) jsou nahrazeny &lenem f(x)y, kde f(x) je omezend
funkce a nazyvame ji troficka funkce, resp. funkciondlni odezva lovce. Funkce f(x) vyjadfuje
zavislost poctu ulovené kofisti jednim lovcem za jednotku ¢asu na hustoté populace kofisti
[6, 7]. Tvar této funkce je urcen dalsimi p¥itomnymi parametry.

Zakladni typy trofické funkce definoval C.S. Holling (1930), kdy vstupni podminky na pribéh
funkce f(x) jsou:

1. f(0) = (0), §. pokud koftist neni dostupnd, pak pocet ulovené kofisti je nulovy.

2. limy_so f(x) = S, tj. pFi nadbytku kofisti se poet ulovené kofisti asymptoticky bliZi bodu
nasyceni S > 0.

3. Funkce f(x) je neklesajici.

Hollingovy trofické funkce se zpravidla klasifikuji ndsledovneé:
o Typl
Tvar funkce je
Bx, prox < §,
o) = {S ro X > g
’ p o - ’BI

kde S, B > 0.

Trofickou funkci mtizeme interpretovat tak, Ze lovec lovi kofist pfimo imérné jejimu
mnoZstvi do doby, nez dojde k jeho nasyceni na hodnotu S. Po dosaZeni hladiny nasyceni
lovce zastava pocet ulovené kofisti jednim lovcem konstantni (obrazek 1.3). Piikladem
jsou lovci, ktefi jsou schopni pohltit kofist celou a doba zpracovéni potravy je téméf nu-
lova [7].

o Typ Il

Tvar funkce je

kde S, B > 0.
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Jedna se o tvar funkce odvozeny z Typu I. Rychlost loveni se pfi zvySovani Cetnosti popu-
lace kofisti sniZuje po konkavni k¥ivce, ktera se asymptoticky bliZi k bodu nasyceni. Cim
vice je kofisti, tim se sniZuje potfebny ¢as na celkovy proces lovu (obrdzek 1.3) [6].

e Typ III

Tvar funkce je

Sx?

flx) = m,
kde S, > 0.

Troficka funkce je sigmoiddlniho tvaru. Vychdzi z trofické funkce Typu II. Pfi nizké hus-
toté populace kofisti je rychlost lovu lovce minimdlni. Pro vyssi hustotu kofisti se rych-
lost ziskdvani kofisti lovcem prudce zvysuje. To mtZe byt ddno nap¥. osvojenim novych
zkusenosti a vyssi efektivitou pfi lovu. Pro vysoké cetnosti kofisti se rychlost lovu kofisti
naopak asymptoticky zpomaluje k hodnoté nasyceni S (obrazek 1.3). To 1ze vysvétlit
stejné jako u trofické funkce Typu II. Pokud je nadbytek kofisti, pak pocet zpracovanych
jedincti zavisi pfedevsim na case, ktery potiebuje lovec na zpracovani kofisti a ten je

nezavisly na jejim poctu [6].

f(x)

s F----
Typl

Typ 1l

Typ I

Obrézek 1.3: Zékladni typy trofickych funkci dle C.S. Hollinga.

Lotktiv-Volterritv model s vlastni trofickou funkci

Uvazujme piiklad modelu, ktery obsahuje vlastni navrzenou funkéni odezvu lovce. Budeme
vychézet z obecného modelu (1.5), kde u populace kofisti zvolime vlastni trofickou funkci
lovce f(x). V druhé rovnici pro jednoduchost nebudeme uvazovat nosnou kapacitu lovce a
pouZijeme pouze ¢len dxy misto & f (x)y.
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Dostaneme systém ve tvaru

— I
x = ax (1 K) f(x)y,
y ==y +dxy,

kde «, v, 6, K > 0 jsou parametry. Jejich vyznam je stejny jako u modelt ze kterych vychdzime.

Tvar specifické trofické funkce f(x) lovce zvolime nasledovné

f®=yfw (1.6)

kde B, 4 > 0 je parametr. Pro zjednodusSeni volime = u.

Parametry b, 4 ndm ovliviiuji maximalni pocet kofisti, kterou je lovec schopen ulovit za jed-
notku ¢asu. Pro nizké pocty kofisti se tispésnost lovu zvysuje téméf linedrné a bliZi se hodnoté
S. Po dosaZeni maximdlni hodnoty S dochdzi u lovce k pozvolné ztrdté schopnosti lovu se
zvysujici se Cetnosti kofisti. Tento jev miiZeme interpretovat jako schopnost kofisti vyuzit ko-
lektivni obranu pfi dosaZeni takové hustoty kofisti, kterd umoZzni souZiti ve smeckach ¢i vétsich
skupindach.

£(x)

Obrézek 1.4: Vlastni troficka funkce (1.6).

Tento typ modelu budeme kvalitativné analyzovat v kapitole 3.3.



Lotkuv-Volterruv obecny
model interakce

V této Casti prace se zaméfime na detailni kvalitativni analyzu pro vybrané modely dvou popu-
laci. VSechny déle analyzované modely vychazi z Lotkova-Volterrova obecného modelu, kdy
pouzijeme matematicka vychodiska, ktera byla pfedstavena v 1. kapitole.

Analyzujme Lotktv-Volterrtiv obecny model interakce dvou populaci. Rovnice modelu jsou ve
tvaru

x' = ax + Bxy,

2.1
¥ = yy+dxy, @D

kde a, B,7,6 € R jsou parametry.

Podle toho, jak volime znaménka parametrt &, §, v, 6 modelu, mtizeme rozliSovat rtzné typy
interakci. Rovnice pak vyjadfuji, zda populace ze vzajemné interakce profituji, nebo je interakce
ohrozuje.

V dalsi ¢asti prace se zaméfime na tfi zdkladni typy interakci obecného modelu (2.1):

e Symbiéza
V rovnicich modelu volime p¥islusné parametry tak, aby vyjadfovaly vztah, ktery zajistuje
profit ze spole¢ného souZiti. Rovnice podminku spliuji pro > 0aé > 0.

e Soutéz
Volime vstupni parametry modelu tak, aby vyjadfovaly vztah konkurence, kdy se popu-
lace interakci vzdjemné poskozuji. Rovnice podminku spliiuji pro p < 0ad < 0.

o Lovec-kofist
Model vyjadfuje vztah mezi populaci lovce y a populaci kofisti x. Vstupni parametry
volime s ohledem na podminku, Ze lovec profituje ze vzdjemné interakce a kofist, ktera je
zdrojem potravy pro lovce, je vzdjemnou interakci poskozovana. Tuto podminku splnime,
pokud g <0ad > 0.

Mozné kombinace interakce shrnuje tabulka 2.1.

9
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interakce a|B |~ |9
|+ =+
symbibza + |+ |+ |+
+ |+ | — |+
+ | =+ | -
soutéz + == |-
+ 11— -]+
. + | =+ |+

1 - kofist
ovec-kofist | _ | _ | | L
| =] =+

Tabulka 2.1: Znaménka parametrd «, 8,7y, v modelu (2.1) a jejich kombinace v zavislosti na
modelovaném typu interakce.

Stanoveni stacionarnich bodi obecného modelu

Pro urcent stability obecného modelu provedeme vysetfeni stacionarnich bodd. PoloZime levé
strany obou rovnic v (2.1) rovné nule

0 = ax + Bxy,

0=y +dxy.
Provedeme tipravu rovnic

0= x(a+By),

0=y(y+x).

Z rovnic ziskdme x-ovou a y-ovou nuloklinu
«
Ny = {(x,y) x=0Vy= _/3}'
14
N, = {(x,y) y=0VvVy= _5}'

V prisecicich x-ovych a y-novych nuloklin nalezneme dva stacionarni body

(55,99) = 00, (i) = (~3.-5). @2)
Stacionarni bod (x;, y) leZi v potatku (bod extinkce - obé populace vymiraji). Netrividlni sta-
cionarni bod (x},y7) je v ptipadé, Ze lezi v 1. kvadrantu fazového prostoru, bodem koexistence
obou populaci a je vyjadfen pomoci parametrti «, 3, 7, 6.

Pro urcent stability staciondrnich bodti nelinedrni soustavy (2.1) provedeme linearizaci systému.
Sestavime Jacobiho matici, kterd ma tvar

Jxy) = ((X —('S—yﬁy Y f—%x) '
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Pro stacionarni body (x§,y§), (x],y;) mé Jacobiho matice tvar

o0=3 ) (55 =y )

Pro staciondrni bod (x(j, y) ziskdme vlastni ¢isla Ay = a, A, = 7. Pro staciondrni bod (x7,y7)
ziskdme vlastni ¢isla A1 o = £,/a7.

V dalsi ¢asti provedeme analyzu stability vybranych typt interakce - symbiéza, soutéz, lovec-
kofist. Zaméfime se na hodnoceni pouze téch p¥padii, které zajistuji spoletnou existenci po-
pulaci. Vybereme takovou kombinaci parametrti «, 3,7, d, kdy koexisten¢ni staciondrni bod
(x7,y7) lezi v 1. kvadrantu fazové roviny, tj. ma nezaporné obé soutadnice (x,y) (tabulka 2.2).

interakce - koexistence | « | 3 | v | 6
symbib6za -+ |-+
soutéz + |-+ | -
lovec - kofist + | ==+

Tabulka 2.2: Vybér znamének parametrti a, 8, v, v modelu (2.1) v zavislosti na modelovaném
typu interakce.

2.1 Interakce typu symbidza

Model dvou populaci s interakci typu symbiéza vyjadfuje vztah zaloZeny na vzajemné koope-
raci [2]. Pokud uvaZzujeme pfipad, kdy nedochdzi ke vzajemné interakci a pfirozend amrtnost
populaci je vyssi neZ porodnost, klesa ¢etnost jednotlivych populaci podle Malthusova modelu
(1.1). V ptipadé vzdjemné interakce obé populace preferuji, aby druhd populace byla pfitomna,
protoZe jedna bez druhé nedokaZe preZit. Populace se vzajemné podporuji a obé z toho profi-
tuji. Tento typ interakce je dileZity pro nékteré zivotni procesy v pfirodé [6].

Interakci typu symbiéza mtiZeme popsat pomoci dvou diferencidlnich rovnic (2.1), kde g > 0 a
6 > 0. Ostatni parametry &, y stanovime dle vyse uvedeného a tak, aby koexisten¢ni stacionarni

bod mél nezdporné soutfadnice (tabulka 2.2).

Pro pfehlednost volime

®=—a,
= +b,
ﬁ:_c (2.4)
6= +d,

kdea,b,c,d > 0.
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Ziskdme upraveny tvar rovnic

/
— b ,
xl = —ax +bxy 2.5)
y = —cy+dxy.

Zaporné znaménko pied parametry a a ¢ vyjadiuje pokles poctu populaci v piipadé, kdy je
druhd populace nepfitomnd (nulova). Rovnice dale obsahuji kladny sou¢inovy ¢len bxy resp.
dxy, vyjadfujici riist Cetnosti obou populaci pfi vzdjemné interakci.

Stabilita staciondrnich boda

Staciondrni body vychazi z obecného feseni (2.2) se zohlednénim parametri &, §, vy, d pro tento
typ interakce (2.4)

(x5, y5) = (0,0), (x},y}) = (g,g) .

Také pro nalezeni vlastnich ¢isel A1, Ap Jacobiho matice vychdzime z obecného feSeni (2.3) se
zohlednénim parametrd «, B, y,  pro tento model.

Vlastni &isla Aq, Ap pro staciondrni bod (x§, y5) = (0,0) jsou

A =—-a<0,
Ay =—c<0.

Hodnoty Ay, A ur¢uji, Ze stacionarni bod (x§, y) je stabilni uzel.
Vlastni &isla A1, A pro stacionarni bod (x7,y;) = (5, §) jsou

)\1,2 = ﬂ:\/%, kde ac > 0.

Staciondrni bod (x7, y7) je sedlo.

Vytvotenim fazového portrétu modelu (2.5) mtizeme pozorovat, Ze do sedlového bodu (x7, y7)
sméfujf dvé trajektorie, délici fazovy prostor na dvé disjunktni oblasti. Tuto kfivku nazyvame
separatrix (obrézek 2.1).

Pokud volime pocate¢ni podminku (xo, yo) tak, Ze leZi na kiivce separatrix, populace pteZzivaji
a trajektorie feSeni sméfuji do koexisten¢niho staciondrniho bodu (x3,y7). V ptipadé, Ze volime
pocatetni podminku (xg, o) tak, Ze trajektorie za¢inaji pod oblasti vymezenou kfivkou sepa-
ratrix, véechna feseni sméfuji do bodu (xj,y;), tj. x(f) — 0,y(t) — 0 pro t — oo. Pti volbé
pocate¢ni podminky v oblasti nad kfivkou separatrix, trajektorie feSeni rostou exponencidlné
do nekonetna, tj. x(t) — oo, y(t) — oo pro t — oo.
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populace y
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populace x

Obrézek 2.1: Interakce typu symbidza popsana systémem (2.5). Obrdzek zndzornuje rozdéleni
fazového portrétu na dvé oblasti kiivkou separatrix v sedlovém bodé (x7,y7).

Rovnici kfivky separatrix ziskdme tak, Ze uréime trajektorie feSeni systému (2.5), které smétuji
do koexisten¢niho bodu (x},y;). Vydélenim rovnic (2.5) obdrzime, Ze x-ova a y-ova soufadnice
trajektorif vyhovuje diferencidlni rovnici

dx  x(—a-+by)

dy  y(—c+dx)

Dale upravime na tvar se separovanymi proménnymi

/—c+dxdx:/—a+bydy'
x y

Po integraci ziskame

—cIn|x|+dx = —aln|y| + by + C.

Po tipravé dostaneme vyraz

C=—cln|x|+aln|y| +dx — by.

Vidime, Ze podél vybrané trajektorie se neméni hodnota veli¢iny

V(x,y) = —cln|x| +aln|y| + dx — by,
nebof podél trajektorie V(x,y) = C.
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Pro urceni rovnice separatrix vyuZijeme skute¢nost, Ze trajektorie sméfuje do koexistenéniho
bodu (x7,y7), a tedy dosadime bod (x7,y7) = (4, §) do V(x,y). Dostdvame, Ze rovnice separa-
trix je

V(x,y) = —cln

‘—i—aln ‘—i—c—a. (2.6)

' ‘
d b

Model mé dva stacionarni body. Stacionarni bod v pocatku (x§,y;) je bodem extinkce a druhy
staciondrni bod (x},y;) je bodem koexistence. Staciondrni bod (x;, ;) je stabilni uzel a bod
(x7,y7) je sedlo.

Souhrnny pfehled stability stacionarnich bodi je uveden v tabulce 2.3.

a,b,c,d >0
(x5,y5) = (0,0) | stabilni uzel
(1, 97) = (3.3) sedlo

Tabulka 2.3: Interakce typu symbidza (2.5). Pfehled typu a stability stacionarnich bodi.

Z prubéhu trajektorii feSeni na obrazku 2.2, 2.3 a 2.4 miiZeme pozorovat, Ze pfi nepfitomnosti
druhé populace, neni schopna Zadnd z populaci samostatné prezit. Jak jizZ bylo zminéno vyse
koexistence obou populaci zévisi na volbé pocateéni podminky (xg, o). Obrazek 2.2 ilustruje
¢asovy vyvoj modelu pii volbé pocate¢ni podminky pod kfivkou separatrix, kdy trajektorie
fdzového portrétu sméfuji do bodu extinkce a obé populace vymiraji. Na obrdzku 2.3 je zobra-
zen ptipad, kdy pocate¢ni podminka je volena v oblasti nad kfivkou separatrix. Obé populace
spole¢né pieZzivaji a jejich hustota roste exponencidlné do nekone¢na. Na obrdzku 2.4 je zob-
razena varianta, kdy volime poc¢ate¢ni podminku na kfivce separatrix. Obé populace spole¢né
koexistuji a na ¢asovém vyvoji modelu miizeme pozorovat, Ze hustota obou populace se ustali
na hodnotach, které odpovidaji koexisten¢nimu staciondrnimu bodu (x7, y7).

separatrix

populace y

>
= — populace x
= — populace y

populace x Cas t

Obrazek 2.2: Interakce typu symbidza (2.5). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pfi volbé
pocate¢ni podminky v oblasti pod kfivkou separatrix. Volba parametrt: a =2,b =1,c =3,d =
1. Potatedni podminka (xg,yo) = (2,2).
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eparatrix 10
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populace y
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— populace x
— populace y

populace x Cas t

Obrézek 2.3: Interakce typu symbidza (2.5). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pii volbé
pocate¢ni podminky v oblasti nad kfivkou separatrix. Volba parametrt: a =2,b =1,c =3,d =
1. Potéte¢ni podminka (xg, o) = (3,4).

— populace x
— populace y

populace y

populace x cas t

Obrézek 2.4: Interakce typu symbidza (2.5). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pii volbé
pocéte¢ni podminky na kifivce separatrix. Volba parametrti:a = 2,b = 1,c = 3,d = 1. Po¢ate¢ni
podminka (xg, o) = (2,3.1).

2.2 Interakce typu soutéz

Pro interakci typu soutéZz je charakteristické, Ze popisuje model souZiti dvou populaci, které
si navzdjem konkuruji [2]. UvaZujme piiklad, kdy populace potfebuji stejné Zivotni prosttedsi,
nebo soutéZi o stejné zdroje potravy. Pokud médme dvé populace, které nemaji interakci, bude
se ¢etnost kazdé z populaci zvySovat exponencialné dle Malthusova modelu (1.1). V ptfipadé,

Ze se obé populace setkavaji, jsou interakci poskozovany, a to ovliviiuje jejich Cetnost [6].
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Interakci typu soutéZ 1ze vyjadfit pomoci dvou diferencidlnich rovnic (2.1), kde p < 0,5 < 0.
Ostatni parametry &,y opét volime tak, aby byly splnény podminky pro tento typ interakce
(tabulka 2.2).

Po volbé znamének parametrti je upraveny tvar rovnic

x' = ax — bxy,

2.7
y' =cy—dxy, @7

kdea,b,c,d > 0.

Kladna znaménka pred parametry a a c vyjadiuje rlist poctu populaci v pfipadé, kdy je druhd
populace nepfitomnd. Vzajemnou interakci v rovnicich reprezentuje sou¢inovy ¢len bxy resp.
dxy. Zaporna znaménka pred parametry b a d vyjadfuji pokles poctu p¥islusné populace vlivem
vzijemné soutéZe (konkurence).

Stabilita stacionarnich boda

Staciondrni body vychdzi z obecného feseni (2.2) se zohlednénim parametrti pro tento typ in-
terakce

(6,%5) = 0,0, (3D =(55)

Pro urceni vlastnich &isel A1, Ap pouZijeme Jacobiho matici vychdazejici z obecného feSeni (2.3).
Vlastni ¢isla Aq, Ay pro staciondrni bod (x5, y5) = (0,0) jsou

A =a>0,
Ay =¢c>0.

Stacionarni bod (x{, ;) je nestabilni uzel.
Pro stacionarni bod (x},y;) = (§, %) ziskame vlastni &isla

Mp = ++/ac, kdeac > 0.

Staciondrni bod (x7,y7) je sedlo.

Na obrazku 2.5 mtizeme pozorovat, Ze trajektorie separatrix sméfuje do sedlového bodu (x7, y7)
a rozdéluje fazovy portrét na dvé oblasti, kde kazdd ma charakteristicky tvar trajektorif.

Stejné jako u interakce typu symbidza plati, Ze volba pocate¢ni podminky ovliviiuje charakter
feSeni. ZaleZi tedy, zda pocatecni podminka je v oblasti pod/nad separatrix, nebo je volena na
této kiivce. Charakter feSeni pro jednotlivé pfiklady mtiZeme vidét na obrazku 2.6, 2.7 2.8.
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populace y

IS

populace x

Obrazek 2.5: Interakce typu soutéZ (2.7). Obrazek zndzormuje rozdéleni fdzového portrétu na
dvé oblasti kiivkou separatrix v sedlovém bodé (x7, y7).

Trajektorii kfivky separatrix ziskdme stejnym postupem jako u interakce typu symbidza ve
tvaru
V(x,y) =cln

‘—aln ’—c—o—a.

al =l

Z vysledkti analyzy stability systému vyplyvd, Ze model md dva stacionarni body. Prvni sta-
cionarni bod (x§, y;;) je nestabilnim uzlem a druhy staciondrni bod (x7,y7) je sedlo.

Souhrnny pfehled staciondrnich bodti nalezneme v tabulce 2.4.

a,b,c,d>0
(x5,y5) = (0,0) | nestabilni uzel
(1,91) = (3. 3) sedlo
Tabulka 2.4: Interakce typu soutéz (2.7). P¥ehled typu a stability staciondrnich bodi.

Pfi volbé pocateéni podminky (xo,y0) pod kiivkou separatrix (obrdzek 2.6) populace y po
urditém Case vymiré (y(t) — 0 pro t — oo). Populace x pfeziva a roste bez omezeni (x(t) — oo
pro t — o). Naopak pfi pocatetni podmince (xg,1o) takové, Ze trajektorie zacinaji v oblasti
nad kfivkou separatrix (obrazek 2.7), populace x po ur¢itém ¢ase vymira (x(t) — 0 pro t — oo)
a populace y roste neomezené (y(t) — oo pro t — o0). Pokud volime potate¢ni podminku na
kiivce separatrix (obrdzek 2.8), obé populace pfeZivaji a casovy vyvoj modelu ukazuje, Ze se
etnost populaci ustdli na hodnotach odpovidajici koexistenénimu bodu (x3, 7).
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x(®), y(t)

— populace x
— populace y

populace y

cast

Obrazek 2.6: Interakce typu soutéZ (2.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pfi volbé
pocate¢ni podminky v oblasti pod kfivkou separatrix. Volba parametrti: a = 0.7,b = 0.2,c =

1.1,d = 0.2. Potate¢ni podminka (xo, yo) = (5,2).

populace y

Obrézek 2.7: Interakce typu soutéz (2.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pii volbé
pocate¢ni podminky v oblasti nad kfivkou separatrix. Volba parametrii: a = 0.7,b = 0.2,c =
1.1,d = 0.2. Po¢ate¢ni podminka (xo, yo) = (4,3).
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— populace x
— populace y

populace y

x(1), y(t)

populace x Cas t

Obrézek 2.8: Interakce typu soutéZ (2.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pii volbé
pocate¢ni podminky na kfivce separatrix. Volba parametrti: 4 = 0.7,b = 0.2,c = 1.1,d = 0.2.
Pocétecni podminka (xg, o) = (8,5.6).

2.3 Interakce typu lovec-kofist

Interakce typu lovec-kofist se zaméfuje na vzajemny vztah, kdy v p¥ipadé dvou populaci jedna
populace (lovec) profituje ze vzdjemnych interakci a druhd populace (kofist) je vzdjemnym
ptisobenim poskozovéna [2]. Pfedpoklddejme, Ze lovec nemd jiny zdroj potravy, pak bez in-
terakce s kofisti klesd jeho ¢etnost exponencidlné dle Malthusova modelu (1.1). Naopak kofist,
ktera neni ohroZovana lovcem, mutize neomezené riist. Pro interakci uvazujme podminku, Ze
diky predaci lovce se sniZuje riist kofisti imérné jejich vzdjemnému setkdvani a dostupnost
kofisti zajistuje rtist populace lovce [6].

U interakce typu lovec-kofist vychdzime ze systému rovnic (2.1), kde p < 0 a é > 0 a ostatni
parametry «, v volime dle tabulky 2.2.

Ziskame upraveny tvar rovnic

x' = ax — bxy,
, 2.8)
Yy = —cy +dxy.

kdea,b,c,d > 0, x = x(t) je kofist a y = y(f) je lovec.

Kladné znaménko pred parametrem a v prvni rovnici vyjadfuje rist po¢tu populace kofisti,
pokud je populace lovce nepfitomnd. Zaporné znaménko pfed parametrem c ve druhé rov-
nici vyjadfuje tibytek populace lovce, pokud je populace kofisti nulovd. Obé rovnice obsahuji
soucinové cleny bxy a dxy reprezentujici vliv interakce populaci. Zaporné znaménko pied pa-
rametrem b vyjadiuje pokles Cetnosti kofisti, a naopak kladné znaménko pfed parametrem d
vyjadfuje rast populace lovce vlivem vzdjemného ptisobeni.
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Stabilita staciondrnich boda

Pro urceni staciondrnich bodti vychazime z obecného feseni (2.2), kde zohlednime znaménka
parametrd &, 3, v, d pro tento typ interakce

(5,56) = 0,0, (chvi) = (5)-

Dale ur¢ime hodnoty vlastnich &isel A1, Ay v bodech (x5, y5), (x3,y7). Piislusnd Jacobiho matice
vychdzi z obecného feSeni (2.3).

Vlastni ¢isla Aq, Ap pro staciondrni bod (x5, y5) = (0,0) jsou

A =a>0,
Ay =c <0.

Staciondrni bod (x§, y;;) je sedlo.

7 Yz

Pro staciondrni bod (x},y;) = (5, #) jsou vlastni &isla
Mp = tvac, kdeac <O0,tj., A1p = Fiy/|ac|.

Vlastni ¢isla A jsou komplexné sdruZena a redlna ast je nulovd, tj. stacionarni bod (x7,y7)
neni hyperbolicky bod. Proto nemtiZzeme o stabilité rozhodnout na zdkladé véty o linearizaci.
Staciondrni bod mtze byt stied, stabilni nebo nestabilni ohnisko.

Vv s

Provedeme detailnéjsi analyzu pro urceni tvaru trajektorii feSeni v okoli stacionarniho bodu.
Vyuzijeme skutecnost, Ze systém (2.8) je konzervativni, tj. Ze existuje jeho prvni integral. Na-
lezeni prvniho integrélu provedeme stejnym postupem jako v kapitole 2.1 pii hledani rovnice
kiivky separatrix.

Prvni integrél je funkce V(x,y), kterd je konstantni na trajektoriich systému (2.8) a najdeme ji
ve tvaru

V(x,y) = —cIn(x) — aln(y) + dx + by.
Trajektorie systému (2.8) jsou hladinami 1. integralu V(x, y). Pro uréeni tvaru trajektorii feseni,

provedeme analyzu funkce V(x,y). Nejprve uréime prvni a druhé parcidlni derivace funkce
V(x,y) a sestavime Hessovu matici druhych parcidlnich derivaci této funkce

W_ cyg Vo,
ox x oy oy
PV ¢ 2V 9’V o’V

a
ox2  x2’ oxay  oyox | oyr  y*

) . (2.9)

Hessova matice ma tvar

oRe
S o

H(x,y) = <
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Po dosazeni staciondrniho bodu (x7,y7) = (§, §) je zZfejmé, Ze matice druhych parcidlnich de-

rivaci H(x,y) (2.9) je pozitivné definitni (A; > 0,A; > 0). To znamend, Ze funkce V(x,y) je
konvexni a v bodé (x],y}) nabyva svého minima.

ProtoZe bod (x7,y;) je lokalni minimum funkce V(x,y) a hladiny na jeho okoli jsou uzaviené
kiivky, pak plati Ze, vSechny trajektorie v jeho okoli jsou také uzaviené. MtiZeme tedy konsta-
tovat, Ze staciondrni bod (x7, y7) je (nelinedrni) stfed.

Analyzovany model ma dva stacionarni body. Jeden staciondrni bod (x§,y;) je sedlo. Druhy
staciondrni bod (x7,y;) je stfed, jednd se o koexistenéni bod.

Souhrnny pfehled stability stacionarnich bodi nalezneme v tabulce 2.5.

a,b,c,d >0
(5,%5) = (0,0) | sedlo
(x1,y71) = (5, ¢) stred

d
Tabulka 2.5: Interakce typu lovec-kofist (2.8). P¥ehled typu a stability staciondrnich bodi.

Z fazového portrétu na obrazku 2.9 vidime, Ze jednotliva feseni maji tvar uzavienych kiivek
kolem stacionarniho bodu (x7,y;). Pokud je kofisti minimum, ma lovec nedostatek potravy a
za¢ne vymirat. To umozZni nartist populace kofisti, kterd je méné lovena. Diisledkem je, Ze lovci
maji opét vice potravy a zvysi se lov kofisti. Tim hustota kofisti postupné klesa a v okamZiku,
kdy pocet lovct dosahuje maxima, nésleduje prudky pokles cetnosti kofisti. Cely cyklus se
opakuje a dochazi tak k cyklické zméné Cetnosti lovce a kofisti. Cetnost obou populaci se mtize
dostat blizko k bodu extinkce, ale jsou schopni se zotavit a koexistovat spole¢né.

— kofist — lovec

‘:\i

/1
S/
“
//’/

x(1), y()

3=

\\

),
A

7

F\
:
N
\v

kofist x cast

Obrazek 2.9: Interakce typu lovec-kofist (2.8). Fazovy portrét a casovy vyvoj modelu. Volba
parametri: a = 1,b = 1,¢ = 1,d = 1. Pocatetni podminka (xo,y0) = (2,2).






Rozsirené modely typu
lovec-korist

v oy

V této kapitole provedeme rozsifeni obecného Lotkova-Volterrova modelu interakce typu lovec-
kofist, kdy pro realisti¢téjsi podobu pfiddme do modelu dalsi vstupni pfedpoklady. Cilem bude
provést vySetfeni kvalitativnich vlastnosti systému, p¥ipadné popis vyskytujicich se bifurkaci.

3.1 Model s vnitrodruhovou konkurenci koftisti

V obecném modelu lovec-kofist (2.8) roste populace kofisti pfi nep¥itomnosti lovce podle Mal-
thusova modelu (1.1). V redlném prostfedi neni mozny neomezeny rtist, protoze prostfedi, kde
korist Zije, poskytuje omezené zdroje. Proto provedeme rozsifeni modelu lovec-kofist, kdy do
modelu zahrneme vliv konkurence populace kofisti.

Upravime rovnici (2.8) tak, Ze pfiddme logistickou funkci (1.2) do rovnice populace kofisti a
dostaneme systém ve tvaru

x' = ax (1—%) — bxy,

/ J—

Yy = —cy+dxy,

3.1)

kdea,b,c,d,K > 0 jsou parametry.

Znaménka pfed parametry modelu a, b, ¢, d jsou shodné s obecnym modelem lovec-kofist (2.8).
Dochézi-li ke vzdjemné interakci lovce a kofisti, kofist je touto interakci poskozovana, protoZe
je zdrojem potravy pro lovce. V piipadé, Ze lovec nemd dostatek potravy, dochazi k tbytku
populace lovce. Do modelu je u populace kofisti zatazen logisticky ¢len obsahujici parametr K,
ktery reprezentuje nosnou kapacitu prosttedi. Cim vice se bude pocet kofisti limitné p¥iblizovat
k nosné kapacité prostredi K, tim pomaleji se bude kofist mnozit.

Pro sniZeni poc¢tu parametrit modelu provedeme zjednodusSeni tim, Ze pfevedeme systém na
bezrozmérny tvar.

23
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Upravime vychozi tvar rovnic (3.1)

13- )
1dy

C
dar ~ a4t

Zavedeme nové nezndmé u a v a NOVy parametr

u—%x v—é r=—>0
I T
kder > 0.
Po tpraveé dostaneme tvar
1du
I =u(l—ru)—uv,
Ldo _ -0+ uv
cdt '

Pro eliminaci parametrti a, c zavedeme dalsi parametr p a novou ¢asovou proménnou T

s odu __ dudt _ 1ldu xdv _ adv
kdep > 0,7 >0, tj. o7 = % 7= = 757 apodobné 72 = 2%

Ziskdme bezrozmérny tvar modelu (3.1)

du =u(l—ru—ov),
at
(3.2)
9 _ o(u—1)
it F '

Stabilita staciondrnich boda

Stanovime nulokliny

N, ={(u,v):u=0Vo+ru=1},
Ny ={(u,0) :u=1Vo=0}.

Staciondrni body pro tento model jsou

(15,09) = (0,0), (o) = (1,0), (u303) = (L1 =1).

U popula¢nich modeld ma stacionarni bod nezaporné obé souradnice. Proto budeme stacionarni
bod (u3,v;) uvaZzovat a analyzovat pouze v piipadé r € (0,1).
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Sestavime Jacobiho matici

1—2ru—vo —u
Ju,0) = ( pv pu —P> '

Vlastni &isla Aq, Ap pro staciondrni bod (ug, v;) = (0,0) jsou

)\ZI*p<0.

Staciondrni bod (1, vj) je typu sedlo.

Pro stacionarni bod (u],v}) = (%, O) najdeme vlastni ¢isla A1, Ay Jacobiho matice ve tvaru

1
Alp(]/‘_l)l
Ay =—1.

Pro stacionarni bod (u3,v}) plati, Zze pror € (0,1) je Ay < 0 < A; ajedna se o sedlo. Pror > 1
je A1 < 0,Ay < 0a staciondrni bod je stabilni uzel.

Pro stacionarni bod (13, v5) = (1,1 — r) z Jacobiho matice ur¢ime charakteristickou rovnici

—-r—A -1

det(J(1,1—r) — AI) = ‘p_pr o

‘:Az—i—r)x—l—(p—pr)zo.

Z charakteristické rovnice uréime vlastni ¢isla A1, Ay

—r=+ \5
2 4
kde D = r2 — 4p(1 — r). Charakter vlastnich &isel Ay, A, zavisi na znaménku diskriminantu D.

Diskriminant D = 0 pro
ro = —2p£24/p%+p.

Jelikoz r; = —2p —24/p?>+p < 0 a my uvaZujeme, Ze r > 0, bude pro nés dutlezity kofen

1 =—=20+2y/p>+p.

S ohledem na volbu parametru r rozliSujeme dva pripady, které urcuji charakter vlastnich ¢isel
A1, Ag.

AMp =

Pror € (0,r1) je D < 0 a vlastni &sla A1, Ay jsou komplexné sdruzend. Redlnd &ast vlastnich
¢isel je

Re(A1, M) = —g <0.

Staciondrni bod (u3,v;) = (1,1 — r) je stabilni ohnisko.
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Poznimka 3.1. Pro r = rq je diskriminant D = 0. Staciondrni bod (u},v5) ma dvojndsobna
vlastni ¢isla A1, a existuje jeden linedrné nezévisly vlastni vektor. Staciondrni bod (u3,v3) je
degenerovany uzel.

Pror € (r1,1) je D > 0 a vlastni &isla Ay, A jsou redlnd zédpornd. Staciondrni bod (u3,v3) =
(1,1 —r) je stabilni uzel.

Poznimka 3.2. Pro r = 1 je jedno vlastni ¢islo A1 = 0. Stacionarni bod (u3,v;) neni hyperbo-
licky a nelze rozhodnout o typu stability pomoci véty o linearizaci. Je nutné pouZit alternativni
postup, ktery zde nebudeme provadét.

Pro r > 1 bychom jednoznainé obdrzeli, Ze A, < 0 < Ay, a tedy (u3,v;) by byl sedlem, oviem
leZicim mimo 1. kvadrant.

Analyzovany model je po pfevedeni na bezrozmeérny tvar 2-parametricky systém, kde po-
pula¢ni dynamiku ovliviiuji parametry p a r. Systém ma tfi stacionarni body. V pfipadé sta-
cionarniho bodu (u,v;) ovliviiuji parametry p a r systém pouze kvantitativné, tj. maji vliv
pouze na tvar trajektorif a staciondrni bod je sedlo. U staciondrntho bodu (u],v}) ur¢uje para-
metr r soufadnice bodu ve fdzovém portrétu a také typ stability. Pro r € (0,1) se jednd o sedlo
a pror > 1 sejedna o stabilni uzel.

Staciondrni bod (u3, v} ) je koexistenéni bod, kdy parametr r uruje jeho soufadnice ve fazovém
prostoru. V celém rozsahu parametru r € (0,1) je bod asymptoticky stabilni. Uvniti tohoto
intervalu dochazi ke zméné typu staciondrniho bodu ze stabilniho ohniska na stabilni uzel v
zévislosti na volbé parametru p a r. Na obrdzku 3.1 mtZeme pozorovat, Ze volba parametru
r = r1(p) uréuje hrani¢ni hodnotu parametru, kde dochazi ke zméné charakteru vlastnich ¢isel
A a tedy ke zméné typu staciondrniho bodu. Parametr r; rozdéluje interval r € (0,1) na dvé
oblasti, kdy pror € (0,71) jebod (u},v};) stabilni ohnisko a pror € (r1,1) jebod (u3,v5) stabilni
uzel. Pro r = 1 se staciondrni body (u},v}) a (u3,v;) sjednoti, dochazi k vyméné typu a jejich
stability, tj. transkritické bifurkaci. Pro 7 > 1 se stacionarni bod (13, v; ) méni ze stabilniho uzlu
na sedlo. V takovém piipadé ma ale bod (u3,v;) zdpornou jednu soufadnici a pro nag model
pak zustavaji smysluplné pouze staciondrni body (u(, vj;) (sedlo) a (u7,v7) (stabilni uzel).

Ptehled zmén stability staciondrnich bodi je shrnuty v tabulce 3.1.

re(0n) | re(nl) | r>1
(ug,v5) = (0,0) sedlo
(uf,v}) = (1,0) sedlo stabilni uzel
(u3,v3) = (1,1 —r) | stabilni ohnisko | stabilni uzel | sedlo (mimo 1. kvadrant)

Tabulka 3.1: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.2). Pfehled typu a stability sta-
cionédrnich bodi.
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Sedlo Transkriticka bifurkace

Parametr r

r=ry(p) =—-2p+2p*+p

Stabilni ohnisko

0 5 .
p Parametr p

Obréazek 3.1: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.2). Zména typu stability sta-
cionarniho bodu (u3,v;) v zavislosti na volbé parametrtip a r.

Obrézek 3.2 a 3.3 ilustruje fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro dvé rtizné situace. V
piipadé, ze volime r € (0,r1), tj. kapacita prostfedi kofisti je vysokd, dochézi k ustdlenému
stavu populace lovce a kofisti ttumenymi oscilacemi v bodé (u3},v3), ktery je v tomto piipadé
stabilnim ohniskem. Pokud volime r € (r1,1), tj. kapacita prostfedi kofisti je nizkd, dochazi k
ustaleni stavu populace lovce a kofisti v kratkém ¢ase po nékolika zakolisani amplitudy v bodé
(u3,05), ktery je v tomto pfipadé stabilni uzel. Cetnost kofisti i lovce se ustdli na hodnotach
odpovidajici koexistenénimu bodu (u3,v3). Tim, Ze jsme do systému piidali logisticky ¢len,
dochézi ke stabilizaci feSeni v koexisten¢nim bodé v zavislosti na zadané kapacité prostiedi na
strané kofisti.

T OO
NN NN
| j?\\\\\\

NN
AN
L AN NN
A SN
“\\3\\ OO |

.

kofist u

Obrézek 3.2: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.2). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj
modelu pro r € (0,r1). Koexistenéni bod (u3,v5) je stabilni ohnisko. Volba parametrii: r =
0.2, p = 1. Pocate¢ni podminka (19, v9) = (5,3).
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lovec v

— kofist — lovec

0 05 1 15
kofist u

Obrézek 3.3: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.2). FAzovy portrét a casovy vyvoj
modelu pror € (r1,1). Koexisten¢ni bod (13, v3) je stabilni uzel. Volba parametrti: ¥ = 0.85,p =
1. Potatedni podminka (ug, vg) = (5,3).

Na obrazku 3.4 je zobrazen bifurka¢ni diagram znézoriiujici zménu dynamiky systému (3.2)
v zavislosti na hodnoté parametru r pifi konstantni hodnoté parametru p > 0. V piipadé, ze
parametr r = 0, chovani modelu je identické s obecnym modelem lovec-kofist (2.8). Déle je
z bifurka¢niho diagramu zfejmé, Ze pro parametr r = 1 se v bodé (1,0) potkavaji vétve sta-
cionarnich bodti (uj,v7), (u3,v5), dochdzi zde ke zméné typu a stability ze stabilntho uzlu na
sedlo a tedy nastava transkriticka bifurkace.

A

|

I

Transkriticka ;__{- ~\ A

- bifurkace _ LE|
0

(u3,vi) | i ;/}:

Wt

- |t

/ 4

Obrézek 3.4: Bifurka¢ni diagram modelu s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.2). Obrazek
ilustruje zménu dynamiky systému v zdvislosti na hodnoté parametru r pfi konstantni hodnoté
p > 0. Pfi volbé parametru r = 1 nastava v bodé (u*,v*) = (1,0) transkritickd bifurkace.
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3.2 Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce

Model lovec kofist s pfidanou logistickou funkci u populace kofisti (3.1) eliminoval neredlny
predpoklad, Ze bez p¥itomnosti dravce roste kofist exponencidlné. Pro realisti¢téjsi podobu do
modelu pfidame logistickou funkci také u populace lovce. Ziskdme tak model, kdy u obou
populaci dochazi k vnitrodruhové konkurenci s ohledem na nosnou kapacitu prostiedi. Dale
pfiddme podminku, Ze kofist neni nezbytnou potravou pro lovce, a tedy i bez existence kofisti
je lovec schopen prezit.

Model miizeme vyjadfit pomoci dvou diferencidlnich rovnic, které vychazi z modelu (3.1) s
roz$ifenim o logisticky ¢len u populace lovce.

Tvar rovnic je

(3.3)

kdea,b,c,d, Ky,K, > 0.

Znaménka pfed parametry modelu a,b,d a jejich vyznam je shodny s modelem (2.8). Pro pa-
rametr ¢ volime kladné znaménko, které vyjadfuje schopnost lovce pfezit i bez p¥itomnosti
kofisti. Pro obé populace jsou do modelu zafazeny logistické funkce, které obsahuji koeficienty
Kj, K3, reprezentujici nosnou kapacitu kofisti a lovce. Logistické ¢leny v rovnicich zajistuji, Ze
pokud populace nemaji vzdjemnou interakci, porostou maximéalné do své nosné kapacity.

Opét pfevedeme systém (3.3) na bezrozmérny tvar.

Upravime vychozi tvar rovnic (3.3)

1d—x—gx 1 X —X
bdt b Y

Ky
1ldy ¢ y
—— =y (1—-=]4+xy.
ddt 4’ K )Y
Zavedeme nové nezndmé u a v, nové parametry rq, ¥z, 0 a novou ¢asovou proménnou T

g4, L2t a ¢
- c 7 —a]/, 1_dK1/ Z_szr -

kde r1,72,0 > 0.
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Ziskdme bezrozmérny tvar modelu

du _ u(l—ru—o),
dt
(3.4)
Qo _ (1 —rv+u)
it F 2 '

Stabilita stacionarnich boda

Stanovime nulokliny
Ny ={(u,v):u=0Vo+ru=1},
Ny ={(u,v):v=0Vu—rov=-1}.

Urc¢ime staciondrni body, které jsou

* * * * 1
(ug,v5) = (0,0), (uj,vy) = (rlfo) ,

1 rn—1 14nr
>k/ 5) = 0/7 7 */ 3) = 7 .
(le UZ) ( 1’2) (u3 03) <1+1’11’2 1—1—1‘11’2)

Pro biologicky model, uvazujme podminku, Ze staciondrni body maji nezdporné soufadnice
(u,v). Proto budeme pro staciondrni bod (u}, v}) uvaZovat a analyzovat pouze hodnoty para-
metrar; >0ary > 1.

Jacobiho matice ma tvar

I, 0) = <1—2r1u—v —u >

0V 0 — 2010 + pu

Vlastni ¢isla Aq, A pro stacionarni bod (ug, v§) = (0,0) jsou

A =1,
A2:p>0.

Staciondrni bod (1§, v§) je nestabilni uzel.

Pro stacionarni bod (u},v}) = (%,O) je

1(70) = <01 p(lfgl))

JelikoZ se jednd o horni trojithelnikovou matici, ihned vidime vlastni ¢isla

/\l:_ll
1

Staciondrni bod (uf,v}) = (%,0) je sedlo.
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Pro staciondrni bod (u5,v}) = (O, %) je

1 - 0
](O'J—( £ —p)'

ProtoZe se jedna o dolni trojihelnikovou matici, ihned vidime vlastni ¢isla

1
/\1—1_5,
Azz—p<0.

1

Staciondrni bod (u3,v3) = (0, 5) je pro ry € (0,1) stabilni uzel, a pro r, > 1 je typu sedlo.

Pro stacionarni bod (u’S‘, vg) = (%, 1{;:%) z Jacobiho matice uréime charakteristickou rov-
nici
r—rnnr 1—1’2
rn—1 T14n TTnm TFrr 2
det (] (1 ' —Al') = P1+2Pfl —Pf1r2—2}7722 = AA“+BA+C =0,
+rira +rnr T+, T+rir; —-A
kde

A=1+13,
B = (=11 — 21y + 110 + 1213) + p(2r0 + 1112 + 21173 + 1313),

C=p(=1—r+ri+r+15—rir—rira+2nr3).

Z charakteristické rovnice stanovime vlastni ¢isla A1, A

kde D = B2 — 4AC.

ProtoZe staciondrni bod (u3, v3) uvazujeme pouze pro r1, 0 > 0,72 > 1, je diskriminant D > 0

a A, Ay < 0. Staciondrni bod (u3,v3) = (%, 11:;1}2

) je stabilni uzel.

Pro r1,p > 0,72 € (0,1) je staciondrni bod (13, v3) sedlo, ale lezi mimo 1. kvadrant, proto ho
nebudeme uvaZovat.

Poznimka 3.3. Pro r; = 1 je jedno vlastni &islo A; = 0. Staciondrni bod (13, v3) neni hyperbo-
licky a nelze rozhodnout o typu stability pomoci véty o linearizaci. Je nutné pouZit alternativni
postup, ktery zde nebudeme provadét.
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Zkoumany model jsme zjednodusili pfevedenim na bezrozmérny tvar a ziskali jsme soustavu
rovnic, kterd obsahuje parametry p,r; a rp. Tyto parametry ovliviiuji model jak kvalitativné,
tak kvantitativné. Systém ma ¢tyii staciondrni body. Trividlni staciondrni bod (uf, v{;) je nesta-
bilni uzel, kdy parametr p stabilitu neovliviiuje a ma vliv pouze na tvar trajektorie feSeni. Pro
staciondrni bod (uj,v}) plati, Ze parametry p > 0 a r; > 0 neovliviiuji stabilitu ani typ a sta-
cionérni bod je sedlo.

V ptipadé staciondrniho bodu (u3, v} ) je pro typ a stabilitu uréujici zvolend hodnota parametrii
p a rp. P¥i volbé parametru r; € (0, 1) je staciondrni bod stabilni uzel, pro r, > 1 je staciondrni
bod sedlo.

Staciondrni bod (u3, v3) je koexistentni bod a typ jeho stability ovliviiuje nastaveni parametrt
0,11 a ry. Parametry rq, rp urcuji polohu staciondrniho bodu ve fdzovém prostoru a umoznuji
regulovat maximdlni kapacitu prostfedi u populace kofisti (r1) a maximalni kapacitu prostiedi
u populace lovce (r;). PH podmince, kterd zajistuje redlnost modelu (o > 0,77 > 0ar, > 1)je
staciondrni bod stabilni uzel. Pokud bychom volili parametr r, € (0,1), pak staciondrni bod je
sedlo. Jedna se o situaci, kdy soufadnice bodu (3, v}) jsou zaporné a takovy stav neodpovida
realité popula¢niho modelu. Pro 7, = 1 dochézi ke splynuti bodt (u3,v3) a (u3,v3), kdy si
vzajemné vymeéni typ staciondrniho bodu a stabilitu, tj. nastava transkriticka bifurkace.

Prehled zmén stability staciondrnich bodi je shrnuty v tabulce 3.2.

r1 >0 1”26(0,1) ‘ rn>1
(ug,v5) = (0,0) nestabiln{ uzel
(uy,v7) = (,1—1,0) sedlo
(u3,v3) = (0, 71—2) stabilni uzel sedlo
(u},03) = (12;112, 1{;:}2) sedlo (mimo 1. kvadrant) | stabilni uzel

Tabulka 3.2: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce (3.4). Pfehled typt a stability
staciondrnich bodi.

Na obrazku 3.5 mtizeme pozorovat fizovy portrét a Casovy vyvoj feseni modelu pro parametr
rp > 1. Z polohy staciondrnich bodt (uj,v}) a (u3,v;) je zfejmé, Ze v piipadé, kdy se po-
pulace nepotkavaji, kazda z populaci se ustali na hodnoté odpovidajici své nosné kapacité, tj.
pro kofist na hodnoté % a u lovce na hodnoté % To je v souladu se vstupnim p¥edpokladem,
Ze koftist neni pro lovce jedinym zdrojem potravy a mtZe pfeZivat hleddnim jiné alternativy. V
pripadé vzdjemné interakce populaci, vSechny trajektorie feSeni smétuji ke koexisten¢nimu sta-
cionarnimu bodu (13, v5) a dochézi ke stabilizaci ¢etnosti populaci na hodnotach odpovidajici
koexistené¢nimu bodu.
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— kofist — lovec

lovec v

v(t)

kofist u Gas t

Obrézek 3.5: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce (3.4). Fdzovy portrét a casovy
vyvoj modelu pro r, > 1. Koexisten¢ni bod (u3, v3) je stabilni uzel. Volba parametrt: 1 = 0.4,
rp = 3.6, p = 1. Potéte¢ni podminka (19, vo) = (2,2).

Obrazek 3.6 ukazuje fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro situaci, kdy parametr r, €
(0,1). Pro stacionarni bod (u3,v3) plati, Ze se zméni jeho typ ze sedla na stabilni uzel. Také
koexisten¢ni bod (u3,v}) méni stabilitu (stane se sedlem), ale nachazi se mimo 1. kvadrant. Z
¢asového vyvoje feSeni miiZzeme pozorovat, Ze u populace kofisti dochazi k exponencidlnimu
poklesu, ktery kon¢i vymfenim populace. U populace lovce dochdzi k ndrustu ¢etnosti po dobu,
dokud je kofist pfitomnd a po jejim vymieni se stabilizuje na hodnoté odpovidajici své nosné
kapacité prostiedi. To mtizeme interpretovat tak, Ze lovec je nucen si najit jiny zdroj potravy.

— kofist — lovec

lovec v

kofist u Cas t

Obrézek 3.6: Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce (3.4). Fazovy portrét a casovy
vyvoj modelu pro r, € (0,1). Koexistenéni bod (u3,73) je sedlo (mimo 1. kvadrant). Volba
parametra: r; = 0.4, r, = 0.5, p = 1. Pocate¢ni podminka (19, v) = (2,2).
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Pro model jsme sestrojili bifurkaéni diagram a zhodnotili dynamiku systému v pfipadé zmény
bifurka¢niho parametru r. Pro zjednoduSeni volime r; = 1,7 = 7. Pro hodnotu r = 1 se
potkavaji dvé vétve staciondrnich bod, konkrétné bodu (u3, v;) a koexistenéntho bodu (u3, v3).
Z&dné nové stacionarni body nezanikaji ani nevznikaji, ale v bodé (u*,v*) = (0,1) nastava
zmeéna stability systému. V systému (3.4) tedy dochdzi k transkritické bifurkaci.

vl
(uz,vz)
[/ /¥
2 [ ¥
# P’A-" .
/ --'; ™ LY 7 ‘
Yo
v 4 Y 1| P.‘ |
J* I
Transkritickd AT AN ‘I'
1 4 bifurkace > |
“*
X
7/ /¥
Wt =
‘7‘\
Y | 4
y V74
/.-' ol" | . L.
s\ A (uiv1)
w | e .
(uz,v3)

Obrézek 3.7: Bifurka¢ni diagram modelu s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce (3.4).
Zména dynamiky systému v zavislosti na hodnoté parametru r (r; = 1,7, = r. Pfi hodnoté
parametru r = 1 nastava v bodé (u*,v*) = (0,1) transkriticka bifurkace.

3.3 Model s trofickou funkci lovce

V zavéretné casti provedeme dalsi rozsifeni obecného modelu lovec-kofist pfidanim trofické
funkce lovce. Tim v modelu zohlednime skute¢nost, Ze v redlném prostiedi lovec neni schopen
ulovit za jednotku ¢asu neomezené mnozstvi kofisti a pocet ulovené kofisti jednim lovcem

zavisi také na hustoté kofisti.

Budeme vychazet z obecného Lotkova-Volterrova modelu s trofickou funkci (1.5), ktery jsme
zjednodusili tak, Ze volime vlastni trofickou funkci pouze u populace kofisti. Také pro jedno-
duchost nebudeme u populace lovce uvaZovat nosnou kapacitu prostiedi.
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Dostaneme systém ve tvaru

x' = ax (1 — %) — f(x)y,

/ —

y = —cy +dxy,

(3.5)

kde

f(x) = (&) , (3.6)

je zvolena trofickd funkce lovce, a,b,c,d, K > 0 jsou parametry.

Znaménka pfed parametry a,c,d a jejich vyznam je shodny s obecnym modelem lovec-kofist
(2.8). Parametr b ovliviiuje pribéh trofické funkce f(x) lovce, tj. strmost funkce a maximum
poctu kofisti x, kterou je schopen lovec ulovit za jednotku ¢asu. Na obrdzku 3.8 mtZeme po-
zorovat, Ze zvolend funkéni odezva lovce je specifickd tim, Ze po dosaZeni hrani¢ni hodnoty
S dochazi u lovce k pozvolné ztraté schopnosti lovu. Divodem miize byt naptiklad to, Ze se
koftist p¥i vétsim mnoZstvi pohybuje ve smeckéch, ¢i vétSich skupindch a dokaze se spole¢né
branit ttoktm lovce.

f(x)

Obrazek 3.8: Troficka funkce (3.6), resp. funkciondlni odezva lovce na zménu hustoty kofisti.

Pro sniZen{ po¢tu parametrti modelu pfevedeme systém opét na bezrozmérny tvar. Upravime
vychozi tvar rovnic (3.5).

Zavedeme nové nezndmé u a v a novy parametry r, m

kder,m > 0.
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Po tpravé dostaneme tvar

1du muov
28T - _

a dt u(1—ru) m 4 u2’
Ldo _ —0+uv

c dt

c
T=at, =->0,

=2
kdep>0,T>O,ﬁ.%:d—”t‘g—;:%%‘ apodobnég—g:%%.

Ziskame bezrozmérny tvar modelu (3.5)

du Mmuv
R G C ey
dv

I = po(u —1).

Pro zjednoduseni dale zvolime, Ze parametr m = 1 a vysledny model mé tvar

du uv

—=u(l—ru) - ——-,

g; 1+u 3.7)
i po(u —1).

Stabilita staciondrnich boda

Stanovime nulokliny

Nu:{(u,v):u:0\/ru—|—1+vuz:1},

Ny, ={(u,v):u=1Vo=0}.

Staciondrni body pro tento model jsou

(15,99) = (0,0), (o) = (3,0), (u393) = (1,2 2).

U popula¢nich modeli mé staciondrni bod nezdporné obé soufadnice. Proto budeme pro sta-
ciondrni bod (u3,v3) opét uvazovat a analyzovat pouze piipad, kdy r € (0,1).

Sestavime Jacobiho matici

2u?y v u
J(u,0) = (1 — 2t e T T _1+u2> :

pv pu—p
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Vlastni &isla Aq, Ap pro staciondrni bod (ug, v;) = (0,0) jsou

A =1,
)\ZI*p<0.

Staciondrni bod (1, v§) je typu sedlo.
Pro stacionarni bod (u],v}) = (%, O) najdeme vlastni ¢isla A1, A, Jacobiho matice ve tvaru

A = PO=7)

Ay = —1.

Pror € (0,1)je Ay < 0 < Aq astaciondrni bod (u],v7]) je typusedlo. Pror > 1je Ay <0, <0
a stacionarni bod je stabilni uzel.

Pro stacionarni bod (13, v;) = (1,2 — 2r) z Jacobiho matice ur¢ime charakteristickou rovnici

1
1-2r—A —}

o(2—2r) —A =A2 4+ (2r— 1A+ (o —pr) =0.

det(J(1,2—-2r) — AI) = ‘

Z charakteristické rovnice ur¢ime vlastni ¢isla A1, Ay

—2r+
Ay = M, (3.8)

kde D = 1 — 4r + 4r? — 4p + 4rp. Charakter vlastnich &isel A;, A, z4visi na znaménku diskrimi-
nantu D. Diskriminant D = 0 pro

1—p++/20+p?
> :

"2 =

S ohledem na moZnou volbu parametru r rozliSujeme ¢tyfi mozné piipady, které urcuji charak-
ter vlastnich ¢isel Aq, Ap.

Pror € (0,72) je D > 0 a vlastni &isla A1, Ay jsou redlna kladnd. Staciondrni bod (u3,v5) =
(1,2 — 2r) je nestabilni uzel.

Pror € (72, %) je D < 0 a vlastni &sla Aq, A; jsou komplexné sdruzena s Re(Aq,A2) > 0.
Staciondrni bod (u3,v3) = (1,2 — 2r) je nestabilni ohnisko.

Pozndmka 3.4. Pror = % plati, Ze redlnd ¢ast Re(A1,A2) = 0, D < 0, tj. A1, A2 jsou ryze ima-
gindrni a nelze rozhodnout o typu stability staciondrniho bodu dle véty o linearizaci. Nastava
zde Hopfova bifurkace (viz déle).
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7 %z

Pror € (%,1’1> je D < 0, vlastni &isla A, A; jsou komplexné sdruzena s Re(Aq,A;) < 0. Sta-
cionarni bod (u3,v5) = (1,2 — 2r) je typu stabilni ohnisko.

Pror € (r1,1) je D > 0 a vlastni &isla Aq, A jsou redlnd zdpornd. Staciondrni bod (u3,v3) =
(1,2 — 2r) je stabilni uzel.

7 Yz

Poznimka 3.5. Pro r = 1 je jedno vlastni ¢islo A; = 0. Stacionarni bod (u3,v3) neni hyperbo-
licky a nelze rozhodnout o typu stability pomoci véty o linearizaci. Je nutné pouZit alternativni
postup, ktery zde nebudeme provadeét.

Pror > 1je D > 0a vlastni ¢isla A, < 0 < Ay. Staciondrni bod (u3,v3) = (1,2 — 2r) je sedlo,
ale nachéazi se mimo 1. kvadrant.

Pozndmka 3.6. Pro v = ry ar = ry je diskriminant D = 0, tj. stacionarni bod (u;,v;) ma
dvojndsobnd vlastni ¢isla A1 » a v obou pripadech existuje jeden linedrné nezavisly vlastni vek-
tor. Stacionarni bod (u3, v3) je tedy degenerovany uzel.

Analyzovany model jsme zjednodusili na systém, kdy jeho kvalitativni chovani ovliviiuji dva
parametry p a r. Systém md tii stacionarni body. V ptipadé staciondrniho bodu (i, vj;) plati,
Ze parametr p ovliviiuje systém pouze kvantitativné a jedna se o sedlo. Druhy stacionarni bod
(u3j,v7)jepror € (0,1), p > Osedloapror > 1,0 > 0 se jedna o stabilni uzel. Zajimavé
kvalitativni zmény nastévaji u koexisten¢niho bodu (u3, v3). Polohu bodu ve fazovém portrétu
urcuje pouze parametr r. Volba obou parametrii p a 7, ale zdsadné ovliviiuje typ staciondrniho
bodu. Na obrazku 3.9 mtizeme pozorovat zmény typu stacionarniho bodu (u3,v;) dle volby
parametru r = r1,(p). Staciondrni bod je nestabilni uzel, nestabilni ohnisko, stabilni ohnisko,
stabilni uzel nebo sedlo.

Prehled zmén stability staciondrnich bod je shrnuty v tabulce 3.3.

re(0,rn) |re(m i) [reGrn) | re(nl) | r>1
(ug,v5) = (0,0) sedlo
(uf,v}) = (1,0) sedlo stabilni uzel
v nestabilni | nestabilni | stabilni .y sedlo
(u3,03) = (1,2 -2r) uzel ohnisko ohnisko stabilnf uzel (mimo 1. kv)

Tabulka 3.3: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Pehled typt a stability stacionarnich bodi.
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15
Sedlo Transkriticka bifurkace
g X
T e

§ f—
Ll ¢ 1—p+y 2p+p?

- - r=——"b—

Stabilni ohnisko 12 2

2 i '\
Nestabilni ohnisko
Iz Nestabilni uzel

Hopfova bifurkace

»

Parametr p

Obrazek 3.9: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Zména typu stability staciondrniho bodu
(u3,v5) v zavislosti na volbé parametrt r a p.

Pro stacionarni bod (u3,v3) jsou pfi hodnoté r = % vlastni ¢&isla Aq, Ay komplexni s nulovou
redlnou c¢asti. Nastdva zde tzv. Hopfova bifurkace. V takovém piipadé mhiZeme ocekdvat, Ze
pro r = 4 dochazi ke vzniku limitnich cykld.

Jednim ze zptisobti ovéfeni existence periodickych feSeni je vyuZziti Hopfovy véty [1] ve sta-

ciondrnim bodé (u},v3) pro r = % Budeme vychdazet z vlastnich ¢isel stacionarniho bodu

(u3,03) (3.8) ve tvaru Ay 5(r) = a(r) £ ip(r), kde

12
=5
WV 1—4r+4r2—4p+4rp
— > _

ReAq(r) = a(r)

ImAqo(r) = B(r)

Dale ovéfime splnéni pfedpokladd Hopfovy véty, tedy

()
(1) o
(1) =10

ProtoZe jsou splnény pottebné podminky, pak pro r = 1 bifurkuji v bodé (u3,v3) = (1,1) li-
mitni cykly.

Ovérili jsme existenci Hopfovy bifurkace a dale se zaméfime na posouzeni, zda se jedna o su-
perkriticky nebo subkriticky typ Hopfovy bifurkace. Ovéfeni nebudeme provadét analytickym
vypoctem, ale vyuZijeme zobrazenf trajektorif feSeni ve fdzovém prostoru p¥i zméné bifurkacni
hodnoty r.
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Z vysledki analyzy modelu (tabulka 3.3) je ziejmé, Ze pro, Ze pro r € (ra, ) je bod (u3,v})
nestabilni ohnisko a pro r € (%,rl) je stacionarni bod stabilni ohnisko. Dale dle [4, 9] nastdva
superkritickd bifurkace, pokud p¥i zméné bifurkaéniho parametru r dochdzi k vyméné stability
staciondrniho bodu (u}, v5) ze stabilniho ohniska na nestabilni ohnisko, které je obklopeno sta-
bilnim limitnim cyklem. Vznik stabilniho limitniho cyklu ilustuje obrazek 3.10 vlevo a obrazek
3.13, kdy pro hodnoty r < % dochazi ke vzniku periodickych feseni.

r=0.51

Obrézek 3.10: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Vznik limitntho cyklu. Obréazek vlevo ilu-
stuje vznik limitniho cyklu (u3,v5) pro r = 0.49 a obrazek vpravo ukazuje, Ze pro r = 0.51
trajektorie feSeni netvoii cyklus a (u3,v3) je stabilni ohnisko.

Tedy v naSem p¥ipadé nastava superkriticka Hopfova bifurkace, kdy pfi dosaZenf kritické hod-
noty r = % stabiln{ ohnisko pfechdzi na stabilni limitni cyklus, tj. trajektorie feSeni pro t — oo
sméfuji k limitnimu cyklu a systém zistava stabilni (obrazek 3.11).

v* T Jtte |
L

0

Obrazek 3.11: Superkritickd Hopfova bifurkace stacionarniho bodu (u3,v5). V bodé r = % sta-
bilni ohnisko pfechdzi na nestabilni ohnisko, které je obklopeno stabilnim limitnim cyklem.
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Na obréazku 3.12 a 3.13 mliZeme pozorovat fazovy portrét a ¢asovy vyvoj hustoty populaci
pro piipad, kdy parametr r € (0, ;) a staciondrni stav (13, v3) pfechdzi nestabilnimi stavy od
nestabilniho uzlu k nestabilnimu ohnisku. Soucasné zde vznika stabilni limitni cyklus (obrazek
3.13)

— kofist — lovec

Y 1

lovec v
©

N

u(t), v(t)

—

[0

L Z

o
N
wl
N
o
>

kofist u

Obrézek 3.12: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro
r = (0,r7). Koexistenéni bod (u3,v3) je nestabilni uzel. Volba parametrt: r = 0.2,0 = 0.1.
Potéte¢ni podminka (19, vp) = (3,2).

° K‘\\ \\
'/ A—/f\\\\ B
f/ ‘/4\\\\
2k / - — ~—__
~__ ~—__
N '; 4/4\\\\ S
(8] / ‘_\ .
- ,j P ‘VD)\‘\ S
1[N
~—__
=2 \:::z
e W e
— \
Oi(UBAYVS)»—»——»—V N —
Ny, (u3,v3)

5 | 5 3 0 10 20 30 40 50

kofist u Cast

Obrézek 3.13: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro
r € (rp, }). Koexistenéni bod (13, v5) je nestabilni ohnisko a vznika zde stabilni limitni cyklus.
Volba parametrti: r = 0.48, p = 0.1. Potatetni podminka (up, vg) = (2,1.1).
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Obrézek 3.14 a 3.15 zobrazuje fdzovy portrét a Casovy vyvoj hustoty populaci v pfipadech, kdy
volime hodnotu parametru r v rozmezi hodnot r € (%, 1). Dynamika modelu je srovnatelna
s modelem s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.1), kterd je bez trofické funkce lovce. Obé
populace spole¢né preZivaji a ustali se v koexistenénim bodé (u3,v3), ktery je bud stabilnim
ohniskem nebo stabilnim uzlem.

— kofist — lovec

lovec v

u(t), v(t)

o
o b
©
IS

kofist u

Obrézek 3.14: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro
r e (%,rl). Koexisten¢ni bod (u3,v3) je stabilni ohnisko. Volba parametrt: r = 0.6,0 = 1.
Pocéteni podminka (19, v9) = (3,2).
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Obrézek 3.15: Model s trofickou funkci lovce (3.7). Fazovy portrét a ¢asovy vyvoj modelu pro
r € (r1,1). Koexistenéni bod (u3, v5) je stabilni uzel. Volba parametrt: ¥ = 0.9, p = 1. Pocate¢ni
podminka (ug, vg) = (3,2).
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Bifurka¢ni diagram na obrazku 3.16 znazoriiuje zménu kvalitativniho chovani modelu, pokud
dochdzi ke zméné bifurka¢niho parametru r pro pevné p < 1. Pfi hodnoté r = 1 se potkévaji
vétvé stacionarniho bodu (uj,v]) a (u3,v3). V tomto bodé se méni jejich stabilita a mzeme
tedy pozorovat transkritickou bifurkaci systému. Pro r = % nastdva superkritickd Hopfova
bifurkace, tj. stabilni ohnisko pfechazi na stabilni limitni cyklus.

F o
/o
i it
v¥ [ &/
S w,
1 F ¥\
TR
, 4 "\ \‘!JH A X
. ~_ /b 7
(uz,v3) ! ; Hopfova e vl/

bifurkace

Transkriticka
bifurkace

(u3,vi)

Obrézek 3.16: Bifurka¢ni diagram modelu s trofickou funkci lovce (3.7). Obrazek zndzornuje
zménu dynamiky systému v zdvislosti na hodnoté parametru r pro pevné p < 1. Pfi volbé
parametru r = 1 nastava v bodé (u*,v*) = (1,0) transkritickd bifurkace. P¥i volbé parametru

r = % nastava v bodé (u*,v*) = (1,1) superkritickd Hopfova bifurkace.






Zaver

Cilem bakalafské prace bylo sezndmenti se zdkladnimi typy interakci v populaénich modelech.
Zabyvali jsme se kvalitativni analyzou modeld dvou populaci vychazejici s Lotkova-Volterrova
modelu. Detailné jsme zkoumali existenci a typy staciondrnich feSeni pro Sest typové odlisnych
systéma.

V prvni ¢asti jsme se zamé¥ili na vyhodnoceni stability feSeni u interakce dvou populaci typu
symbidza, soutéZ a lovec-kofist. Dil¢i vysledky lze interpretovat tak, Ze zasadni vliv na to, zda
populace z interakce profituji, nebo jsou vzajemné poskozovany, ma nejen volba typu mo-
delu, ale také zvolené pocatetni podminky a ostatni hodnoty parametrti modelu. Soucasné
ale musime dodat, Ze tyto obecné modely dostate¢né neodrazi realitu souZiti dvou populaci.
Pfikladem je neomezeny riist jedné populace, pokud druhé neni pfitomna.

Redlnéjsi vstupni predpoklady pak zahrnovaly modely zkoumané v dalsi ¢asti, kdy jsme p¥idali
podminku, Ze rlist a koexistence populaci je fizena dostupnosti zdroji. Analyzované modely
s vnitrodruhovou konkurenci kofisti, resp. i lovce potvrzuji ocekdvani, Ze mira koexistence
populaci je ovlivnéna mezni hodnotou pfedstavujici kapacitu prostfedi. Z vyhodnoceni déle
vyplyvéd, Ze ke zméné dynamiky systému dochdzi v zavislosti na hodnoté pfitomnych para-
metrd.

V zédvérecné Casti jsme se zaméfili na model, ktery byl rozsifen o navrZzenou funkéni odezvu
lovce na zménu hustoty kofisti. Analyza kvalitativnich vlastnosti modelu ukézala, Ze troficka
funkce lovce a zvolené vstupni parametry majf zadsadni vliv na zmény dynamiky systému. V
modelu dochézi ke zménadm stability feSeni v zavislosti na hodnoté bifurka¢niho parametru, tj.
v systému nastavaji bifurkace stacionarnich stavi a také superkritickd Hopfova bifurkace peri-
odickych trajektorii.

Modely, které jsme analyzovali je mozné déle rozSifovat o nové predpoklady, které odraZeji
dalsi specifické podminky souZiti dvou nebo vice populaci. Uved me si nékteré ndméty, kterymi
bychom mohli na tuto praci navazat:

e Obecny model lovec-kofist s vnéjsimi vlivy
MoZnosti rozsifeni obecného modelu typu lovec-kofist (2.8) je zahrnout vnéjsi vlivy, které
soucasné ptisobi na obé populace. Tento typ modelu mtiZe p¥inést odpovédi na zajimavé
otazky, nap¥. jak silny je vliv chovéni ¢lovéka na stabilitu biologickych systémfi. Inspira-
tivni pfiklady moznych vnéjsich vlivii jsou nastinény v [8].
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e Model lovec-kofist s Alleeho efektem u populace kof¥isti

Do modelu s vnitrodruhovou konkurenci kofisti (3.1) bychom mohli zahrnout podminku,
kterd bere v tivahu jev, kdy p¥i nizké cetnosti kofisti existuje urcity prah preziti. Naopak
ptilis vysoka Cetnost kofisti omezuje rist a reprodukci vlivem vzdjemné konkurence [1].

Model lovec-kofist Leslieho typu

Model s vnitrodruhovou konkurenci kofisti a lovce (3.3) je mozné rozsifit o podminku
na strané populace lovce odrazejici skute¢nost, Ze okamZitd kapacita prostfedi lovce je
urcena velikosti populace kofisti. Tomuto typu modelu se detailné vénuje napft. [6].

Model lovec-kofist s modifikovanou trofickou funkci lovce

U modelu s vlastni trofickou funkci lovce (3.5) jsme uvaZovali urcitd zjednoduseni. Al-
ternativou je volba jiné vstupni hodnoty parametr(i této funkce ovliviiujici jeji pribéh
nebo pouZiti nékteré z Hollingovych trofickych funkci typu I-111, které jsme si pfedstavili

vvvvvv

funkci také v rovnici u populace lovce.

Modely koexistence vice nez dvou populaci

Dal$im moZnym smérem je neomezovat se na interakce pouze dvou populaci a pro obecny
model interakce (2.1) uvaZovat koexistenci vice populaci. Pfikladem je situace, kdy dvé
populace kofisti soupefi o spole¢né zdroje prostiedi a souc¢asné jsou potravou pro treti
populaci lovce. Tomuto pfipadu se vénuje napft. [6].

Na zavér je vhodné dodat, Ze naznacené naméty na rozsifeni 1ze rtizné kombinovat a vytvaret
tak mnoho dalsich modelt, u kterych mZeme vySetfovat podminky, za jakych nastava stabilni
koexistence populaci a dal$f zminéné kvalitativni vlastnosti.
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