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Abstrakt

Tato prace se vénuje cyklickym vlastnostem cirkula¢nich grafu. Predevsim je zameé-
fena na pancyklicitu cirkulantu. Méjme dana kladna celd ¢éisla 0 < a1 < ag < --- <
ap < %, kde n € N. Cirkulantem Cy, (a1, as,...,a;) rozumime graf G' s mnozinou
vrcholu Vi = {v1, vy, ..., v,} a s mnozinou hran Eg = {{v, V(ita;) (mod n)} : 1 <0 <
n A 1< j <k} Graf G fadu n je pancyklicky, pokud obsahuje kruznice vsech
délek (3,4, ..., n).

V prvni ¢asti jsou shrnuty dosud znamé vysledky o hamiltonovskych vlastnostech a
pancyklicité cirkulantu a toeplitzovskych grafi, které jsou podobné cirkulantum. V
Sesté kapitole se vlastni vyzkum zabyva pancyklicitou a existenci kruznic v cirku-
lantech se dvéma skoky a libovolnym poctem vrcholu.

Abstract

This work deals with cyclic properties of circulant graphs. It is mainly focused on
pancyclicity of circulant graphs. Let 0 < a; < ay < -+ < a; < 5 be positive integers
and n € N. The circulant graph C,,(a1,as, ..., ax) is a graph G with the vertex set
Vo = {v1,v2,...,v,} and the edge set Eg = {{vi, V(ita;) mod n)} : 1 <i<n A 1<
Jj < k}. A graph G with n vertices is pancyclic if it contains cycles of all lengths (3,
4, ..., n).

In the first part we summarize known results about hamiltonian properties and pan-
cyclicity of circulants and toeplitz graph, that are similar to circulant graphs. In the
sixth chapter we deal with the pancyclicity and the existence of cycles in circulant
graphs with two jumps and arbitrary number of vertices.
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1 Uvod

V této praci se budeme zabyvat predevsim cirkulanty a jejich hamiltonovskymi a
zobecnénymi vlastnostmi, napiiklad pancyklicitou. Pojmem cirkulant budeme ro-
zumét graf s pfedem danou mnozinou vrcholu a skokiu, kterd nam definuje hrany
tohoto grafu. Pancyklickym grafem nazveme graf obsahujici kruznice vsech délek 3
az n, kde n je fad grafu.

Ve druhé kapitole zavedeme vSechny dulezité pojmy, které budeme v prubéhu této
prace pouzivat. Ve tieti kapitole se budeme vénovat zakladnim vlastnostem cirku-
lantu jako je pocet komponent, souvislost a vztah minimélniho stupné grafu s vr-
cholovym stupném souvislosti. Souvislost cirkulantti je pomérné jednoduchd, proto
budeme zkoumat také toeplitzovské grafy. Ty jsou velmi podobné cirkulantum, je-
jich skoky ovSem nefunguji pres prvni a posledni vrchol a jejich souvislost je tedy
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becnéné rekurzivni cirkulanty) a popiseme jejich vlastnosti a vzajemné vztahy.

Ve ¢tvrté kapitole se zamérime na hamiltonovské vlastnosti. Predevsim budeme tesit
hamiltonovskost toeplitzovskych grafu. U cirkulantu je tato vlastnost, diky souvis-
losti jednoducha. V dalsi ¢éasti této kapitoly probereme také hamiltonovské dekom-
pozice cirkulanti. Vzhledem k jednoduché situaci s hamiltonovskosti cirkulanti se
nabizi fesit zobecnéné hamiltonovské vlastnosti jako je pancyklicita, hranova pan-
cyklicita, bipancyklicita a hranova bipancyklicita. Témto vlastnostem se budeme
vénovat v paté kapitole a probereme dosud znamé vysledky pro souvislé, rekurzivni
a zobecnéné rekurzivni cirkulanty. V posledni kapitole uvedeme vlastni tvrzeni o
cirkulantech se dvéma skoky a jejich pancyklicité.



2 Definice pojmu

V této praci budeme pouzivat nasledujici pojmy a znaceni, které byly prevzaty z
[10]. Zékladni pouzivanou strukturou v tomto textu je neorientovany graf. Neori-
entovanym grafem rozumime dvojici G = (Vg, Eg), kde Vg je koneénd mnozina
a Fg C (Vf) Symbolem (VQG) pritom rozumime mnozinu vSech dvouprvkovych
podmnozin mnoziny Vi. Mnozinu Vi nazveme mnozinou vrcholu a jeji prvky vr-

choly. Mnozinu Eg nazveme mnozinou hran a jeji prvky hranami.

Pocet hran, se kterymi je dany vrchol v incidentni, je oznac¢ovan deg(v) a nazyva se
stupném vrcholu v. Minimalnim stupném v grafu G rozumime m%/n {deg(z)} a
rxeVa

znad¢i se §(G). Maximalnim stupném v grafu G rozumime max {deg(x)} a znaci
zeVg

se A(G). Graf, ktery mé vsechny vrcholy stejného stupné, nazveme regularnim.
Pokud jsou vsechny jeho vrcholy stupné k nazveme ho k-regularnim. Pro regularni
graf G plati §(G) = A(G). Dulezitym parametrem grafu je jeho #ad, coz je pocet
vrcholu v grafu, ktery obvykle znacime n.

Velmi ¢asto budeme v textu vyuZivat pojmy cesta a kruznice v grafu. Necht G =
(Vg, Eg) je graf. Posloupnost vrcholu P, = (vg,v1,...,v,_1) takovou, ze v; € Vg
a {vi_1,v;} € Eg pro vsechna i € {1,2,...,n — 1}, nazveme cestou v grafu
G, pokud jsou vrcholy wvy,...v,_1 navziajem ruzné. Graf G je souvisly, pokud
mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon jedna cesta. Vrcholovym stupném
souvislosti grafu G pak rozumime minimélni pocet vrcholt, jejichz odebranim
z grafu vznikne z G nesouvisly graf nebo graf na jednom vrcholu. Budeme jej
znacit k(G). Obdobné jako cesta je definovédna kruznice v grafu G. Posloupnost
vrcholu C,, = (vg,v1,...,0,-1 = vg), kde v; € Vi a {v;_1,v;} € Eg pro vsechna
i €{1,2,...,n — 1}, nazveme kruznici v grafu GG, pokud jsou vrcholy vy, ... v, o
navzajem ruzné. Poznamenejme, ze kruznici délky 3 nazveme trojihelnikem.

Definujme vzdalenost dvou vrcholu v grafu. Vzdalenost mezi vrcholy v a v v
grafu G ozna¢ime distg(u, v) a budeme ji rozumét délku nejkratsi cesty mezi témito
vrcholy. Excentricitou vrcholu v budeme rozumét maximalni vzdalenost od vr-
cholu v pres vSechny ostatni vrcholy grafu a oznacime ji ecc(v). Vlastnosti celého
grafu je pramér diam(G), kterym rozumime nejvétsi excentricitu v grafu G.

Dalsi strukturou, kterou si zavedeme, je podgraf, indukovany podgraf a doplnék
grafu. Necht G = (Vg, Eg) je graf. Graf H = (Vg, Ey) nazveme podgrafem grafu
G pokud plati Vi C Vi, Eg C E¢ a pro kazdou hranu {z,y} € Ey je z, y € Vy.
Pokud pro kazdé dva vrcholy z,y € Vi, kde {z,y} € Eq, plati {z,y} € Ey, pak graf
H nazveme indukovanym podgrafem grafu G. Zavedme pojem doplnék grafu.
Graf G, pro ktery plat{ Ve =Vo a B = (V2G) \ Eg nazveme doplikem grafu G.
Nékdy je doplnék oznacovan jako komplement a grafy G a G jako komplementdrni.

V jedné z kapitol se budeme vénovat hamiltonovskym vlastnostem. Definujme tedy



nésledujici pojmy. Necht G je graf s mnozinou vrcholi Vi;. Hamiltonovska cesta
v grafu G je takova cesta, ktera prochazi kazdym vrcholem grafu G préavé jednou.
Graf, ktery obsahuje hamiltonovskou cestu, pak nazveme traceable. Pokud graf G
obsahuje kruznici, ktera prochazi kazdym vrcholem grafu G pravé jednou, nazveme
ho hamiltonovskym a piislusnou kruznici hamiltonovskou. Hamiltonovsky graf
G s mnozinou vrcholu Vi nazveme hyper-hamiltonovskym, pokud G — x je ha-
miltonovsky pro kazdé x € V.

Pomérné dulezitym pojmem pro cyklické vlastnosti bude bipartitnost grafu. Necht
G = (Vg, Eg) je graf. Graf G nazveme bipartitnim, pokud jeho mnozinu vrcholu
Vi lze rozdélit na dvé podmnoziny A a B takové, ze kazdd hrana v G ma& jeden
konec v A a druhy v B. Dulezitym tvrzenim se ukaze byt to nasledujici.

Tvrzeni 2.1. Necht G = (Vg, Eg) je graf. Graf G je bipartitni prdve tehdy, kdyz
neobsahuje kruznice liché délky.

Na zaveér této kapitoly poznamenejme, ze nejvétsi spoleény délitel redlnych cisel

x1,Ta, ..., T, oznacime ged(xy, T, . . ., zx). Konvexni posloupnosti budeme rozumét
posloupnost prvkiu aq,as, ..., a, pro kterou plati a;,1 < %(ai + ai12) pro vsechna
1< <n—2.



3 Cirkulanty a zakladni vlastnosti

Vzhledem k tomu, ze rtizni autori pouzivaji rizné definice a znaceni, jsou vysledky
z téchto ¢lanku v této praci prevedeny do naseho znaceni.

V této kapitole se budeme zabyvat zakladnimi vlastnostmi toeplitzovskych grafi
a prejdeme k cirkulantum. Toeplitzovsky neboli koneény distanéni graf je velmi po-
dobny cirkulantu. Distan¢ni mnozina u distan¢nich grafu je ekvivalentem mnoziny
skoku u cirkulantu. Zasadnim rozdilem je, ze skoky u cirkulantu funguji i pres po-
sledni a prvni vrchol, tj. vrcholy jsou usporadany do kruznice, zatimco u toeplit-
zovského grafu jsou vrcholy pomyslné narovnany pouze do cesty.

Definice 3.1. Mé&jme ddnu mnozinu vrcholu V' = {1,2,...,n} a distan¢n{ mnozinou
D ={dy,dy,...,dy}, D C N. Toeplitzovskym grafem G, (D) rozumime graf G s
mnozinou vrcholt V' a mnozinou hran £ = {{z,y} € (\)) : 3d; € D : |y — x| = d;}.

Piiklady toeplitzovskych grafu ilustruje nasledujici obrazek.

NN L SO OD D

Obrazek 1: Graf Gio(1,2,3) a G7(2,3)

Definice 3.2. M¢jme déna kladnd celd cisla 0 < a1 < ag < -+ < ax < 5, kde
n € N. Cirkulantem C,,(ay, as, ..., a;) rozumime graf G s mnozinou vrcholu Vg =
{v1,v2,...,v,} a s mnozinou hran Eg = {{vi, V(ita;) mod ny} : 1 <7 <n A1 <5 <
kY. Cislo a;, kde i € {1,2,...,k}, nazveme skokem.

Pro tcely této prace budeme vrcholy grafu znacit postupné pouze pomoci ¢isel po

fadé ve sméru hodinovych ruéicek, tedy Vg = {1, 2, 3,..., n}, hrany pak budou
vypadat nésledovné {7, (i + a;) (mod n)}, kde 1 <i<nal<j<k.

Obrazek 2: Graf 020(1, 3) a 024<1, 4)

Zacneme se souvislosti toeplitzovskych grafu. Nasledujici véta fesi pocet komponent
toeplitzovského grafu a plyne z ni podminka na souvislost.
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Véta 3.3 [11]. Necht G je toeplitzovsky graf G, (dy,ds, ..., d;). Potom méa graf
G alespon ged(dy, ds, . .., dy) komponent.

7 této véty plyne nasledujici dusledek pro nutnou podminku souvislosti toeplit-
zovkého grafu.

Dusledek 3.4 [13]. Necht G je toeplitzovsky graf G, (dy,ds, . .., dy). Pokud plati
ged(dy, dy, ..., dg) > 1, potom graf G neni souvisly.

Nésledujici véta jiz dava postacujici podminku na souvislost toeplitzovského grafu.

Véta 3.5 [13].  Necht G je graf G,,(dy, ds, . . ., dy). Pokud plati ged(dy, . .., dy) = 1
ady+d, <n+1, potom je graf G souvisly.

Nyni plynule prejdeme od toeplitzovskych grafu k cirkulantim. Véta vyjadiuje
vztah mezi témito dvéma typy grafu.

Véta 3.6 [18]. Necht G je graf. Pak G je cirkulantem pravé tehdy, kdyz G je
regularnim toeplitzovskym grafem.

Stejné jako u toeplitzovskych grafi vyfresme pocet komponent cirkulantu a jeho
souvislost.

Véta 3.7 [15]. Necht G je graf Cy(aq, as, . .., a;). Graf G md r komponent praveé
tehdy, kdyz ged(n, aq, aqg, ..., ax) = r.

Na rozdil od véty maji cirkulanty nutnou a postacujici podminku podobnou
postacujici podmince toeplitzovskych grafu.

Véta 3.8 [6]. Necht G je graf Cy,(ay,as,...,a). Graf G je souvisly pravé tehdy,
kdyz ged(n, ay, as, ... a;) = 1.

Zaméime se na dalsi vlastnosti cirkulantu. Zajimavym tvrzenim je, ze doplnék cir-
kulantu je také cirkulant.

Tvrzeni 3.9 [8]. Necht G je cirkulant. Pak doplnék G grafu G je také cirkulant.

Nyni budeme vénovat pozornost vztahu minimalniho stupné a vrcholového stupné
souvislosti cirkulantu. Nésledujici véta nam déva rovnost pro cirkulanty, které jsou
4- a 6-regularni. Tedy minimalni stupen grafu je stejny jako minimalni pocet vrchol,
které musime odebrat, aby byl cirkulant nesouvisly.

Véta 3.10 [23]. Pokud G = Cy(ay,aq,...,a) je souvisly d-reguldrni cirkulant,
kde d je 4 nebo 6, pak k(G) = §(G).



Dale se ukaze, ze tiida cirkulanti z predchozi véty neni jedind, pro kterou rovnost
mezi k(G) a §(G) plati.

Véta 3.11 [22].  Pro cirkulant C,(a,1 + a,2+ a,...,k + a), kde a,k € N, plati
k(G) = 0(G).

Véta 3.12 [5]. Necht G je graf Cy,(ay,as,...,a;). Pokud a; = 1 a posloupnost
(a1, aq,...,ax) je konvexni, potom plati k(G) = §(G).

Nésledujici véta je vylepSenim véty predchozi.

Véta 3.13 [22]. Necht G je graf Cy,(ay, as, . . ., ay). Je-li (0, ay, as, . . ., ax,) konvexni
posloupnost, potom plati K(G) = §(G).

Déle se zamérime na spodni a horni hranice pruméru cirkulantu. Pripomenme, ze
prumérem (diam((G)) grafu rozumime nejveétsi excentricitu v grafu. Nésledujici véta
vyjadiuje dolni mez prumeéru cirkulantu, ktery méa jeden skok 1.

Véta 3.14 [24]. Pro graf G = C,(1,aa,...,ax) plati

diam(G) > = (kln)/* — %(k +1).

N | —

Zavedme LB(n) jako spodni hranici pro prumér cirkulantu C,, se dvéma skoky,
nasledovné:

LB(n) = [(-14++v2n —1)/2].

Nasledujici véta uvadi horni mez pro prumeér cirkulantu se dvéma skoky z nichz
jeden je jedna.

Véta 3.15 [12]. Necht G je graf C,(1,s), b= |n/s| am =n — bs. Pak
diam(G) < max{b+1,m —2,s —m — 1}.

Zuzenim vybéru druhého skoku dostdvame nasledujici vétu, kde prumér grafu je
presné o jedna vétsi nez spodni hranice prumeéru.

Véta 3.16 [12]. Necht n = 2t* + 6t + 4 a graf G je C,(1,2t + 3). Pak md G
prumér diam(G) =t + 2 = LB(n) + 1.

Véta 3.17 [15]. Necht G je graf C,(m,m + 1), kde n > 6 am = [(—1 +

V2n —1)/2]. Pak diam(G) = m.
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Do ted jsme se zabyvali obecnymi cirkulanty. Cirkulanty maji své specidlni pifpady,
které maji urc¢itym zpusobem provazany skoky s poctem vrcholi. Cim vice vrcholi
maji, tim vice maji skoku a tedy i hran.

Definice 3.18 [1I]. Méjme dvé kladna celd ¢isla n a d. Rekurzivni cirkulant je
graf RC'(n, d), ktery ma mnozinu vrcholii Vpe{0,1,...,n— 1}, a dva vrcholy x a y
jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz x—y = +d' (mod n) pro0 < i < [log,n]—1.

Déle se budeme zabyvat pouze specialnim piipadem rekurzivnich cirkulantu, které
maji n = cd™, kde ¢ € N a plati 1 < ¢ < d. Maji tedy pocet vrcholu provazany se
skoky a budeme je znacit RC(cd™,d). Nésledujici véta tvrdi, ze takové grafy maji
vrcholovy stupen souvislosti roven minimalnimu stupni grafu.

Véta 3.19 [17]. Necht G je graf RC(cd™,d). Pak plati k(G) = §(G).
Nyni se zaméfme na prumér rekurzivnich cirkulanta RC(cd™, d).
Véta 3.20 [17]. Necht G je graf RC(cd™, d).

1. Je-li d liché, pak diam(G) = |d/2|m + |c/2].

| m] + [¢/2], pokud c je sudé

2. Je-li d sudé, pak diam(G) = { [171 (¢/2), pokud e je lichd

Nasledujici definice zavadi dalsi specidlni tfidu cirkulantu, kterd zahrnuje rekurzivni
cirkulanty a dalsi ptipady.

Definice 3.21 [14]. Méjme dana prirozena cisla mp, mp_1,...,my, kde h € N.
Zobecnény rekurzivni cirkulant je graf GRC(my, mp_1,...,my), ktery ma n =
H?Zl m,; vrcholii, kde m; > 2 je velikost indexu i proi = 1,2, ..., h. Kazdému vrcholu
je prifazen vektor dimenze h (xp,xp_1,...,21) proi = 1,2,3,... h. Mnozina hran
je definovana tak, ze vrchol (zp,...,xi1,%;,...,x1) je spojen hranou s vrcholem
(Thy . mip1, xi+1,...,21) arovnéz s vrcholem (xy, ..., xi11,;—1,...,x1). Slozky

vektort reprezentujici vrcholy jsou navic pocitany takto:
o jelix;+1=my, pakx;=0ax;, =21+ 1

e je-li naopak ©; =0, pak v; —1=m; — 1 a ;41 = 2441 — 1.

Nékdy se takovy cirkulant nazyva h-rozmérny zobecnény rekurzivni cirkulant.
Provazani mezi definici zobecnéného rekurzivniho cirkulantu a klasického cirkulantu
se skoky, jak jsme ho definovali my, je ddno nésledovné [19]. Cirkulant C),(aq, as, . . .,
ar) je GRC (hy, b1, ..., hy) prévé tehdy, kdyz a; = n/[[5_ h; proi =1,2,... k.
Priklad zobecnéného rekurzivniho cirkulantu i s jednotlivymi vektory je na nésle-
dujicim obrazku.
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(1,0,2) 14

(1.01) 13 12 (1,0,0)

Obrézek 3: Graf GRC(2,4,3)

Vsimnéme si, které vrcholy jsou propojené hranou. Napiiklad vrchol 21 s vekto-
rem (1,3,0) je propojen s vrcholy odpovidajici vektorum (0,0,0), (1,2,0), (1,2,2),
(1,3,1) a (0,3,0). V definici je zavedeno, ze vrchol je incidentni s takovym vr-
cholem, ktery je v jedné soufadnici o jedna vyssi resp. nizsi. Poznamenejme, ze
poradi souradnic ve vektoru je opa¢né (znaci se zprava doleva). Pokud piicteme k
prvni soufadnici (x;) vektoru (1, 3,0) jednicku dostaneme vektor (1,3, 1), s jehoz od-
povidajicim vrcholem je vrchol 21 incidentni. Pokud bychom chtéli jednicku odecist,
dostali bychom v prvni soufadnici -1 a to neni piipustné. Vektor se tedy musi
prepocist podle pravidel v definici. Prvni soutfa- dnice se nastavi na 2 a druhd
soutadnice se o jedna snizi. Vektor bude tedy vypadat nésledovné (1,2,2).

Dale se presuneme do druhé souradnice vektoru (1,3,0). Chtéli bychom k ni pticist
jednicku. Dostaneme ovsem 4, coz je mo. Postupujeme tedy podle prvniho pravidla
v definici. Druhou soutadnici nastavime na 0 a o jedna vyssi soutadnici zvysime o
jedna. Tim ovsem hodnota treti souradnice nabyde hodnoty ms, tedy ji nastavime
na 0. Dostavame vektor (0,0,0) s jehoz vrcholem je vrchol 21 rovnéz incidentni.
Pokud od druhé souradnice odecteme jednicku dostaneme vektor (1,2,0).

Zbyva vyfesit tteti souradnice vektoru (1,3, 0). Prvné opét budeme pricitat jednicku.
Dostavame cislo 2, coz je rovno mg. Tedy bychom méli od nasledujici souradnice
odecist 1 a tfeti nastavit na nulu. Tteti souradnici nastavime na nulu, ale dalsi
soutradnice jiz neni, tedy se nedéje nic dalstho. Vysledny vektor bude (0, 3,0). Na-
konec od tfeti souradnice odec¢teme 1 a dostaneme opét (0, 3,0).

Tento proces se provadi u kazdého vektoru pro zjisténi incidentnich vrcholi.
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4 Hamiltonovské vlastnosti v cirkulantech

V této kapitole se budeme zabyvat hamiltonovskymi vlastnostmi toeplitzovskych
grafu a cirkulantu. Prvné se zamérme na hamiltonovskost a traceabilitu toeplit-
zovskych grafu.

Nasledujici véta ukaze, kdy toeplitzovsky graf se dvéma kroky neni hamiltonovsky
a neni ani traceable.

Véta 4.1 [11]. Necht G je graf G, (dy, ds) fddu n > 5. Pokud plati d; +dy < n <
3dy + do, potom G neni hamiltonovsky. Dale pokud dy > 3 a platid, +ds +2 <n <
3dy + dy, potom G neni traceable.

Daéle se zamérime na pripad, kdy toeplitzovsky graf je traceable, ale neni hamilto-
novsky. Uvazujme piipad, kdy d; = 2.

Véta 4.2 [11].  Necht G je graf G, (2, ds), kde dy je liché ¢islo takové, Ze dy > "T_l
Pokud je n sudé, potom je graf G traceable, ale neni hamiltonovsky. Pokud jen liché,
tak G je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz ”_TdQ je liché.

Obecné pro graf G, (dy,dy) plati nésledujici podminky, podle kterych pak graf je
traceable, ale neni hamiltonovsky.

Véta 4.3 [13]. Necht G je graf G,(dy,ds), kde 1 < dy < dy < n — 1. Pokud
ged(dy,de) =1 ady + dy =n+ 1, pak je graf G traceable, ale neni hamiltonovsky.

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat pripady, kdy jsou toeplitzovské grafy hamiltonovské.
Nasledujici dvé véty se zabyvaji grafem se dvéma skoky, z nichz jeden je roven 2.

Véta 4.4 [11]. Necht G je graf G,(2,dy), kde dy je liché ¢islo. Pokud dy < "T*?’,
potom je graf G hamiltonovsky.

Véta 4.5 [11]. Necht G je graf G,,(2,ds), kde dy = € (mod 4) pro ¢ = +1. Pokud
je n sudé a dy < ™, potom je graf hamiltonovsky. Pokud je n liché a dy < "H2+€,

potom je graf G hamiltonovsky.

Zaméime se nyni na piipad G, (di,ds) a na to, kdy je takovy graf hamiltonovsky.
Véta 4.6 [11]. Necht G je graf G,(dy,ds), kde n je ndsobkem dy + do. Potom je
graf G hamiltonovsky.

Véta 4.7 [13]. Necht G je graf G,(dy,ds). Pokud n,dy,dy jsou riizné parity a
plati dy = 1(mod 2d;), n > 5dy a n je sudé nebo n > 6ds 4+ d; pro n liché, pak je
graf G hamiltonovsky.
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Naésledujici véta je doplitkem té piedchozi. Resi piipad, kdy n,d;,ds jsou stejné
parity. Tato véta ukéze, ze takovy graf neni hamiltonovsky.

Véta 4.8 [13]. Necht G je graf G,(dy,ds). Pokud dy = dy = n (mod 2), pak graf
G neni hamiltonovsky.

Nyni rozsitime mnozinu skoku, kde jeden z nich bude roven 1. Nasledujici véta rika,
kdy je takovy graf hamiltonovsky.

Véta 4.9 [11]. Necht G je graf G,(1,ds, . .., d). Potom je graf G hamiltonovsky
pravé tehdy, kdyz bud alespori jedna z hodnot n,ds,...,d, ma jinou paritu nez
ostatni, nebo jsou vsechny sudé a dy < 3.

Zméni-li se prvni skok z 1 na 2, zméni se i podminky na hamiltonovskost grafu
Gn(2,dy,dy, . .., dg).

Véta 4.10 [1I]. Necht G je graf G,(2,ds, ds, ..., dy), kde n je sudé, dy > % a
prvky ds, . .., dy jsou liché. Potom je graf G hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz alespori
jedno z cisel %, 1 =2,...,k ma jinou paritu nez ostatni.

Na rozdil od toeplitzovskych grafu je hamiltonovskost u cirkulanti pomérné jedno-
ducha - viz nésledujici véta.

Véta 4.11 [15]. Kazdy souvisly cirkulant je hamiltonovsky.

Priddame-li k této véte vétu dostaneme, ze pokud plati ged(n, ay, as, ..., a;) = 1,
pak je cirkulant hamiltonovsky. Hamiltonovskost souvislych cirkulantu je vyfesena
a nema smysl se ji vice zabyvat. Podivejme se tedy na hyper-hamiltonovskost cir-
kulantt. Pfipomenme, ze hamiltonovsky graf G je hyper-hamiltonovsky, kdyz graf
G —z je hamiltonovsky pro kazdé x € V. Nasledujici véta dava nutnou a postacujici
podminku na hyper-hamiltonovskost cirkulantu.

Véta 4.12 [6]. Necht G je souvisly graf C,(ay,as,...,ax), kde k > 2. Graf G
je hyper-hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz bud n je liché nebo alespoii jedno a; je
sudé.

Meéjme graf Cp(aq,aq,...,a;). Rekneme, ze skok a; (1 < ¢ < k) generuje hamilto-
novskou kruznici, pokud podgraf grafu C,,(a,as, ..., ax) obsahujici pouze vsechny
hrany vytvorené skokem a; je hamiltonovskou kruznici grafu C),(aq, as, . . ., ax). Nyni
uvedme lemma, které ndm dava postacujici podminku na existenci hamiltonovské
kruznice generované skokem a;.

Lemma 4.13 [16]. Necht G je graf C, (a1, as). Pokud ged(n,a;) = 1, pak v G
existuje hamiltonovska kruznice generovana pouze skokem aj.
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Poznamenejme, ze toto lemma plati i obecné pro graf C,,(ay,as, ..., ax) a libovolny
skok a;. Podminka totiz nezavisi na zadném z dalsich skoku, pouze na poctu vr-
cholu grafu, a pripadnd hamiltonovska kruznice také nepotiebuje ostatni skoky.
Nésledujici vétou se dostaneme k hamiltonovské dekomporzici grafu C,,(ay, as). Za-
vedme si tedy prvné pojem hamiltonovské dekompozice.

Definice 4.14. Necht G je k-regularni graf. Graf G m4 hamiltonovskou dekom-
pozici, pokud jej lze rozdélit na k/2 hranové disjunktnich hamiltonovskych kruznic
pro k sudé nebo na (k — 1)/2 hranové disjunktnich hamiltonovskych kruznic a per-
fektni parovani pro k liché.

Nésledujici véta tzce souvisi s lemmatem [£.13]

Tvrzeni 4.15 [16]. Necht G je graf C,(ay,az). Pokud ged(n,ar,as) = 1, pak
Ize graf G rozlozit na dvé hamiltonovské kruznice. Tedy graf G ma hamiltonovskou
dekompozici.

Nyni se zaméfme na hamiltonovskou dekompozici rekurzivnich cirkulantu. Nejprve
uvazujme piipad, kdy d = 2. Tedy budeme zkoumat hamiltonovskou dekompozici
grafu RC(2™,2). Hamiltonovskou kruznici v grafu RC(2™,2) nazveme A-kruznici,
pokud obsahuje vrcholy x; a x5 zvané A-sekvence takové, ze 1 — 1o = 1 a 21 =
0 (mod 2). Vsimnéme si, ze dvé A-sekvence musi byt bud stejné nebo disjunktni.
Tedy dvé hranové disjunktni A\-kruznice obsahuji vrcholové disjunktni \-sekvence.

Lemma 4.16 [4]. Mé¢jme k hranové disjunktnich hamiltonovskych A-kruznic v
grafu RC(2™~1 2), potom Ize zkonstruovat k + 1 hranové disjunktnich hamilto-
novskych \-kruznic v grafu RC(2™,2).

Toto lemma je vyuzito v ditkazu nésledujici véty.

Véta 4.17 [4].  Pro vsechna m ma graf RC(2™,2) hamiltonovskou dekompozici
skladajici se z m — 1 hranové disjunktnich hamiltonovskych A-kruznic a jednoho
perfektniho parovani.

Zaméime se na piipad d = 3. Hamiltonovskou kruznici v grafu RC(c-3™, 3) nazveme
p-kruznici, pokud obsahuje tii po sobé jdouci vrcholy x4, xo, x3, tyto vrcholy nazveme
pu-sekvenci, a plati pro né rs — ro = ro — x; = 1. VSimnéme si, ze dvé p-sekvence
mus{ byt bud stejné nebo disjunktni nebo maji pravé jeden vrchol spoleény. Tedy
dvé hranové disjunktni A-kruznice obsahuji vrcholové disjunktni A-sekvence.

Lemma 4.18 [4]. Predpoklddejme m > 3 nebo m = ¢ = 2. Méjme k hranové dis-
junktnich hamiltonovskych u-kruznic v grafu RC(c-3™~1, 3), potom Ize zkonstruovat
k + 1 hranové disjunktnich Hamiltonovskych p-kruznic v grafu RC(c-3™,3)

Toto lemma je vyuzito v dikazu nésledujici veéty.

Véta 4.19 [4].  Pro vsechna m ma graf RC(c - 3™,3) hamiltonovskou dekompo-
zici skladajici se z m hranové disjunktnich hamiltonovskych u-kruznic (a jednoho
prefektniho parovani, pokud ¢ = 2).
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Nakonec se zaméiime na piipad d > 4, pro ktery uz plati obecnéjsi véta, ktera
nefunguje pro piedchozi rozebirané piipady. Zavedme si opét znaceni. Hamilto-
novskou kruznici v grafu RC(cd™,d) nazveme v-kruznici, pokud obsahuje tii po
sobé jdouci vrcholy 1, 22, x3. Tyto vrcholy nazveme y-sekvenci a musi pro né platit
T3 — Ty = To —xp = 1 axz; =0 (mod d). Vsimnéme si, ze dvé 7-sekvence musi
byt bud stejné nebo disjunktni. Tedy dvé hranové disjunktni ~-kruznice obsahuji
vrcholové disjunktni y-sekvence.

Lemma 4.20 [4]. Méjme k hranové disjunktnich hamiltonovskych ~-kruznic v
grafu RC(cd™ ', d), potom lze zkonstruovat k + 1 hranové disjunktnich hamilto-
novskych ~-kruznic v grafu RC(cd™, d).

Lemma 4.21 [4]. Pro vSechny d > 4 m4 graf RC(3d?, d) hamiltonovskou dekom-
pozici skladajici se z tri hamiltonovskych vy-kruznic.

Nésledujici véta byla dokédzana pomoci predchozich lemmat ad.21}

Véta 4.22 [4]. Pro vSechnad > 4 a0 < ¢ < d m4 graf RC(cd™,d) hamiltonov-
skou dekompozici skladajici se z hamiltonovskych y-kruznic (a perfektniho parovant,
pokud RC(cd™,d) je lichého stupné). Navic graf G(3d,d) ma také hamiltonovskou
dekompozici.

Na zavér se zamérime na hamiltonovské dekompozice zobecnénych rekurzivnich cir-
kulantu.

Véta 4.23 [9]. Necht k > 1 a k € N. Potom zobecnény rekurzivni cirkulant
GRC(hg, hg_1,...,h1) ma hamiltonovskou dekompozici, pokud

1L k=12
2. nebo pro k > 3, h; je bud 2 nebo liché pro vsechna 1 <i < k — 2,

3. nebo prok > 3 anéjaké j (1 <j<k—2), hy =2, h; > 2 je sudé pro vsechna
j<i<k—2ah;je bud 2 nebo liché pro vSechna 1 <i < j—1,

4. nebo pro k > 3 anéjaké j (1 <j<k—1), hy > 2, h; > 2 je sudé pro vsechna
j<i<k—1ah;jebud 2 nebo liché pro vsechna 1 <i < j— 1.

r

—N—
Diusledek 4.24 [9]. Rekurzivni cirkulant RC(1,d,r) = GRC(d,d,...,d) nebo

——~—
RC(c,d,r) = GRC(c,d,d,...,d) pro 2 < ¢ < d ma hamiltonovskou dekompozici.
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5 Pancyklické vlastnosti v cirkulantech

V této kapitole se budeme zabyvat pancyklickymi vlastnostmi, které navazuji na ha-
miltonovské. Pancyklicita je vlastné zobecnénim hamiltonovskosti. Pozadujeme exis-
tenci kruznic vsech moznych délek na rozdil od hamiltonovskosti, kde pozadujeme
existenci pouze kruznice délky n.

Definice 5.1. Graf G tadu n je pancyklicky, pokud obsahuje kruznice vsech délek
(3,4, ..., n).

Dulezitym pojmem dale bude bipancyklicita, kterd je zavedena pro bipartitni grafy.
Poznamenejme, ze v bipartitnich grafech neexistuji kruznice lichych délek.

Definice 5.2. Graf G je bipancyklicky, pokud je bipartitni a obsahuje kruznice
vSech sudych délek.

Déle definujeme hranovou pancyklicitu a bipancyklicitu.

Definice 5.3. Graf G je hranové pancyklicky jestlize je kazd4 jeho hrana obsazena
v kruznici libovolné délky.

Definice 5.4. Graf GG je hranové bipancyklicky jestlize je bipartitni a kazda jeho
hrana je obsazena v kruznici libovolné sudé délky.

Poznamenejme, ze hranova pancyklicita je zobecnénim pancyklicity. Pokud je graf
hranové pancyklicky, pak v ném musi existovat kruznice vSech délek, tedy je pan-
cyklicky. Obdobny vztah plati i pro hranovou bipancyklicitu a bipancyklicitu.

5.1 Souvislé cirkulanty

Daéle budeme uvazovat pouze souvislé cirkulanty. Piipomenme, ze kazdy souvisly
cirkulant je hamiltonovsky viz véta [4.11] Nejprve se zaméiime na pancyklicitu a
bipancyklicitu téchto grafu.

Lemma 5.5 [7]. Necht G je graf C,,(1,ay), kden € N an > 3. Jestlize G obsahuje
trojuhelnik s vrcholy i a i + 1, pak G obsahuje vSechny kruznice lichych délek.

Toto pomocné tvrzeni je vyuzito v dukazu nésledujici véty, kterd vyuziva existence
trojihelniku v grafu.

Véta 5.6 [7]. Necht G je souvisly cirkulant fadu n a délka nejkratsi kruzZnice je
3. Pak G je pancyklicky.

Nasledujici véta je zaméfena pouze na souvislé bipartitni cirkulanty, tedy neobsahuji
liché kruznice.

Véta 5.7 [7].  Souvislé bipartitni cirkulanty obsahuji kruznice vsech sudych délek.
Tj. jsou bipancyklické.
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Tato véta je odvozena pomoci nasledujicich dvou tvrzeni a z nich odvozené véty. Diky
témto tvrzenim, prejdeme k hranové bipancyklicité souvislého cirkulantu. Zaméime
se na graf C,(1,as). Piipomenme, ze skok ay generuje hamiltonovskou kruznici,
pokud podgraf grafu C,,(1, az) obsahujici pouze vsechny hrany vytvorené skokem asy
je hamiltonovskou kruznici grafu C,(1, as).

Lemma 5.8 [7]. Necht G je graf C,(ay,az), kde a; = 1, ay generuje hamiltonov-
skou kruznici a n je sudé. Pak G je hranoveé bipancyklicky.

Lemma 5.9 [7]. Necht G je graf C,(ay,az), kde a; = 1, ay generuje hamiltonov-
skou kruznici a n je liché. Pak G je hranové bipancyklicky.

Poznamenejme, ze tato dvé pomocna tvrzeni lze shrnout pro graf G = C,(1,a3) do
jedné podminky. Pokud n a ay jsou nesoudélné, pak je graf G hranové bipancyklicky.
Nésledujici véta se tyka jiz obecného cirkulantu s k kroky.

Véta 5.10 [7]. Necht G je souvisly graf Cy (a1, aq,...,a;), kden € N ak > 2.
Pak graf G je hranové bipancyklicky.

5.2 Rekurzivni cirkulanty

Nyni se zamérime pouze na rekurzivni cirkulanty, které jsme definovali v kapitole 3.
Nésledujici véta rozebira kritéria na parametry rekurzivniho cirkulantu, pti jejichz
splnéni graf obsahuje kruznice vsech lichych nebo sudych délek.

Véta 5.11 [2]. Necht m,c,d € N.

1. Je-lic>2am >1neboc=1am > 2 pak RC(cd™,d) obsahuje kruznice
vsech sudych délek.

2. Je-li ¢ > 3 a liché a m > 0, pak RC(cd™,d) obsahuje vsechny liché kruznice
délky alesporti ¢ a neobsahuje liché kruznice délky mensi nez c.

3. Je-li ¢ = 1 nebo sudé, pak RC(cd™,d) obsahuje vsechny liché kruznice délky
alesporni d a neobsahuje liché kruznice délky mensi jak d.

Pokud je cd™ sudé a d liché, pak je rekurzivni cirkulant RC(cd™,d) bipartirni.
Diky tomuto poznatku a prvnimu bodu véty dostavame nasledujici dusledek o
bipancyklicité rekurzivniho cirkulantu.

Dusledek 5.12 [2]. Necht m,c,d € N, m > 1, ¢ je sudé a d je liché. Pak graf
RC/(cd™, d) je bipancyklicky.
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7, vety vyplyvaji nasledujici nutné a postacujici podminky pancyklicity rekur-
zivniho cirkulantu.

Dusledek 5.13 [2]. RC(ed™,d) je pancyklicky pravé tehdy, kdyz spliiuje jednu
z nasledujicich podminek:

e d=2am>2,
ed=3c=1lam>1,

e c=2,d>4jesudé am >0,
ec=3,d>4am>0.

Nyni se zaméfime na hranovou pancyklicitu téchto cirkulantu. Pro c =1 a d = 2
plyne z véty nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.14 [1]. Necht m > 2 graf RC(2™,2) je hranové pancyklicky.

Pro d > 3 neplati pro graf RC(cd™,d) ekvivalence mezi pancyklicitou a hranovou
pancyklicitou. Pro nasledujici vétu zavedeme takzvanou L-hranovou pancyklicitu.
Necht L je mnozina piirozenych ¢isel. Graf G je L-hranové pancyklicky, pokud kazd4
hrana grafu G je obsazena v kruznici délky [, pro kazdé [ € L. Déle pro ¢,d,m € N
definujeme mnoziny Lg a Lo,, kde 7 = 1, 2, nasledovneé:

Lg={l|ljesudé a4 <l <cd"}
Lo, = {l|l je liché a ¢ < [ < cd™}
Lo, = {I|l je liché a d < I < cd™}

Véta 5.15 [1]. Necht ¢,d,m e N, 1 < ¢ <d.

1. Je-li ¢ liché, ¢ > 3 a m > 1, pak graf RC(cd™,d) je (Lg U Lo, )-hranoveé
pancyklicky

2. Je-lic,d sudéam > 2, pak graf RC(cd™, d) je (LgU Lo, )-hranové pancyklicky.
3. Je-lic=1am > 2, pak graf RC(cd™,d) je (Lg U Lo, )-hranové pancyklicky.
Podobné lze dokézat, ze rekurzivni cirkulant je Lp-hranové pancyklicky pokud je

bipartitni. Pficemz graf RC(cd™,d) je bipartitni, pokud ¢ je sudé a d je liché. Tato
tvrzeni shrnuje nasledujici dusledek.

Dusledek 5.16 [1]. Necht m,c,d € N, ¢ je sudé, d je liché a m > 1. Pak graf
RC(cd™,d) je hranové bipancyklicky.
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Pro nasledujici vétu zavedeme takzvanou hranovou m-pancyklicitu [I]. Graf G je
hranové m-pancyklicky, pokud kazda hrana lezi v kruznici vsech délek [, kde
m <1 <|Vg|. Z véty a tvrzeni vyplyvé nasledujici dusledek.

Véta 5.17 [1]. Necht ¢,d,m € N, ¢ >2am > 1neboc=1am > 2. Pak graf
RC(cd™,d) je hranové d-pancylicky. Specidlné RC(cd™, d) je hranové c-pancyklicky
pro liché ¢ > 3 am > 1.

5.3 Zobecnéné rekurzivni cirkulanty

Nakonec se zamétrime na pancyklicitu zobecnénych rekurzivnich cirkulantu, které za-
hrnuji také tiidu rekurzivnich cirkulantu s po¢tem vrcholu n = cd™. Nasledujici véta
uvadi postacujici podminku pro existenci kruznic vSech sudych délek v zobecnénych
rekurzivnich cirkulantech.

Tvrzeni 5.18 [14]. Necht h € N a h > 2. Pak GRC(my,, my_1, ..., my) obsahuje
kruznice vsech sudych délek.

Dale se zamétime na liché kruznice v téchto grafech.

Lemma 5.19 [14]. Pokud zobecnény rekurzivni cirkulant radu n m& kruznici s
minimalni lichou délkou s, pak obsahuje také kruznice vsech lichych délek vétsi nez
s a mensi nez n.

S vyuzitim predchoziho lemmatu byla dokdzana nasledujici véta, kterd uvadi nutnou
a postacujici podminku pancyklicity zobecnéného rekurzivniho cirkulantu.

Véta 5.20 [14]. Zobecnény rekurzivni cirkulant je pancyklicky pravé tehdy, kdyz
obsahuje kruznici délky 3.
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6 Vlastni vysledky

Budeme se zabyvat predevsim cirkulanty se dvéma skoky, z nichz jeden je roven
jedné. Mnoho podobného jiz bylo dokézano, ovSem pro rekurzivni a zobecnéné re-
kurzivni cirkulanty, kde je pocet vrcholu provazan s poctem a velikosti skoku. Cir-
kulanty, kterymi se budeme zabyvat jsou obecnéjsi. Mame pevné dané dva skoky
a pocet vrcholi muze byt libovolné velky. Tyto grafy jsou tedy 7idsi co do poctu
hran a nasledujici véty nam daji obecnéjsi vysledky. Jakmile pocet skokt navysime,
pridame tim pouze hrany navic a piipadnd pancyklicita ¢i bipancyklicita nebude
porusena.

V prvni fadé uvazujme cirkulant C,(1,2). Ukdzeme, ze takovyto graf obsahuje
vSechny sudé i liché kruznice a tedy je pancyklicky. Dokonce budeme schopni na-
psat piedpis pro libovolnou kruznici v grafu. Nasledujici tvrzeni plyne z véty [5.5
Pro tplnost ho zde uvddime i s predpisy kruznic v dikazu.

Tvrzeni 6.1. Necht G je graf C,(1,2), kde n € N, n > 4. Pak je G pancyklicky.

Diikaz. Mame graf C,(1,2). Hleddme kruznici C,, pro kazdé m € N, 3 < m < n.
Ocislujeme vrcholy po sméru hodinovych rucicek ¢isly 1,2, 3, ..., n. Nyni mame dvé
moznosti podle parity délky m.

e Pokud je m liché, pak je kruznice C), dana posloupnosti vrcholi

1,35 ....mm—1, m—3 m—5 m-—7, ..., 4, 2, 1.
e Pokud je m sudé, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholi
1,3 5 ....m—1,my m—2 m—4 m—6, ..., 4, 2, 1.
Na obrazku [ je zndzornéna ukézka pro m = 11 a m = 12. |

NN ) IS TN
REHOA A, RSO S0,

Obrézek 4: Césti grafu C,,(1,2), kde n je velké, s kruznici C; a Cis.

Pokud bychom mnozinu skoku tohoto cirkulantu rozsitili o libovolné dalsi skoky,
bude vznikly graf G stale pancyklicky. Pfidani skoku pancyklicitu neporusi, protoze
graf G bude obsahovat jako podgraf cirkulant C,, (1, 2), ktery obsahuje kruznice vsech
délek. Tedy i G bude obsahovat kruznice vsech délek.

Nyni trochu odboé¢ime k cirkulantim se sudym poc¢tem vrcholi a dvéma obecné
lichymi skoky. Pomoci bipartitnosti ukédzeme, ze takové cirkulanty nejsou pancyk-
lické, protoze v nich neexistuji kruznice lichych délek.
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Tvrzeni 6.2. Necht G je graf Co,(2k — 1,21 — 1), kde n,k,l e N an > 1,1 >k,
n > 1. Pak v ném neexistuji kruznice liché délky.

Diikaz. Ukézeme, ze graf Cy,(2k — 1,20 —1) = G je bipartitni, tedy neobsahuje liché
kruznice. Oc¢islujme vrcholy postupné od 1 do 2n a dame liché vrcholy do mnoziny
V1 a sudé do mnoziny V5. Oznacme x libovolny vrchol v GG, y libovolného souseda
vrcholu x a uvazujme hranu {z,y}. Diky lichosti skoku 2k — 1 a 2/ — 1 jsou = a y
ruzné parity, tedy kazdy lezi v jiné z mnozin V; a V5. Tudiz je graf GG bipartitni,
neexistuji v ném liché kruznice. |

Nyni se zamétime na cirkulanty se skoky 1 a 3. Ukazeme, ze v takovém grafu existuji
kruznice vSech sudych délek.

Tvrzeni 6.3. Necht G je graf C,(1,3), kde n € N, n > 5. Pak v grafu G existuji
kruznice vSech sudiych délek.

Dikaz. Hledame v grafu C,(1,3) = G kruznici C,, pro kazdé m € N, m sudé a
2<m<n.
Pro m € {4, 6, 8, 10} vypadaji kruznice C,, v grafu G nasledovné:

C,:1, 4,3, 2 1,

Cs:1,4,5 6,3, 2, 1,

Cs:1,4, 7,85 6, 3,2, 1,
Ciwo:1l, 4,7 10,9, 8,5 6,3, 2 1

Vsechny dalsi kruznice maji predpis podle délitelnosti ¢isla m Sesti, kdep € N, p > 2.

e Pokud je m = 6p, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholu
.47 ... m—2 m—1, m, m—3 m—4 m—7 m—6, ..., 3, 2, 1.

e Pokud je m = 6p + 2, pak je kruznice (), dana posloupnosti vrcholu
1,4, 7 ....,m—1, m, m—3, m—2, m—5, m—6, m—9, m—8, ..., 3, 2, 1.

e Pokud je m = 6p + 4, pak je kruznice C,,, dana posloupnosti vrcholu
L4, 7 ....,m m—1, m—2 m—5 m—4 m—-7 m—8, ..., 3, 2, 1.
Ukézky takovych kruznic jsou zobrazeny na obrazku [

Diky sudosti délek hledanych kruznic ndm staci pouze vyse uvedené tii pripady
a mame vSechny takové kruznice v grafu G popsané. Zbyva nam dokazat, ze po-
sloupnosti vzdy na konci obsahuji dvojici po sobé jdoucich vrcholu 3, 2. V kazdé po-
sloupnosti existuji dvojice po sobé jdoucich vrcholu (i,7—1), kde i € {1, 2, ..., m}.

e Prom = 6p to jsou dvojice (m—3, m—4), (m—9, m—10) atd., tedy dvojice,
kdy i = 3 (mod 6) a i — 1 =2 (mod 6).
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e Pro m = 6p + 2 to jsou dvojice (m — 5, m — 6) atd., tedy dvojice, kdy ¢ =
3 (mod 6) ai—1=2 (mod 6).

e Pro m = 6p + 4 to jsou dvojice (m — 1, m —2), (m — 7, m — 8) atd., tedy
dvojice, kdy i = 3 (mod 6) a7 — 1 =2 (mod 6). [ ]

Obrazek 5: Graf Cy(1,3) s kruznicemi Ci (vlevo), Ci4 (uprostied) a Cig (vpravo).

Pro liché kruznice obdobné tvrzeni neplati. Problém je s paritou fadu grafu. Protoze
C5,(1,3) je bipartitni (viz tvrzeni [6.2]), nema smysl Fesit existenci lichych kruznic.
Plati tedy:

Tvrzeni 6.4. Necht G je graf Co,(1,3), kde n € N, n > 2. Potom je G bipartitni.
Dusledek 6.5. Necht G je graf Cs,(1,3), kde n € N, n > 2. Potom je G bipancyk-
licky.

Poznamenejme, ze tento dusledek, je piimym dusledkem véty [5.7] Zaméime se na
cirkulanty se skoky 1, 3 s lichym poc¢tem vrcholti. Pripomenme, ze podle tvrzeni[6.3
obsahuji kruznice vsech sudych délek.

Tvrzeni 6.6. Necht G je graf Co,11(1,3), kden € N, n > 2. Pak v grafu G existuji
kruznice vsech lichiyjch délek od C; do Cay, 11, kde

o [ =221 pro2n4+1=0 (mod 3),

o [ =212 pro 2n 4+ 1 =1 (mod 3),

o [ =24 pro 2n+1=2 (mod 3).

Diikaz. Hleddme uvedené liché kruznice v grafu Cs,,41(1,3) = G. Zfejmé G obsahuje
kruznici Co,q 2 1, 2, 3, ..., 2n+1, 1. Z této kruznice lze postupné vytvorit kratsi
kruznice odebranim tii po sobé jdoucich hran se skokem jedna a nahrazenim téchto
hran jednou hranou se skokem 3:

Cons1:1, 2,3, ..., 2n+1, 1,
Con1:1, 2,3, ..., 2n—1, 1,
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Predpisy pro nejkratsi kruznice C; se pak rozdéli na tii typy podle fadu grafu G.

e Pokud je (2n+ 1) = 0 (mod 3), pak je kruznice C; = Cangr déna posloupnosti
vrcholu
1,4, 7,10, ..., 2n — 1, 1.

e Pokud je (2n+ 1) =1 (mod 3), pak je kruznice C; = Czn+31+2 déna posloup-
nosti vrcholt
1,4, 7,10, ..., 2n+1, 1.

e Pokud je (2n+ 1) = 2 (mod 3), pak je kruznice C; = Caniiia ddna posloup-
nosti vrcholu
1,4, 7,10, ..., 2n, 2n 4+ 1, 1.

Priklady nejkratsich kruznic v grafu G fddu 9, 11 a 13 jsou uvedeny na obrazku [0}

Tim jsme nasli kruznice vSech danych lichych délek v grafu G. Ziejmé v G nebudou
existovat kruznice, které jsou delsi nez 2n + 1. Zbyva nam ukazat, ze v grafu G nee-
xistuji zadné kruznice liché délky kratsi nez [. Predpoklddejme, ze v grafu G existuje
kratsi kruznice. Oznacme ji Cy, kde I" € N, I’ je liché a 2 < " < [. Kruznice C] je
urcité nejkratsi kruznice v grafu G, ktera vznikne prichodem ”kolem celého” grafu
G. Kruznice Cy je kratsi, tedy cely graf G urcité neobejde a bude existovat pouze
na jeho useku. Tuto kruznici bude potom urcité obsahovat i podgraf H gratu G
indukovany mnozinou vrchola {1, 2, 3 ... 2n—2}. Nyni uvazujme graf Cy,,2(1, 3),
zde stejnd mnozina vrcholu indukuje opét podgraf H, u kterého predpokladame, ze
obsahuje Cj. Potom tedy i graf Cy,,2(1,3) musi obsahovat lichou kruznici Cy, coz
je spor s bipartitnosti grafu Cs,,2(1,3) vyplyvajici z tvrzeni . Tedy zadna kratsi
licha kruznice nez C; v grafu G neexistuje. [ |
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Obrazek 6: Graf Cy(1, 3) s kruznici Cj (vlevo), graf Cy (1, 3) s kruznici C; (uprostied)
a graf C3(1,3) s kruznici C5 (vpravo).

Nyni vyfesime tiidu cirkulantu se skoky 1 a 4. Prvné se zaméfime na existenci sudych
kruznic a opét uvedeme i jejich obecné predpisy.

Tvrzeni 6.7. Necht G je graf C,(1,4), kde n € N, n > 7. Pak v grafu G existuji
kruznice vSech sudiych délek.

Diikaz. Hleddme v grafu C,(1,4) = G kruznici C,, pro kazdé m € N, m sudé a
2 <m < n. Prom € {4, 6, 8 10, 12, 14} vypadaji kruznice C,, v grafu G
nasledovné:

C,: 1,5 6, 2 1,

Cs:1,5,6,7 3,2, 1,

Cs:1,5, 6,7 8, 4,3, 2,1,

Cwo:1,5, 9,10, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1,

Ci:1,5,9 10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1,
Cu:1,5 9 13, 14, 10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1.

Vsechny dalsi kruznice maji predpis podle délitelnosti ¢isla m osmi, kde p € N, p >
1.

e Pokud je m = 8p, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholu
1,59 ...,8—3, 8—2, 8—1, 8, 8p—4, 8p—5, 8p—6, 8 — 10, 8p —
9, 8—8, 8p—12, 8p—13, 8p—14, 8p—18, 8p—17, 8 —16, ..., 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 8p + 2, pak je kruznice C,,, dana posloupnosti vrcholu
1,59, ..., 8+1, 8+2, 8p—2, 8p—1, 8p, 8p—4, 8p—>5, 8p—6, 8p—10, 8p—
9, 8p—8, 8p—12, 8p—13, 8p—14, 8p—18, 8 —17, 8 —16, ..., 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 8p + 4, pak je kruznice C,,, dana posloupnosti vrcholu
1,5,9, ..., 8p+1, 8p+2, 8p+3, 8p+4, 8, 8p—1, 8p—2, 8p—6, 8p—5, 8p—
4, 8p—8, 8p—9, 8—10, 8p—14, 8p—13, 8p—12, ..., 10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6,
2, 1.
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e Pokud je m = 8p + 6, pak je kruznice (), dana posloupnosti vrcholu
1,5,9 ..., 8+1 8+5, 8+6, 8p+2, 8p+3, 8p+4, 8, 8p—1, 8p—
2, 8 —6, 8p—5, 8p—4, 8p—8, 8 —9, 8 — 10, 8p — 14, 8 — 13, 8p —
12, ...,10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1.

Ukdzky takovych kruznic jsou zobrazeny na obrdzku [7}

Diky sudosti délek hledanych kruznic nam staci pouze vysSe uvedené ¢tyti pripady
a mame vsechny takové kruznice v grafu G popsané. Zbyva nam dokazat, ze prvni
dvé posloupnosti vzdy na konci obsahuji trojici po sobé jdoucich vrcholu 4, 3, 2
a zbylé dvé posloupnosti 10, 11, 12. V kazdé posloupnosti existuji trojice po sobé
jdoucich vrcholu (i, i — 1, i —2), respektive (i, i+1, i+2),kdei € {1, 2, ..., m}.

e Pro m =8p a m = 8p + 2 to jsou trojice (8p — 4, 8p — 5, 8p — 6), (8p —
12, 8p—13, 8p — 14) atd., tedy trojice, kdy i =4 (mod 8), i — 1 = 3 (mod 8)
ai—2=2 (mod ).

e Prom =8p+4 am = 8p + 6 to jsou trojice (8p — 6, 8p —5, 8p —4), (8p —
14, 8p — 13, 8p — 12) atd., tedy trojice, kdy i = 2 (mod 8), i + 1 = 3 (mod 8)
ai+2=4 (mod 8). |

Obrazek 7: Graf Coy(1,4) s kruznicemi Ci4 (vlevo nahote), Cig (vpravo nahote), Cog
(vlevo dole) a Cy (vpravo dole).

Dalsi tvrzeni fesi existenci lichych kruznic v grafu C,,(1,4). Diky sudému druhému
kroku neni tento graf pro sudé n bipartitni, tedy nemusime pro liché kruznice graf
rozdélovat podle sudych a lichych n jako u grafu C,(1,3). Ukdzeme, ze v grafu
Cy(1,4) existuji kruznice vsech lichych délek kromé kruznice Cs.
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Tvrzeni 6.8. Necht G je graf C,(1,4), kde n € N, n > 8. Pak v grafu existuji
kruznice vsech lichiyjch délek mimo Cj.

Dikaz. Hledame v grafu C),(1,4) = G kruznici C,, pro kazdé m € N, m liché a
3 < m < n. Ziejmé graf G neobsahuje kruznici C3. Pro m € {5, 7, 9, 11, 13, 15}
vypadaji kruznice C,, v grafu G nésledovné:

Cs:1,2 3, 4,5 1

Cr;:1,5 4,3, 76,2, 1

Cy:1,5,9, 84,3, 7, 6,2, 1

Cu:1,5, 6,7 11, 10, 9, 8, 4, 3, 2, 1

Ci:1,5,9 13,12, 11, 10, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1
Cis:1, 5,9 10, 11, 15, 14, 13, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1

Vsechny dalsi kruznice maji predpis podle délitelnosti ¢isla m osmi, kde p € N, p >
1.

e Pokud je m = 8p + 1, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholu

1, 5,9, 13, ..., 8p+1, 8p, 8—1, 8p—2, 8—6, 8p—>5, 8p—4, 8p—8, 8p—
9, 8p—10, 8 — 14, 8p — 13, 8p—12, ..., 10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1.
e Pokud je m = 8p + 3, pak je kruznice (), dana posloupnosti vrcholu
1, 5,9, 13, ..., 8 —3, 8 —2, 8p—1, 8+ 3, 8+ 2, 8p+ 1, 8p, 8p —
4, 8p—5, 8p—6, 8p—10, 8 —9, 8 —8, 8qp — 12, 8p — 13, 8p — 14, 8p —
18, 8p— 17, 8 — 16, ..., 12, 11, 10, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1.
e Pokud je m = 8p + 5, pak je kruznice C,,, dana posloupnosti vrcholu
1, 5,9, 13, ..., 8p+1, 8p+5, 8p+4, 8p+3, 8p+2, 8p—2, 8p—1, 8p, 8p—
4, 8p— 5, 8p—6, 8p—10, 8 —9, 8p—8, 8 — 12, 8 — 13, 8p — 14, 8p —
18, 8 — 17, 8 — 16, ..., 12, 11, 10, 6, 7, 8, 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 8p + 7, pak je kruznice (), dana posloupnosti vrcholu
1, 5,9, 13, ..., 8p+1, 8+2, 8p+3, 8p+7, 8p+6, 8p+5, 8p+4, 8, 8p—
1, 8p—2, 8 —6, 8 —5, 8p—4, 8p—8, 8p—9, 8 — 10, 8p — 14, 8p —
13, 8p—12, ...,10, 11, 12, 8, 4, 3, 7, 6, 2, 1.

Ukézky takovych kruznic jsou zobrazeny na obrazku [§]

Diky lichosti hledanych kruznic ndm staci pouze vyse uvedené ¢tyti pripady a mame
vSechny takové kruznice v grafu G popsané. Zbyva nam dokéazat, ze druhd a treti
posloupnost vzdy na konci obsahuje trojici po sobé jdoucich vrchola 4, 3, 2 a zbylé
dvé posloupnosti sekvenci 10, 11, 12. V kazdé posloupnosti existuji trojice po sobé
jdoucich vrcholu (i, i — 1, i —2), respektive (¢, i+ 1, i+2), kdei € {1, 2, ..., m}.

e Prom=8p+3am=8p+5 to je trojice (8p — 4, 8 — 5, 8 —6), (8p —
12, 8p— 13, 8p — 14) atd., tedy trojice, kdy i = 4 (mod 8), i — 1 = 3 (mod 8)
ai—2=2 (mod 8).
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e Prom=8p+1am=8p+7 to je trojice (8p — 6, 8 — 5, 8p —4), (8p —
14, 8p—13, 8p — 12) atd., tedy trojice, kdy i = 2 (mod 8), i+ 1 = 3 (mod 8)
ai+2=4(mod8). |

Obrazek 8: Graf Cyy(1,4) s kruznicemi Cy7 (vlevo nahote), Cig (vpravo nahote), Co
(vlevo dole) a Cys (vpravo dole).

Cirkulanty C),(1,4) podle predchoziho tvrzeni nejsou pancyklické ani bipancyklické
a tedy ani hranové pancyklické a hranové bipancyklické, protoze neobsahuji kruznici
délky 3.

Nyni se zamérime na cirkulanty se skoky 1 a 5. Ukazeme, ze v takovém grafu opét
existuji kruznice vSech sudych délek.

Tvrzeni 6.9. Necht G je graf C,(1,5), kde n € N, n > 9. Pak v grafu G existuji
kruznice vSech sudiych délek.

Diikaz. Hledame v grafu C,(1,5) = G kruznici C,, pro kazdé m € N, m sudé a
2<m<n.Prome{4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18} vypadaji kruznice C,, v grafu G
nasledovné:

C,:1,6, 7, 2,1

Cs:1, 6,5 4,3 2 1

Cs:1,6, 5, 4, 3 817, 2, 1

Cio:1,6, 78 9, 10, 5 4, 3, 2, 1
C:l, 6, 11,12, 7,8, 9, 10, 5, 4, 3, 2, 1
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Cu:1,6,7 8,9, 14, 13, 12, 11, 10, 5, 4, 3, 2, 1
Ciw: 1,6, 11, 16, 15, 14, 13, 12, 7, 8, 9, 10, 5, 4, 3, 2, 1
Cis: 1, 6, 11, 12, 13, 18, 17, 16, 15, 14, 9, 10, 5, 4, 3, 8, 7, 2, 1

Vsechny dalsi kruznice maji predpis podle délitelnosti ¢isla m deseti, kde p € N, p >
1.

e Pokud je m = 10p, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholu

1, 6, 11, ..., 10p—4, 10p—3, 10p—2, 10p—1, 10p, 10p—>5, 10p—6, 10p —
7, 10p — 8, 10p — 13, 10p — 12, 10p — 11, 10p — 10, ..., 5, 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 10p + 2, pak je kruznice C),, dana posloupnosti vrcholt
1, 6, 11, ..., 10p+1, 10p+2, 10p—3, 10p—2, 10p—1, 10p, 10p—5, 10p—
6, 10p—7, 10p—8, ..., 5, 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 10p + 4, pak je kruznice C),, dana posloupnosti vrcholt
1, 6, 11, ..., 10p —4, 10p—3, 10p —2, 10p — 1, 10p + 4, 10p + 3, 10p +
2, 10p+ 1, 10p, 10p—5, 10p—6, 10p—7, 10p—8, ..., 5, 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 10p + 6, pak je kruznice C,, dana posloupnosti vrcholt
1, 6, 11, ..., 10p+ 6, 10p + 5, 10p + 4, 10p + 3, 10p + 2, 10p — 3, 10p —
2, 10p—1, 10p, 10p—5, 10p—6, 10p—7, 10p—8 ..., 5, 4, 3, 2, 1.

e Pokud je m = 10p + 8, pak je kruznice C), dana posloupnosti vrcholt
1, 6, 11, ..., 10p+1, 10p+ 2, 10p+ 3, 10p+ 8, 10p+ 7, 10p 4+ 6, 10p +
5, 10p+4, 10p—1, 10p, 10p — 5, 10p—6, 10p—7, 10p—2, 10p— 3, 10p —
8, 10p—13, 10p—12, 10p—11, 10p—10, 10p— 15, 10p— 16, 10p— 17, 10p —
18, ..., 5, 4,3, 2,1.

Ukézky takovych kruznic jsou zobrazeny na obrazku [0

Diky sudosti délek hledanych kruznic nam sta¢i pouze vyse uvedenych pét pripadu
a mame vSechny takové kruznice v grafu G popsané. Zbyva nam dokazat, ze po-
sloupnosti vzdy na konci obsahuji ¢tverici po sobé jdoucich vrcholu 5, 4, 3, 2. V
kazdé posloupnosti existuji ¢tverice po sobé jdoucich vrcholu (i, 1 —1, i —2, i — 3),
kdei e {1, 2, ..., m}.

e Pro m € {10p, 10p + 2, 10p + 4, 10p + 6} to je ctvefice (10p — 5, 10p —
6, 10p—7, 10p—_8) atd., tedy ¢tvefice, kdy i = 5 (mod 10),7—1 = 4 (mod 10),
i—2=3(mod 10) a i — 3 =2 (mod 10).

e Pro m = 10p + 8 to je ¢tvefice (10p — 15, 10p — 16, 10p — 17, 10p — 18) atd.,
tedy ¢tverice, kdy i = 5 (mod 10), ¢ — 1 =4 (mod 10), i — 2 = 3 (mod 10) a
i —3 =2 (mod 10). ]
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Obrazek 9: Graf Cs0(1,5) s kruznicemi Cy (vlevo nahote), Cy (uprostied nahore),
Cy4 (vpravo nahote), Cy (vlevo dole) a Cyg (vpravo dole).

Protoze Cs,(1,5) je bipartitn{ (viz tvrzen{[6.2), nem4 smysl fesit existenci lichych
kruznic. Plati tedy:

Tvrzeni 6.10. Necht G je graf Co,(1,5), kde n € N, n > 4. Potom je G bipartitni.

Dusledek 6.11. Necht G je graf Cs,(1,5), kde n € N, n > 4. Potom je G bipan-
cyklicky).

Tento dusledek je opét primym dusledkem véty 5.7, Nasledujici véta Tesi existenci
lichych kruznici v cirkulantech se skoky 1 a 5 a lichym po¢tem vrcholu.

Tvrzeni 6.12. Necht G je graf Co,41(1,5), kden € N, n > 4. Pak v grafu G existuji
kruznice vsech lichiyjch délek od C; do Cs,41, kde:

o | =2 pro2n+1=0 (mod 5),

° [:2"+—51+4pr02n+151(m0d5)f

o [ =248 pro 2n+1=2 (mod 5),

o [ =2 prp 2n + 1 =3 (mod 5),

= 2416 g 2+ 1 =4 (mod 5).

30



Diikaz. Hleddme uvedené liché kruznice v grafu Cs,41(1,5) = G. Ziejmé G obsa-
huje kruznici Cs,4q : 1, 2, 3, ..., 2n+ 1, 1. Z této kruznice lze postupné vytvorit
kratsi kruznice odebranim péti po sobé jdoucich hran se skokem jedna a nahrazenim
téchto hran jednou hranou se skokem pét. Tim ziskame pouze kazdou druhou lichou

kruznici:

Conyr:1, 2,3, ..., 2n+1, 1
Conz:1,2, 3, ...,2n—3, 1
Con_r:1,2,3,...,2n—8, 2n—3, 1

Modifikaci kruznice Cs,, ;1 a vynechani dvou vrcholu z ni ziskame kruznici

Con_1:1,6, 7, 2, 3,8 9,10, ..., 2n+ 1, 1. Z této kruznice lze opét postupné
vytvorit mensi kruznice odebrdanim a nahrazenim hran. Ziskame tim i zbylé liché
kruznice:

Copn1:1,6,7,2,3,8, 9,10, ..., 2n+1, 1

Cons:1,6,7, 2 3,8 9,10, ..., 2n—3, 1

Cono:1,6,7 2 3,8 9,10, ..., 2n—8, 2n—3, 1

Predpisy pro nejkratsi kruznice se rozdéli na pét typu radu grafu G.

Pokud je (2n +1) = 0 (mod 5), pak je kruznice C2n:1 ddna posloupnosti vr-
cholu
1,6 11,..., 2n—3, 1.

Pokud je (2n+1)
vrcholu
1,6, 11,..., 2n—4, 2n+1, 1.

1 (mod 5), pak je kruznice Czn+51+4 ddna posloupnosti

Pokud je (2n+ 1) =2 (mod 5), pak je kruznice Czn+51+s dana posloupnosti
vrcholu
1,6 11, ..., 2n, 2n 41, 1.

Pokud je (2n+ 1) = 3 (mod 5), pak je kruznice Cansia12 ddna posloupnosti
vrcholu
1, 6, 11, ..., 2n—1, 2n, 2n+1, 1.

Pokud je (2n+1) =4 (mod 5), pak je kruznice C2n+51+6 dana posloupnosti
vrcholu

1, 6, 11, ..., 2n—2, 2, 1.

Y Y
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Ukazky takovych kruznic jsou zobrazeny na obrazku

Tim jsme nasli kruznice vSech danych lichych délek v grafu G. Ziejmé v G ne-
budou existovat kruznice, které jsou delsi nez 2n + 1. Zbyva nam ukézat, ze v grafu
G neexistuji zadné kruznice liché délky kratsi nez [. Predpokladejme, ze v grafu
G existuje kratsi kruznice. Oznacme ji Cy, kde I' € N, I’ je liché a 2 < ' < 1.
Kruznice Cj je urcité nejkratsi kruznice v grafu G, ktera vznikne prichodem po co
nejvetsim mnozstvi ”delsich” hran kolem celého grafu G. Kruznice Cy je kratsi, tedy
cely graf G urc¢ité neobejde a bude existovat pouze na jeho useku. Tuto kruznici
bude potom urcité obsahovat i podgraf H grafu G indukovany mnozinou vrcholt
{1, 2, 3... 2n —4}. Nyni uvazujme graf Cs,,2(1,5), zde stejnd mnozina vrcholu
indukuje opét podgraf H, u kterého predpokladame, ze obsahuje Cy. Potom tedy i
graf Co,2(1,5) musi obsahovat lichou kruznici Cy, coz je spor s bipartitnosti grafu
Coni2(1,5) vyplyvajici z tvrzeni 9. Tedy zddnd kratsi lichd kruznice nez C; v grafu
G neexistuje. [

Obrazek 10: Graf C1(1,5) s kruznici C3 (vlevo nahote), graf C3(1,5) s kruznici C
(uprostied nahote), graf Ci5(1,5) s kruznici Cj (vlevo dole), graf Cy7(1,5) s kruznici
Cs (vlevo dole) a graf Cig(1,5) s kruznici C; (vpravo dole).

Na zavér se zaméfme na obecnéjsi skupinu cirkulanti s jednim skokem jedna a
druhym sudym. Ukazeme, ze takovy cirkulant obsahuje kruznice vsech sudych délek.

Véta 6.13. Necht G je graf C,,(1,t), kden € N, t € N, t je sudé an > 2t. Pak v
grafu G existuji kruznice vsech sudyjch délek.
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Diikaz. Hleddme v grafu C,(1,t) = G kruznici C,, pro kazdé m € N, m sudé,
2 <m <n.Daleplati m =kt + 1, kde k, [ € N, [ je sudé a | < t. Predpisy kruznic
v grafu G pro mleq2t vypadaji nasledovneé:

Cm:th—i—l:]-a 2., (/ct;—l)7 t—f—(kt;_l), t—f-(kt;l)—l, t—l—@—?,, t+1, 1.

Pro vétsi prehlednost predpisu delsich kruznic si zavedeme pomocné cesty v grafu
G a naddale budeme dodrzovat potadi jejich vrcholu:

Pi:t+1d, 2t +4, ..., (k—1)t+1,
Qi: (k—Dt+4, (k—2)t+1, ..., t+i.

Predpisy ostatnich kruznic v grafu G pak vypadaji nasledovneé:

Cm=Cure1: 1,2 3,4, ..., t, Py, (k—1t, kt, kt —1, Qu_y, 2t — 1, 2t —
2, Pro, kt —2, kt —3, Q;3, 2t —3, ..., Quu1, t+1+1, t+1, P, (k—1)t+
L kt+1, kt+1—1, (k—Dt+1—1, Q_1, t+1—1,..., t+2, P, (k—1)t+2, kt+
2, kt+1, (k—1t+1, Qi, t+1, 1.

Ukéazky takovych kruznic jsou uvedeny na obrazku [I1] a
7 uvedeného predpisu je ziejmé, ze koncové vrcholy cest (); jsou liché a cest P,

jsou sudé, diky tomu na sebe cesty navazuji. Navic jsou pouzity cesty se vSemi
indexy od 0 do t — 1, tedy kruznice projde vSechny vrcholy od 1 do kt + [. [ |

Obrazek 11: Graf Ci5(1,8) s kruznici Cio, kde t = 8, k = 1 a | = 4 (vlevo), graf
C1s(1,8) s kruznici Cig, kde t =8, k=2 a l =0 (vpravo).
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Obrazek 12: Graf Cs5(1,8) s kruznici Cyg, kde t =8, k=3 al = 4.

Nyni se zaméfime na piipad, kdy ¢ je liché. Opét podle tvrzenf jsou cirku-
lanty C,,(1,t) pro sudé n bipartitni. Plati tedy nésledujici tvrzeni, které je primym
dusledkem véty [5.7]

Tvrzeni 6.14. Necht G je graf Co,(1,t), kde n € N,t € N, t je liché an > t. Pak
je graf G bipancyklicky.

Zbyva posledni ptipad, kdy ¢ je liché a cirkulant ma lichy pocet vrcholu.

Véta 6.15. Necht G je graf Co,i1(1,t), kden € N, t € N, t je liché an >t. Pak v
grafu G existugi kruznice vsech sudijch délek.

Diikaz. Hleddme v grafu G = Cy,41(1,t) kruznici C,, pro kazdé m € N, m sudé,
2 <m < mn. Ddle plati m = kt + [, kde k, | € N, | < t. Pfedpisy kruznic v grafu G
pro m < 2t vypadaji nasledovné:

Cm:th—f—l:]-y 2, ..., (knf2—&—l)7 t—f—(kt;l), t—}—(kt;l)—l, t—f—@-?,, t+1, 1.

Pro vétsi prehlednost predpisu delsich kruznic si zavedeme pomocné cesty v grafu
G a nadéale budeme dodrzovat potradi jejich vrcholu:

Pi:t+id, 2t +4, ..., (k—1)t+1,
Qi: (k—Dt+4, (k—2)t+1, ..., t+i.

Predpisy ostatnich kruznic v grafu G (pro k > 2 mimo kt + 1 = 2t) se rozdéli
na dva pripady, kdy £ je liché a k je sudé:

1. k je liché, tedy i [ je liché.
Ptedpisy sudych kruznic pro dané k vypadaji nasledovné:
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Ciu=Cuxn1:1,2 3,4, ..., t, P, (k—1)t, kt, kt — 1, Q;_y1, 2t — 1, 2t —
2, Py o, kt—2, kt—3, Qy_3, 2t—3, ..., Qup1, t+1+1, t+1, P, (k—1)t+
I, kt+1, kt+1—1, (k—1)t+1—1, Q_1, t+1—1,..., t+3, P3, (k—1)t+
3, kt+3, kt+2, kt+1, (k—1)t+1, (k—1)t+2, (k—2)t+2, (k—2)t+
L oo, 2t+1, 2t 42, t+2, t+1, 1.

Ukéazky takovych kruznic jsou uvedeny na obrazku Z uvedeného predpisu
je zrejmé, ze koncové vrcholy cest @); jsou liché a cest P; jsou sudé, diky tomu
na sebe cesty navazuji. Navic jsou pouzity cesty se vSemi indexy od 0 do ¢t — 1
az na 1 a 2. Usek za cestou Pj popisuje pruchod vrcholu zt + 1 a xt + 2
(r € N,1 <z < k), tedy kruznice projde vsechny vrcholy od 1 do kt + .

2. k je sudé, tedy il je sudé.
Predpisy sudych kruznic pro dané k vypadaji nasledovné:

Cu=Cuxn1:1,2 34, ..., t, By, (k—1)t, kt, kt — 1, Q4_y, 2t — 1, 2t —
2, Prg, kt—2, kt—3, Qi_s, 2t—3, ..., Qug, t+1+2, t+14+1, Py, (k—
Dt+1+1, (E—=1)t+1, kt+1, kt+1—1, (k—=1)t+1-1, (k—2)t+1—1, (k—2)t+
[, (k=3)t+1l, (k=3)t+1—1, (k—4)t+1—-1, (k—4)t+1, (k=5)t+1,..., t+
Lt+l—1,t+1—-2, Po, (k—1t+1—-2, kt+1—-2, kt+1-3, (k—1)t+1—
3, Qis, t+H1—3,..., t+2, Py, (k—1)t+2, kt+2, kt+1, (k—1)t+1, Qy, t+1, 1.

Ukéazky takovych kruznic jsou uvedeny na obrazku 7 uvedeného predpisu
je ztejmé, ze koncové vrcholy cest (); jsou sudé a cest P; jsou liché, diky tomu
na sebe cesty navazuji. Navic jsou pouzity cesty se vSemi indexy od 0 do ¢t —1
azmnalal—1. Usek za cestou P4 popisuje pruchod vrcholu xt+1la xt+1—1
(x € N, 1 <z < k), tedy kruznice projde vsechny vrcholy od 1 do kt +1. W

Obrazek 13: Graf Cs3(1,7) s kruznici Cys, kde t =7, k =3 a l =5 (vlevo), a graf
C33(1,5) s kruznici Cog, kde t =5, k=5 a l =3 (vpravo).
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Obrazek 14: Graf Cs33(1,7) s kruznici Csp, kde t =7, k =4 a l = 4 (vlevo), a graf
C33(1,5) s kruznici Csp, kde t =5, k=6 a l = 2 (vpravo).

Poznamenejme, ze uvedené predpisy kruznic nezavisi na parité poc¢tu vrcholu grafu.
Plati tedy i pro sudé kruznice v cirkulantu se sudym po¢tem vrcholu a lichym skokem
t, o némz hovoti tvrzeni
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7 Zavér

V této praci byly shrnuty dosud zndmé poznatky o cirkulantech, predevsim o jejich
hamiltonovskych respektive cyklickych vlastnostech. Byla prodiskutovana hamilto-
novskost a traceabilita toeplitzovskych grafu a shrnuta hamiltonovska dekompo-
zice souvislych cirkulanti, rekurzivnich cirkulanti s poctem vrcholi n = cd™ a
zobecnénych rekurzivnich cirkulantu.

Sepsali jsme dosud znamé vysledky o pancyklickych vlastnostech cirkulanti. Posta-
cujici podminka na pancyklicitu pro souvislé cirkulanty je existence trojuhelniku
v grafu. Souvislé bipartitni cirkulanty jsou vzdy bipancyklické a souvisly cirku-
lant s alesponn dvéma skoky je hranové bipancyklicky. Déle jsme vypsaly nutné a
postacujici podminky pancyklicity rekurzivniho cirkulantu s poc¢tem vrcholu n =
cd™ a zamérili jsme se na hranovou pancyklicitu a bipancyklicitu. Pro zobecnéné re-
kurzivni cirkulanty je nutna a postacujici podminka pancyklicity existence trojihel-
niku v grafu.

Vlastni vysledky vénovaly pozornost cirkulantum C,,(1,as), kde n,a; € N an >
ap. Hledani pancyklicity takovych cirkulantu déava obecnéjsi vysledky, nez které
byly znamy. Rekurzivni a zobecnéné rekurzivni cirkulanty, kterym se pozornost v
ruznych ¢lancich vénovala predevsim, jsou podtiidami cirkulantu C,, (1, as). Navic
jsme uvazovali libovolné velky pocet vrcholt a pevné danou mnozinu skoku, zatimco
u vyse zminovanych dvou tfid je pocet vrcholu provazan se skoky. Nalezli jsme
predpisy sudych kruznic vsech délek pro grafy C,, (1, as), kde as = {2, 3,4,5}. Zjistili
jsme, ze cirkulant se sudym poc¢tem vrcholu a lichymi kroky je bipartitni a tedy ne-
obsahuje liché kruznice. Pro cirkulanty, které bipartitni nebyly, jsme nalezli predpisy
lichych kruznic, kde ne vSechny kruznice liché délky v grafu existovaly. Nakonec jsme
se zamérili na sudé kruznice obecné pro graf C,, (1, az) a nalezli jsme jejich predpisy.
Pozornost by sla déle vénovat lichym kruznicim v grafu C,,(1, az) nebo také obecné
pancyklicité cirkulantu C), (a1, as), kde aj,a2 € N a a; # 1.
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