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Anotace

Hlavnim cilem predlozené bakalarské prace je sestavit a numericky vyresit matema-
ticky model popisujici nestacionarni proudéni nestlacitelné kapaliny v 1D poddajné
trubici, které by svym charakterem aproximovalo pulza¢ni tok krve v primém seg-
mentu poddajné artérie. Kromé shrnuti hlavnich matematickych principii a predpo-
kladu spjatych s uzitim tohoto typu modelu je obsahem prace rovnéz jeho zobecnéni
pro piipad cévni bifurkace. Vyvinuty vypocetni algoritmus, zalozeny na metodé ko-
ne¢nych objemu v kombinaci s explicitnim MacCormackovym schématem, je nejprve
verifikovan na piikladu 1D arterialniho segmentu a poté aplikovan pro feSeni pul-
zacniho proudéni krve v 1D modelu karotické bifurkace. Pro dosazeni fyziologicky
korektnich tokovych podminek a pro aproximaci chovani perifernitho krevntho ob&hu

je na vystupech 1D segmentt aplikovan 0D model ve formé t¥iprvkového Windkessel

modelu (RCR model).

Klicova slova

1D model proudéni krve, Windkessel model, metoda konec¢nych objemii, MacCor-

mackovo schéma, karoticka bifurkace, poddajné cévni sténa



Abstract

The main goal of this bachelor thesis is to derive and solve a mathematical model of
unsteady flow of an incompressible fluid in 1D compliant vessel that approximates
the pulsatile blood flow in a straight segment of a compliant artery. In addition to
summarizing the main mathematical principles and assumptions connected to using
this model, this thesis also contains its generalization to an arterial bifurcation. The
algorithm we develop is based on the finite volume method (FVM) and is verified on
1D arterial segment. It is then applied to the solution of pulsatile blood flow in 1D
model of a carotic bifurcation. To ensure physiologically relevant flow conditions and
approximate the behavior of peripheral blood circulation, RCR Windkessel models
are applied to the outlets of 1D segments.

Keywords

1D blood flow model, Windkessel model, finite volume method, MacCormack scheme,

carotic bifurcation, elastic vascular wall
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Uvod

Spravna funkce vétsiny organt lidského téla je ur¢itym zptsobem spjata s krvi a je-
jim tokem v cévach. Konkrétné je zde myslena pfedevsim nezastupitelné funkce krve
jakozto hlavniho transportniho média, které jednotlivym tkanim zajistuje nepfretr-
zity prisun kysliku, zivin a dalsich zivotné dulezitych latek. Naruseni této funkce,
napi. nasledkem kornaténi tepen neboli rozvoje aterosklerdzy, v jejimz disledku
byva vyraznou mérou sniZzen prutok krve cévami a omezeno prokrveni tkani, muze
mit pro ¢lovéka az fatalni nésledky, tak jako tomu je v pripadé infarktu myokardu
¢ mozkové mrtvice. Schopnost predvidat tyto zminéné patologické stavy prostied-
nictvim numerickych simulaci proudéni krve je v soucasnosti do zna¢né miry li-
mitovano prostorové velmi slozitym kardiovaskuldrnim systémem kazdého cloveka
a jedine¢nosti jeho hemodynamiky (tlak krve, srde¢ni tep atd.). Z tohoto davodu
se Casto pristupuje k modelovani pouze vybrané ¢asti kardiovaskularniho systému,
napf. v oblasti vyskytu aterosklerozy, kde je mozné s dostatecnou presnosti a na
zékladé klinickych dat zrekonstruovat 3D geometrii relevantnich cév. Proudéni krve
ve zbylych (nemodelovanych) ¢astech cévniho obéhu pak byvé aproximovano za po-
moci matematickych modeli tzv. nizstho prostorového fadu, které jsou v odborné
literatufe oznacovany jako 0D a 1D modely proudéni krve. Tyto modely v mnoha
piipadech plni funkci pfidruzenych modelt, jejichz hlavnim tkolem je stanoveni fyzi-
ologicky korektnich vstupnich, resp. vystupnich okrajovych podminek u 3D simulaci
pulza¢niho proudéni krve.

S ohledem na nemaly vyznam 0D a 1D modelu v pfipadé vysSe zminéného vi-
ceskalového pristupu si predlozena bakalarska prace klade za cil podrobné popsat
matematické principy spjaté s uzitim obou typt modeli pfi numerickych simulacich
pulzac¢niho proudéni krve arteriadlnimi segmenty majicimi podobu 1D poddajnych
trubic. V tomto ohledu je obsah préce rozdélen do ¢ty na sebe navazujicich kapitol.

V prvni kapitole jsou predstaveny predpoklady a zakladni principy modelovani
proudéni krve v 1D poddajnych trubicich (cévach). Jsou zde odvozeny zakony za-
chovani hmotnosti a hybnosti, které jsou dale preformulovany do podoby odvijejici
se od dvou klicovych proménnych, a to rychlosti protékajici krve a prusvitu cévy.

V zavéru prvni kapitoly je sestaveny matematicky model proudéni v poddajném 1D



segmentu cévy rozsiten pro piipad cévni bifurkace.

Podstata 0D modelu proudéni, konkrétné tzv. RCR modelu oznac¢ovaného v od-
borné literatute jako tifiprvkovy Windkessel model, je shrnuta ve druhé kapitole této
prace. Vzhledem k tomu, Ze zvoleny 0D model je zde uvazovan predevsim jako nastroj
pro stanoveni fyziologicky korektnich vystupnich/vytokovych veli¢in diive popsaného
1D modelu proudéni krve, je ¢ést druhé kapitoly rovnéz vénovana matematickym
principum zajistujicim kontinuitu vSech veli¢in na rozhrani mezi uvazovanymi 1D
a 0D modely proudéni.

Numerické teSeni diive sestaveného matematického modelu proudéni krve v 1D
poddajnych trubicich je pro potieby této préci realizovano pomoci metody kone¢nych
objemi, jejiz aplikace je ve tieti kapitole demonstrovana na piikladu Cauchyho ulohy
pro skalarni nelinearni hyperbolickou parcialni diferencialni rovnici (PDR) v 1D. Pro
diskretizaci je zde uzito explicitni dvoukrokové MacCormackovo schéma druhého
radu presnosti v Case i prostoru implementované v Matlabu.

V posledni ¢tvrté kapitole je na nékolika vybranych piikladech demonstrovana
funké¢nost vyvinutych vypocetnich algoritmi. Jsou zde prezentovany jak vysledky zis-
kané fesenim testovaciho problému na 1D trubici s poddajnou sténou, tak vysledky
numerickych simulaci fyziologického proudéni krve v 1D modelu cévni bifurkace.
Konkrétné se jedna o karotickou bifurkaci, u niz byl zkouman pfedevsim vliv pod-
dajnosti cévni stény na charakter pulza¢niho proudéni a zménu prisvitu jednotlivych
cévnich segmenti v dusledku siteni tlakovych vin.

V zavéru predlozené préace jsou shrnuty ziskané poznatky a nastinény moznosti
dalsiho rozsiteni popsaného matematického modelu proudéni krve véetné jeho mozné

implementace ve viceskalovych simulacich pulza¢niho proudéni krve.



1 Matematicky model proudéni krve v 1D modelu
arterie s poddajnou sténou

V této kapitole vysvétlime, jak lze popsat proudéni krve poddajnou cévou. Zformu-
lujeme zakon zachovani hmotnosti a zakon zachovani hybnosti. Odvodime rovnéz
vztah mezi prusvitem cévy a tlakem uvnitf cévy. Pak se budeme zabyvat reSenim
cévniho rozvétveni neboli bifurkace.

Zakladnim pfredpokladem, ktery umoziuje pouziti jednorozmérného modelu, je
dostatecné malé lokdlni zakfiveni cévy. Pokud toto plati, muzeme stiednici cévy

ztotoznit s osou x kartézského souradnicového systému, viz obr. 1.

Alx,t)

l"_._._._._______,_.—

R

ufxt)
X

R R R S S S R SN e S e e A S A e A S R
—_—

—_—

\

A

Obr. 1: Céva, jejiz stfednici ztotoznime s osou x

V 1D modelu zavadime primeérnou rychlost proudéni tekutiny U, kterd zavisi
pouze na jedné prostorové souradnici z a na c¢ase t. Velikost této priumérné rychlosti

je v celém prufezu konstantni

[, udS

U=24"_""- 1

. 1)
Ve vztahu vyse u znad¢i rychlost proudéni v daném misté a ¢ase u = u(z, t) a A = A(zx, t)

je prusvit cévy na urc¢ité souradnici x a v daném case t.



1.1 Vztah mezi tlakem a prisvitem cévy

Tlak v cévé znac¢ime p, tlak okolniho prostiedi, resp. vnéjsi tlak pey, prisvit cévy za

rovnovazného stavu Aq,. Pak lze ukazat, Ze plati

P — Pext :ﬁ([L’)(\/Z— \/A_eq)7 (2>

kde

Ble) = 7 )

Tento vztah nyni odvodime.

Oznac¢ime Youngiiv modul pruznosti jako E, v je Poissonovo ¢islo, Aeq je rovno-
vazny prisvit cévy a heq je tloustka stény cévy v rovnovazném stavu (viz obr. 2).
Odvozeni provadime v oblasti linearni pruznosti za predpokladu statické rovnovihy
a malych deformaci, které umoznuji vypocty provadét na nepietvorené cévé. Tlak je

na sténé cévy rovnomeérné rozlozen, vliv vlastni tthy neuvazujeme.

A\

Q

N

<
\4

Obr. 2: Pfi¢ny fez cévou

Vyjdeme z Laplaceovy rovnice pro tenkosténnou nadobu (viz WWW stranku [2])

- Mex 2 Om
P~ Pt _ Gt | Tm (4)
Peq

Teq Tm
kam dosadime limitné nekone¢ny merididnni polomér

T — 0O, (5)
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protoze cévu lze povazovat za valcovou nadobu. Pro lepsi predstavu viz obr. 3.

Obr. 3: Vélcova nadoba s vyznacenymi poloméry a napétimi

Méame tedy
heq

eq

D — Pext = O¢. (6>

Ze zakladnich kurzi linearni pruznosti je znam vztah pro napéti ve sténé valcové

nadoby v obvodovém sméru

oy = = : (7)

kde veli¢ina
€= —— (8)
je pomérné pretvoreni télesa v obvodovém sméru.

Po dosazeni za napéti o; dostaneme

e

7"_eq<1 —v?) Teq

E r—reg

(9)

D = Pext =
Vztah dale upravime za predpokladu kruhového prifezu, pro ktery plati A = mr?,
z ¢ehoz plyne r = \/A/7

D pe = heq E A1 — /A /T (10)
VAU A

5




toto jesté jednou upravime a dostaneme finalni tvar

7 (VA - Aeq
D = Pext = heq(l _E'V2> \/—( Aeq \/_) = ﬁ(l’) (\/Z - \/A_eq> . (11)

Zde jsme zavedli veli¢inu S(z) podle vztahu (3).

1.2 Odvozeni a pouziti zakont zachovani
1.2.1 Odvozeni Reynoldsova transportniho teorému

V tomto odstavci odvodime Reynoldsiiv transportni teorém pro proudéni obecné ex-
tenzivni fyzikalni veli¢iny B v 1D trubici s proménnym prufezem. Pro snazsi pred-

stavu viz obr. 4.

Obr. 4: Elementy objemu trubice dV a dV

Zavedme hustotu veli¢iny B vztahem

. AB dB
P = M AV ~av (12)
a tok veli¢iny B
jB = pBU. (13)

Velikost veli¢iny B priteklé do kontrolntho objemu dV = daxdS v misté x za cas dt

bude

’ dB dz
(dB); = ~dV = pBE

v dSdt = ppudSdt. (14)



Integrujeme tento vztah podle S pies plochu A = A(x,t)

(dB): = / ppudSdt. (15)

Velikost veliciny B vyteklé z kontrolntho objemu dSdz v misté x + dx vyjadiime
jako

(dB)s = (dB); + (9_de = / prudSdt + 2 (/ pBudet> dx. (16)
ax A a(L‘ A

Rozdil mnozstvi vyteklé a priteklé veli¢iny B oznac¢ime jako konvektivni zménu

(AB)ow = (B2 — (aB): = - ( / poudSd ) da. (17)

Déle ur¢ime lokdlni zménu veli¢iny B v kontrolnim objemu. V ¢ase t se v kontrolnim
objemu nachazi element veliciny B o velikosti

, dB
(dB); = de = ppdV = ppdSdz. (18)

Tento vztah zintegrujeme podle S pres plochu A(x,t)

A
Tato elementarni veli¢ina se za ¢as dt zméni na
0
(dB)y = (dB);1 + — </ dede) dt. (20)
ot \J4
Vyjadiime jejich rozdil
0
(AB)ox = (dB)s — (dB) = ( / dede> dr. (21)
A

Ma-li byt velicina B zachovana, musi byt konvektivni zména a lokalni zména této

veli¢iny v souc¢tu nulové. Piseme
(dB)konv + (dB)lok = Oa (22>
kam dosadime ze (17) a (21)

i ([ pwsin) a5 ( f pmisias) o
B /ApBudet dx+a /Adede dt =0. (23)

Vsimnéme si, Ze = neni funkei ¢ ani ¢ neni funkei = (to plati i pro jejich diferencialy),

a rovnici vydélime souc¢inem dxdt

% </A deS) + % (/A pBudS> =0, (24)

7



coz je hledany Reynoldstuv transportni teorém.
Pokud se v kontrolnim objemu vyskytuji zdroje (obecné je ozna¢ime X), doplnime

je na pravou stranu teorému

% (/A deS> + 6% (/A pBudS) =3 (25)

1.2.2 Zakon zachovani hmotnosti

Vyjdéme z Reynoldsova transportniho teorému (24) a uvazujme, ze A je plocha kolméa
na smér proudéni a jp znadi tok extenzivni veli¢iny B definovany vztahem (13). Jesté

si vyjadiime (druha rovnost plati pro konstantni hustotu)

[ inds = [ pruds @ pav (26)
A A

kde U je prumérné rychlost proudéni veli¢iny B va daném prufezu. Obdobné za

predpokladu konstantni hustoty plati

A

V pripadé zachovani hmotnosti prejdeme k hustoté hmoty p, pficemz p = pg,
dosadime do rovnice (24)
dpA 0 ( da:)
—+ —(pA— ) =0. 28
ot * oz \PVar (28)
Pov§imnéme si, ze Adz muZzeme nahradit diferencidlem objemu, ktery je rtzny od

dfive zavedeného dV = dSdz — viz obr. 4

dV = Adz, (29)
a plati tedy -
dV dz
Q= PR (30)

kde @ je objemovy pritok. Do rovnice (28) dosadime )

0

9 o)+ 2 (pQ) =0 (31)

Celou rovnici uz jen vydélime konstantni hustotou p.

DA 0Q

E+%_O' (32)

8



Nyni ukdZeme alternativni odvozeni zdkona zachovani hmotnosti inspirované [5].
Odvozeni lze provést tak, ze cévu délky [ povazujeme za kontrolni objem. Vypocitame
jej jako

!
V(t) = / A(z,t)dx. (33)
0
Predpokladame, Ze tekutina nemtize prochazet sténami, mize pouze pritékat nebo

odtékat konci cévy. Zménu objemu vypocitdme takto

dV—Q(Ot) QUL). (34)

Pak 1ze napsat zakon zachovani hmotnosti ve tvaru

dv
pagp T PRUL) = pQ(0.t) = 0. (35)

Dosadime za derivaci objemu z rovnice (33)

!
p%/o A(z,t)dx + pQ(l,t) — pQ(0,t) = 0. (36)

Hrani¢ni ¢len nahradime integralem z parcialni derivace

pdt/ xtdx+p/—da:—0 (37)

Zaménime poradi integrace a derivace v prvnim ¢lenu a vydélime hustotou

/O 8Aact / (38)

Integraly slouc¢ime do jednoho a povSimneme si, ze délka [ je libovolna, z ¢ehoz

vyplyva nulovost integrandu

OA(xt)  0Q
z ¢ehoz plyne
0A(zt) 0Q
BN + B 0. (40)

1.2.3 Zakon zachovani hybnosti

Hustota hybnosti se ziska jako

= pu. (41)



Zintegrujeme si pres plochu prisvitu A (hustotu hmoty povazujeme za konstantni)
/pHdS = / pudS = pAU = pQ. (42)
A A

Dale pak tok hybnosti mizeme vyjadrit jako

Ju = pHu = pu’. (43)
Toho muzeme vyuzit dale
2 Au? 2 2

deS pu ds = 12 pu dS = apAU* = apQu, (44)

kde zavidime symbol «, bez kterého bychom nemohli pouzit primérnou rychlost

proudéni U

[ u*dS
Dosadime do Reynoldsova teorému (24) ze vztahi (42) a (44) a dostaneme
9pQ
— + = U)=0. 46
5 T 5 0 (apQU) (46)

Ziskany vztah integrujeme podle x pfes celou cévu, abychom odvodili rovnovahu sil

ve tvaru
l

!
0
pr dex + / g (apQU) dx = F. (47)

Na rozdil od zakona zachovanl hmotnosti budeme v zakoné zachovani hybnosti
mit nenulovou pravou stranu, na které budou vystupovat sily. Témi budou jednak
viskozni sily, jejichz linearni hustotu znac¢ime f,, a jednak tlakova sila.

Viskézni sily nalezneme integraci jejich linearni hustoty podél cévy

l
F = /0 fuda. (48)

Diskutujme pusobeni tlakové sily na objem kapaliny v kolmych fezech cévou na
soutadnicich x = 0, resp. x = [. V prvnim fezu piisobi tlakova sila ve sméru osy z,

velikost plochy a tlaku v daném misté oznacujeme indexem

FpO = (pA)O' (49>

V druhém fezu sila ptsobi opacné a dostavame
Fpl = _(pA)l (50)

10



Dostavame se k urceni velikosti z-ové slozky tlakové sily, kterou piisobi sténa cévy
na kapalinu. Zvétsuje-li se v daném misté prisvit cévy, mifi xz-ova slozka vnéjsiho
jednotkového norméalového vektoru (n,) proti sméru osy x, zatimco tlak piisobi ve
sméru této osy (viz obr. 5). Proto vyslednou tlakovou silu zapiSeme jako zaporné

vzaty integral pres sténu cévy z tlaku promitnutého do osy x

!
Fp:—// pngdsdz. (51)
0 Jas

Vzhledem k tomu, Ze céva je osové symetricka, probiha vnitini integrace pres kruznici.

dA*

Obr. 5: Elementarni plochy na sténé cévy, tlak a vnitini normala

Vyraz pro tlakovou silu (51) upravime s prihlédnutim k obr. 5. Tlak p piisobi
kolmo na elementarn{ plosku dA, pricemz do sméru osy x se promitne sila

dF, = —pndA = p||—n]| Cos(oz)dfl = pcos(a)dA. (52)

Plocha dA* ma velikost

dA* = dAcos(a). (53)

Této rovnosti ihned vyuzijeme

= dA* .
dF, = pcos(a)dA = pcos(a)cos(a) = pdA*. (54)
Jesté zjistime, co vlastné oznacuje symbol dA*. Definujme vzdéalenost Ax := |C'D|
a pocitejme limitu
. A(xpt) — A(zc,t)  0A

TR T (55)

Parcialni derivace A podle = je smérnici piimky, na niz lezi dA. Tuto smérnici lze

zapsat jako

g_f = tan (T —a). (56)
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V bodé C na obr. 5 mé céva prusvit A, v bodé D pak A + dA*. Rozdil hodnot
prusvitu mezi body C a D, tedy dA*, podéleny vzdalenosti bodu, tedy dz, je rovny

hodnoté funkce tangens ve vztahu (56)

dA* s 0A
P tan (5 — a) =5 (57)
odkud plyne
0A
dA* = —d 58
or (58)
Nyni jiz upravime integral ve vztahu (51) na
I
0A
F,= / 92 4. (59)
0 P ow
Méame vyslednou silu
F=Fy+ Fy+ F,+ F,. (60)

Prvni dva ¢leny na pravé strané rovnosti lze jesté upravit na tvar
apA
Fpo 4+ Fpi = (pA)o — (PA) / (61)

Dosadime za F' do vztahu (47)

! I I
Ci pQdx +/ % (apQU)dx = —/ ag—Adx —i—/ —dx +/ fodz.  (62)
0 0

V prvnim ¢lenu prohodime derivaci a integraci a integraly slouc¢ime do jediného

l
[ (G 5 e+ B2 550 - f)ar=0. o3

Jesté jednou upravime (na ¢leny s tlakem pouzijeme vzorec pro derivaci sou¢inu)

[ (2@ + 2 apau) 42— 1)z =0 (61)

Délka [ byla zvolena libovolné, jinymi slovy, integrél musi byt nulovy pro libovolné

meze. To implikuje nulovou hodnotu integrandu skoro vsude

op

(,oQ) 8 (apQU) + Aa— — fy=0s.v. (65)

Odhlédneme od detailu (nulovosti integrandu skoro vsude), vydélime p a dostaneme

0Q _ Adp I
EJr—(QU) et (66)
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Nyni ukdZeme alternativni odvozeni inspirované [5]. Cévu povazujeme za kont-
rolni objem a nepripoustime priisak tekutiny skrze sténu. Pred vlastnim odvozenim

definujme
[ u*dS
Au?

Pro libovolnou délku [ bude platit tvar zdkona zachovani hybnosti

I
% pQdz + (/ pu2d5> — (/ pu2dS> =F, (68)
0 A I A 0

kde F' jsou vnéjsi sily ptisobici na kontrolni objem ve sméru x.

o =

(67)

Dosadime z vyrazu pro « (67) za integraly v zavorkach a mame
I

d
@ ) pQdz + (apAU?), — (apAU?), = F, (69)

kde pouzijeme rovnost () = Au

l

d
ai ), P@de + (@pQU), = (apQU), = F. (70)

Druhy a treti s¢itanec prevedeme na integral z parcialni derivace

(@pQU), ~ (ap@U), = [ AL, )

0

a dostaneme rovnici (47). Zbytek odvozeni jsme ukazali vyse.

1.2.4 Formulace zdkoni zachovani v proménnych A a U

Rovnice (32) a (66) 1ze prepsat do tvaru, v némz budou vystupovat neznamé A a U.
Zakon zachovani hmotnosti upravime velice snadno, staci totiz pouze dosadit za

objemovy prutok ) = Au, takZe dostaneme

0A 0
E + %(Au) =0. (72)

Nyni upravime zakon zachovani hybnosti (66) analogickym dosazenim za @, coZ
nam da
0Au 0 A dp

L 2 (AU = =22 ﬁ
at—i-ax(a U?) pa:c+p’ (73)

kde uzijeme pravidlo pro derivaci soucinu a ziskame

ou 0A 0 0 ~ Adp | fy
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Ted pricteme a odecteme ¢len U % (AU) a preskupime ¢leny

9A  9(Au) ) oU 9 _ Adp f

Clen v prvni zavorce je nulovy, nebot se jedna o levou stranu rovnice (72). Jedné-li
se navic situaci bez viskéznich sil, tj. f, = 0, a rychlostni profil je plochy, tj. U = wu,

z ¢ehoz plyne o = 1, vypadne druhy ¢len na levé i pravé strané

oU ou Adp
AW L) A .
ot + ox p Ox (76)
Uz jen vydélime celou rovnici A, ¢imz obdrzime tvar
ou ou 10p
AN § i 4 7
ot + ox p Ox (77)

Derivaci tlaku interpretujeme za pomoci vztahu (2), ktery zderivujeme podle x

dp B A 1 9A

e el el 78
or 2/A0x DAOx’ (78)
kde jsme zavedli roztaznost jako
2
D=——. (79)
BVA
1.2.5 Maticovy tvar a charakteristické rovnice
Rovnice (72) a (77) lze piepsat do maticové podoby takto
olal [uv alafa]l o
o + . 7 = . (80)
U | o5A U U 0
Oznacime )
A U A
A= B= (81)
_U “hA U
a piSeme
0A 0A
— +B— =0. 2
ot * Ox (82)
Je mozné i vyjadreni v konzervativnim tvaru
0 |A 0 Au 0
=1 |, (83)

J— +_
ot U ox UTQ_’_%(\/Z_\/A_e(l)—i—pﬁ 0

p

kde oznac¢ime tokovou funkeci
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Au
f = . (84)

G (VA ) 45

Matici B budeme nyni diagonalizovat. Nejprve stanovime jeji vlastni ¢isla z rov-

nice
det(B—1I\) =0 (85)
neboli
U—-\ A ) 1
DA U—-\ P
Ziskdme
1
U—-\N=—==:¢ (87)

a vlastni ¢isla

1
)\172:UZEC:U:|:—. (88)
v pD
Pro typické hodnoty rychlosti proudéni krve (U < ¢) vychéazi A\ > 0 a Ay < 0.
Nalezneme levostranné vlastni vektory, které splhuji rovnost
I7,B =15\ (89)
Dosadime za prvni vlastni ¢islo a méame
U A
[ln 512} ) =(U+c¢) [ln 112] ) (90)
T U
coz dava soustavu linearné zavislych rovnic
—Cln + %112 =0 (91>
Alll - Cllg = 0.
7 prvni rovnice vyjadiime
c
l11 = —lqo. 92
1= Zhe (92)
Zvolime
lis =1 (93)
a dopocitame
c
li1 = —. 94
n= (94)
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Vlastni vektor 1; tedy je
L = [% 1} . (95)

Naprosto analogickym postupem nalezneme druhy vlastni vektor

L = [_

Oba vektory sepiSeme do matice levostrannych vlastnich vektori

1. (96)

=l

< 1
L=|" : (97)
<1
ktera spliuje vztah
B=L"'AL — LB = AL, (98)
kde
A1 0O
A= : (99)
0 X

Dosadme za B do rovnice (82)

0A O0A
— +L'AL—=0. 1
ot + ox (100)
Prenasobme rovnici L zleva
0A O0A
L— +AL— =0. 101
o M or (101)
Zavedeme transformaci
oW
— =L 102
kterou nasledné dosadime
OW 0A OW 0A
oA o Aaa e (103)
Toto pouzitim pravidla pro derivaci slozené funkce upravime na tvar
oW oW
— +A—=0 104
ot + ox ’ (104)

ktery rozepiSseme po slozkach. Dostdavame dvé nezévislé charakteristické rovnice

oW, oW,
pu— 1
En + M\ I 0 (105)
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oW, oW,
5 T =0 (106)

Nyni v rovnosti (102) rozepiSeme derivaci na levé strané a dosadime za L

oW oW1 c 1
oWy  OW, _e 1|
0A oU A

Kazdy z radku predstavuje exaktni diferencialni rovnici pro W7, resp. Wy ve tvaru

8W172_ E 3W172_
0A T A U

(108)

Abychom takové rovnice byli schopni Fesit, musi platit

62W1’2 . 82W1’2
0AOU — OUOA’

(109)

Platnost tohoto vztahu dokdZeme snadno derivaci prvki matice L

2wy __ 9(c/A)
0A0U —  oU

Wy _ 91

= 0

82W, 82w,

dUBA — 9A
Wy _ 9(=c/A)
9A0U — T oU

82W2 _ ﬂ
OUBA ~— oU

=0

0AOU

9*Wo
BADU

OUOA

0%Wo

OUOA"

(110)

Rovnice (108) zintegrujeme a dostaneme
U AL
Ueq Ao A

Upravime argument druhého integralu

¢ L _VBVA_ B s (112)

A~ A/pD AV \2p

dosadime a zintegrujeme, ¢imz dostaneme

Wis=U —U,+4 zﬁ (A1/4 - Agé‘l) = U — Upq £ 4(c — Ceq) (113)

P

1.2.6 Bernoulliho rovnice

Bernoulliho rovnici pro nestlacitelnou kapalinu proudici ustalené rychlosti u, ktera

se nenachazi v zadném potencialu vnéjsich sil, odvodime ze zakona zachovani energie

Ej + E, = konst., (114)
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kde Ej, je kineticka energie elementu proudici kapaliny a £, je jeho tlakova potenci-

alni energie. Dosadime za oba ¢leny

1 2 1 2

§dmu +pdV = 5,0qu + pdV = konst. (115)
Po vydéleni elementarnim objemem mame

1
Epu2 + p = konst., (116)

pro libovolna dvé mista 1, 2 v kapaliné tedy vychazi

1 1
QPU% +p1= ép’u% + D2- (117)

Jesté lze dosadit za tlak z rovnice (2) a obdrzet

1
—puf + Pexs + P1(vV A1 — /Aeq) qu + Pext + Ba(v/ Az — /Aeq) (118)

2

Po odecteni externich tlakt mame

Pul"‘ﬁl\/— \/ eq PU2+B2\/_ V eq (119)

Da4 se ukézat, Ze vztah (114) je analogicky rovnovéaze setrvacné sily a tlakové sily

pusobici na element kapaliny, tedy

d
- dmd—: — dpdA = 0. (120)

Tento vztah vynésobime dx, upravime

d
dmd—:dx +dpdAdz =0 (121)
dx

Tuto rovnici lze snadno prevést na tvar (77) pro ustélené proudéni (U = u = konst.).

Pokracujme ale ve vypoctu

d
/ dmd—fdu + / dpdV =0 (123)

2
dm% + pdV = konst., (124)

coZ je rovnice (115).
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1.2.7 Matematicky model proudéni krve v 1D modelu bifurkace

Pti modelovani proudéni krve v cévach lze ocekavat situaci, kdy se priméarni céva
rozd€luje na nékolik sekundarnich cév. Cilem této prace také je popsat proudéni
krve v 1D modelu rozvétvené cévy, konkrétné bifurkaci. Toto rozvétveni popiSeme
propojenim t¥i 1D modeli cév. Proto se nyni zamétfime na to, jak takové propojeni

realizovat.

Schéma bifurkace, je zndzornéno na obr. 6.

l

Obr. 6: Schéma bifurkace

P1i vypoctu distribuce krve smétrujici z cévy 1 do cév 2 a 3 budeme vysledné
vztahy odvozovat v jednom casovém okamziku a v misté, které je spolecné vsem
tfem cévam. Je zfejmé, Ze objemovy pritok vystupem cévy 1 se musi rovnat souctu
objemovych pritoka na vstupech cév 2 a 3 (pouzivame u = v), aby se zachovala

hmotnost

Q1 =Q2+ Qs = AU = AUs + A3Us. (125)

Pozadujeme-li zachovani toku hybnosti na rozhrani cév 1 a 2, resp. 1 a 3, dostaneme

podminky na spojitost tlaku na hranici cév

SPUT + BV~ \JAL) = SpU3 4+ /s —[A2), (126)
SPUL+ Bi(V/AL —JAL) = 5 pU3 + B/ A5 — /A%, (127)

Tyto rovnice jsou ekvivalentni Bernoulliho rovnici (119). Horni index prusvitu A

znaci cévu. Vypocet bude probihat tak, Ze budeme hledat A, Ay, As, Uy, Us, Us
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neboli budeme fesit soustavu Sesti rovnic o Sesti neznamych. TTi rovnice zbyva do-
plnit.

Z rovnic (88), (105) a (106) snadno nahlédneme, ze perturbace v charakteris-
tické proménné W, se za predpokladu U < c §iff rychlosti kladnou, zato perturbace
v proménné Wy rychlosti zapornou.

V cévé 1 tedy plati, ze bifurkace muze dosahnout pouze perturbace W, proménné
W1, v cévach 2 a 3 naopak dWs. Abychom doplnili chybéjici rovnice to nasi soustavy,

vyuzijeme ziskanych vztaht pro charakteristické proménné (113) a piSeme

Wi =Uy — Uy +4(c1 — ¢y (128)
W3 =Uy — U2 — 4(cy — c2) (129)
W3 =U; — U2, — 4(cs — &2, (130)

neboli

Wl =U, - UL+ 4\/27% (VA = ¢/AL) (131)
W2 =U, - U2 — 4\/% (vV/Ay— ¢/42) (132)
Wg—Ug—qu—4\/§(é/A_3—</Tgl). (133)

Veliciny W}, W2 a W3 budeme pf¥i vypoctu znat. Vypocet provadime v Matlabu
funkci fsolve, ktera pouziva variantu Powellova algoritmu. Podrobnosti implementace

nalezne ¢tenai na WWW strance [7].
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2 Triprvkovy Windkessel model (RCR model)

P1i modelovani proudéni krve predstavuji vyzvu okrajové podminky tlohy, nebot je
zpravidla obtiZné je experimentalné ziskat, at se jednéa o tlak, nebo rychlost proudéni.
Proto se pouzivaji takzvané 0D modely neboli modely se soustfedénymi parametry,
jejichz nastavovanim lze ovliviiovat okrajové podminky 1D modelu. 0D modely jsou
z matematického hlediska dynamické systémy, takze nastavenim jejich parametria
vyznamné ovlivnime jejich chovani. My budeme konkrétné pouzivat RCR model,
ktery zohlednuje odpor cévniho fecisté a poddajnost cévy.

Y4 X

2.1 Odpor cévniho recistée

Nasledujici definice je prevzata z literatury [6].

Cévni odpor R na urcitém segmentu cévy je obecné definovdn jako

R= % [Pa s m™], (134)

kde Ap je primerny tlakovy rozdil mezi vstupem a vystupem daného segmentu a @
je primeéerné prutocné mnozZstvi vyvolané existenci nenulového tlakového gradientu.
Nyni ozfejmime souvislost odporu cévniho Tec¢isté a elektrického odporu vodice
protékaného elektrickym proudem. V elektrickém obvodu je pfi¢inou vzniku proudu
nenulovy rozdil elektrickych potencialu (ubytek napéti) na koncich vodice. V analogii
s proudénim tekutiny piSeme
Ue <— Ap. (135)
Pro objemovy prutok plati, Ze je rovny mnozstvi (objemu) tekutiny proteklé

danym prifezem trubice za infinitezimalni ¢as dt¢

av
Q=g (136)

Podobné v pripadé elektrického obvodu je elektricky proud podilem elektrického

naboje proteklého prifezem vodice za ¢as dt a tohoto ¢asu neboli

- dQe
= 137

kde jsme elektricky naboje opatfili indexem e, aby nemohlo dojit k zaméné s obje-

movym pritokem. Plati tedy analogie
i Q. (138)
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Pak definujeme elektricky odpor R,
U
Re = 7 [Q]’ (139)

odkud vidime forméalni podobnost se vztahem pro odpor cévniho tecisté (134).

Miuzeme jeSté napsat vSeobecné znamy Ohmuv zédkon v obvyklém tvaru

U, = Rei. (140)

2.2 Poddajnost cévy

Nésledujici definice je prevzata z literatury [6].

Parametr vyjadiugici poddajnost lze obecné definovat jako

[m® Pa "], (141)

A(Ap)
kde A(Ap) je zména tlakového rozdiu majict za ndsledek zménu objemu AV
V elektrickém obvodu odpovida zména objemu AV priteklému elektrickému né-
boji Qe
AV ¢ Q. (142)

a zména tlakového rozdilu je analogickd tbytku napéti (= rozdilu potenciali) na

kondenzatoru

A(Ap) «— U. (143)

Mizeme definovat elektrickou kapacitu (pro tuto chvili ji oznac¢me C,) v analogii se
vztahem (141)

Qe

C, = =2 [F]. (144)

U.

Déle nalezneme vztah mezi tbytkem napéti na kondenzéatoru a elektrickym prou-
dem, ktery jim protéka

U.(t) = — /O i(r)dr, (145)

kde jsme vyuzili vztahu mezi elektrickym ndbojem a proudem

Qe:/o i(7)dr. (146)
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2.3 Kirchhoffuv zdkon o uzlech

Tento Kirchhoffiiv zakon se tyka souctu proudu v uzlu elektrického obvodu. Zni
nasledovné:
Algebraicky soucet proudi v uzlu je nulovy.

ZapiSeme jej rovnici
n

> i =0. (147)

k=1

Respektujeme-li analogii mezi elektrickym proudem ¢ a objemovym prutokem (@),

piSeme
> Qu=0. (148)
k=1

Dale pouzivame dohodu, Ze proud (objemovy pritok) vtékajici do uzlu ma znaménko
minus, kdezto vytékajici znaménko plus. Je mozné pouzit i opacnou konvenci.
Nyni Kirchhoffav zakon o uzlech pouZzijeme na 0D model (patii do t¥idy Wind-
kessel modeli) typu RCR. Jak néazev napovida, tento model proudéni krve cévou
obsahuje dva parametry s vyznamem odporu cévniho fecisté a jeden parametr zna-

menajici cévni poddajnost (viz obr. 7).

Pin R. pc R Pout
_pl_l I | N
Qin C L Qout
| @
pext =

Obr. 7: Tiiprvkovy Windkessel (0D) model

Napiseme si algebraicky soucet proudi v uzlu spojujicim vétev s kondenzatorem

a vétve s rezistory
QC + Qout - Qin = 0. (149)

Proud (objemovy priitok) ve vétvi s kondenzatorem vyjadiime z derivace vztahu

(145) s prihlédnutim k analogii mezi napétim a tlakovym rozdilem, resp. pritokem
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a proudem

Od(pcd;pext> b Qe — Oun = 0. (150)

Konstantu peyt zderivujeme, dostaneme 0 a méme

d
C% + Qout - Qin =0. (151>

2.4 Napojeni 0D modelu na 1D model

Nagim cilem je ur¢it hodnoty prisvitu a rychlosti proudéni A* a U* v ¢asovém kroku
n na vystupnim okraji vypocetni oblasti na zakladé znalosti hodnot z predchoziho
¢asového kroku. Hodnoty ve vhodném misté 1D modelu (zy+Ax— AP At) v ase t"!
oznacime Ay, a Up. Velkymi pismeny znac¢ime piiblizné hodnoty neznamych funkei.

Prvni rovnici, kterou pouzijeme, je rovnost prvni charakteristické proménné na

okraji v n-tém case a jeji hodnoty v prechozim ¢ase ve vypocitaném misté.

Wl(A*,U*) - W1<AL,UL) (152)
neboli
U = Ueq + 4(c(A") = ¢(Aeq)) = UL = Ueq + 4(c(AL) — ¢(Aeq)), (153)
coz lze upravit na tvar
U* = Uy + 4c(Ar) — 4c(A”). (154)

Déle pouzijeme Ohmuv zakon na rezistor Ry
P(A*) — pg
RIA'U* = P(A*) — pl, = A*U* = %, (155)

1

kde jsme definovali
P(AY) = 5 (VA" = /4, (156)
coz je tlak v cévé za predpokladu nulového externiho tlaku.

Na uzel spojujici kondenzator a oba rezistory pouzijeme Kirchhoftuv zédkon o uz-

lech (vtékajici proud zna¢ime znaménkem minus) a dostaneme vztah (151)

d
% + Qout - Qin = 0. (157)

Derivaci nahradime pomérnou diferenci a navic dosadime @y, = A*U*, coz nam da

pn _pn—l
C% +Qn, — AU* =0. (158)
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Jesté jednou pouzijeme Ohmiv zakon, tentokrat na rezistor Ry

Nyni fesime soustavu algebraickych rovnic (154), (155), (158) a (159), kde elimi-
nujeme U*, Q. a p¢. Dosadime (154) do (155)

P A* _ T
A (Uy, + de(Ar) — 4c(A*)) = % (160)
1
a do (158)
n _ ,n—1
01% F QN — A* (U + 4e(Ar) — 4e(A*)) = 0. (161)
Nyni vyjadiime ze vztahu (159)
n Pg — Pout
=== 2 162
out RQ ( )
a ihned dosadime do (161), coz da
n _ ,n—l1 no__
cle—Pc | P Pout o A« (1, + de(Ap) — 4e(A%)) = 0. (163)

At Ry

Rovnici vynasobime —AtRs

— CRy(pl — pi&h) — AP — pous) — A*AtRy (U, + 4c(Ar) — 4c(A*)) = 0. (164)
Upravime prvni dva ¢leny takto

— ORy(pls — p&") — At(plh — pous) = =Pl [CRy + At] + CRopy™ + Atpous, (165)
tedy

— P& [CRy + At] 4+ C Ropy™ + Atpous — A* At Ry (Uy, + 4c(Ar) — 4e(A*)) = 0. (166)

Ze (160) vyjadiime
pe = P(A") — Ry A" (Ur, + 4¢(AL) — 4c¢(AY)) (167)

a dosadime do (166), coz nam da

— [P(A*) — RiA* (Up + 4¢(AL) — 4¢(A*))] [CRy + At] +
+ CRopy™! + Atpous — A*AtRy (Up, + 4c(Ar) — 4c(A*)) = 0. (168)
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Rovnici upravime a vydélime [C' Ry + At], takze pro A* obdrzime nelinearni al-

gebraickou rovnici ve tvaru

Ry At

CRQ + pOutAt _
CRy + At

P(A*)=0. (1
CRy + At (A7) = 0. (169)

(R ) (U +4e(Au) — 4e(A7) +

Podle literatury [1] oznacime

CRQ + Pout At

ou T 170
Pout,RCR CRy + Al ( )

coz nam umozni napsat

Ry At

CR2 + At) (UL + 4C<AL) - 4C(A*)) +p0ut,RCR - P<A*) = 0. (171)

(e

Tuto rovnici fesime funkei fzero, kterd v Matlabu hledé kotfeny nelinearnich rov-
nic. Podrobnosti nalezne ¢tenaf v knize [3].

Dodejme, Ze pro ucely nasich vypocti budeme tlak po. poklddat rovny 0.
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3 Numerické reSeni

V této kapitole odvozujeme metodu konecnych objemt pro skalarni hyperbolickou
PDR v 1D. Dale popisujeme implementaci okrajovych podminek naseho modelu,
ktery touto metodou fesime a urceni ¢asového kroku z CFL podminky. Rovnéz je v

této kapitole popsana implementace odvozené metody v Matlabu.

3.1 Odvozeni metody kone¢nych objemi pro nelinearni ska-

larni hyperbolickou PDR v 1D

Odvozeni provedeme pro Cauchyovu tlohu pro nelinearni hyperbolickou PDR

U, 0f(U)

5 B =0, f€CR), tc[0;7], U € C*R x [0;7]), (172)

kde U = U(z,t) je hledana funkce a f = f(U(x,t)) je funkce toku.

Zavedeme konec¢né objemy nad vypocetni oblasti {2 tak, aby platilo

Q, = [ZCi—1/2;SCi+1/2]7 i=1, .., K, (173)

K
QLN =0proi#j [ Ju=q (174)

i=1
Rovnici (172) integrujeme podle x

i+1/2 aU Tit1/2 af(U) B
/x o dr / ar=o (175)

i—1/2 Ti—1/2
Z prvniho integralu zaménime poradi derivovani a integrovani a ve druhém inte-

gralu pouzijeme metodu per partes, ¢imz dostaneme

0

o / :2/2 Uz, t)dz + f(U(zig1/2, t)) — f(U(xiz1/2, ) = 0. (176)

Zavedeme integralni prumér hledané funkce v konec¢ném objemu

z+1/2

Uz, t)d (177)

. |Q|

Ti—1/2
kde [€2;| je velikost kone¢ného objemu. Dostaneme semidiskrétni tvar rovnice (172)

av;

0, —*
| ’L| dt

+ [(U(ipay2, 1) = f(U(2icay2, 1)) = 0 (178)
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neboli -
dU;
zzrwéﬂﬂU@HmJD—fWWFmJ”] (179)

Nyni diskretizujeme ¢asovou derivaci pomoci doptedné diference

A, Urtt - Oy

1
dt At (180)

a po dosazeni

_ _ A
urtt =0 — !Qf| Lf(U(@igay2, t7) = F(U(2im1)a, t7))] (181)

kde t" je n-ta ¢asova hladina. Hodnoty tokt v krajnich bodech kone¢nych objemu
nezname. Musime pouzit aproximaci, kterd zavisi na pouzité metodé.

Pro MacCormackovo schéma, které budeme déle pouzivat, maji aproximace tvar

flias = % (Ef + El,,) (182)
Friin = % (B, + EY), (183)
kde
E; = f(U)) (184)
a
0r = 07— S - ) (185)

se nazyva prediktor.
MacCormackovo schéma se ¢asto pouziva ve tvaru prediktor-korektor a korektor

je dan vztahem

11~ - At

- \U"+ U — —(Ef — EF : 186
2 A + A AZL’( 7 z—l) ( )

Pri feSeni soustavy rovnic budeme vSechny hodnoty ve schématu znacit tucéné,

rrn+1

nebot se jedné o usporadané dvojice.

3.2 Implementace okrajovych podminek

Z diferen¢niho schématu MacCormackovy metody, konkrétné (182), 1ze nahlédnout,
ze pri vypoctu N-té hodnoty v daném Case je nutné znat hodnotu toku E7y ;. Tuto

hodnotu bychom aplikaci tokové funkce ziskali jako
EY,, =f(A%,,), A} = [A7, U] (187)
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Tucnd pismena znaci usporadanou dvojici hodnot. Problém spociva v tom, Ze A%,
nezname, nebot lezi mimo vypocetni oblast ). Zfejmé je nutné pii urCovani této
hodnoty vyuzit okrajovych podminek.

Povazujme charakteristickou rychlost A\; za konstantu. Charakteristicka kfivka,
na které méa veli¢ina W/, konstantni hodnotu, bude pfimkou. Dale se orientujme podle

obr. 8.

A*, U#* burika N+1

Wy W, (z BC) A, U

n-1 ) n-1

(a) (b)

Obr. 8: (a) k vypoctu hodnot na hranici, (b) implementace okrajové podminky

Postup je nésledujici:
Hodnotu W, v case t" uré¢ime z casové hladiny n — 1 tak, Ze najdeme hodnotu
W, na soufadnici

r=2xy+ Az — M\ At, (188)

kde Ay jsme vypocitali v n-té ¢asové hladiné a kde x oznacuje stied N-tého konec-
ného objemu. K dispozici mame ovSsem pouze diskrétni hodnoty neznamych funkei A
a U, resp. Wy a W, takZze musime pristoupit k linearni interpolaci, v Matlabu imple-
mentované ve funkci griddedInterpolant. O principu linearni interpolace pojednava
odstavec 3.3.

Hodnotu W5 v ¢ase t" vypocitame piimo z okrajové podminky. K vypoctu cha-
rakteristickych proménnych slouzi rovnice (113).

V prvni ¢asové hladiné A*, U* ztotoznime s hodnotou okrajovych podminek.

Ve v8ech dalsich krocich ze zndmych proménnych Wi a Wy vypocitame A*, U*
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inverzi vztahu (113)

4
W — 1 2’)] re =t e g (189)
) - eq

* 1/4 ME A “F
A [Aqur sLLENE :

a z nich nasledné tok

f(A*, U"), (190)

ktery ulozime do buiiky N + 1 (viz obr. 8).
V pripadé, ze hranice cévy lezi v bifurkaci, se jako okrajové podminky

pouziji hodnoty vypocitané ze soustavy rovnic (125)—(127) a (131)—(133).

3.3 Linearni interpolace

Y, E
C
Y
Yy A B D
0 X1 X X5

Obr. 9: Linearni interpolace

Pro ngjaké velic¢iny z a y zname dvé dvojice jejich hodnot, (x1, y1) a (x2, y2). Nasim
cilem je nalézt hodnotu y v bodé x — viz obr. 9.

Z podobnosti trojihelnikit ABC a ADE plyne

Yy—1h _ Y2 — Y1

: 191
r — I To — X1 ( )
Odtud vyjadiime
Y2—U
= — . 192
y= L), (192)

30



3.4 Urceni ¢asového kroku At

Z duvodu zajisténi konvergence metody musi mezi ¢asovym krokem At, prostorovym

krokem Az a matici derivace toku B platit vztah znamy jako CFL podminka

B;||At
C> mzax% (193)

se vhodnou maticovou normou. C zna¢i CFL ¢&islo. Standardné se za maticovou

normu voli spektralni polomér definovany jako
IBi]| = max|o(B;)], (194)

jinymi slovy maximéalni absolutni hodnota vlastniho ¢isla matice B;. Symbol ¢ znaci
spektrum matice.

éasovy krok vyjadiime vztahem

CAx
At < min )
i [IBall

(195)

3.5 Implementace numerického reSeni v Matlabu

Popisme funkei deltat2. Tato funkce zajistuje vypocet matice b dané vztahem (81)
a pouZiva ji pro vypocet ¢asového kroku z CFL podminky vztahem (195), pficemz

casovy krok urcuje tak, aby platila rovnost. Zduraziujeme, Ze minimum se vybira

CAx
bl ?

z vyrazu kde 7 indexuje kone¢ny objem. Z vypocitanych ¢asovych kroku se ve
funkci Ceva vybira nejmensi (viz dale).

Funkce prutok bez stenozy pocita objemovy prutok vstupnim okrajem cévy 1
v daném ¢ase t, ktery je jejim vstupem. Vypocet probiha podle vzorce (196) s kon-
stantami danymi tab. 1.

Funkce Prechod realizuje FeSeni soustavy nelinearnich algebraickych rovnic (125)—
(127) a (131)—(133). Veliciny W, a Wy, které do této funkce vstupuji, jsou vypocitany
na aktualni ¢asové urovni v krajnich bunkéach prislusnych cév. Vypocet je proveden
knihovni funkci fsolve. Vystupni hodnoty neznamych A a U pak povazujeme za
hodnoty v bunikach 0, resp. N + 1 piislusnych cév a dale je pouzivime k vypoctu
tok.

V tomto odstavci vysvétlime princip funkce vypocti  tok. Ve vSech bunkach vy¢isli

tok E} v daném ¢ase podle vzorce (84). Tok s ¢islem buiiky N +1 uréi podle stejného

predpisu, ovSem postupem popsanym v ¢asti 3.2.
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Na obdobném principu funguje funkce vypocti tokl, ktera pocita E! dany vzta-
hem (184) ve vsech buiikiach kromé nulté. V nulté buiice se postupuje tak, ze W je
dano okrajovou podminkou a W5 dopocitdvame, v tom spociva rozdil oproti funkci
vypocti_tok. Nalezené hodnoty by se zdanlivé mély vyuZit pro vypocet E;
vztahem (184), ale misto toho se pocita tok Ej!

Funkce vypocti_tok WK je obdoba funkce vypocti tok pro cévy, k nimz je pripo-
jen Windkessel model. Jediny rozdil oproti zminéné funkci je zptisob ziskani okrajoveé
podminky. Tato se po¢ita z rovnice (171), jejiZ feSeni probiha numericky knihovni
funkei fzero.

Funkce MacCormack realizuje (jak uz nazev napovida) jeden krok MacCormac-
kova numerického schématu. Rozlisuji se v ni tii typy cév. Podle typu cévy se na-
sledné spousti metody (funkce) pro vypocet toka. Typ 1 je vstupni céva — ma na
vstupnim okraji zadanou okrajovou podminku pomoci anonymnich funkci. Do téch
se dosadi aktualni ¢as. Na vystupnim okraji je okrajovd podminka dana ¢isly vypo-
¢itanymi ze soustavy nelinearnich rovnic (125)—(127) a (131)—(133). Béhem vypoctu
této cévy se spousti funkce vypocti tok a vypocti tokl. Typ 2 se v bifurkaci nevy-
skytuje a je rezervovan pro budouci pouziti. Jedna se o cévu, ke které je z obou stran
pripojena jina céva. Béhem vypoctu se spousti tytéz metody jako u typu 1. Céva
typu 3 je na vstupnim okraji pripojena do bifurkace, zatimco na vystupnim okraji
mé zadanu okrajovou podminku pomoci 0D modelu. MacCormack tentokrat spousti
funkce vypocti tok WK a vypocti_tokl.

Funkce Ceva je hlavni funkei programu, nebot primo ¢i nepiimo spousti vétsinu
ostatnich funkei. Nejprve jsou v ni definovany zadané veli¢iny (az na tlak poy, ten je
deklarovan ve funkei vypocti tok  WK), poté se naleznou stiedy kone¢nych objemi
a hodnotami z pocatecnich podminek se naplni prvni fadky matice, kam se budou
uklddat hodnoty neznédmych funkei A7 a U'. Nasleduje smycka s podminkou na
zacatku, kterd se opakuje tak dlouho, dokud c¢as nepiekroci zadanou hodnotu tg,.

V této smycce program nejprve vypocita ¢asovy krok At pro kazdou cévu a z nich
vybere ten nejmensi. Nasleduje vypodet hodnot W, W2 a W3 v buiikich sousedicich
s bifurkaci. Pak pfichazi na radu volani funkce MacCormack. Pripoménme, Ze na

cévu 1 nahlizime jako na typ 1, kdezto cévy 2 a 3 povazujeme za typ 3. V kazdém
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kroku vypoétu se uklada aktuélni éas (do fadkové matice tvect). Po skonéeni smycky
se vypocitaji tlaky ve vSech cévach.

Na zaveér funkce Ceva pFichazi na fadu vykresleni interaktivnich graf s prusvity,
rychlostmi proudéni a tlaky ve vSech cévach, v nichZz je mozné ménit ¢as pomoci
posuvniku. Interaktivni grafy se ulozi do souboru Fig.fig.

Funkce vykresy vygeneruje grafy objemovych pritoki a tlakt v zavislosti na case
v krajnich bodech cév ve druhé periodé.

Funkce vykresy2 generuje grafy zavislosti prisviti, rychlosti proudéni a tlaki na
prostorové soutradnici x v jedné, dvou a tfech tretindch druhé periody.

V piipadé testovaci tlohy piebiraji funkce deltat a vypocti b tlohu funkce deltat?.
Funkce vypocti b vypocita v kazdém koneéném objemu matici B a funkce deltat poté
urci ¢asovy krok At. Funkce vykreslovac vezme ulozena data z vypoctu a vykresli z
nich tffrozmérnou reprezentaci elastické cévy. Posuvnikem lze ménit cas a sledovat

vyvoj zakfiveni cévy v Case.
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4 Aplikace odvozené metody na konkrétni tlohy prou-
déni krve

V této kapitole prezentujeme vysledky dosazené fesenim tii aplika¢nich problému
proudéni krve pfimou cévou, resp. cévni bifurkaci.

Ucelem tlohy s pifmou (nerozvétvenou) cévou je ovéfeni spravnosti programu
napsaného v Matlabu na zakladé metody kone¢nych objemt a MacCormackova sché-
matu (viz vztahy (185) a (186)). Vysledky vypocitané vlastnim programem porov-
navame s vysledky ziskanymi ze ¢lanku [4], kde je stejné tloha feSena jinou metodou
— konkrétné nespojitou Galerkinovou metodou.

Po ovéreni funkénosti sestaveného programu jej aplikujeme na tilohu s cévni bifur-
kaci. Tuto tlohu Fesime ve tfech modifikacich, které se lis roztaznostmi jednotlivych

cév.

4.1 Testovaci uloha

Zadani této ulohy je pfevzato z ¢lanku [4]. Mame jednu piimou cévu. Hledané veli¢iny

uvazujeme bezrozmérové. Mame déno:
e pocet kone¢nych objemi v cévé N = 200,
e externi tlak pex, = 1 (viz vztah (2)),
e 3 =100 (souvisi s roztaznosti cévy vztahem (79)),
e hustota krve p = 0,5,
e CFL ¢islo C' = 0,9 (viz vztah (193)),
e prusvit cévy v ustaleném stavu shodny s pocatecni podminkou Aeq = Ap =1
e délka cévy [ = 200,
e pocatetni/rovnovazna rychlost Uy = Ueq = 1,

e okrajova podminka pro rychlost Ujpgow = 1 —0,4sin %t —0,4sin % — 0,2 cos %
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éasovy prubéh vstupni rychlosti Uiygow je vykreslen na obr. 10.

1.8 T T T T T T T o T
/N

-
g RN
E 1T \ N
- I \ /"l I'ul
D a | .l...n' -\\ i
. '\'| \'«._ /
4 /
0.6 Y f,-' i
\ y
041\ /f .
\-_
D. 2 i 1 1 i i 1 i i 1
0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9 10

Obr. 10: Pribéh vstupni rychlosti v zavislosti na ¢ase

Vysledkem vypoctu je tlakova vina postupujici v kladném sméru osy x. Maxima
rychlosti proudéni nastavaji soucasné s maximy prusvitu. Obdobné to plati pro mi-
nima.

Porovnejme ziskané grafy s pribéhem vstupni rychlosti Upaoy Vv zavislosti na ¢ase
— viz obr. 10. Kvalitativné vzato je tento graf zrcadlové prevracenym obrazem jedné
periody priubéhu vystupniho prisvitu, resp. rychlosti proudéni.

Vypocitané pribéhy prusvitu A a rychlosti proudéni U po délce cévy jsou pro
vybrané casy t = 2,5 s, 12,5 s a 20 s zndzornény na obr. 11 a 12 a ve stejnych grafech
jsou vykreslena také data z odkazovaného ¢lanku pro porovnani.

Z vykreslenych dat lze konstatovat vybornou shodu nasich vysledki s odkazova-
nymi vysledky z literatury.

Dale ukadZzeme 3D reprezentaci cévy ziskanou z vypocitanych hodnot prisvitu
a porovname ji s vysledky z ¢lanku [4]. Na obr. 13 vidime deformaci cévy ziskanou
z literatury (vlevo) a deformaci vypoéitanou nasim programem (vpravo).

Shoda je rovnéz velmi dobra. To nés opraviiuje aplikovat ndmi sestaveny program

na dalsi ilohy hemodynamiky.
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+  [4] Sherwin et al. (2003)

vlastni vysledky
1
0.99
< 0.98 -
0.97
0.96 | 1 | |
0 50 100 150 200
X
1.05
< 1r
0.95 1 1 1 ]
0 50 100 150 200
X
1.05
< 1
0.95 1 1 1 ]
0 50 100 150 200
X

Obr. 11: Prusvit trubice A(z,t) ve tfech vybranych ¢asech: t = 2,5 s (nahote), 12,5 s
(uprostied), 20 s (dole)
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+  [4] Sherwin et al. (2003)

vlastni vysledky
1
0.9
= 0.8
0.7
0.6 ' ' ' '
0 50 100 150 200
X
1.4
1.2
o 1t
0.8
0.6 1 1 1 ]
0 50 100 150 200
X
1.4
1.2
o 1
g
0.8
0.6 1 1 1 ]
0 50 100 150 200
X

Obr. 12: Rychlost proudéni v trubici U(x,t) ve tfech vybranych ¢asech: t = 2,5 s
(nahote), 12,5 s (uprostied), 20 s (dole)
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a) deformace cévy v Case t =25 s

b) deformace cévy v ¢ase t = 12,5 s

c) deformace cévy v case t = 20 s

Obr. 13: Porovnani ziskanych vysledka (vpravo) s vysledky publikovanymi v [4]
(vlevo). Pro lepsi vizualizaci byla mira deformace stény zvétSena 10x a podélny

rozmér pieskalovan faktorem 1/20
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4.2 Uloha s karotickou bifurkaci

Q(t), A

IC IC EC
pgut R2 Rl RZ pcut
o [ } °
I ©
C (o — C Ec_1
pEXt — pext -

Obr. 14: Schéma tulohy s bifurkaci

V tomto odstavci ukdzeme aplikovatelnost vyvinutého algoritmu na pripadu karotické
bifurkace se zadanymi fyziologickymi daty véetné parametri pro 0D modely. Tato
data byla poskytnuta vedoucim prace doc. Vimmrem. Obr. 14 znazornuje schéma
feSené tulohy.

Uvazujeme, ze objemovy prutok krve vstupnim okrajem bifurkace (vstupnim

okrajem cévy 1) je dan nekonecnou radou

Q(t) = Qo+ Y My cos (kwt — ), (196)
k=1
kde pro thlovou frekvenci plati
2

W= (197)

Hodnoty amplitud M, a fazovych posuni ®;, jsou uvedeny v tab. 1. Aby bylo mozné
provést sumaci, je ¢leni v fadé konecny pocet.

Pribéh vstupniho objemového priatoku vidime na obr. 15.
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Obr. 15: Pribéh zadaného objemového priutoku v jedné periodé

Tab. 1: Hodnoty amplitud a fazovych posunu

k| My [mls™'] | @ [rad]
1 4,4655 1,1671
2 3,4863 1,8749
3 3,5325 | 2,7035
4 1,7118 | -2,6808
5 0,9551 | -2,2283
6 1,1763 | -2,0086
7 1,1731 | -0,9052
8 0,5519 | 0,4587
9 0,4007 | 0,4451
10| 02314 | 04278
11| 0,2378 1,5189
12| 0,3381 2,6903
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Uvazujeme 1D model karotické bifurkace s konstantni poddajnosti danou parame-
trem 3, ktery je pro vSechny cévy spolecny. Vstupni cévu 1 oznac¢ujeme CC (common
carotid artery), vystupni cévy se znaci nasledovné: 2 = IC (internal carotid artery),
3 = EC (external carotid artery). Na tyto dvé cévy jsme pripojili tfiprvkové Wind-
kessel modely, jejichz parametry odpovidaji situaci s neposkozenou karotidou. Mame

dany parametry:
e pocet konecnych objemi v kazdé cévé N = 200,
e externi tlak pe = 0 hPa,
e tlak p,, = 0 hPa na vystupu rezistoru R,
e 3 =100 kg cm™ 52,
e hustota krve p = 0,001 kg cm™,
e CFL ¢islo C' = 0,9,
o délky cév l; = 5,5 cm, Iy =5 cm, I3 = 2,7 cm,

e odpory WK modelu v IC RI® = 393,134 x 10° Pa s m™,
RI® = 3418,34 x 10% Pa s m™,

e odpory WK modelu v EC RFC = 132,368 x 10% Pa s m™,
REC =2752,10 x 10° Pa s m™,

e cévni poddajnosti C1¢ = 21,752x 1072 m?*Pat, CFC = 123,203x 1072 m3Pa’!,
e okrajova podminka pro priitok vstupnim okrajem cévy 1 — viz vztah (196),

e prvni ¢len Fourierovy rady definujici pritok vstupem cévy 1

Qo = 7,4745 ml sL.
e perioda okrajové podminky 7" = 0,8451 s,

e pocatetni/rovnovazné primeéry cév dy = di, = 0,72 cm,

dy = dZ, = dj = di, = 0,46 cm.
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Nyni ukédZzeme casové zavislosti objemového pritoku v riznych mistech vsech tii

uvazovanych cév. Mista oznacujeme velkymi pismeny podle obr 16.

C céva 2 E
céva 1 ® ®
A ¢ B d céva 3
® ®
F

Obr. 16: Schematické znazornéni mist, v nichz nas zajima objemovy prutok

Pro priibéh objemového pritoku zadaného na vstupnim okraji vstupni cévy viz
obr. 15.

Vypocty byly provedeny pro dvé celé periody. Z divodu toho, Ze chovani 0D
modelu v prvni periodé se lisi od dalsich period (vliv poc¢atec¢nich podminek), vy-
kreslujeme c¢asové zavislosti vzdy ve druhé periodé vypoctu.

Porovnanim prutoku v bodech A a B, resp. C a E, resp. D a F dojdeme k zavéru,
ze v bodech vzdalenéjsich od vstupu bifurkace je ¢asovy prubéh objemového pritoku
krve cévou méné kvalitativné podobny zadanému vstupnimu pribéhu. Je to dano
elasticitou cévy, ktera zptsobi, Ze energie proudici krve je disipovana do stény cévy.
V cévé 2 (IC) dojde k veétsi disipaci energie nez v cévé 3 (EC), coz lze vysvétlit
rozdilnou délkou cév (IC je témér dvakrat delsi nez EC).

Navic, znaménko objemového priitoku se nékolikrat za periodu zmeéni, coz zna-

mena, ze se méni smér toku krve cévou.

42



15_ T T T T T T T T T ]
— bod A
—bodB
10 7
w 5r .
E
G D_ _\Kl_‘ = T— 4
5 F /\ .
_1D i i i i i i i i i
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
[s]
B T T T T T T T T T
—bodC| |
—hbodE

Q[mlis]

———bodD| |
—bodF
w |
E,
=) Vﬁrﬁﬁy——ﬂ-—- -
4t i
_E 1 1 1 1 1 1 i 1 1
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

Obr. 17: Porovnani objemovych pritoki v zavislosti na ¢ase mezi konci jednotlivych

cév: CC (nahote), IC (uprostied) a EC (dole)
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4.3 Modifikace alohy s karotickou bifurkaci

Vzhledem k popsanému vlivu poddajnosti cévni stény na Siteni tlakové viny budeme
modifikovat tlohu s bifurkaci zménou (zmenSenim) parametru [, tedy zvétSenim
roztaznosti, u vystupnich cév IC a EC. Hodnoty 3 pro vSechny cévy jsou uvedeny

v tab. 2. VSechny ostatni parametry tlohy jsou stejné jako v predchozim pripadé.

Tab. 2: Hodnoty 3 |kg cm™ s72| pro rtzné modifikace tlohy s bifurkaci (varianta 1

byla diskutovana vyse)

céva 1 (CC) | céva 2 (IC) | céva 3 (EC)
varianta 1 100 100 100
varianta 2 100 75 20
varianta 3 100 20 50

Grafy casovych zavislosti prutoku v bodech B, C a E pro vSechny tfi varianty
vidime na obr. 18 az 20.

Z vysledki je ziejmé, Ze narustajici poddajnost (a tedy klesajici 3) zvySuje disi-
paci energie krve ve druhé cévé (IC) a rozdil pritokt mezi konci cévy je vétsi.

Déle si lze pov§imnout zmény v pritoku v bodé B. Mizeme konstatovat, ze cévy
nachézejici se déale po proudu (IC a EC) maji vliv na proudéni v mateiské céve.
Ackoliv poddajnost materské cévy zustala stejna, zmensila se v ni disipace energie

proudici krve.
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Obr. 19: éasovy pribéh objemového pritoku v misté C pro jednotlivé varianty tlohy
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Obr. 20: Casovy prubéh objemového priatoku v misté E pro jednotlivé varianty tlohy
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ZAvér

Predlozené bakalatrska préce si kladla za cil podrobné popsat principy spjaté se sesta-
venim matematického modelu proudéni krve v 1D modelech cév s poddajnou sténou,
ktery je v soucasnosti hojné vyuzivanou alternativou k vypocetné naroénému feseni
obdobnych 3D tloh interakce (FSI). Predpoklady a podstaty tohoto alternativniho
pristupu byly shrnuty v prvni kapitole této prace, pricemz zde byl rovnéz predstaven
zobecnény tvar uvedeného matematického modelu pro pfipad bifurkace tvoreného
riazné poddajnymi cévnimi segmenty. Vzhledem k tomu, Ze nasi snahou bylo mode-
krve pro fyziologicky korektni tokové podminky, byl vedle zminéného 1D modelu po-
psan ve druhé kapitole i tzv. 0D model proudéni krve oznacovany jako RCR model ¢i
tiiprvkovy Windkessel model. Pripojenim tohoto modelu k vystuptim jednotlivych
1D modelii cév bylo mozné aproximovat chovani periferniho krevniho obéhu a zajistit
tak predepséani relevantnich okrajovych podminek.

Vlastnimu numerickému feSeni sestavenych matematickych modelt proudéni krve
jakozto nestlacitelné newtonské kapaliny v 1D modelech poddajnych cév byla véno-
vana tfeti kapitola této prace. Pro tento iicel byla pouzita metoda kone¢nych objemu
v kombinaci s explicitnim dvoukrokovym MacCormackovym schématem druhého
Fadu presnosti v Case i prostoru. Vyvinuté vypocetni algoritmy byly implemento-
vany v Matlabu, kde byly rovnéz realizovany veskeré numerické simulace, jejichz
vysledky byly prezentovany ve ¢tvrté kapitole. Pro ovéfeni spravnosti implementace
byla nejprve provedena verifikace na zakladé feseni testovaciho problému zahrnuji-
citho jednoduchy 1D model poddajné trubice. Porovnanim ziskanych numerickych
vysledki s témi publikovanymi v praci [4] byla zjisténa vyborna shoda, ktera nas
opraviovala aplikovat nami vyvinuty program na dalsi slozitéjsi tillohy hemodyna-
miky.

V tomto pripadé a s ohledem na dostupnost fyziologickych dat byla zvolena tloha
pulza¢niho proudéni krve v 1D modelu karotické bifurkace. Porovnanim vypocita-
nych objemovych priitokt krve na vstupech a vystupech jednotlivych cév karotické
bifurkace bylo mozné dojit k zavéru, ze poddajnost cévni stény ma zasadni vliv na

charakter proudéni nejen v samotné céveé, ale i na tok krve dale po proudu. Z tohoto
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divodu se zavér ¢tvrté kapitoly podrobnéji zabyval vyznamem poddajnosti cévni
stény, zde vyjadiené prostiednictvim parametru 5. Z provedenych numerickych ex-
perimentii pro tfi rizné sady parametri vyplynulo, Ze zvySeni poddajnosti cévni
stény (tj. zmenSeni ) je provazeno vyraznéjsimi oscilacemi toku krve, coz je v sou-
ladu s fyzikalnimi principy pozorovatelnymi napft. v elastické aorté. Naopak ponékud
prekvapivé zjisténi bylo uc¢inéno v pripadé vstupni cévy. Ackoliv jeji poddajnost byla
ve v8ech provedenych numerickych simulacich ponechana beze zmény, podepisoval se
na jejim toku krve charakter proudéni modelovany v obou dcefinych vétvich, u nichz
ke zménadm v poddajnosti cévnich stén dochazelo. Z celkového hlediska je tak nutné
konstatovat, ze pro lepsi pochopeni vyznamu poddajnosti cévni stény v ndmi uva-
zovanych 1D modelech proudéni krve bude potieba realizovat mnohem podrobné;jsi
analyzu, nez jakd byla provedena v predlozené bakalarské praci.

Kromé zminéné analyzy miize byt problematika 1D modelt dale rozpracovana
v oblasti modelovani proudéni krve ve vétsich a slozitéjsich cévnich strukturach,
u nichz by bylo mozné simulovat napiiklad sifeni tlakové viny v rdmci kardiovasku-
larniho systému. Jako dalsi alternativu lze rovnéz vnimat uziti 1D modeli v kombi-
naci s vhodnymi 0D modely (napf. srdce) pro stanoveni okrajovych podminek u 3D
simulaci, kde by umoznily modelovat proudéni krve ve fyziologickém rozsahu a pro

libovolny rozsah srde¢niho cyklu (klidovy /zatézovy stav).
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