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V Plzni dne 30. května .....................
podpis



Poděkováńı
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zaměřuje na matematické modelováńı a dynamickou analýzu
tensegritńıch soustav. Prvńı dvě kapitoly shrnuj́ı motivaci pro zkoumáńı těchto soustav
a popisuj́ı jejich historii a praktické využit́ı. Dále je představena problematika určováńı
předpět́ı v lanech a je zpracováno základńı řešeńı této úlohy pomoćı metody form-finding.
V daľśı kapitole jsou odvozeny pohybové rovnice tensegritńı soustavy včetně detailńıho
výpočtu sil v lanech. Ověřeńı źıskaných výsledk̊u je provedeno porovnáńım s výsledky
vypoč́ıtanými profesionálńım softwarem Adams. Využit́ı vlastńıho implementovaného pro-
gramového vybaveńı je ukázáno na několika vybraných př́ıkladech tensegritńıch systémů.
Závěrem je vyzkoušeno, zda je možné navrhovaný zp̊usob využ́ıt i pro výpočet aktivńıch
tensegrit.

Kĺıčová slova: tensegrity, form-finding, předpět́ı, pohybové rovnice, Lagrangeovy rovnice,
Matlab



Abstract

This bachelor thesis focuses on mathematical modeling and dynamic analysis of tensegrity-
based systems. The first two chapters briefly summarize the motivation for the study of
these systems and describe their history and practical usage. The problem of determining
the preload in cables is introduced and simple solution is proposed by a method of form-
finding. In next chapter, motion equations of a tensegrity system are derived including the
detailed expressions of forces in cables. The verification of the results is then accomplished
by comparing them to the results calculated by Adams professional software. The usage
of the implemented in-house software is shown by means of chosen examples of tensegrity
systems. Finally, it is tested whether it is possible to use the proposed method on active
tensegrity systems.

Keywords: tensegrity, form-finding, preload, motion equations, Lagrange’s equations,
Matlab
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Kapitola 1

Úvod

Tensegritńı struktury jsou soustavy prvk̊u namáhaných v tlaku (tyče) a prvk̊u namáhaných
v tahu (lana), které vzájemně tvoř́ı staticky neurčitou konstrukci ve stabilńı poloze. Označe-
ńı tensegrity vycháźı z angličtiny ze spojeńı slov tension a integrity, tedy napět́ı a integrita
(celistvost). Tento název poměrně dobře vystihuje jejich charakter, tedy struktury stabili-
zované pomoćı předpět́ı v lanech.

Ačkoliv maj́ı tensegritńı struktury řadu dobrých vlastnost́ı, jejich praktické využit́ı
nenabývá plného potenciálu. Motivaćı této bakalářské práce je zpracováńı programu pro
automatické řešeńı pohybových rovnic na základě konfigurace tensegrity, což může usnadnit
praktické využit́ı tensegritńıch systémů pro pro pr̊umyslové aplikace.

1.1 Ćıle práce

Ćıle této bakalářské práce jsou

� Seznameńı se základńımi koncepty tensegrit, jejich klasifikaćı, definicemi a popisem.

� Seznámeńı se s problematikou hledáńı předpět́ı lan pomoćı metody form-finding a
zpracováńı jednoduché metody pro jej́ı řešeńı.

� Vypracováńı a implementace matematického modelu popisuj́ıćıho dynamické vlast-
nosti tensegrity a ověřeńı źıskaného řešeńı pomoćı profesionálńıho softwaru.

1.2 Struktura práce

V kapitole 2 jsou shrnuty některé základńı poznatky o historii tensegrit, jejich definice a
využit́ı. V kapitole 3 je popsána metoda form-finding pro nalezeńı předpět́ı lan tensegrity.
V kapitole 4 jsou řešen dynamický model tensegrity. V kapitole 5 je popsán vytvořený
program a jsou porovnána data źıskaná t́ımto programem s daty źıskanými profesionálńım
softwarem. Následuje několik př́ıklad̊u źıskaných řešeńı.
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Kapitola 2

O tensegritách

2.1 Historie

Objevitely tensegrit můžeme nazývat tři osoby, v [2], [3], [4] jsou zmiňováni Richard
Buckminster Fuller, David Georges Emmerich a Kenneth D. Snelson. Fuller byl profe-
sorem na Black Mountain College v USA a Snelson byl studentem uměńı. A byl to právě
Snelson, který v roce 1948 vymyslel a sestavil prvńı model tensegritńı konstrukce, Obr. 2.1,
a ukázal ho svému učiteli. Fuller jako prvńı pro tento typ struktury použil pojem tense-
grity. Nejdř́ıve na daľśım výzkumu pracovali společně, ale Fuller posléze ve svých praćıch
přestal autorstv́ı Snelsona zmiňovat a kv̊uli tomu mezi nimi vznikl spor, který nebyl ni-
kdy vyřešen. Nezávisle na nich Emmerich začal studovat tensegrity inspirován praćı Karla
Iogansona z roku 1920, Obr. 2.2. Fuller, Snelson i Emmerich dospěli k velmi podobným
výsledk̊um a obdrželi patenty v rozmeźı několika let.

Obrázek 2.1: X-piece tensegrita,
převzato z [14]

Obrázek 2.2: Prvńı proto-tensegritńı
struktura, převzato z [13]

4



Jako prvńı se o struktury těchto vlastnost́ı zaj́ımali předevš́ım umělci, konkrétně so-
chaři. Postupně se tento koncept přesunul přes uměńı do architektury, stavebńıho inženýr-
stv́ı, robotiky, leteckého a vesmı́rného pr̊umyslu. Právě zde totiž vyniknou výhodné vlast-
nosti takových struktur, předevš́ım jejich ńızká hmotnost a skladnost, daľśı výhody jsou
podrobněji diskutovány v [2]. Tyče a lana nedosahuj́ı při skladováńı takového objemu a
hmotnosti jako konvenčńı materiály. Skladovat a přepravovat lze bud’ rozložené, nebo v ta-
kové konfiguraci, která má malý objem. Př́ıklady nejčastěǰśıho využit́ı jsou antény, stožáry
a solárńı panely.

2.2 Definice

Větš́ıho výzkumu se tensegrity dočkaly na konci 20. stolet́ı. Uvedeme několik definic z to-
hoto obdob́ı zmı́něných v [2].

Definice 1 (Tensegritńı systém, Motro, 2003) Tensegritńı systémy jsou diskrétńı
prostorové systémy ve stavu vnitřńıho napět́ı. Všechny jejich prvky jsou stejného tvaru a
velikosti. Prvky v tahu maj́ı nulovou tuhost v tlaku a tvoř́ı souvislou množinu. Pevné prvky
namáhané v tlaku tvoř́ı nesouvislou množinu. Každý uzel obsahuje nanejvýš jeden stlačený
prvek.

Definice 1 jasně rozlǐsuje dvě množiny prvk̊u, jednu, ve které jsou prvky namájány
pouze v tlaku, a druhou, ve které jsou prvky namájány pouze v tahu. Zároveň striktně
předepisuje, že se pevné prvky nesmı́ dotýkat a muśı mı́t stejnou velikost.

Definice 2 (Hanaor, 1994) Tensegritńı systémy jsou vnitřně předpjaté, bez vněǰśı
podpory stoj́ıćı systémy prvk̊u s kloubovými spoji. V těchto systémech jsou kabely nebo lana
naṕınána proti systému tyč́ı nebo vzpěr.

Definice 2 je oproti definici 1 v́ıce benevolentńı a pokouš́ı se o obecněǰśı popis, kde nav́ıc
dovoluje, že se pevné prvky mohou dotýkat a nemuśı tvořit nesouvislou množinu.

Definice 3 (Skelton a kolektiv, 2001) Tensegrita tř́ıdy k (anglicky class-k) je taková
tensegrita, ve které se v jednom uzlu setkává nejvýše k tyč́ı.

Tato definice je rozš́ı̌reńım předchoźıch definic, d́ıky které lze tensegritické struktury
rozdělit do tř́ıd. S ohledem na tuto definici je nejjednodušš́ım typem tensegrita tř́ıdy 1, kde
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je v každém uzlu pouze jeden konec tyče, a žádné tyče tedy nejsou v kontaktu. Na Obr. 2.3
a Obr. 2.4 je ukázán rozd́ıl tensegrity třidy 1 a tensegrity tř́ıdy 2.

Obrázek 2.3: Tensegrita tř́ıdy 1
Obrázek 2.4: Tensegrita tř́ıdy 2

2.3 Tensegrity v uměńı a architektuře

Mezi prvńı d́ıla patř́ı např́ıklad v [5] popisovaný ”the Skylon”, Obr. 2.5, z roku 1951 autor̊u
Hidalgo Moya, Philip Powell a Felix Samuely. Šlo o vysokou št́ıhlou tensegritu, která byla
postavena v Londýně u řeky Temže. Daľśım typickým přikladem zmiňovaným v [2] a [3] je
skulptura od Kennetha Snelsona z roku 1968 zvaná ”Needle tower”, Obr. 2.6.

Obrázek 2.5: The Skylon, převzato z [11] Obrázek 2.6: Needle Tower,
převzato z [10]
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Výhodou tensegrit v porovnáńı s tradičńımi strukturami je výrazně nižš́ı hmotnost
a objem materiálu bez ztráty tuhosti a pevnosti. Dı́ky tomu se princip tensegrit začal
využ́ıvat v architektuře, např́ıklad při stavbě zavěšených střech u velkých budov, zejména
sportovńıch stadion̊u. Za př́ıklad lze úvést Gymnastickou arénu pro Olympijské hry v Se-
oulu 1988, The Georgia Dome pro Olympijské hry v Atlantě 1996 nebo fotbalový stadion
v Seogwipo Jeju pro Mistrovstv́ı světa ve fotbale 2002 v Jižńı Koreji, Obr. 2.7. Prvńı hyb-
ridńı tensegritńı most, Obr. 2.8, byl postaven v roce 2009 v Queenslandu, Austrálii, jde
o most Kurilpa přes řeku Brisbane.

Obrázek 2.7: Fotbalový stadion v Seogwipo Jeju, Jižńı Korea, převzato z [12]

Obrázek 2.8: Most Kurilpa, Austrálie, převzato z [9]
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2.4 Tensegrity v př́ırodě, v biologii

Jako tensegritńı strukturu můžeme chápat i anatomii lidského nebo zv́ı̌rećıho těla. Kosti
představuj́ı prvky namáhané v tlaku a svaly, vazy a šlachy zase prvky namáhané v tahu.
Dı́ky adekvátńı změně napět́ı ve svalech lze celou strukturou flexibilně hýbat do potřebné
polohy a měnit jej́ı tvar.

Nemuśıme se však pohybovat pouze na makroskopické úrovni. Popis pomoćı tensegrit
se uplatnil i v biochemii a mikrobiologii, např́ıklad při tvorbě modelu buňky. Donald E.
Ingber, profesor patologie na Harvard Medical School, přǐsel s hypotézou, že organické
buňky je možné modelovat s využit́ım konceptu tensegrit. V [5] je popsáno, že pomoćı lan a
tyč́ı lze modelovat prvky buněčného cytoskeletonu, konkrétně mikrotubuly, mikrofilamenty
a intermediárńı filamenta. Experimenty potvrdily, že takto vytvořeńı tensegritńı model se
při interakci s okoĺım chová stejně jako organická buňka.
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Kapitola 3

Form-finding

Jednou z hlavńıch úloh při navrhováńı tensegritńıch struktur je form-finding. Jedná se
o proces nalezeńı předpět́ı lan tak, aby struktura byla ve stabilńım předepjatém stavu.
Tento výpočet provedeme pomoćı metody silové hustoty (force density method). Hlavńı
myšlenka metody navržené v [1] a [3] je založena na sestrojeńı matice hustoty sil D a jej́ı
následné analýze.

3.1 Sestrojeńı matice hustoty sil

Pro tensegritu s n uzly a m prvky (přičemž prvky rozumı́me jak tyče, tak lana) má matice
hustoty sil D velikost n× n a pro jej́ı prvky plat́ı

D = [dij] =


∑
k∈S

qk pro i = j,

−qk pokud jsou uzly i a j spojeny prvkem k,

0 jinak

(3.1)

kde S je množina všech prvk̊u soused́ıćıch s uzlem i, k je č́ıslo prvku, který spojuje uzly
{i, j}. Nav́ıc plat́ı, že silové hustoty qk jsou kladné pro lana a záporné pro tyče.

Matici D můžeme dostat jednoduš́ım zp̊usobem s využ́ıt́ım konfiguračńı matice C. Ta
má velikost m× n a pro jej́ı prvky plat́ı

C = [cij] =


−1 pokud i je počátečńı uzel prvku j,

1 pokud i je koncový uzel prvku j,

0 jinak.

(3.2)
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Potom matice D
D = CT · diag{q} ·C, (3.3)

kde q je vektor silových hustot jednotlivých prvk̊u tensegrity délky n. Dále pro druhý člen
plat́ı

diag{q} =


q1 0 · · · 0
0 q2 · · · 0
... 0

. . .
...

0 · · · 0 qn

 . (3.4)

Pro jednoduchou X tensegritu na Obr. 3.1 bude matice C vypadat t́ımto zp̊usobem

C =


1 0 0 −1
0 1 −1 0
1 −1 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 . (3.5)

V kombinaci s jednotkovým vektorem q

q =
[
−1 −1 1 1 1 1

]
, (3.6)

bude matice D pro tuto tensegritu ve tvaru

D =


1 −1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 1 1 −1
1 −1 −1 1

 . (3.7)

Obrázek 3.1: Schéma X tensegrity
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Pro tensegrity je zaváděn pojem super-stabilita. V [8] je definován takto
Definice (Super-stabilita) Pokud je tensegritńı systém v rovnovážném stavu, tedy ve

stavu s minimálńı celkovou potenciálńı energíı, vždy nezávisle na předpět́ı a materiálových
vlastnostech, pak je tento systém super-stabilńı.

V [1], [3] je popsáno, že pro to, aby byla tensegrita super-stabilńı, muśı být matice
D pozitivně semi-definitńı a pro rovinnou tensegritu muśı být tři nejmenš́ı vlastńı č́ısla
nulová (pro prostorovou tensegritu by to musela být čtyři nejmenš́ı vlastńı č́ısla). To ale
pro složitěǰśı tensegrity nemuśı být vždy možné, a proto budeme hledat vektor q tak, aby
byla tato vlastńı č́ısla minimálńı.

3.2 Algoritmus pro form-finding

Form-finding provedeme pomoćı optimalizačńıho algoritmu, v němž využijeme ćılovou
funkci tvořenou funkcemi α a β.

Funkci α definujeme jako

α =
3∑

j=1

|λj|, (3.8)

kde λj jsou vlastńı č́ısla matice D seřazená λ1 < λ2 < · · · < λn.
Funkci β definujeme jako

β =
M∑
i=1

1

|qi|
. (3.9)

Dává smysl rozdělit jednotlivé prvky do skupin podle symetrie a zredukovat počet
hledaných silových hustot z m na M , kde M je počet symetricky zat́ıžených skupin.

Optimalizačńı úlohu pak definujeme jako minimalizaci součinu α · β, kde nav́ıc plat́ı
podmı́nky

−1 ≤ qi < 0 pro tyče,

0 < qi ≤ 1 pro lana.
(3.10)

V [1] je navrhovaným zp̊usobem optimalizace genetický algoritmus. V rámci jedno-
duché implementace využijeme metodu diferenciálńı evoluce popsanou v [6], která pracuje
s podobnými principy.

� Nejdř́ıve vytvoř́ıme počátečńı generaci P s počtem jedinc̊u (bod̊u, vektor̊u) N . Každý
jedinec je vektor délky M , kde pro prvek odpov́ıdaj́ıćı tyči náhodně vygeneruje hod-
notu v rozmeźı [-1, 0] a pro prvek odpov́ıdaj́ıćı lanu hodnotu v rozmeźı [0, 1].

� Novou generaci dostaneme tak, že pro každý vektor xi ze staré generace vytvoř́ıme
potencionálńıho konkurenta y, rozhodeme, pro který z vektor̊u xi, y obdrž́ıme nižš́ı
hodnotu ćılové funkce, a tento vektor pak zařad́ıme do nové populace Q.
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� Pro každý vektor xi vygenerujeme vektor u podle vztahu

u = a1 + F (a2 − a3), (3.11)

kde a1, a2, a3 jsou náhodně vybrané navzájem r̊uzné vektory z generace P odlǐsné
od aktuálnáho vektoru xi, F > 0 je vstupńı parametr algoritmu.

� Vektor y źıskáme kř́ıžeńım vektor̊u xi, u. To provedeme tak, že pro všechna j=1,2,. . . ,M
prvek xij nahrazujeme prvkem uj s pravděpodobnost́ı C. C je vstupńı parametr al-
goritmu volený v intervalu [0, 1].

� Pro optimalizačńı algoritmus je třeba ještě připojit zastavovaćı podmı́nky. Ty použije-
me dvě, prvńı z nich bude maximálńı počet iteraćı označená vstupńım parametrem
maxevals, a druhá bude velikost rozd́ılu mezi maximálńı a minimálńı hodnotou ćılové
funkce v celé populaci, tuto podmı́nku označ́ıme vstupńım parametrem my eps.

Vstupńı parametry pro algoritmus genetického algoritmu byly zvoleny jako

N = 10 ·M,

F = 0.8,

C = 0.7,

max evals = 104,

my eps = 10−10.

(3.12)

Z d̊uvodu, že úloha má velké množstv́ı lokálńıch minim, provedeme celý algoritmus
v́ıcekrát, v našem př́ıpadě deset opakováńı, a vybereme z nich nejlepš́ı řešeńı xBEST. Vektor
xBEST má délku M a je třeba přej́ıt zpět na vektor délky m. To je hledaný vektor silových
hustot q.

3.3 Výpočet volných délek lan

Po nalezeńı vektoru silových hustot q použijeme postup navržený v [3]. Převedeme hodnoty
silových hustot na volné délky jednotlivých předepnutých lan. Pro m-té lano plat́ı

qm =
kn · (Lm − Lm0)

Lm

, (3.13)

kde Lm je délka lana, respektive vzdálenost uzl̊u, které lano spojuje, Lm0 je volná délka
lana a kn je návrhová tuhost.

Na tomto mı́stě nelze použ́ıt skutečnou tuhost, kterou pozděj́ı použijeme ve výpočtu
dynamiky, protože silové hustoty jsme také nevypoč́ıtaly skutečné. T́ım, že jsme pro opti-
malizaci nastavili jejich rozmeźı na [-1,1], známe jen jejich zobrazeńı do tohoto intervalu.
Výpočet dává dobré výsledky pro 5 < kn < 50. Pro daľśı výpočty ponecháme kn na dolńı
hranici, tedy kn = 5.
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Volnou délku pak jednoduše źıskáme úpravou rovnice (3.13) jako

Lm0 = Lm −
Lm · qm
kn

. (3.14)

3.4 Ukázka aplikace form-findingu

Algoritmus form-findingu demostrujeme na př́ıpadu osmiúhelńıkové tensegrity. Jej́ı schéma
a rozděleńı prvk̊u podle symetrie je ukázáno na Obr. 3.2.

Obrázek 3.2: Schéma osmiúhelńıkové tensegrity

Vektor silových hustot q, který aplikaćı algoritmu obdrž́ıme má podobu

q = [−0.2511,−0.2511,−0.2511,−0.2511, 0.8573, 0.7101, . . .

0.8573, 0.7101, 0.8573, 0.7101, 0.8573, 0.7101].
(3.15)

Vynecháme záporné silové hustoty nálež́ıćı tyč́ım a podle rovnice (3.14) vypoč́ıtáme
volné délky jednotlivých lan, výsledky výpočtu jsou zaznamenány v tabulce 3.1. Je zřejmé,
že všechna lana jsou v napjatém stavu a zaručuj́ı tak, že tensegrita drž́ı tvar v rovnovážné
poloze.

Lano Délka Volná délka
l1,5 1.0000m 0.8285m
l2,4,6,8 1.4142m 1.2134m
l3,7 1.0000m 0.8285m

Tabulka 3.1: Délky a volné délky lan osmiúhelńıkové tensegrity
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Kapitola 4

Dynamický model rovinné tensegrity

Pro provedeńı simulace je třeba nejdř́ıve sestavit pohybové rovnice, s jejichž pomoćı poṕı̌se-
me dynamiku systému. Z d̊uvodu, že tyče jsou namáhány jen v tlaku a v ohybu, lze poměrně
dobře sestavit rovnice popisuj́ıćı tensegritické struktury. Při sestavováńı matematického
modelu zanedbáme pasivńı účinky.

4.1 Pohybové rovnice jedné tyče

Předpokládáme, že tyče jsou dokonale tuhá tělesa. Tyč e lze popsat pomoćı tř́ı zobecněných
souřadnic, složky vektoru rTe = [xTe, yTe] udávaj́ıćı polohu těžǐstě tyče a úhlu natočeńı ϕe.
Na Obr. 4.1 jsou tyto souřadnice zakresleny.

Obrázek 4.1: Zobecněné souřadnice tyče e
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K sestaveńı matematického modelu jedné tyče využijeme Lagrangeovy rovnice smı́̌seného
typu. Ty lze formulovat ve tvaru

d

dt

(
∂Eke

∂ṡ

)
− ∂Eke

∂s
+
∂ΦT

e

∂s
λ = Qe, (4.1)

kde Eke je kinetická energie tyče e, s = [xTe, yTe, ϕe]
T je vektor zobecněných souřadnic,

∂Φe

∂s
je Jacobiho matice vazeb, λ je vektor Lagrangeových multiplikátor̊u a Qe je vektor

zobecněných sil p̊usob́ıćıch na tyč e.
Kinetickou energie Eke tyče vyjádř́ıme jako

Eke =
1

2
mev

2
Te +

1

2
Ieϕ̇

2
e, (4.2)

kde me je hmotnost tyče e, Ie je moment setrvačnosti tyče e ke ose kolmé na rovinu XY
procházaj́ıćı těžǐstěm Te, vTe je rychlost těžǐstě Te, kterou lze jednoduše zapsat jako

v2
Te = ẋ2

Te + ẏ2
Te. (4.3)

Dosazeńım (4.3) do (4.2) dostaneme kinetickou energii ve tvaru

Eke =
1

2
meẋ

2
Te +

1

2
meẏ

2
Te +

1

2
Ieϕ̇

2
e. (4.4)

Některé tyče mohou být připojeny k rámu nebo k jiným tyč́ım rotačńımi nebo obecnými
vazbami. Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že jsou zadány tak, že se vazba nacháźı
v bodě Ae. Rotačńı vazbu vyjádř́ıme dvěma vazbovými rovnicemi zapsanými ve vektoru
Φr, obecnou vazbu vyjádř́ıme jednou vazbovou rovnićı Φo.

Φr =

[
Φ1

Φ2

][
xTe − le

2
cosϕe − Aex

yTe − le
2

sinϕe − Aey

]
=

[
0

0

]
, (4.5)

Φo = yTe −
le
2

sinϕe − Aey = 0. (4.6)

Rovnice (4.1) pro tyče, které nejsou připojeny žádnými vazbami, neobsahuje třet́ı člen
odpov́ıdaj́ıćı vazbovým silám a Lagrangeovým multiplikátor̊um a jejich pohybové rovnice
přejdou do tvaru Lagrangeových rovnic druhého druhu.

Prvńı člen rovnice (4.1) lze vyjádřit jako

d

dt

(
∂Eke

∂ṡ

)
= Mes̈, (4.7)

kde Me je matice hmotnosti tyče e. Tato matice má tvar

Me =

me 0 0
0 me 0
0 0 Ie

 , (4.8)
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druhý člen rovnice (4.1) je nulový

∂Eke

∂s
= 0. (4.9)

Jacobiho matici vazeb označme jako Φs. Lze ji napsat jako matici 2 × 3 v př́ıpadě
rotačńı vazby, nebo jako matici 1× 3 v př́ıpadě obecné vazby

Φs =
∂Φr

∂s
=

[
∂Φ1

∂xT

∂Φ1

∂yT

∂Φ1

∂ϕ

∂Φ2

∂xT

∂Φ2

∂yT

∂Φ2

∂ϕ

]
, (4.10)

Φs =
∂Φo

∂s
=
[
∂Φo

∂xT

∂Φo

∂yT

∂Φo

∂ϕ

]
. (4.11)

Vektor zobecněných sil Qe má 3 složky. Prvńı je součet sil p̊usob́ıćıch na těžǐstě tyče
e ve směru x, druhá je součet sil p̊usob́ıćıch na těžǐstě tyče e ve směru y a třet́ı je součet
moment̊u sil k těžǐsti Te

Qe =

 FAex + FBex

−meg + FAey + FBey

(FAex − FBex) le
2

sinϕe + (FBey − FAey)
le
2

cosϕe

 , (4.12)

kde g je t́ıhové zrychleńı a FAex, FBex, FAey, FBey jsou složky sil p̊usob́ıćı v bodech Ae, Be

viz Obr. 4.1.
Soustavu diferenciálńıch rovnic reprezentuj́ıćıch podmı́nky dynamické rovnováhy tyče

lze pro tyč e napsat v maticovém tvaru

Mes̈ + ΦT
esλ = Qe. (4.13)

V př́ıpadě, že je tyč spojená s rámem nebo jinou tyč́ı pomoćı rotačńı či obecné vazby, je
třeba přidat vazbové podmı́nky

Φe = 0. (4.14)

Vazbové podmı́nky je pro daľśı výpočet výhodné dvakrát zderivovat

Φ̇e =
∂Φe

∂q
· ṡ +

∂Φe

∂t
= 0, (4.15)

Φ̈e =
∂Φe

∂s
· s̈ +

∂2Φe

∂s2
· ṡ2 + 2

d

dt

(
∂Φe

∂s

)
ṡ +

∂2Φe

∂t2
= 0. (4.16)

Vzhledem k tomu, že vazby jsou v tomto př́ıpadě skleronomńı (nejsou explicitně závislé
na čase), budou posledńı dva členy ve vztahu (4.16) nulové. Druhý člen rovnice (4.16)
označ́ıme

be = −∂
2Φe

∂s2
· ṡ2. (4.17)
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Vztah (4.16) tedy můžeme přepsat jako

Φ̈e =
∂Φe

∂s
· s̈e − be = 0. (4.18)

Spojeńım vztah̊u (4.13), (4.18) źıskáme soustavu algebro-diferenciálńıch rovnic, kterou
maticově zaṕı̌seme jako [

Me ΦT
es

Φes 0

]
·
[

s̈
λ

]
=

[
Qe

be

]
. (4.19)

4.2 Pohybové rovnice systému tyč́ı

Systém složený z k tyč́ı má m = 3 · k zobecněných souřadnic, z nichž n je nezávislých.
Celkový počet vazbových podmı́nek je r = m − n. Globálńı matice M bude diagonálńı
matice rozměr̊u m×m a vznikne uspořádáńım lokálńıch matic Me na diagonálu

M =


M1 0 · · · 0
0 M2 · · · 0
... 0

. . .
...

0 · · · 0 Mk

 . (4.20)

Globálńı Jakobiho matice vazeb Φs má rozměry r ×m
∂Φ1

∂s1

∂Φ1

∂s2
· · · ∂Φ1

∂sm
∂Φ2

∂s1

∂Φ2

∂s2
· · · ∂Φ2

∂sm

...
...

...
...

∂Φr

∂s1
∂Φr

∂s2
· · · ∂Φr

∂sm

 . (4.21)

Globálńı vektor zobecněných sil Q má délkum a vznikne uspořádáńım lokálńıch vektor̊u
zobecněných sil Qe pod sebe. Globálńı vektor b má délku r.

Soustava algebro-diferenciálńıch rovnic pro celý systém má stejný tvar jako soustava
rovnic pro jednu tyč, maticově ji zaṕı̌seme jako[

M ΦT
s

Φs 0

]
·
[

s̈
λ

]
=

[
Q
b

]
. (4.22)

Pro numerické řešeńı této soustavy je vhodné tento vztah upravit. Maticovou rovnici
(4.22) rozeṕı̌seme do dvou rovnic

Ms̈ + ΦT
s λ = Q, (4.23)

Φss̈ = b. (4.24)
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Z rovnice (4.23) vyjádř́ıme s̈
s̈ = M−1(Q−ΦTλ), (4.25)

dosad́ıme (4.25) do (4.24) a vyjádř́ıme λ

ΦM−1(Q−ΦTλ) = b −→ λ = (ΦM−1ΦT )−1(ΦM−1Q− b). (4.26)

Dosad́ıme (4.26) zpět do (4.23) a źıskáme

Ms̈ + ΦT (ΦM−1ΦT)−1(ΦM−1Q− b) = Q. (4.27)

Druhý člen levé strany vztahu (4.27) převedeme na pravou stranu a následně celou rovnici
vynásob́ıme zleva matićı M−1 a dostaneme

s̈ = M−1
[
Q−ΦT (ΦM−1ΦT)−1(ΦM−1Q− b)

]
. (4.28)

4.3 Stabilizace numerického řešeńı

Pro některé př́ıpady může být řešeńı numericky nestabilńı a může tak docházet k porušeńı
vyzbových podmı́nek. Proto využijeme Baumgartovu stabilizaci popsanou v [7]. Rovnici
vazbové pod́ınky (4.16) modifikujeme přidáńım stabilizuj́ıćıch člen̊u. Modifikovaná rovnice
bude mı́t tvar

Φ̈e + 2αΦ̇e + β2Φe = 0, (4.29)

kde α, β jsou vhodně zvolené konstanty. V našem př́ıpadě jsou použité konstanty α = 1,
β =
√

2. Po dosazeńı bude mı́t rovnice (4.29) tvar

∂Φe

∂s
· s̈+

∂2Φe

∂s2
· ṡ2 + 2

d

dt

(
∂Φe

∂s

)
ṡ +

∂2Φe

∂t2
+

+2α

(
∂Φe

∂s
· ṡ +

∂Φe

∂t

)
+ β2Φe = 0.

(4.30)

Vektor b pak ve výsledném výrazu nahrad́ıme vektorem b̄

b̄ = b− 2αΦ̇− β2Φ. (4.31)

Dosazeńım do (4.28) dostaneme výsledný vztah

s̈ = M−1
[
Q−ΦT (ΦM−1ΦT)−1(ΦM−1Q− b̄)

]
, (4.32)

což je vztah, který využijeme při numerickém výpočtu zobecněných souřadnic, které popi-
suj́ı polohu všech tyč́ı systému.
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4.4 Určeńı sil v lanech

Lana zjednodušeně modelujeme jako pružiny s tuhost́ı k a tlumeńım b. Každé lano spojuje
dva koncové body tyč́ı, z nichž každý lež́ı na jiné tyči. Označme tyto tyče i a j a souřadnice
bodu lež́ıćıho na i, respektive na j, označme xi, yi, respektive xj, yj.

Obrázek 4.2: Dvě tyče spojené lanem

Souřadnice bod̊u v závislosti na zobecněných souřadnićıch tyče poč́ıtáme podle toho,
zda se jedná o bod A nebo B dané tyče

xAe = xTe −
le
2

cosϕe,

yAe = yTe −
le
2

sinϕe,

xBe = xTe +
le
2

cosϕe,

yBe = yTe +
le
2

sinϕe,

(4.33)

a stejně tak vyjádř́ıme rychlosti těchto bod̊u

ẋAe = ẋTe +
le
2

sinϕe · ϕ̇e,

ẏAe = ẏTe −
le
2

cosϕe · ϕ̇e,

ẋBe = ẋTe −
le
2

sinϕe · ϕ̇e,

ẏBe = ẏTe +
le
2

cosϕe · ϕ̇e.

(4.34)
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Délku lana Lij lze vypoč́ıtat jako

Lij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2, (4.35)

a v závislosti na volné délce lana L0 můžeme vypoč́ıtat prodloužeńı lana jako

∆L = Lij − L0. (4.36)

Prodloužeńı lana ∆L zderivujeme podle času

d∆L

dt
=

(xj − xi)(ẋj − ẋi) + (yj − yi)(ẏj − ẏi)
Lij

. (4.37)

Nyńı můžeme vypoč́ıtat śılu v laně jako śılu pružiny Fp a śılu tlumeńı Ft.

Fp =

{
k ·∆L pro ∆L > 0,

0 pro ∆L ≤ 0,
(4.38)

Ft =

{
b · d∆L

dt
pro ∆L > 0,

0 pro ∆L ≤ 0.
(4.39)

Je ale třeba si uvědomit, že lano p̊usob́ı silou pouze v tahu, takže pro záporné prodloužeńı
budou tyto śıly rovny nule.

Dále vypoč́ıtáme śıly Fx, Fy, což jsou složky śıly v laně promı́tnuté do směr̊u x, y

Fx = (Fp + Ft) · cos γ,

Fy = (Fp + Ft) · sin γ.
(4.40)

Na Obr. 4.2 je vyznačen úhel γ udávaj́ıćı orientaci lana. S pomoćı (4.33), (4.34) a (4.35)
můžeme vypoč́ıtat sinus a kosinus tohoto úhlu jako

cos γ =
xj − xi
Lij

,

sin γ =
yj − yi
Lij

.
(4.41)

Dosazeńım (4.41) do (4.40) dostaneme

Fx = (Fp + Ft) ·
xj − xi
Lij

,

Fy = (Fp + Ft) ·
yj − yi
Lij

.
(4.42)

Takto źıskané śıly přičteme k silám v př́ıslušném směru na bodu tělesa i a odečteme od sil
bodu tělesa j.
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4.5 Aplikace dynamického modelu

Realizaci provedeme v programu MATLAB pomoćı funkce pro numerické řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic ode45.

4.5.1 Dvojkyvadlo

Výše popsaný matematický model otestujeme na př́ıpadu dvojkyvadla s tyčemi délky 1 m a
hmotnosti 1 kg. Počátečńı poloha dvojkyvadla je ukázána na Obr. 4.3. Pr̊uběh natočeńı tyč́ı
je ukázán na Obr. 4.4. Pr̊uběh polohy obou tyč́ı a jejich natočeńı je zobrazen na Obr. 4.6.

Obrázek 4.3: Počátečńı poloha dvojkyvadla

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [s]

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

Obrázek 4.4: Pr̊uběh úhl̊u tyč́ı dvojkyvadla
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4.5.2 X tensegrita

Druhým př́ıkladem je jednoduchá X tensegritu, která vlivem vlastńı t́ıhy přejde z počátečńı
polohy, Obr. 4.5, do rovnovážného stavu. Souřadnice popisuj́ıćı polohu tyč́ı seřad́ıme do
vektoru zobecněných souřadnic s = [xT1, yT1, ϕ1, xT2, yT2, ϕ2]T . Simulaci spust́ıme s para-
metry tyč́ı

m = 1 kg,

l = 1.4142 m,
(4.43)

a parametry lan

L0 = 0.5 m,

k = 100 N ·m1,

b = 0.5 N ·m−1 · s−1.

(4.44)

Pr̊uběh polohy obou tyč́ı a jejich natočeńı je zaneseno do grafu na Obr. 4.7.

Obrázek 4.5: Počátečńı poloha X tensegrity
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Obrázek 4.6: Pr̊uběh polohy tyč́ı dvojkyvadla

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [s]

0.5

0.55

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [s]

0.46

0.48

0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [s]

1

1.5

2

Obrázek 4.7: Pr̊uběh polohy tyč́ı X tensegrity
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Kapitola 5

Aplikace

V MATLABu vytvořený program kombinuje výpočet volných délek pomoćı form-findingu a
následného dynamického řešeńı rovinných tensegrit sestavených z jednoduchých tyčových
prvk̊u a pružných lan. Program je navržen tak, že lze volitelně spustit i bez prováděńı
form-findingu.

5.1 Vstupńı data

� nodes

Jako vstupńı data potřebujeme v matici nodes zadat polohu všech uzlových
bod̊u, tj. koncových bod̊u tyč́ı, v daném souřadnicovém systému. Je vhodné
jeden z uzl̊u umı́stit do počátku souřadnicového systému.

� members

Potřebujeme vědět, jaké dva uzly jsou propojeny jednotlivými prvky. To zadáme
v matici members s t́ım, že nav́ıc ještě pro každý prvek oznaž́ıme zda se jedná
o tyč (1), nebo lano (0).

� symetrie

Pro potřeby form-findingu zadáme ve vektoru symetrie rozděleńı prvk̊u do
skupin, které maj́ı být symetricky zat́ıžené.

� constraints

Ve vektoru constraints je třeba zadat vazby, kterými jsou tyče připojeny k rámu,
př́ıpadně k daľśım tyč́ım. Jedná se vždy o vazbu v uzlu, který je v matici
members uvedem v př́ıslušném řádku jako prvńı. Žádná vazba je označena
(0), obecná vazba k rámu je označena (1), rotačńı vazba k rámu je označena (2)
a rotačńı vazba k jiné tyči je označena (3).
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� (volnedelky)

V př́ıpadě, že nechceme provádět form-findind, je možné zadat nav́ıc vektor
volnedelky, kam zaṕı̌seme volné délky lan.

Např́ıklad pro osmiúhelńıkovou tensegritu, Obr. 3.2, budou vstupńı data v podobě

nodes =



0 0
1 0
0 3
1 3
−1 1
2 1
−1 2
2 2


, (5.1)

members =



1 3 1
2 4 1
5 6 1
7 8 1
1 2 0
2 6 0
6 8 0
8 4 0
4 3 0
3 7 0
7 5 0
5 1 0



, (5.2)

symetrie = [1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 3, 4, 3], (5.3)

constraints = [2, 1, 0, 0]. (5.4)

Pro výpočet všech následuj́ıćıch př́ıklad̊u jsou použité tyto fyzikálńı parametry

g = 9.81 m · s−2,

ρ = 1 kg ·m−1,

k = 2000 N ·m−1,

b = 50 N · s ·m−1.

(5.5)

kde g je gravitačńı zrychleńı, ρ je hustota, pomoćı které poč́ıtáme hmotnost tyč́ı, k je
tuhost pružin, kterými modelujeme lana, a b je tlumeńı těchto pružin.
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5.2 Ověřeńı výpočtu pomoćı programu Adams

Kontrolu správnosti výpočtu programu provedeme porovnáńım výsledk̊u s profesionálńım
softwarem Adams. Srovnáńı provedeme na dvou systémech, prvńı bude dvojkyvadlo, druhý
bude osmiúhelńıková tensegrita. Na Obr. 5.1 je ukázána konfigurace dvojkyvadla, ze které
spoušt́ıme výpočet v programu Adams, a nastaveńı parametr̊u výpočtu.

Obrázek 5.1: Dvojkyvadlo v programu Adams

Na Obr. 5.2 je zobrazeno porovnáńı pr̊uběhu natočeńı tyč́ı vypoč́ıtaného oběma pro-
gramy. Vzhledem k tomu, že rozd́ıl neńı na prvńı pohled zřejmý, vykresĺıme rozd́ıl mezi
hodnotami źıskanými z obou programů. Na Obr. 5.3 je zobrazen vývoj chyby ϕc, udávaj́ıćı
rozd́ıl mezi úhly natočeńı źıskanými oběma zp̊usoby výpočtu. V numerickém výpočtu velmi
záviśı na výběru funkćı pro výpočet diferenciálńıch rovnic a nastaveńı tolerance v obou
programech, výchoźıch hodnot jsme změnili povolenou chybu jak v programu Adams, tak
v nasteveńı funkce ode45 v MATLABU na 10−8. Pro dvojkyvadlo se rozd́ıl mezi daty
źıskanými oběma zp̊usoby výpočtu pr̊uběhem času zvětšuje, zřejmě vlivem numerického
tlumeńı v jednom z programů. Vzhledem k tomu, že se relativńı chyba pohybuje nejvýše
v řádu jednotek procent, lze ř́ıct, že navržený program dává téměř stejné výsledky jako
Adams.
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Obrázek 5.2: Pr̊uběh natočeńı obou tyč́ı
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Obrázek 5.3: Pr̊uběh chyby výpočtu natočeńı
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Přidáńım pružin namodelujeme v programu Adams osmiúhelńıkovou tensegritu v předepsa-
né poloze, Obr. 5.4, nastav́ıme volné délky pružin tak, jak jsme je dostali z form-findingu,
a budeme sledovat pr̊uběh polohy a sil v čase, ve kterém přejde do rovnovážné polohy. Na
Obr. 5.5 je zobrazen vývoj chyb při výpočtu souřadnic polohy tyč́ı tensegrity. Stejně jako
v předchoźım př́ıpadě je relativńı chyba v řádu jednotek procent.

Obrázek 5.4: Osmiúhelńıková tensegrita v programu Adams
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Obrázek 5.5: Pr̊uběh chyby výpočtu souřadnic tyč́ı tensegrity
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5.3 Aplikace na vybrané př́ıklady tensegrit

V navrženém programu spust́ıme form-finding a výpočet dynamiky několika tensegrit. Po-
stup spuštěńı programu je nejdř́ıve v nodes nastavit polohy uzl̊u v požadované poloze,
spustit program s form-findingem a vygenerovat tak vektor volných délek. Následně změnit
polohy uzl̊u do deformované polohy a spustit program bez form-findingu. Výstupem pro-
gramu je vizualizace ukazuj́ıćı změnu tvaru tensegrity v čase, data udávaj́ıćı souřadnice
polohy tyč́ı a jejich rychlosti, a data udávaj́ıćı vývoj sil v lanech v čase.

Zkoumanými tensegritami budou osmiúhelńıková tensegrita, jej́ı modifikace s přidanými
lany, dva typy tř́ıpatrové tensegrity tř́ıdy 1 a tř́ıpatrová tensegrita tř́ıdy 2.

5.3.1 Osmiúhelńıková tensegrita

Na Obr. 5.6 je ukázána počátečńı a rovnovážná poloha osmiúhelńıkové tensegrity. Na
Obr. 5.7 je vykreslen pr̊uběh polohy težǐst’ tyč́ı a jejich úhel natočeńı v čase. Rychlosti
těchto souřadnic jsou vykresleny na a Obr. 5.8. Na Obr. 5.9 je vykrelsen pr̊uběh sil v lanech.

Lana spojuj́ıćı tyče t́ımto zp̊usobem dokáž́ı udržet tensegritu v požadovaném tvaru,
nicméně po vychýleńı z rovnovážné polohy má toto předpět́ı problém dostat ji zpět. Je
vidět, že tensegrita v této konfiguraci po deformaci kmitá kolem rovnovážné polohy a
ustáleńı trvá velmi dlouho, cca 600 sekund. V daľśım př́ıkladu ukážeme, jak lze kmitáńı
tensegrity utlumit přidáńım diagonálńıch lan.
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Obrázek 5.6: Počátečńı a rovnovážná poloha osmiúhelńıkové tensegrity
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Obrázek 5.7: Pr̊uběh polohy osmiúhelńıkové tensegrity
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Obrázek 5.8: Pr̊uběh rychlosti osmiúhelńıkové tensegrity
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Obrázek 5.9: Pr̊uběh sil v lanech u osmiúhelńıkové tensegrity

5.3.2 Osmiúhelńıková tensegrita s přidanými diagonálńımi lany

Počátečńı a rovnovážná poloha osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými diagonálńımi lany
je zobrazena na Obr. 5.10. Na Obr. 5.11, respektive Obr. 5.12 je vykreslen pr̊uběh polohy
težǐst’ tyč́ı a jejich úhel natočeńı v čase, respektive rychlosti těchto souřadnic.

Přidáńım lan jsme dokázali pohyb soustavy do velké mı́ry utlumit. V porovnáńı s předchoźım
př́ıkladem se tensegrita v této konfiguraci ustáĺı podstatně rychleji, tj. do 10 sekund
v porovnáńım s 600 sekundami bez diagonálńıch lan. Pr̊uběh sil v lanech je zobrazen
na Obr. 5.13.
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Obrázek 5.10: Počátečńı a rovnovážná poloha osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými lany
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Obrázek 5.11: Pr̊uběh polohy osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými lany
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Obrázek 5.12: Pr̊uběh rychlosti osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými lany
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Obrázek 5.13: Pr̊uběh sil v lanech u osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými lany

5.3.3 Tř́ıpatrová tensegrita s pravoúhlými lany

Jde o tensegritu třdy 1 složenou ze tř́ı X tensegrit, které jsou spojeny lany zp̊usobem
naznačeným na Obr. 5.14, který zobrazuje jak deformovanou, tak rovnovážnou polohu.
Výstupem simulace je pr̊uběh polohy težǐst’ tyč́ı, jejich úhel natočeńı a rychlosti v čase,
výstup je zobrazen na Obr. 5.15 a Obr. 5.16. Graf na Obr. 5.17 ukazuje śıly v lanech.
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Obrázek 5.14: Počátečńı a rovnovážná poloha tř́ıpatrové tensegrity s pravoúhlými lany
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Obrázek 5.15: Pr̊uběh polohy tř́ıpatrové tensegrity s pravoúhlými lany
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Obrázek 5.16: Pr̊uběh rychlosti tř́ıpatrové tensegrity s pravoúhlými lany
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Obrázek 5.17: Pr̊uběh sil v lanech u tř́ıpatrové tensegrity s pravoúhlými lany

5.3.4 Tř́ıpatrová tensegrita s diagonálńımi lany

Stejně jako v předchoźım př́ıklad jde o tensegritu složenou ze tř́ı X tensegrit, které jsou
tentokrát spojeny diagonálńımi lany. Na Obr. 5.18 je ukázána počátečńı a rovnovážná
poloha této tensegrity. Na Obr. 5.19 je vykreslen pr̊uběh polohy težǐst’ tyč́ı a jejich úhel
natočeńı v čase. Rychlosti těchto souřadnic jsou vykresleny na a Obr. 5.20. V simulaci
vypoč́ıtáné śıly v lanech jsou zobrazeny na Obr. 5.21.
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Obrázek 5.18: Počátečńı a rovnovážná poloha tř́ıpatrové tensegrity s diagonálńımi lany
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Obrázek 5.19: Pr̊uběh polohy tř́ıpatrové tensegrity s diagonálńımi lany
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Obrázek 5.20: Pr̊uběh rychlosti tř́ıpatrové tensegrity s diagonálńımi lany
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Obrázek 5.21: Pr̊uběh sil v lanech u tř́ıpatrové tensegrity s diagonálńımi lany

5.3.5 Tř́ıpatrová tensegrita tř́ıdy 2

Jde o tensegritu tř́ıdy 2, tedy takovou, kde jsou některé tyče mezi sebou spojeny rotačńımi
vazbami. Z deformované počátečńı polohy přejde systém do počátečńı polohy, obě tyto
polohy jsou ukázány na Obr. 5.22. Pr̊uběhy polohy a rychlost́ı tyč́ı jsou vykresleny v grafech
na Obr. 5.23 a Obr. 5.24. Pr̊uběh sil v lanech je zobrazen na Obr. 5.13.

-2 -1 0 1 2 3

x [m]

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

y
 [
m

]

-2 -1 0 1 2 3

x [m]

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

y
 [
m

]

Obrázek 5.22: Počátečńı a rovnovážná poloha tř́ıpatrové tensegrity tř́ıdy 2
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Obrázek 5.23: Pr̊uběh polohy tř́ıpatrové tensegrity tř́ıdy 2
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Obrázek 5.24: Pr̊uběh rychlosti tř́ıpatrové tensegrity tř́ıdy 2
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Obrázek 5.25: Pr̊uběh sil v lanech u tř́ıpatrové tensegrity tř́ıdy 2

Na př́ıkladech v sekćıch 5.3.3, 5.3.4 jsme ukázali, že existuje v́ıce možných konfiguraćı
lan, pro které bude tensegrita při stejném rozložeńı tyč́ı stabilńı. Velmi podobně oběma
předchoźım konfiguraćım se chová i tensegrita tř́ıdy 2 zkoumaná v sekci 5.3.5

5.4 Velikost sil v lanech

Grafy na Obr. 5.9, Obr. 5.13, Obr. 5.17, Obr. 5.21 a Obr. 5.13 je obt́ıžné interpretovat.
Ukažme si tedy na př́ıkladu osmiúhelńıkové tensegrity s přidanými diagonálńımi lany jejich
pr̊uběh vizuálně.

V deformovaném stavu na Obr. 5.26 je vidět, že pro tuto tensegritu jsou śıly bud’

velmi vysokých hodnot (tmavě červená barva), nebo jsou naopak nulové v př́ıpadě, že se
lano nepropne. Soustava poměrně rychle změńı sv̊uj tvar a většina sil se zač́ıná zmenšovat.
Na Obr. 5.27 má tensegrita už tvar bĺıž́ıćı se tomu, který má v rovnovážné poloze, ale
stále se pohybuje. Povšimněme si rozd́ılu v silách diagonálńıch lan při nakloněńı vlevo a
vpravo. Postupem času se kmitáńı zmenšuje a śıly se přibližuj́ı k hodnotám, které maj́ı
v rovnovážné poloze. Velikosti sil v rovnovážné poloze jsou ukázány vpravo na Obr. 5.28.
Největš́ı śıly v rovnovážné poloze p̊usob́ı v diagonálńıch lanech.
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Obrázek 5.26: Velikosti sil v lanech v čase t = 0 s, t = 0.05 s
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Obrázek 5.27: Velikosti sil v lanech v čase t = 0.3 s, t = 0.4 s
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Obrázek 5.28: Velikosti sil v lanech v čase t = 0.5 s, t = 10 s
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5.5 Změna tvaru tensegrity zkracováńım lana

Naznačme, jakým zp̊usobem by bylo možné ř́ıdit pohyblivé tensegeitické systémy. Změnou
volné délky jednoho z lan lze doćılit změny rovnovážné polohy. Ukažme si to na tensegritě
tř́ıdy 2, kterou vytvoř́ıme spojeńım dvou X tensegrit přidáńım jednoho lana s volnou délkou
L10 a rotačńı vazby mezi dvěma tyčemi. Schéma tensegrity je zobrazeno na Obr. 5.29.

Obrázek 5.29: Schéma tensegrity tř́ıdy 2 složené ze dvou X tensegrit

Výpočet zač́ıná v rovnovážné poloze, kde má modře značené lano spojuj́ıćı obě části
volnou délku L10 = 1.7 m. Volnou délku lana v čase t 3 s začneme zmenšovat rychlost́ı 0.1
m/s do ćılové volné délky 1.2 m. Na Obr. 5.33, Obr. 5.34 a Obr. 5.35 je ukázána změna
tvaru tensegrity v čase při zkracováńı tohoto lana.

V daľśım výpočtu zdvojnásob́ıme rychlost zkracováńı lana na 0.2 m/s a ostatńı para-
metry ponecháme stejné. Pro dvě zvolené rychlosti můžeme porovnat, jak se bude vyv́ıjet
velikost śıly ve vyznačeném laně, graf tohoto vývoje je zobrazen na Obr. 5.30. Volná délka
lana se na rozd́ıl od skutečné délky měńı lineárně, tento rozd́ıl je ilustrován na Obr. 5.31 pro
obě rychlosti. Pohyb horńı X tensegrity lze popsat pomoćı souřadnic težǐstě jedné z jej́ıch
tyč́ı, na Obr. 5.32 je zobrazen pr̊uběh souřadnic x a y pro obě rychlosti.
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Obrázek 5.30: Porovnáńı sil ve vyznačeném laně pro obě rychlosti
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Obrázek 5.31: Porovnáńı volných a skutečných délek lan pro obě rychlosti
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Obrázek 5.32: Porovnáńı polohy těžǐstě horńıho bloku tensegrity pro obě rychlosti
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Obrázek 5.33: Změna polohy při zkracováńı volné délky lana, zobrazeny polohy pro čas
t = 3 s, t = 4 s, t = 5 s

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x [m]

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

y
 [

m
]

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x [m]

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

y
 [

m
]

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x [m]

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

y
 [

m
]

Obrázek 5.34: Změna polohy při zkracováńı volné délky lana, zobrazeny polohy pro čas
t = 6 s, t = 7 s, t = 8 s
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Obrázek 5.35: Změna polohy při zkracováńı volné délky lana, zobrazeny polohy pro čas
t = 9 s, t = 10 s, t = 11 s
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Kapitola 6

Závěr

Obsahem práce bylo seznámeńı se s konceptem tensegritńıch struktur, dále hledáńı rov-
novážného stavu tensegrity metodou form-finding, odvozeńı dynamického modelu pro ro-
vinné tensegrity v podobě soustavy algebro-diferenciálńıch rovnic. Byl vytvořen vlastńı
program, který tyto rovnice dokáže sestavit. Všechny vytyčené ćıle práce tedy byly splněny.

Praktická část byla realizována v programu MATLAB, ověřeńı výsledk̊u potom v pro-
gramu Adams. Využit́ım vlastńıho implementovaného programu byly ukázány simulace
pro pět př́ıklad̊u tensegritńıch soustav. Na jedné z nich byly vizualizovány vypoč́ıtané śıly
v lanech. Posledńı simulace ukazovala použit́ı programu pro výpočet aktivńı tensegrity.
Navrženým programem lze provést výpočet pro libovolnou rovinnou tensegritu tř́ıd 1 a 2.

V budoucnu lze principy použité v této práci rozš́ı̌rit na prostorové tensegrity, př́ıpadně
na tensegrity s obecněǰśımi prvky, než jsou tyče. Daľśım směrem budoućıho výzkumu může
být ř́ızeńı tvaru tensegrity pomoćı aktuátor̊u měńıćı volnou délku lan.
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