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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace se zaméiuje na matematické modelovani a dynamickou analyzu
tensegritnich soustav. Prvni dvé kapitoly shrnuji motivaci pro zkoumani téchto soustav
a popisuji jejich historii a praktické vyuziti. Dale je predstavena problematika urcovani
predpéti v lanech a je zpracovano zakladni feseni této tilohy pomoci metody form-finding.
V dalsi kapitole jsou odvozeny pohybové rovnice tensegritni soustavy vcetné detailniho
vypoctu sil v lanech. Ovéteni ziskanych vysledku je provedeno porovnanim s vysledky
vypoc¢itanymi profesiondlnim softwarem Adams. Vyuziti vlastniho implementovaného pro-
gramového vybaveni je ukdzano na nékolika vybranych prikladech tensegritnich systému.
Zavérem je vyzkouSeno, zda je mozné navrhovany zpusob vyuzit i pro vypocet aktivnich
tensegrit.

Klicova slova: tensegrity, form-finding, predpéti, pohybové rovnice, Lagrangeovy rovnice,
Matlab



ABSTRACT

This bachelor thesis focuses on mathematical modeling and dynamic analysis of tensegrity-
based systems. The first two chapters briefly summarize the motivation for the study of
these systems and describe their history and practical usage. The problem of determining
the preload in cables is introduced and simple solution is proposed by a method of form-
finding. In next chapter, motion equations of a tensegrity system are derived including the
detailed expressions of forces in cables. The verification of the results is then accomplished
by comparing them to the results calculated by Adams professional software. The usage
of the implemented in-house software is shown by means of chosen examples of tensegrity
systems. Finally, it is tested whether it is possible to use the proposed method on active
tensegrity systems.

Keywords: tensegrity, form-finding, preload, motion equations, Lagrange’s equations,
Matlab
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Kapitola 1
Uvod

Tensegritni struktury jsou soustavy prvkia namahanych v tlaku (ty¢e) a prvku namahanych
v tahu (lana), které vzajemné tvoii staticky neur¢itou konstrukei ve stabilni poloze. Oznace-
ni tensegrity vychéazi z anglictiny ze spojeni slov tension a integrity, tedy napéti a integrita
(celistvost). Tento ndzev pomérné dobre vystihuje jejich charakter, tedy struktury stabili-
zované pomoci predpéti v lanech.

Ackoliv maji tensegritni struktury fadu dobrych vlastnosti, jejich praktické vyuziti
nenabyva plného potencialu. Motivaci této bakalaiské préace je zpracovani programu pro
automatické reseni pohybovych rovnic na zakladé konfigurace tensegrity, coz muze usnadnit
praktické vyuziti tensegritnich systému pro pro prumyslové aplikace.

1.1 Cile prace

Cile této bakalarské prace jsou
e Seznameni se zakladnimi koncepty tensegrit, jejich klasifikaci, definicemi a popisem.

e Seznameni se s problematikou hledani predpéti lan pomoci metody form-finding a
zpracovani jednoduché metody pro jeji feSeni.

e Vypracovani a implementace matematického modelu popisujictho dynamické vlast-
nosti tensegrity a ovéreni ziskaného feseni pomoci profesionalniho softwaru.

1.2 Struktura prace

V kapitole 2 jsou shrnuty nékteré zakladni poznatky o historii tensegrit, jejich definice a
vyuziti. V kapitole 3 je popsana metoda form-finding pro nalezeni predpéti lan tensegrity.
V kapitole 4 jsou feSen dynamicky model tensegrity. V kapitole 5 je popsdn vytvoreny
program a jsou porovnana data ziskana timto programem s daty ziskanymi profesiondlnim
softwarem. Nasleduje nékolik prikladu ziskanych reseni.



Kapitola 2

O tensegritach

2.1 Historie

Objevitely tensegrit muzeme nazyvat tii osoby, v [2], [3], [4] jsou zminovéni Richard
Buckminster Fuller, David Georges Emmerich a Kenneth D. Snelson. Fuller byl profe-
sorem na Black Mountain College v USA a Snelson byl studentem umeéni. A byl to prave
Snelson, ktery v roce 1948 vymyslel a sestavil prvni model tensegritni konstrukce, Obr. 2.1,
a ukazal ho svému uciteli. Fuller jako prvni pro tento typ struktury pouzil pojem tense-
grity. Nejdrive na dalsim vyzkumu pracovali spolec¢né, ale Fuller posléze ve svych pracich
prestal autorstvi Snelsona zminovat a kvuli tomu mezi nimi vznikl spor, ktery nebyl ni-
kdy vytesen. Nezavisle na nich Emmerich zacal studovat tensegrity inspirovan praci Karla
logansona z roku 1920, Obr. 2.2. Fuller, Snelson i Emmerich dospéli k velmi podobnym
vysledkum a obdrzeli patenty v rozmezi nékolika let.

Obrazek 2.2: Prvni proto-tensegritni

Obrazek 2.1: X-piece tensegrita, struktura, prevzato z [13]
prevzato z [14]



Jako prvni se o struktury téchto vlastnosti zajimali predevsim umeélci, konkrétné so-
chari. Postupné se tento koncept presunul pies uméni do architektury, stavebniho inzenyr-
stvi, robotiky, leteckého a vesmirného prumyslu. Pravé zde totiz vyniknou vyhodné vlast-
nosti takovych struktur, predevsim jejich nizka hmotnost a skladnost, dalsi vyhody jsou
podrobnéji diskutovany v [2]. Ty¢e a lana nedosahuji pii skladovani takového objemu a
hmotnosti jako konvenéni materidly. Skladovat a piepravovat lze bud rozloZené, nebo v ta-
kové konfiguraci, kterd ma maly objem. Priklady nejcastéjstho vyuziti jsou antény, stozary
a solarni panely.

2.2 Definice

Vétsiho vyzkumu se tensegrity dockaly na konci 20. stoleti. Uvedeme nékolik definic z to-
hoto obdobi zminénych v [2].

Definice 1 (Tensegritni systém, Motro, 2003) Tensegritni systémy jsou diskrétni
prostorové systémy ve stavu vnittniho napéti. Vsechny jejich prvky jsou stejného tvaru a
velikosti. Prvky v tahu maji nulovou tuhost v tlaku a tvori souvislou mnozZinu. Pevné proky
namdhané v tlaku tvori nesouvislou mnozZinu. KaZdy uzel obsahuje nanejvys jeden stlaceny
proek.

Definice 1 jasné rozlisuje dvé mnoziny prvku, jednu, ve které jsou prvky namajany
pouze v tlaku, a druhou, ve které jsou prvky namajany pouze v tahu. Zaroven striktné
predepisuje, ze se pevné prvky nesmi dotykat a musi mit stejnou velikost.

Definice 2 (Hanaor, 1994) Tensegritni systémy jsou vnitrné predpjaté, bez vnéjsi
podpory stojici systémy proki s kloubovymi spoji. V téchto systémech jsou kabely nebo lana
napindna proti systému tyci nebo vzper.

Definice 2 je oproti definici 1 vice benevolentni a pokousi se o obecnéjsi popis, kde navic
dovoluje, ze se pevné prvky mohou dotykat a nemusi tvorit nesouvislou mnozinu.

Definice 3 (Skelton a kolektiv, 2001) Tensegrita tridy k (anglicky class-k) je takovd
tensegrita, ve které se v jednom uzlu setkdvd nejvyse k tyci.

Tato definice je rozsitenim predchozich definic, diky které lze tensegritické struktury
rozdélit do t¥id. S ohledem na tuto definici je nejjednodussim typem tensegrita tiidy 1, kde



je v kazdém uzlu pouze jeden konec tyce, a zadné tyce tedy nejsou v kontaktu. Na Obr. 2.3
a Obr. 2.4 je ukazan rozdil tensegrity tfidy 1 a tensegrity tiidy 2.

Obrazek 2.3: Tensegrita tiidy 1

Obréazek 2.4: Tensegrita tiidy 2

2.3 Tensegrity v umeéni a architekture

Mezi prvni dila patif napiiklad v [5] popisovany ”the Skylon”, Obr. 2.5, z roku 1951 autoru
Hidalgo Moya, Philip Powell a Felix Samuely. Slo o vysokou §tihlou tensegritu, ktera byla
postavena v Londyné u feky Temze. Dalsim typickym prikladem zminovanym v [2] a [3] je
skulptura od Kennetha Snelsona z roku 1968 zvana ”Needle tower”, Obr. 2.6.

Obrazek 2.6: Needle Tower,

Obrazek 2.5: The Skylon, prevzato z [11] 3
prevzato z [10]



Vyhodou tensegrit v porovnani s tradicnimi strukturami je vyrazné nizsi hmotnost
a objem materialu bez ztraty tuhosti a pevnosti. Diky tomu se princip tensegrit zacal
vyuzivat v architektufe, napriklad pti stavbé zavésenych stiech u velkych budov, zejména
sportovnich stadionu. Za ptiklad lze uvést Gymnastickou arénu pro Olympijské hry v Se-
oulu 1988, The Georgia Dome pro Olympijské hry v Atlanté 1996 nebo fotbalovy stadion
v Seogwipo Jeju pro Mistrovstvi svéta ve fotbale 2002 v Jizni Koreji, Obr. 2.7. Prvni hyb-
ridni tensegritni most, Obr. 2.8, byl postaven v roce 2009 v Queenslandu, Austrélii, jde
o most Kurilpa pres feku Brisbane.

Obrazek 2.7: Fotbalovy stadion v Seogwipo Jeju, Jizni Korea, prevzato z [12]

Obrazek 2.8: Most Kurilpa, Australie, prevzato z [9]



2.4 Tensegrity v prirodé, v biologii

Jako tensegritni strukturu muzeme chapat i anatomii lidského nebo zviteciho téla. Kosti
predstavuji prvky namahané v tlaku a svaly, vazy a Slachy zase prvky naméahané v tahu.
Diky adekvatni zméné napéti ve svalech lze celou strukturou flexibilné hybat do potiebné
polohy a ménit jeji tvar.

Nemusime se vSak pohybovat pouze na makroskopické irovni. Popis pomoci tensegrit
se uplatnil i v biochemii a mikrobiologii, naptiklad pii tvorbé modelu bunky. Donald E.
Ingber, profesor patologie na Harvard Medical School, ptisel s hypotézou, ze organické
bunky je mozné modelovat s vyuzitim konceptu tensegrit. V [5] je popséano, ze pomoci lan a
ty¢i 1ze modelovat prvky bunééného cytoskeletonu, konkrétné mikrotubuly, mikrofilamenty
a intermediarni filamenta. Experimenty potvrdily, ze takto vytvoreni tensegritni model se
pri interakci s okolim chova stejné jako organicka bunka.



Kapitola 3

Form-finding

Jednou z hlavnich tloh pfi navrhovani tensegritnich struktur je form-finding. Jedna se
o proces nalezeni predpéti lan tak, aby struktura byla ve stabilnim predepjatém stavu.
Tento vypocet provedeme pomoci metody silové hustoty (force density method). Hlavni
myslenka metody navrzené v [1] a [3] je zaloZena na sestrojeni matice hustoty sil D a jeji
nasledné analyze.

3.1 Sestrojeni matice hustoty sil

Pro tensegritu s n uzly a m prvky (pticemz prvky rozumime jak tyce, tak lana) ma matice
hustoty sil D velikost n x n a pro jeji prvky plati

Y. qx  proi=j,
keS

D = [dij] = —q pokud jsou uzly i a j spojeny prvkem £k, (3.1)

0 jinak

kde S je mnozina vSech prvku sousedicich s uzlem ¢, k je ¢islo prvku, ktery spojuje uzly
{i,j}. Navic plati, ze silové hustoty g jsou kladné pro lana a zdporné pro tyce.

Matici D muzeme dostat jednodusim zptusobem s vyuzitim konfiguracni matice C. Ta
ma velikost m x n a pro jeji prvky plati

-1 pokud ¢ je pocatecni uzel prvku j,
C=lc]=<1 pokud ¢ je koncovy uzel prvku j, (3.2)
0 jinak.



Potom matice D
D = C” - diag{q} - C, (3.3)

kde q je vektor silovych hustot jednotlivych prvku tensegrity délky n. Dale pro druhy ¢len
plati

@i 0 - 0
diag{q} = | . 0 | (3.4)
0 - 0 qn

Pro jednoduchou X tensegritu na Obr. 3.1 bude matice C vypadat timto zpusobem

1 0 0 -1
0 1 -1 0
1 -1 0 O
C= L 0 -1 o0 (3.5)
0 1 0 -1
o 0 1 -1
V kombinaci s jednotkovym vektorem q
q=[-1 -1 1 1 1 1], (3.6)
bude matice D pro tuto tensegritu ve tvaru
1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
D= 11 1 -1 (3.7)
1 -1 -1 1

1 2
Obrazek 3.1: Schéma X tensegrity
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Pro tensegrity je zavadén pojem super-stabilita. V [8] je definovan takto

Definice (Super-stabilita) Pokud je tensegritni systém v rovnovazném stavu, tedy ve
stavu s minimalni celkovou potencidlni energii, vZdy nezdvisle na predpéti a materialovych
vlastnostech, pak je tento systém super-stabilni.

V [1], [3] je popsano, Ze pro to, aby byla tensegrita super-stabilni, musi byt matice
D pozitivné semi-definitni a pro rovinnou tensegritu musi byt tii nejmensi vlastni ¢isla
nulova (pro prostorovou tensegritu by to musela byt ¢tyii nejmensi vlastni ¢isla). To ale
pro slozitéjsi tensegrity nemusi byt vzdy mozné, a proto budeme hledat vektor q tak, aby
byla tato vlastni ¢isla minimalni.

3.2 Algoritmus pro form-finding

Form-finding provedeme pomoci optimalizacniho algoritmu, v némz vyuzijeme cilovou
funkci tvorenou funkcemi a a 3.
Funkci a definujeme jako

3
j=1

kde A; jsou vlastni ¢isla matice D sefazend A\; < A < --- < A,.
Funkci 8 definujeme jako

<N
B=> —. (3.9)
i—1 i
Déava smysl rozdélit jednotlivé prvky do skupin podle symetrie a zredukovat pocet
hledanych silovych hustot z m na M, kde M je pocet symetricky zatizenych skupin.
Optimalizacni ulohu pak definujeme jako minimalizaci souc¢inu « - 3, kde navic plati
podminky

—1<¢q; <0 pro tyce,
=1 proty (3.10)
0<¢q <1 prolana.

V [1] je navrhovanym zpusobem optimalizace geneticky algoritmus. V ramci jedno-
duché implementace vyuzijeme metodu diferencidlni evoluce popsanou v [6], kterd pracuje
s podobnymi principy.

e Nejdiive vytvorime pocatecni generaci P s poctem jedincu (bodu, vektorn) N. Kazdy
jedinec je vektor délky M, kde pro prvek odpovidajici tyci ndhodné vygeneruje hod-
notu v rozmezi [-1, 0] a pro prvek odpovidajici lanu hodnotu v rozmezi [0, 1].

e Novou generaci dostaneme tak, ze pro kazdy vektor x; ze staré generace vytvorime
potencionédlniho konkurenta y, rozhodeme, pro ktery z vektoru x;, y obdrzime nizsi
hodnotu cilové funkce, a tento vektor pak zaradime do nové populace Q).
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e Pro kazdy vektor x; vygenerujeme vektor u podle vztahu
u:a1+F(a2—a3), (311)

kde a;, az, ag jsou ndhodné vybrané navzajem ruzné vektory z generace P odlisné
od aktualndho vektoru x;, F' > 0 je vstupni parametr algoritmu.

e Vektor y ziskame kiizenim vektoru x;, u. To provedeme tak, ze pro vSechna j=1,2,... .M
prvek z;; nahrazujeme prvkem u; s pravdépodobnosti C. C' je vstupni parametr al-
goritmu voleny v intervalu [0, 1].

e Pro optimaliza¢ni algoritmus je tieba jesté pripojit zastavovaci podminky. Ty pouzije-
me dveé, prvni z nich bude maximalni pocet iteraci oznac¢end vstupnim parametrem
maxevals, a druha bude velikost rozdilu mezi maximalni a minimalni hodnotou cilové
funkce v celé populaci, tuto podminku ozna¢ime vstupnim parametrem my eps.

Vstupni parametry pro algoritmus genetického algoritmu byly zvoleny jako

N=10-M,
F =08,
C =07, (3.12)

max evals = 10%,

my eps = 10710,

7 duvodu, ze uloha ma velké mnozstvi lokalnich minim, provedeme cely algoritmus
vicekrat, v naSem pripadé deset opakovani, a vybereme z nich nejlepsi feseni xggst. Vektor
xgesT Ma délku M a je tieba prejit zpét na vektor délky m. To je hledany vektor silovych
hustot q.

3.3 Vypocet volnych délek lan

Po nalezeni vektoru silovych hustot g pouzijeme postup navrzeny v [3]. Pievedeme hodnoty
silovych hustot na volné délky jednotlivych predepnutych lan. Pro m-té lano plati

ky + (Ly — Lino)

Lm )
kde L,, je délka lana, respektive vzdalenost uzli, které lano spojuje, L,,o je volna délka
lana a k, je navrhova tuhost.

Na tomto misté nelze pouzit skutecnou tuhost, kterou pozdéji pouzijeme ve vypoctu
dynamiky, protoze silové hustoty jsme také nevypocitaly skutecné. Tim, Ze jsme pro opti-
malizaci nastavili jejich rozmezi na [-1,1], zndme jen jejich zobrazeni do tohoto intervalu.
Vypocet dava dobré vysledky pro 5 < k,, < 50. Pro dalsi vypocty ponechame k, na dolni
hranici, tedy &, = 5.

dm = (313)

12



Volnou délku pak jednoduse ziskame tipravou rovnice (3.13) jako

Lyo=L,, —
0 T

(3.14)

3.4 Ukazka aplikace form-findingu

Algoritmus form-findingu demostrujeme na ptipadu osmitihelnikové tensegrity. Jeji schéma
a rozdéleni prvku podle symetrie je ukazano na Obr. 3.2.

3 (2 4

ty (1)

t3 (1)

f () b
s (3)", A (3)

Obrazek 3.2: Schéma osmitihelnikové tensegrity

Vektor silovych hustot q, ktery aplikaci algoritmu obdrzime mé podobu

q = [-0.2511,—-0.2511, —-0.2511, —0.2511, 0.8573,0.7101, . . .

3.15
0.8573,0.7101,0.8573,0.7101, 0.8573,0.7101]. ( )

Vynechame zaporné silové hustoty nélezici ty¢im a podle rovnice (3.14) vypocitame
volné délky jednotlivych lan, vysledky vypoctu jsou zaznamenany v tabulce 3.1. Je ziejmé,
ze vSechna lana jsou v napjatém stavu a zarucuji tak, ze tensegrita drzi tvar v rovnovazné
poloze.

Lano Délka Volnéa délka
lis 1.0000m | 0.8285m

loags | 1.4142m | 1.2134m
ls.7 1.0000m | 0.8285m

Tabulka 3.1: Délky a volné délky lan osmitthelnikové tensegrity
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Kapitola 4

Dynamicky model rovinné tensegrity

Pro provedeni simulace je tfeba nejdtive sestavit pohybové rovnice, s jejichz pomoci popise-
me dynamiku systému. Z duvodu, ze tycCe jsou namahany jen v tlaku a v ohybu, lze pomérné
dobte sestavit rovnice popisujici tensegritické struktury. Pii sestavovani matematického
modelu zanedbame pasivni ucinky.

4.1 Pohybové rovnice jedné tyce

Predpokladame, Ze tyce jsou dokonale tuha télesa. Tyc¢ e 1ze popsat pomoci ti{ zobecnénych

soutadnic, slozky vektoru rre = [7e, y7.] uddvajici polohu tézisté tyce a ihlu natoceni ..

Faex

Obrézek 4.1: Zobecnéné souradnice tyce e

14



K sestaveni matematického modelu jedné tyce vyuzijeme Lagrangeovy rovnice smiseného
typu. Ty lze formulovat ve tvaru

i - —|— € A = es 41
dt \ 0s Js Os Q (4.1)
kde Ej. je kinetickd energie tyce e, s = [re, Yre, @e]” je vektor zobecnénych soufadnic,
% je Jacobiho matice vazeb, A je vektor Lagrangeovych multiplikdatoru a Q. je vektor
zobecnénych sil pusobicich na ty¢ e.

Kinetickou energie Ej, tyce vyjadiime jako

d <8Eke> 0B, 0®!

1 1.
Ege = §mev%e + 2 39057 (4'2)

kde m, je hmotnost tyce e, I, je moment setrvacnosti tyce e ke ose kolmé na rovinu XY

Ve = &7¢ + Jre. (4.3)
Dosazenim (4.3) do (4.2) dostaneme kinetickou energii ve tvaru

1. 1. 1.
Eke = éme‘r%e + émey%e + 5 Egpg' (44)
Nékteré tyce mohou byt pripojeny k ramu nebo k jinym ty¢im rota¢nimi nebo obecnymi
vazbami. Bez Gjmy na obecnosti predpokladame, Ze jsou zadany tak, ze se vazba nachazi
v bodé A.. Rotacni vazbu vyjadiime dvéma vazbovymi rovnicemi zapsanymi ve vektoru

®,., obecnou vazbu vyjadiime jednou vazbovou rovnici P,
0
= , 4.5
i (43)

l. .
b, = yre — 5 sin g, — Aey = 0. (4.6)

P, =

le o
Qo | | yre — % SN — Aey

<I>1] [xn — L cospe — Ay

Rovnice (4.1) pro tyce, které nejsou pripojeny zadnymi vazbami, neobsahuje tfeti ¢len
odpovidajici vazbovym silam a Lagrangeovym multiplikatorim a jejich pohybové rovnice
prejdou do tvaru Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Prvni ¢len rovnice (4.1) lze vyjadrit jako

d (0B ...
E( 95 ) = MeS, (47)

kde M, je matice hmotnosti tyce e. Tato matice ma tvar

me 0 O
M,=|0 m, 0], (4.8)
0O 0 1.



druhy ¢len rovnice (4.1) je nulovy

aEke
Js

Jacobiho matici vazeb oznacme jako ®4. Lze ji napsat jako matici 2 x 3 v piipadé
rotacni vazby, nebo jako matici 1 x 3 v pripadé obecné vazby

~ 0. (4.9)

o0Pq 0P, 0P
@ _ @ o 83:T 8yT &p (4 10)
s aS - 0Po 0P 0Po ’ :
Oxr Oyr Oy
acI)o 0P, 0%, 0%,

FAex + FBe:):
Qe = —Meg + FAey + FBey , (412)
(FAGCC - FB@CC)% sin Pe + (FBey - FAey)% COS Ye
kde g je tihové zrychleni a Flcy, Fpex, Facy, Fpey jsou slozky sil pusobici v bodech A, B,
viz Obr. 4.1.
Soustavu diferencidlnich rovnic reprezentujicich podminky dynamické rovnovahy tyce
lze pro ty¢ e napsat v maticovém tvaru
M5+ &1\ = Q.. (4.13)

S

V pripadé, ze je ty¢ spojena s ramem nebo jinou ty¢i pomoci rotacni ¢i obecné vazby, je
treba pridat vazbové podminky
®, = 0. (4.14)

Vazbové podminky je pro dalsi vypocet vyhodné dvakrat zderivovat

: 0P 0P
P, = g =0, 4.1
4 S+ T (4.15)
- v, . 0*®, ., d (0®.\. 0*®,
®, = s S+ 5z S +2E(as>s BT =0. (4.16)

Vzhledem k tomu, ze vazby jsou v tomto pfipadé skleronomni (nejsou explicitné zavislé
na case), budou posledni dva ¢leny ve vztahu (4.16) nulové. Druhy ¢len rovnice (4.16)
oznacime

(4.17)

16



Vztah (4.16) tedy muzeme piepsat jako

. 0%,
b, =—-5.—b,=0. 4.18
5 S (4.18)

Spojenim vztahu (4.13), (4.18) ziskdme soustavu algebro-diferencidlnich rovnic, kterou
maticové zapiseme jako

M, ®7] [3]  [Q.

e o B 419

4.2 Pohybové rovnice systému tyci

Systém slozeny z k ty¢i ma m = 3 - k zobecnénych soutadnic, z nichz n je nezavislych.
Celkovy pocet vazbovych podminek je r = m — n. Globalni matice M bude diagondlni
matice rozméru m X m a vznikne usporadanim lokalnich matic M, na diagondalu

M, 0 --- 0
0 M, --- 0

M= . 0 . (4.20)
0 -~ 0 M,

Globalni Jakobiho matice vazeb ®5 ma rozmeéry r x m

[0®1 91 |, 9%1]T]
831 882 asm
0By 0By . 0Py
831 832 asm
(4.21)
00, 9%, ... 0,
L 851 (982 asm .

Globalni vektor zobecnénych sil Q mé délku m a vznikne usporadanim lokélnich vektort
zobecnénych sil Q. pod sebe. Globalni vektor b ma délku r.

Soustava algebro-diferencialnich rovnic pro cely systém mé stejny tvar jako soustava
rovnic pro jednu ty¢, maticoveé ji zapiSeme jako

M &7 S Q
o o) - ) 42
Pro numerické feSeni této soustavy je vhodné tento vztah upravit. Maticovou rovnici
(4.22) rozepiseme do dvou rovnic

Ms + @I\ = Q, (4.23)

5= b. (4.24)

17



Z rovnice (4.23) vyjadiime §
§=M1(Q-®")N), (4.25)

dosadime (4.25) do (4.24) a vyjadiime A
PM(Q-®'N)=b — A= (dM ") H(dM'Q - b). (4.26)

Dosadime (4.26) zpét do (4.23) a ziskdme
Ms + @7 (@M ') H (@M 'Q - b) = Q. (4.27)

Druhy ¢len levé strany vztahu (4.27) pfevedeme na pravou stranu a nasledné celou rovnici
vyndsobime zleva matici M~! a dostaneme

s=M"'[Q-@" (@M @) (eM 'Q —b)]. (4.28)

4.3 Stabilizace numerického reseni

Pro nékteré pripady muze byt feseni numericky nestabilni a muze tak dochézet k poruseni
vyzbovych podminek. Proto vyuzijeme Baumgartovu stabilizaci popsanou v [7]. Rovnici
vazbové podinky (4.16) modifikujeme pfiddnim stabilizujicich ¢lenu. Modifikovana rovnice
bude mit tvar

&, +20®, + 2B, =0, (4.29)

kde «, 8 jsou vhodné zvolené konstanty. V nasem piipadé jsou pouzité konstanty a = 1,
3 = /2. Po dosazeni bude mit rovnice (4.29) tvar

o®, . PP, , d (0®.\. 0*®,
s+ -8 +2d_t S + +

2 2
Os Js Js ot (4.30)
12 (0B 5 9% F®, =0
o : .=0.
0s ot
Vektor b pak ve vysledném vyrazu nahradime vektorem b
b="b-2ad - 3*®. (4.31)
Dosazenim do (4.28) dostaneme vysledny vztah
s=M'[Q-®" (@M 'e") (M 'Q - b)], (4.32)

coz je vztah, ktery vyuzijeme pti numerickém vypoctu zobecnénych soutradnic, které popi-
suji polohu vsech ty¢i systému.

18



4.4 Urceni sil v lanech

Lana zjednodusené modelujeme jako pruziny s tuhosti & a tlumenim b. Kazdé lano spojuje
dva koncové body tyci, z nichz kazdy lezi na jiné tyci. Oznacme tyto tyce i a j a souradnice
bodu lezictho na ¢, respektive na j, oznacme z;,y;, respektive x;, y;.

[HJTi, de

m;g

Obrazek 4.2: Dvé tyce spojené lanem

Soutadnice bodu v zavislosti na zobecnénych souradnicich tyce pocéitame podle toho,
zda se jedna o bod A nebo B dané tyce

le
LAe = TTe — 5 COS Pe,

le .
Yde = YTe — 5 SN Pe,

z (4.33)
Tpe = Tre + 56008 De,

le .
YBe = Yre T 5 S111 Pe,

a stejné tak vyjadiime rychlosti téchto bodu
l

i'Ae = :tTe + §€Sin Pe * Sbea

. . le .

Yae = YTe — 5 COS Pe * Pe,

z (4.34)

j:Be = j;Te - EeSin Pe Qbea
l

yBe - yTe + §€COS Pe * Sbe'
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Délku lana L;; 1ze vypocitat jako

Lij = /(5 — zi)? + (45 — w)*, (4.35)
a v zavislosti na volné délce lana Ly muzeme vypocitat prodlouzeni lana jako
AL = L;; — Ly. (4.36)
Prodlouzeni lana AL zderivujeme podle casu

dAL  (z; — ;) (2 — &) + (y; — v:) (95 — Ui)

= . 4.37
Nyni muzeme vypocitat silu v lané jako silu pruziny Fj, a silu tlumeni F;.
kE - AL AL >0
" — pro ) (4.38)
0 pro AL <0,
b 9oL AL >0
F = a PO ’ (4.39)
0 pro AL < 0.

Je ale treba si uvédomit, ze lano pusobi silou pouze v tahu, takze pro zaporné prodlouzeni
budou tyto sily rovny nule.
Déle vypocitame sily Fy, F,, coz jsou slozky sily v lané promitnuté do sméru z,y

Fx:(Fp+E)'60877

4.40
F, = (F, + F,) - sin~. (4.40)

Na Obr. 4.2 je vyznacen uhel v udédvajici orientaci lana. S pomoci (4.33), (4.34) a (4.35)
muzeme vypocitat sinus a kosinus tohoto hlu jako

cosy = T
L (4.41)

siny = Yi — Vi

Dosazenim (4.41) do (4.40) dostaneme
K 4.42
F,=(F,+F).- 2% e
y=(Fp+F)- T
ij

Takto ziskané sily pricteme k silam v prislusném smeéru na bodu télesa ¢ a odecteme od sil
bodu télesa j.
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4.5 Aplikace dynamického modelu

Realizaci provedeme v programu MATLAB pomoci funkce pro numerické reseni obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic ode.

4.5.1 Dvojkyvadlo

Vyse popsany matematicky model otestujeme na piipadu dvojkyvadla s tycemi délky 1 m a
hmotnosti 1 kg. Po¢atecni poloha dvojkyvadla je ukdzana na Obr. 4.3. Prubéh natoceni tyci
je ukazan na Obr. 4.4. Prubéh polohy obou ty¢i a jejich natoceni je zobrazen na Obr. 4.6.

A

2

Obrazek 4.3: Pocatecni poloha dvojkyvadla

P1
®2
0.5 .

¢ [rad]
-
_
>
~__
<
ﬁ 1

251 .

_35 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Obrazek 4.4: Prubéh dhlu tyéi dvojkyvadla
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4.5.2 X tensegrita

Druhym piikladem je jednoduché X tensegritu, ktera vlivem vlastni tihy prejde z pocatecni
polohy, Obr. 4.5, do rovnovazného stavu. Soutadnice popisujici polohu tyc¢i sefadime do
vektoru zobecnénych soufadnic s = [z71, Y11, P1, T12, Y12, P2| T . Simulaci spustime s para-
metry tyci

m = 1kg,

4.43
[ =1.4142 m, (4.43)
a parametry lan
Lo =0.5 m,
k =100N-m', (4.44)

b=05N-m ' s

Prubéh polohy obou tyéi a jejich natoceni je zaneseno do grafu na Obr. 4.7.

Obréazek 4.5: Pocatecni poloha X tensegrity
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Obrazek 4.6: Prubéh polohy tyc¢i dvojkyvadla
T T T T
0.55 T |
T 72
&~
8
0.5 | | 1 1 ]
12 14 16 18 20
05 T T T T T T T T T
Y11
£048 urs |
&
>
0.46 _
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]
o $1| |
E P2
{5k _
S
1k _
o~ . A \ \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Obrézek 4.7: Prubéh polohy tyci X tensegrity
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Kapitola 5

Aplikace

V MATLABu vytvotreny program kombinuje vypocet volnych délek pomoci form-findingu a
nasledného dynamického feSeni rovinnych tensegrit sestavenych z jednoduchych tycovych
prvku a pruznych lan. Program je navrzen tak, ze lze volitelné spustit i bez provadeéni
form-findingu.

5.1 Vstupni data

e nodes

Jako vstupni data potifebujeme v matici nodes zadat polohu vSech uzlovych
bodu, tj. koncovych bodu tyéi, v daném soufadnicovém systému. Je vhodné
jeden z uzlu umistit do pocatku souradnicového systému.

e members

Pottebujeme védét, jaké dva uzly jsou propojeny jednotlivymi prvky. To zadame
v matici members s tim, ze navic jesté pro kazdy prvek oznazime zda se jedna
o ty¢ (1), nebo lano (0).

e symetrie

Pro potteby form-findingu zadame ve vektoru symetrie rozdéleni prvku do
skupin, které maji byt symetricky zatizené.

e constraints

Ve vektoru constraints je treba zadat vazby, kterymi jsou tyce pripojeny k rdmu,
piipadné k dalsim tyc¢im. Jednd se vzdy o vazbu v uzlu, ktery je v matici
members uvedem v pifslusném fédku jako prvni. Zadnd vazba je oznacena
(0), obecnd vazba k ramu je oznacena (1), rotacni vazba k rdmu je oznacena (2)
a rotacni vazba k jiné ty¢i je oznacena (3).
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e (volnedelky)

V pripadé, ze nechceme provadét form-findind, je mozné zadat navic vektor
volnedelky, kam zapiSeme volné délky lan.

Naptiklad pro osmithelnikovou tensegritu, Obr. 3.2, budou vstupni data v podobé

0 O
1 0
0 3
1 3
nodes = 11l (5.1)
2 1
-1 2
[1 3 1]
2 4 1
5 6 1
7 8 1
1 20
2 6 0
members = 63 0l (5.2)
8 4 0
4 30
3 70
750
5 1 0
symetrie = [1,1,1,1,2,3,4,3,2,3,4, 3], (5.3)
constraints = [2,1,0,0]. (5.4)
Pro vypocet vsech nésledujicich prikladu jsou pouzité tyto fyzikalni parametry
=98lm-s 2
=1kg -m™,
p=_%e (5.5)

k =2000N-m™,
b=50N-s-m %

kde ¢ je gravitacni zrychleni, p je hustota, pomoci které pocitame hmotnost tyci, k je
tuhost pruzin, kterymi modelujeme lana, a b je tlumeni téchto pruzin.
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5.2 Ovéreni vypoctu pomoci programu Adams

Kontrolu spravnosti vypoc¢tu programu provedeme porovnanim vysledku s profesionalnim
softwarem Adams. Srovnani provedeme na dvou systémech, prvni bude dvojkyvadlo, druhy
bude osmithelnikova tensegrita. Na Obr. 5.1 je ukdzana konfigurace dvojkyvadla, ze které
spoustime vypocet v programu Adams, a nastaveni parametru vypoctu.

[Ad] simulation Control

Md=|p]

IEnd'ﬁme ~|[z00

[stepsiza ~|[1.0202

Sim. Type: Default |
I” Start at equilibrium

I™ Reset before running

No Debug -

SRR

_I_‘,_lt.'l

Obréazek 5.1: Dvojkyvadlo v programu Adams

Na Obr. 5.2 je zobrazeno porovnani prubéhu natoceni tyéi vypocitaného obéma pro-
gramy. Vzhledem k tomu, Ze rozdil neni na prvni pohled ziejmy, vykreslime rozdil mezi
hodnotami ziskanymi z obou programu. Na Obr. 5.3 je zobrazen vyvoj chyby ¢., udévajici
rozdil mezi ihly natoceni ziskanymi obéma zpusoby vypoc¢tu. V numerickém vypoctu velmi
zavisi na vybéru funkei pro vypocet diferencidlnich rovnic a nastaveni tolerance v obou
programech, vychozich hodnot jsme zménili povolenou chybu jak v programu Adams, tak
v nasteveni{ funkce ode45 v MATLABU na 10~%. Pro dvojkyvadlo se rozdil mezi daty
ziskanymi obéma zpusoby vypoctu prubéhem ¢asu zvétsuje, zfejmé vlivem numerického
tlumeni v jednom z programu. Vzhledem k tomu, Ze se relativni chyba pohybuje nejvyse
v tadu jednotek procent, lze fict, Zze navrzeny program dava témeér stejné vysledky jako
Adams.
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Obrazek 5.3: Prubéh chyby vypoctu natoc¢eni
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Pridanim pruzin namodelujeme v programu Adams osmitthelnikovou tensegritu v predepsa-
né poloze, Obr. 5.4, nastavime volné délky pruzin tak, jak jsme je dostali z form-findingu,
a budeme sledovat prubéh polohy a sil v case, ve kterém prejde do rovnovazné polohy. Na
Obr. 5.5 je zobrazen vyvoj chyb pii vypoctu souradnic polohy tyci tensegrity. Stejné jako
v ptedchozim piipadé je relativni chyba v fadu jednotek procent.

Obrazek 5.4: Osmithelnikova tensegrita v programu Adams

. . [m]

Ye [m]
» AN O

@ [rad]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Obrazek 5.5: Prubéh chyby vypoctu soutadnic tyc¢i tensegrity
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5.3 Aplikace na vybrané priklady tensegrit

V navrzeném programu spustime form-finding a vypocet dynamiky nékolika tensegrit. Po-
stup spusténi programu je nejdiive v nodes nastavit polohy uzlu v pozadované poloze,
spustit program s form-findingem a vygenerovat tak vektor volnych délek. Nasledné zménit
polohy uzlti do deformované polohy a spustit program bez form-findingu. Vystupem pro-
gramu je vizualizace ukazujici zménu tvaru tensegrity v case, data udévajici souradnice
polohy ty¢i a jejich rychlosti, a data udavajici vyvoj sil v lanech v case.

Zkoumanymi tensegritami budou osmithelnikova tensegrita, jeji modifikace s pridanymi
lany, dva typy tiipatrové tensegrity tiidy 1 a tiipatrova tensegrita tridy 2.

5.3.1 Osmithelnikova tensegrita

Na Obr. 5.6 je ukazana pocatecni a rovnovazna poloha osmithelnikové tensegrity. Na
Obr. 5.7 je vykreslen prubéh polohy tezist tyci a jejich tihel natoceni v ¢ase. Rychlosti
téchto soutadnic jsou vykresleny na a Obr. 5.8. Na Obr. 5.9 je vykrelsen prubéh sil v lanech.

Lana spojujici tyce timto zpusobem dokazi udrzet tensegritu v pozadovaném tvaru,
nicméné po vychyleni z rovnovazné polohy ma toto predpéti problém dostat ji zpét. Je
vidét, ze tensegrita v této konfiguraci po deformaci kmitd kolem rovnovazné polohy a
ustaleni trva velmi dlouho, cca 600 sekund. V dalsim piikladu ukazeme, jak lze kmitani
tensegrity utlumit pridanim diagonalnich lan.

4 , , , , 4
351 {1 35t
3t ] 3l
251 1 25t
2 2
E 15 { E 15
> >
1 1
05 05
0 0
05 05
p ‘ ‘ ‘ ‘ p ‘ ‘ ‘ ‘
2 4 0 1 2 3 2 4 0 1 2 3
x [m] x [m]

Obrazek 5.6: Pocatecni a rovnovazna poloha osmithelnikové tensegrity
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Obrazek 5.7: Prubéh polohy osmithelnikové tensegrity
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Obrazek 5.8: Prubéh rychlosti osmithelnikové tensegrity
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Obrazek 5.9: Prubeéh sil v lanech u osmithelnikové tensegrity

5.3.2 Osmiuhelnikova tensegrita s pridanymi diagonalnimi lany

Pocatecni a rovnovazna poloha osmithelnikové tensegrity s pridanymi diagonalnimi lany
je zobrazena na Obr. 5.10. Na Obr. 5.11, respektive Obr. 5.12 je vykreslen prubéh polohy
tezist tyci a jejich ihel natoceni v ¢ase, respektive rychlosti téchto soufadnic.

Pridanim lan jsme dokazali pohyb soustavy do velké miry utlumit. V porovnani s predchozim
piikladem se tensegrita v této konfiguraci ustali podstatné rychleji, tj. do 10 sekund
v porovnanim s 600 sekundami bez diagondlnich lan. Prubéh sil v lanech je zobrazen
na Obr. 5.13.
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Obrazek 5.10: Pocatecni a rovnovazna poloha osmithelnikové tensegrity s pridanymi lany
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Obrazek 5.11: Prubéh polohy osmitihelnikové tensegrity s pridanymi lany
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Obrazek 5.12: Prubéh rychlosti osmithelnikové tensegrity s pridanymi lany
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Obrazek 5.13: Prubéh sil v lanech u osmithelnikové tensegrity s pridanymi lany

5.3.3 Tripatrova tensegrita s pravouhlymi lany

Jde o tensegritu tidy 1 slozenou ze ti{ X tensegrit, které jsou spojeny lany zpusobem
naznacenym na Obr. 5.14, ktery zobrazuje jak deformovanou, tak rovnovaznou polohu.
Vystupem simulace je pribéh polohy tezist tyéi, jejich dhel natoceni a rychlosti v case,
vystup je zobrazen na Obr. 5.15 a Obr. 5.16. Graf na Obr. 5.17 ukazuje sily v lanech.
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Obrazek 5.14: Pocatecni a rovnovazna poloha tfipatrové tensegrity s pravoihlymi lany
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Obrazek 5.15: Prubéh polohy tiipatrové tensegrity s pravotuhlymi lany
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Obrazek 5.16: Prubéh rychlosti tiipatrové tensegrity s pravotihlymi lany
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Obrazek 5.17: Prubéh sil v lanech u tiipatrové tensegrity s pravoihlymi lany

5.3.4 Tripatrova tensegrita s diagonalnimi lany

Stejné jako v predchozim piiklad jde o tensegritu slozenou ze tii X tensegrit, které jsou
tentokrat spojeny diagonalnimi lany. Na Obr. 5.18 je ukazana pocateéni a rovnovazna
poloha této tensegrity. Na Obr. 5.19 je vykreslen pribéh polohy tezist tyci a jejich thel
natoceni v case. Rychlosti téchto soutadnic jsou vykresleny na a Obr. 5.20. V simulaci
vypocitané sily v lanech jsou zobrazeny na Obr. 5.21.
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Obréazek 5.18: Pocatecni a rovnovazna poloha tiipatrové tensegrity s diagondlnimi lany
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Obrazek 5.19: Prubéh polohy tiipatrové tensegrity s diagonalnimi lany
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Obrazek 5.20: Prubéh rychlosti tiipatrové tensegrity s diagonalnimi lany
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Obrazek 5.21: Prubéh sil v lanech u tiipatrové tensegrity s diagonalnimi lany

5.3.5 Tripatrova tensegrita tridy 2

Jde o tensegritu tiidy 2, tedy takovou, kde jsou nékteré tyce mezi sebou spojeny rotacnimi
vazbami. Z deformované pocatecni polohy pirejde systém do pocateéni polohy, obé tyto
polohy jsou ukazany na Obr. 5.22. Prubéhy polohy a rychlosti tyci jsou vykresleny v grafech
na Obr. 5.23 a Obr. 5.24. Prubéh sil v lanech je zobrazen na Obr. 5.13.
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Obréazek 5.22: Pocatecni a rovnovazna poloha tiipatrové tensegrity tiidy 2
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Obrazek 5.23: Prubéh polohy tiipatrové tensegrity ttidy 2
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Obrazek 5.24: Prubéh rychlosti tiipatrové tensegrity tridy 2
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Obrazek 5.25: Prubéh sil v lanech u tiipatrové tensegrity tridy 2

Na piikladech v sekcich 5.3.3, 5.3.4 jsme ukazali, ze existuje vice moznych konfiguraci
lan, pro které bude tensegrita pfi stejném rozlozeni tyci stabilni. Velmi podobné obéma
predchozim konfiguracim se chova i tensegrita tiidy 2 zkoumana v sekci 5.3.5

5.4 Velikost sil v lanech

Grafy na Obr. 5.9, Obr. 5.13, Obr. 5.17, Obr. 5.21 a Obr. 5.13 je obtizné interpretovat.
Ukazme si tedy na piikladu osmithelnikové tensegrity s pridanymi diagonalnimi lany jejich
prubéh vizudlneé.

V deformovaném stavu na Obr. 5.26 je vidét, Zze pro tuto tensegritu jsou sily bud
velmi vysokych hodnot (tmavé ¢ervend barva), nebo jsou naopak nulové v piipadé, ze se
lano nepropne. Soustava pomérné rychle zméni svij tvar a vétsina sil se zac¢ind zmensovat.
Na Obr. 5.27 mé tensegrita uz tvar blizici se tomu, ktery méa v rovnovazné poloze, ale
stale se pohybuje. Povsimnéme si rozdilu v silach diagonalnich lan pii naklonéni vlevo a
vpravo. Postupem casu se kmitani zmensuje a sily se priblizuji k hodnotam, které maji
v rovnovazné poloze. Velikosti sil v rovnovazné poloze jsou ukazany vpravo na Obr. 5.28.
Nejvétsi sily v rovnovazné poloze pusobi v diagonalnich lanech.
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5.5 Zména tvaru tensegrity zkracovanim lana

Nazna¢me, jakym zpusobem by bylo mozné fidit pohyblivé tensegeitické systémy. Zménou
volné délky jednoho z lan 1ze docilit zmény rovnovazné polohy. Ukazme si to na tensegrité
tridy 2, kterou vytvotrime spojenim dvou X tensegrit pridanim jednoho lana s volnou délkou
Ly a rotacni vazby mezi dvéma tycemi. Schéma tensegrity je zobrazeno na Obr. 5.29.

Obrazek 5.29: Schéma tensegrity tiidy 2 slozené ze dvou X tensegrit

Vypocet zacind v rovnovazné poloze, kde ma modfe znacené lano spojujici obé céasti
volnou délku L1y = 1.7 m. Volnou délku lana v ¢ase t 3 s zacneme zmensovat rychlosti 0.1
m/s do cilové volné délky 1.2 m. Na Obr. 5.33, Obr. 5.34 a Obr. 5.35 je ukdzdna zména
tvaru tensegrity v ¢ase pri zkracovani tohoto lana.

V dalsim vypoctu zdvojndsobime rychlost zkracovéni lana na 0.2 m/s a ostatni para-
metry ponechame stejné. Pro dvé zvolené rychlosti muzeme porovnat, jak se bude vyvijet
velikost sily ve vyznaceném lané, graf tohoto vyvoje je zobrazen na Obr. 5.30. Volna délka
lana se na rozdil od skutecné délky méni linearné, tento rozdil je ilustrovan na Obr. 5.31 pro
obé rychlosti. Pohyb horni X tensegrity 1ze popsat pomoci souradnic tezisté jedné z jejich
tyci, na Obr. 5.32 je zobrazen prubéh soutadnic x a y pro obé rychlosti.
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Obréazek 5.30: Porovnani sil ve vyznac¢eném lané pro obé rychlosti
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Obrazek 5.31: Porovnani volnych a skuteé¢nych délek lan pro obé rychlosti
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Obrazek 5.33: Zména polohy pii zkracovani volné délky lana, zobrazeny polohy pro c¢as
t=3s,t=4s,t=05s
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Obrazek 5.34: Zména polohy pii zkracovani volné délky lana, zobrazeny polohy pro c¢as
t=6s,t=7s,t=8s
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Obréazek 5.35: Zména polohy pii zkracovani volné délky lana, zobrazeny polohy pro cas
t=9s,t=10s,t=11s
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Kapitola 6
Zaveér

Obsahem préace bylo sezndmeni se s konceptem tensegritnich struktur, dale hledéani rov-
novazného stavu tensegrity metodou form-finding, odvozeni dynamického modelu pro ro-
vinné tensegrity v podobé soustavy algebro-diferencidlnich rovnic. Byl vytvotfen vlastni
program, ktery tyto rovnice dokaze sestavit. Vsechny vytycené cile prace tedy byly splnény.

Prakticka cast byla realizovana v programu MATLAB, ovéreni vysledku potom v pro-
gramu Adams. Vyuzitim vlastniho implementovaného programu byly ukazany simulace
pro pét piikladu tensegritnich soustav. Na jedné z nich byly vizualizovany vypocitané sily
v lanech. Posledni simulace ukazovala pouziti programu pro vypocet aktivni tensegrity.
Navrzenym programem lze provést vypocet pro libovolnou rovinnou tensegritu tiid 1 a 2.

V budoucnu lze principy pouzité v této praci rozsitit na prostorové tensegrity, pripadné
na tensegrity s obecnéjsimi prvky, nez jsou tyce. Dalsim smérem budouciho vyzkumu muze
byt Tizeni tvaru tensegrity pomoci aktuatori ménici volnou délku lan.
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