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Anotace

Tato diplomova prace se vénuje implementaci lattice Boltzmannovy metody
pro numerické teseni vybranych problému kardiovaskuldrni biomechaniky.
Je provedena reSerSe literatury zaméfend na vyuziti lattice Boltzmannovy
metody v oblasti kardiovaskularni biomechaniky a jsou popsany zakladni
principy kinetické teorie, na nichz metoda stavi. Nasledné je predstaven
algoritmus lattice Boltzmannovy metody vcetné implementace okrajovych
podminek typu ,,Zou-He “ v rovinnych oblastech ruznych geometrii. Jsou pre-
zentovany numerické simulace ustaleného proudéni krve jak v idealizovaném,
tak v redlném 2D modelu cévni bifurkace. V zavéru prace je studovan vliv
tihlu mezi dcefinymi vétvemi idealizované symetrické 2D cévni bifurkace na
proudové pole, konkrétné na hodnoty smykového napéti na sténé.

Klicova slova: lattice Boltzmannova metoda, kardiovaskularni biomecha-
nika, idealizovand cévni bifurkace, karotida, numerické simulace, okrajové
podminky typu ,Zou-He“

Abstract

This diploma thesis deals with the implementation of the lattice Boltzmann
method for the numerical solution of selected problems of cardiovascular bi-
omechanics. A literature search is performed, which focuses on the use of the
lattice Boltzmann method in the field of cardiovascular biomechanics. The
basic principles of kinetic theory on which the method is based are described.
Subsequently, the algorithm of lattice Boltzmann method is presented, inclu-
ding the implementation of Zou-He boundary conditions in planar regions
of various geometries. Numerical simulations of steady blood flow in both
idealized and real 2D model of vascular bifurcation are presented. At the end
of the work, the influence of the angle between the daughter branches of the
idealized symmetric 2D vascular bifurcation on the velocity field, specifically
on the values of shear stress on its wall, is studied.

Keywords: lattice Boltzmann method, cardiovascular biomechanics, ideali-
zed vascular bifurcation, carotid artery, numerical simulations, Zou-He boun-
dary conditions
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Uvod

Vypoctové metody dynamiky tekutin (CFD - Computional Fluid Dyna-
mics) tvoil v soucasné dobé nedilnou soucast aplikované mechaniky. Me-
tody konecnych prvku (FEM) a koneénych diferenci (FDM) byly poprvé
aplikovany na feSeni problému dynamiky tekutin na konci sedesatych let mi-
nulého stoleti a metoda koneénych objemu (FVM) byla vyvinuta v roce 1980.
Lattice Boltzmannova metoda, stavéjici na principu bunéénych automatu,
je ze zde uvedenych vypoctovych metod v kontextu feSeni problému dyna-
miky tekutin nejmladsi. Poprvé byla predstavena jako nastroj numerického
feSeni proudéni az v roce 1988 pany McNamarou a Zanettim [34]. Konvencni
konecno-prvkové vypoctové metody dynamiky tekutin fesi rovnice popisujici
zachovani hmotnosti, hybnosti a celkové energie na diskrétnich prvcich, ob-
jemech nebo uzlech. Jinymi slovy, nelinedrni parcialni diferencialni rovnice
jsou pomoci téchto konvenénich metod prevedeny na soustavu nelinearnich
algebraickych rovnic, které jsou feseny iteracné. Lattice Boltzmannova me-
toda uziva pristup zcela odlisny. Tekutinu nahrazuje tzv. shluky ¢éstic. Stan-
dardni algoritmus lattice Boltzmannovy metody pak na vypoctové oblasti sle-
duje srdzky (kolize) a premistovani (propagaci) téchto shlukt v uvazovanych
smérech. Prestoze lattice Boltzmannova metoda v soucasné dobé jesté neni
soucasti bézné uzivanych profesionalnich vypocetnich softwarti pro feseni
proudéni tekutin, je inzenyry specialné vyhleddvana pro numerické teseni
konkrétnich problému. V tlohach kardiovaskularni biomechaniky je lattice
Boltzmannova metoda s vyhodou uzivana predevsim diky snadné implemen-
taci okrajovych podminek simulujici ruzné fyziologické a patologické stavy
a diky moznosti numericky simulovat transport a depozici ruznych céstic
v krvi.

Vyznam numerickych simulaci v oblasti kardiovaskuldrni biomechaniky s roz-
vojem pocitacové techniky neustdle roste. V soucasné dobé se numerické
simulace v biomechanice neomezuji pouze na nastroj pro zodpovézeni védec-
kych otézek, ale stale castéji se uzivaji k predikci rozvoje a lé¢by nemoci
konkrétnich pacientu.

Struktura prace

V prvni kapitole je provedena reserse literatury s cilem stru¢né popsat zaklad-
ni problémy kardiovaskularni biomechaniky, které autoti s vyhodou fesi prave
uzitim lattice Boltzmannovy metody. Ve druhé kapitole je stru¢né nastinéno
teoretické pozadi lattice Boltzmannovy metody. Zietel je bran predevsim



na predstaveni rychlostniho modelu D2Q9, jehoz zpusob implementace je
predmétem kapitoly tfeti. Nemaly prostor je zde rovnéz vénovan zpusobu
modelovani stény obecného tvaru na uvazované mrizkové ¢tvercové oblasti.
Vlastnim pfinosem prezentovanym v této kapitole je pak (na zékladé citované
teorie [52]) odvozeni implementovatelnych okrajovych podminek pro zadany
tlak nebo rychlost tekutiny na obecné sténé a provedeni numerickych simu-
laci proudéni krve na 2D vypoctovych oblastech ruznych geometrii s uzitim
téchto okrajovych podminek. V zavérecné ¢tvrté kapitole je s vyuzitim nu-
merickych simulaci popsan vliv zmény thlu rovinné symetrické idealizované
bifurkace na velikost extrémnich hodnot smykového napéti (WSS - Wall Shear
Stress) na jejich sténéch a je diskutovan vliv hodnot smykového napéti na
pravdépodobnost vzniku patologickych jevu v arterialni bifurkaci.

Cile prace
Uvedme dale cile této diplomové prace:

e Provedeni reserse zamérené na aplikaci lattice Boltzmannovy metody
v ulohéch kardiovaskuldrni biomechaniky:.

e Vytvoreni geometricky variabilnitho vypoc¢tového modelu arteridlni bi-
furkace ve 2D.

e Vyvoj vypocetnich algoritmu pro implementaci lattice Boltzmannovy
metody pro numerické feseni proudéni krve.

e Posouzeni vlivu vybranych geometrickych parametru 2D modelu ar-
terialni bifurkace na proudové pole.

e Vyhodnoceni a diskuse dosazenych numerickych vysledku, formulace
zaveru.



Kapitola 1

ResSerse vyuziti lattice
Boltzmannovy metody pro
reseni problému
kardiovaskularni biomechaniky

V této kapitole predstavujeme vybrané studie uzivajici lattice Boltzmannovu
metodu pro feseni problému kardiovaskularni biomechaniky:.

Po vice nez dvou desitkach let vyvoje je lattice Boltzmannova metoda vhod-
nou alternativni numerickou metodou pro studium modelovani proudéni te-
kutin [31]. Moznych aplikaci lattice Boltzmannovy metody je v sou¢asné dobé
mnoho. Jako piiklady uved me feSeni proudéni stlacitelnych i nestlacitelnych
tekutin pres porézni médium [6] nebo proudéni suspenze [25] ¢ proudéni
krve v cévnim obéhu. V této kapitole se vénujeme vyhradné tdloham kardi-
ovaskularni biomechaniky. Pravé numericky model kardiovaskuldrni hemo-
dynamiky muze s dostatecnou presnosti predikovat moznost vyskytu kar-
diovaskularnich chorob, které jsou v soucasnosti nejcastéjsi pricinou dmrti
v zdpadnich zemich [8, 41]. Predstavenim téchto aplikaci bude demonstrovan
siroky zabér lattice Boltzmannovy metody a vhodnost pouziti metody ve zmi-
néném oboru.

1.1 Modelovani proudéni krve v cévé posti-
zené aneurysmatem

Aneurysma je ohrani¢ené rozsifeni tepny (vydut) zpusobené strukturdlnimi
zménami v jeji sténé. Muze postihnout kteroukoli tepnu, nejcastéji vsak po-
stihuje aortu. Ruptura aneurysmatu muze zaptic¢init smrt nebo trvalé po-
stizeni pacientu [39]. Lécba aneurysmat poréznim stentem byla navrzena
jako minimalné invazivni zpusob jeji prevence. Stentem rozumime ohebnou
vélcovou trubici vyrobenou z pletiva z nerezové oceli nebo slitiny [21]. Pro-



pustnost stentu je navrzena k takovému snizeni rychlosti toku v aneurysmatu,
které je dostatecné k tispésnému vyvolani trombozy ve vyduti a tak obnoveni
normalniho toku v cévé [20].

Cilem clanku [21] publikovaného v roce 2004 bylo pomoci lattice Boltzman-
novy metody identifikovat, jak struktura stentu a jeho umisténi ovliviuje
hemodynamické vlastnosti proudéni krve uvniti aneurysmatu. Autofi mo-
delovali dvourozmérny problém proudéni krve v obdélnikovém kandlu s pfi-
pojenou dutinou, viz obr. 1.1. Krev byla simulovana jako newtonska homo-
genni nestlacitelna kapalina. Déle byla pro jednoduchost uvazovana dokonale
tuha sténa cévy a byl predepsan konstantni tlakovy gradient nad zkoumanym
kanalem.

Obr. 1.1: Vybrané vysledky ¢ldnku [39] a) aneurysma bez stentu, b) a c) se stentem.

Autori popisovali vliv velikosti, materidlu, propustnosti a umisténi stentu na
vznik recirkula¢nich zén uvniti aneurysmatu, na hodnoty smykového napéti
na sténach cévy a na redukci rychlosti uvniti cévy. Zavislosti mezi témito
velicinami jsou ve shodé s experimentalnimi vysledky zvefejnénymi v lite-
ratute, viz [4]. Navic byly formulovany nové zavislosti, které literatura [4]
neobsahuje. Studie publikovana v ¢lanku [20] navazala na tento vyzkum.
Na zdkladé vysledku stejné numerické simulace zde byly formulovany nové
parametry, jejichz zména ma piimy vliv na redukci rychlosti a prutoku krve
v cévach obsahujicich aneurysma se stentem. Dle autoru ¢lanku lattice Boltz-
mannova metoda na rozdil od béznych CFD fesi¢u nabizi moznost snadno
implementovat ruzné definované okrajové podminky. Toho s vyhodou vyuzili
i pti feSeni tohoto problému.

Dalsi studif na podobné téma je studie [39]. Jeji autofi rozsirili standardni
algoritmus lattice Boltzmannovy metody pro proudéni krve jako nenew-
tonské kapaliny o krok, ktery realizoval proces srazeni krve. S timto algo-
ritmem pak sestavili 2D numericky model, s jehoz pomoci simulovali vznik
krevnich srazenin v okoli ruzné velkych aneurysmat. V zavéru studie byla
na zakladé numerickych simulaci vyc¢islena tzv. prahovd hodnota smykové
rychlosti pro konkrétni model. Pro smykové rychlosti nizsi nez tato hodnota
vznika trombodza a pro smykové rychlosti vyssi dochazi k zastaveni vzniku
trombu.

Dalsi praci na obdobné téma je prace vyzkumného tymu vedeného R. Qua-



redem [38]. Zde je detailné popséno sestaveni numerického modelu pomoci
lattice Boltzmannovy metody fesiciho tlohu proudéni krve v aneurysmatu
se stentem ve dvourozmérném prostoru podobné jako v ¢lanku [21], resp.
[20]. Autoti dale uvazuji krev jako nenewtonskou kapalinu a jejich algoritmus
pripousti moznost vzniku krevnich srazenin stejné, jako je tomu v ¢ldnku [39].
Ackoli Quared zde tesi 'pouze’ benchmarkové priklady, jeho prace nézorné
demonstruje snadnou implementovatelnost lattice Boltzmannovy metody pro
feSeni problému proudéni nenewtonské kapaliny.

1.2 Simulace proudéni krve pres umélou srdec-
ni chlopen

Prvni srde¢ni chlopeni byla tspésné implantovana do lidského téla v roce
1952 [23]. Od té doby probihd experimentdalni i teoreticky vyzkum, jehoz
cilem je navrh vhodného designu a materialu umeélé srdecni chlopné tak, aby
co nejlépe imitovala chovani té biologické. U pacientu s umélou ndhradou
srdecni chlopné je totiz zvysend pravdépodobnost vzniku trombu a hemolyzy
[48]. To, ze lze dobfe numericky simulovat proudéni krve pfes srdecni chlo-
pen pomoci lattice Boltzmannovy metody, dokazuje nékolik neddvno zverej-
nénych vyzkumu.

Jako prvni predstavme ¢lanek publikovany pod zastitou bioinzenyrského in-
stitutu Venezuelské univerzity, viz [40]. Cilem autorti bylo pomoci tzv. mul-
tiple relaxation time lattice Boltzmannovy metody ve varianté teSici izoter-
mické laminarni proudéni simulovat interakci tekutiny s pohybujici se mecha-
nickou aortalni chlopni ve dvourozmérném prostoru. Byly uvazovany modely
(tvar a materialové charakteristiky) chlopni HK valve (Hall Kaster, Medtro-
nic Hall) a SJM valve (St. Jude Medical). Krev byla aproximovéna jako new-
tonskd nestlacitelna kapalina s odpovidajici hustotou a viskozitou. Vypoctova
oblast byla modelovana podle biologickych prirucek na uniformni ortogonalni
siti a stény tkané byly pro potieby simulace uvazovany jako dokonale tuhé
a nepropustné. Vstupni a vystupni okrajové podminky byly voleny tak, aby
co mozna nejlépe aproximovaly realné biologické déje. V tomto pripadé byla
zaddna Casové zavisld rychlost na vstupu do sledované oblasti (levd komora)
a rychlostni parabolicky profil na vystupu ze sledované oblasti (aorta). Ge-
ometrie zadaného problému je pro ilustraci zobrazena na obr. 1.2. 'Stan-
dardni’ sekvence lattice Boltzmannovy metody propagace-kolize je rozsitena
o presitovaci krok (re-meshing step), ktery odrazi pohyb umélé chlopné.
V tomto kroku je zménéna definice vybranych bunék urcujicich kapalinu na
bunky urcujici pevnou umeélou chlopen (a opacné).

Autori nejprve popisuji zavedeni okrajovych podminek pro interakci kapaliny
s pohybujici se pevnou prekazkou (moving boundary condition). Spravnost
jejich zavedeni ovéruji validacnimi priklady. Az nasledné predstavuji vysledné



prubéhy rychlosti a smykového napéti sledovaného okoli umeélé srdeéni chlo-
pné v danych casech. Pro lepsi predstavu prikladame obr. 1.3 z citované
prace, ktery zachycuje proudnice v autory zvoleném case.
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Obr. 1.2: Schématicky zobrazené zaddni problému feseného v [40], (a) SJM valve, (b) HK valve.

Numerickou simulaci byly kvalitativné dosazeny experimentalni hodnoty stu-
dovaného problému. Ptipousti se zde vsak limitace ortogonélni sité (D2Q9)
na detailni zachyceni pohybu chlopni s odkazem na literaturu tesici prave
proudéni na neortogondlni siti, viz [14]. Autofi se samoziejmé netaji skutec-
nosti, ze se jedna o prvotni préaci idealizujici geometrii a stavy realizované
okrajovymi podminkami. Pfresto véri, ze studie dokazuje moznost dostatecné

presné simulace proudéni krve ptes umélou srde¢ni chlopen pravé pomoci
lattice Boltzmannovy metody.

138204 (mmis)

Obr. 1.3: Proudnice v daném ¢ase (T' = 0,16 s) podle [40].

Dalsi hojné citovanou studii na stejné téma, kterou predstavime, je prace
autoru Krafczyk a spol, viz [26]. Ti zkoumali zmény prutoku krve po za-
vedeni umeélé aortalni chlopné do valcového krevniho fecisté v zavislosti na
ruznych fixnich 1hlech otevieni cipu umélé chlopné pri ruznych vstupnich
a vystupnich (i ¢asové proménnych) okrajovych podminkdch. Predmétem



prace bylo demonstrovat mozné uziti lattice Boltzmannovy metody pfi feSeni
problému proudéni krve pres umélou chlopen ve trojrozmérném prostoru.
Vysettované smykové napéti se fadové shodovalo se smykovym napétim iden-
tifikovanym experimentélnimi studiemi od jinych autoru [29]. Priklddame
obr. 1.4 autory predstaveného numerického vysledku smykového napéti v da-
ném case. Stejné jako v pripadé vyse zminéného vyzkumu je i zde poukazana
limitace zvolené ortogonélni uniformni vypoctové sité (D3Q15). Podle autoru
pouziti jednotné mrizky snizuje moznost predstaveného algoritmu modelo-
vat detailné vliv tloustky cipti chlopni a dalsich geometrickych parametri na
proudové pole s odkazem na potiebu dalsiho badani.

Prace badatelské skupiny pod vedenim profesora Krafczyka navazala na tuto
studii praci [27], ve které polozila zdklad feseni interakce kapaliny a pevného
pohyblivého télesa uzitim lattice Boltzmannovy metody. V praci zkoumé
proudéni krve pies pohyblivou chlopen ve dvourozmérném obdélnikovém
kandlu. Tuto praci pak doplnil a rozsitil profesor Monrroy ve studii [40].

0 18 36 54 7.2
shear stress (N/m*2)

Obr. 1.4: Smykové napét{ |o4y| v daném case (T = 0,165 s) podle [26].



1.3 Simulace transportu krevnich bunék

Lidské krev je tkani sklddajici se o néco vice nez z poloviny (55-60 %) z te-
kuté slozky - krevni plazmy - a zbyvajicich slozek pevnych: ¢ervenych krvinek
(erytrocytu), bilych krvinek (leukocyt) a krevnich desticek. Ve specifickych
piipadech, jako je napt. proudéni krve v mikrovaskularnich sitich, nelze exis-
tenci pevnych slozek plné zanedbat.

Cilem ¢lanku [45] bylo predstavit algoritmus, ktery dokaze simulovat prutok
krve v komplexnich mikrovaskularnich sitich explicitnim zohlednénim agre-
gace cervenych krvinek, interakci leukocyt-endotel a vzajemné interakce krev-
nich bunék. Lattice Boltzmannova metoda se ukazuje jako vhodné, snadno
implementovatelné metoda pro feseni takového problému, nebof zminéné
jevy zohlednuje prostym rozsitenim standardniho kolizniho kroku a dale
pak rozsifenim algoritmu o pfesitovaci krok definujici buniky vypoctové sité
(plazma x krvinka). Pomoci tohoto algoritmu fesi autofi nestaciondrni prou-
déni krve v mikrocévé a na zdkladé numerickych vysledku pak formuluji
zavislost mezi vzdalenosti bunky od cévy a smykovym napétim na sténach
cévy. Ziskané zavislosti jsou ve shodé s odbornou literaturou.

V ¢lanku [44] stejnd vyzkumnd skupina pak pomoci dalsich vyvinutych rhe-
ologickych modelu sestavila algoritmus zohlednujici chovani pevnych télisek
v krvi, ktery je schopen simulovat unik plazmy v pripadé nedokonalé tésnosti
(propustnosti) cév pii proudéni krve ve dvourozmérném prostoru. Na zakladé
techto simulaci je mozné predikovat pravdépodobnost vzniku nadoru.

Dalsi komplexn{ studie zverejnénd v clanku [11] se zabyvala proudénim krve
s uvazovanim vlivu pevnych téles v ni obsazenych a sestavenim numerického
feSice lattice Boltzmannovy metody tentokrat ve trojdimenziondlnim pro-
storu (s uzitim modelu D3Q19). Autoii v ivodu ¢lanku poukazuji na skutec-
nost, ze mnoho nemoci ma spojitost nebo je ptimym dusledkem abnormalniho
toku krve, ktery je casto zpusoben deformaci Cervenych krvinek a jehoz
dusledkem je znemoznéni toku krve pres mikrovaskularni sité. Byl predstaven
tzv. neo-Hookeuv model krvinky s odkazem na pfislusnou literaturu, viz
[17] a dalsi. Nésledné byl na zdkladé této teorie autory vyvinut algorit-
mus proudéni krve pomoci lattice Boltzmannovy metody, a to i pro ne-
moci postizené cervené krevni buriky - krevni srpkovitou anémii, malarii.
Vrcholem prace pak byla simulace transportu cervenych krvinek skrz cévu,
jejiz prusvit je na sledované oblasti zizen priblizné na obsah povrchu zdravé
cervené krvinky. Vysledky této numerické simulace zobrazuje obr. 1.5, kde
pozice zdravych ¢ervenych krvinek je ve vybranych ¢asech zobrazena v levém
sloupci a pozice srpkovitych krvinek je zobrazena v téch samych casech ve
sloupci pravém. Obr. 1.5 demonstruje, ze zdravé erytrocyty se vyznamné de-
formuji a snadno prochézeji zizenim, zatimco abnormalné tvarované a méné
deformovatelné srpkovité erytrocyty pred nim uviznou. Takové zablokovani
kapilary vede ke snizeni dodavky kysliku a muze tak mit az fatalni nasledky.
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Obr. 1.5: Transport zdravych ¢ervenych krvinek (levy sloupec) a srpkovitych Cervenych krvinek (pravy
sloupec) pres zizeni cévy podle [11].

Uved'me, Ze stejny problém je mozné esit pomoci piistupu navrzeného v praci
[13] kombinujictho lattice Boltzmannovu metodu a metodu zvanou Immer-
sed Boundary Method (IBM). Problém transportu ¢ervenych krvinek po-
stizenych malarii ve 2D obdélnikovém kandle je feSen pomoci tohoto pristupu
v praci [37].

1.4 Simulace proudéni krve v cévni bifurkaci

Problém proudéni kapaliny v bifurkacich byva typickou benchmarkovou tlo-
hou novych numerickych resicu dynamiky tekutin. Pozdéji i v této diplomové
préaci bude problému proudéni krve v bifurkacich ruznych tvaru vénovana ne-
mala pozornost. Za ticelem potvrzeni Siroké univerzalnosti lattice Boltzman-
novy metody bude v tomto odstavci bran zretel predevsim na ty problémy
proudéni krve v bifurkacich, jejichz podminky a predpoklady dosud nebyly
v této kapitole uvazovany, a na problémy fesené dosud nezminénymi pristupy.

Jako prvni uvedeme préci [3], jejimz pfedmétem bylo feseni ustéleného prou-
déni newtonské kapaliny v idealizované symetrické bifurkaci. Autofi ¢lanku
konstatuji, ze pti planovani cévni chirurgie je na anatomickém obrazu pa-
cienta, ktery je poskytnut vhodnou zobrazovaci technikou, tfeba testovat
ruzna geometrickd teseni. S touto motivaci je v praci nejprve fesen problém



proudéni v symetrické dvourozmeérné bifurkaci pti zadaném uhlu mezi dce-
finymi vétvemi €. V momenté, kdy se proudéni v dusledku zvolenych okra-
jovych podminek ustali, je vypocet zastaven a ihel mezi dcefinymi vétvemi
zménén o malou hodnotu 66. S cilem uSetifeni vypoctového Casu pak feSic
'nezahazuje’ predesly vysledek, ale vyuzije tento vysledek jako pocatecni
podminku pro novou simulaci. Piislusné bunky jsou ’posunuty’ o thel 66,
vypocet je inicializovan ze ziskané pocatecni podminky a zastavuje se v oka-
mziku, kdy se proudéni na nové vypoctové siti, dané tthlem 6+ 66, ustali. Na
jednoduchém prikladu je tak autory demonstrovana nami dosud nezminéna
moznost adaptace vypoctové sité algoritmu lattice Boltzmannovy metody.

Simulation box

Pro tplnost uvedme jesteé dalsi praci
stejného vyzkumného tymu [2]. Resenou
ulohou je problém proudéni krve, kterd je
uvazovana jako newtonskd kapalina, ve sle-
dované ¢asti aortalni bifurkace s dokonale g
tuhymi sténami ve trojdimenziondlnim
prostoru (model D3Q19). Vypoctova sit
byla zrekonstruovdana na zékladé snimku
magnetické rezonance pacienta, viz obr.
1.6. Bylo realizovano nékolik vstupnich
a vystupnich okrajovych podminek vyvo-
lavajici ustélené i nestacionarni proudéni.

Left ilidc artery
60

rery

a0

Obr. 1.6: Vypoctova sit [2].

Dalsi studii, kterou zminime, je studie [36], jejimz hlavnim cilem bylo po-
moci lattice Boltzmannovy metody studovat hodnoty hemodynamickych
veli¢in pfi proudéni krve (jako newtonské kapaliny) v prostorové idealizo-
vané bifurkaci, kterd je ddna ruznymi thly vétveni dcefinych vétvi od osy
vétve materské. Pro lepsi predstavu prikladame obr. 1.7 zobrazujici jeden
z vysledku prace. V diskuzi se autori opiraji o fakt, ze ateroskleréza (kor-
naténi tepen) vznikéd predevsim v mistech cévy, ve kterych je hodnota smy-
kového napéti na sténdch nizka. Pomoci lattice Boltzmannovy metody iden-
tifikuji autori clanku tato nejrizikovéjsi mista pro vznik aterosklerézy dané
bifurkace feSsenim problému ustaleného i nestacionarniho proudéni.

Hodnotnych studii fesici problémy proudéni krve v cévnich bifurkacich po-
moci lattice Boltzmannovy metody je celd fada. Jejich predstaveni prekracuje
ramec diplomové prace. Proto odkazme alespon na vybrané komplexni stu-
die. Préace [1] fesi proudéni krve jako newtonské kapaliny v prostorové bifur-
kaci se vzniklym aneurysmatem. Clanek [49] pfedstavuje fesenf transportu
cervenych krvinek v mikrovaskularni bifurkaci.
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Obr. 1.7: Jedno z vyslednych rychlostnich polf préce, viz [36].

1.5 Simulace proudéni krve v cévach s pod-
dajnymi sténami

Nabizi se otazka, zda-li jsou vyvinuty algoritmy lattice Boltzmannovy me-
tody pro feseni proudéni krve v cévach s poddajnymi sténami, nebot vechny
dosud citované prace z ruznych duvodu (ispora vypoctového casu, zanedba-
telny vliv poddajnosti stén pfi feseni konkrétni dlohy) uvazovaly cévni stény
jako dokonale tuhé. V nésledujicich nékolika odstavcich se pokusime otazku
zodpovédét predstavenim numerickych simulaci vybranych praci, které uva-
zovaly biologicky spravny predpoklad poddajnosti stén.

Clének [8] piedstavuje novou okrajovou podminku opirajici se o teorii [47],
kterou Ize implementovat v ramci lattice Boltzmannovy metody. Nésledné byl
algoritmus uplatnujici tuto okrajovou podminku testovan na feseni problé-
mu proudéni kapaliny v obdélnikovém kandlu (model D2Q9). V piipadé
ustdleného proudéni byly vysledky porovndny s literaturou [17]. Dalsi nu-
merické experimenty potvrzujici spravnost tohoto pfistupu zvetejnil jiny
vyzkumny tym v ¢lanku [9].

Dalsi pristup tesici problém proudéni krve v cévach s poddajnymi sténami
je podrobné popsan v ¢lanku [12]. Ackoli numerické vysledky, které stavi na
tomto algoritmu, viz [22], jsou v dobré shodé s experimenty, néktef{ autofi va-
ruji nad nedostatecnou casovou efektivnosti predstaveného algoritmu (véetné
3, 9]).

Novy nahled fesici problematiku proudéni krve v cévach s poddajnymi sténa-
mi predstavuje préace [33] publikovana v roce 2021. Autofi ¢lanku predstavuji
nové okrajové podminky implementovatelné lattice Boltzmannovou metodou,
které jsou nasledné testovany. Autoti prace pripousti, ze vysledky ziskané
algoritmem uzivajici tyto okrajové podminky nejsou v tplné shodé s ana-
lytickym Tesenim proudéni krve ve valci s elastickou sténou. Nicméné jejich
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uziti dava zasadné presnéjsi vysledky nez v pripadé vypoctu s predpokladem
dokonale tuhé stény. Hlavni prednosti algoritmu je jeho ¢asova tispornost.

1.6 Simulace krevniho toku srdcem pacienta
postizeného vrozenou srdec¢ni vadou

Do této chvile jsme v této diplomové praci vesmeés zabyvali studiemi, které
mély za cil bud predstavovat nové algoritmy rozsirujici klasickou dvoukro-
kovou lattice Boltzmannovu metodu, nebo demonstrovat funkénost téchto
algoritmu fesenim ruznych problému. Vénujme nasledujicich nékolik fadku
predstaveni komplexni studie [46] simulujici ndmi diskutovanou metodou
prutok krve a krevniho kysliku srdcem détského pacienta postizeného vroze-
nou srdecni vadou.

04

024

Obr. 1.8: Prutok krve a distribuce obsahu kysliku v srdci pacienta pred operaci podle [46]. Barevnd skdla
znazornuje relativni obsah kysliku v krvi.

Vrozené srdeéni vady (VSV) patii mezi nejéastéjsi vyvojové vady. Uddva
se, ze tato nemoc postihuje asi 1 % novorozencu. Vrozenou srdecni vadu
rozlisujeme podle lokalizace defektu na defekt septa siné a komor, aortalni ¢i
pulmonalni stenézu nebo komplexni srdecni vadu. Obecné tato nemoc muze
zpusobovat abnormalni zmény hemodynamiky, prekordialni bolesti a inavu
pacienta. V piipadeé tézkych piipadi muze vést ke zpomaleni rustu, dusnosti,
cyandze kuze a v krajnim piipadé k predcéasné smrti pacienta. Hemodyna-
micka data o stavu nemoci lze ziskat ze zobrazovacich vysSetieni, jako je
srde¢ni katetrizace, echokardiografie, po¢itacové tomografie (CT) nebo mag-
netickd rezonance (MRI). Vsechna tato vySetfeni viak maji ur¢itd omezeni.
Diky srdec¢ni katetrizaci mohou lékaii presné meérit tlak v plicnici a dalsi
hemodynamicka data. Jedna se vSak o invazivni opera¢ni vySetfeni. Béhem
a po operaci mohou nastat komplikace.

Autori si vybrali jako nastroj pro simulaci toku krve a krevniho kysliku v srdci
pacienta pred a po operaci pravé lattice Boltzmannovu metodu vzhledem
k moznosti pifimocaré implementaci i komplexnich okrajovych podminek.
Tradicni CFD metody se dle autoru obtizné vyporadavaji s modelovanim
vnitini stény srdce, a to zejména v pripadech, ve kterych dochazi k velké
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deformaci srdec¢ni stény. Za ucelem vérného modelovani srdce byla vénovana
nemald pozornost simulaci distribuce krevniho kysliku, ktera je dle autoru
jen ztidka k vidéni v existujicich studiich uzivajicich konvenéni CFD metody.
V praci byl implementovan algoritmus dvojité distribuéni funkce (DDF' -
Double Distribution Function) s odkazem na piislusnou literaturu [18].

Model vnitini stény srdce byl zrekonstruovan na zakladé 210 skenu pocitacové
tomografie. Simulaci a porovnanim prutoku krve srdcem, tlakového pole, ob-
sahu kysliku v krvi a distribuce tvorby entropie pred a po operaci byly po-
drobné analyzovény ucinky defektu septa na plicni hypertenzi (PH), cyandzu
a srdecni zatéz. Bylo tak formulovdano mnoho zavéru, jejichz cilem bylo
rozsitit poznatky o zkoumané problematice. Pro lepsi ilustraci vysledku dis-
kutované studie ptrikladame obr. 1.8. Ten zobrazuje prutok krve a distri-
buci obsahu kysliku v krvi v srdci pacienta pted operaci. Barva proudnic
predstavuje bezrozmérny obsah kysliku v krvi - ¢ervend pro relativné vysoky
obsah kysliku a modra pro relativné nizky obsah kysliku.

1.7 Shrnuti

Predstavené studie v této kapitole dokazuji vhodnost uziti lattice Boltzman-
novy metody pro feseni problému kardiovaskularni biomechaniky. Konkrétne
zde byly predstaveny prace, jejichz predmétem bylo simulovani proudéni krve
v cévach ruznych tvaru a modelovani transportu krevnich bunék pravé po-
moci lattice Boltzmannovy metody.

Prezentaci vybranych studii fesici problémy proudéni krve v cévnich bifur-
kacich ruznych tvaru uzitim lattice Boltzmannovy metody jsme potvrdili
vhodnost implementace této metody pro feSeni téchto problému. Proto pro
numerické modelovani proudéni krve v cévnich bifurkacich v nasledujicich
kapitolach uzijeme prave lattice Boltzmannovu metodu.
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Kapitola 2

Teoretické pozadi lattice
Boltzmannovy metody

V této kapitole bude predstaveno teoretické pozadi, na kterém stoji zakladni
principy lattice Boltzmannovy metody. Bude predstaven vyznam distribucni
funkce, lokalni rovnovazné distribucni funkce a Boltzmannovy rovnice. Na-
sledné bude demonstrovan zpusob diskretizace Boltzmannovy rovnice a od-
vozeni rychlostniho modelu, ktery bude uzit v néasledujici kapitole.

Pfed tim, nez Boltzmannovu rovnici a distribuéni funkce uvedeme, defi-
nujme nejprve takzvané mezoskopické méritko, na kterém Boltzmannova
rovnice, potazmo lattice Boltzmannova metoda, tekutinu popisuje. Mezosko-
pické méritko stoji mezi makroskopickym a mikroskopickym méritkem. Na
makroskopickém meéritku je sledovan plny kontinualni obraz tekutiny makro-
skopicky sledovatelnymi veli¢inami, jakymi jsou napt. rychlost, hustota a te-
plota tekutiny. Na tomto meéritku pracuje vétsina konvencnich CFD ftesicu
vcetné téch staveéjicich na principech metody konec¢nych prvku a koneénych
objemu. Naopak na mikroskopickém meéritku je sledovdna tekutina na mo-
lekuldrni trovni (molecular dynamics). Zjednodusené muzeme tvrdit, ze pri
uziti tohoto popisu je sledovan pohyb kazdé jedné c¢astice. Na mezoskopickém
métitku jsou sledovany informace o reprezentativni mnoziné ¢astic, kterou
budeme v nasi praci nazyvat ’shlukem céstic’.

2.1 Boltzmannova rovnice a distribuc¢ni funkce

K popisu vyse popsaného shluku ¢astic definujeme distribuc¢ni funkci f a jeji
momenty. Distribuéni funkce f reprezentuje hustotu ¢astic majicich mikro-
skopickou rychlost £ v misté daném polohovym vektorem r a v case ¢. Jinymi
slovy ji lze povazovat za zobecnéni hustoty, které navic bere v tivahu mi-
kroskopickou rychlost ¢dstic [28]. Zatimco p(r;t) predstavuje hustotu hmoty
v trojrozmérném fyzickém prostoru, f(r;€&;t) soucasné predstavuje hustotu
hmoty jak v trojrozmérném fyzickém prostoru, tak v trojrozmérném rych-
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lostnim prostoru. Proto ma distribu¢ni funkce f jednotku

fl kg L ks (2.1)

m3  (m/s)3 m6

Definujme vztah mezi distribuéni funkei f a hustotou p jako moment hustoty,
tedy

:/f(né?t)dgga (22)

kde symbolem [ d*¢ rozumime trojny (objemovy) integrél nad oblasti zkou-
maného kontinua. Jinymi slovy tvrdime, ze hustota p(r, t) je rovna integralni-
mu souctu distribu¢nich funkei vSech rychlosti v dané poloze r a daném case t.
(Povsimnéme si analogii mezi timto a vztahem mezi hmotnosti a hustotou
uvazovaného kontinua m = [ pd® 2. ) Piendsobime-li moment hustoty rych-
losti, dostaneme vyjadieni pro moment hustoty hybnosti

p(r, tyulr, ) = / Ef(r.&.t)d¢, (2.3)

kde u je makroskopicka rychlost tekutiny. Obdobné definujeme moment hus-
toty celkové energie

bl 00 = 5 [IF(r 60 % (24)

a ddle moment hustoty vnitini energie

ple e, t) = 5 [Ivlr P60 (25)

kde v je takzvana relativni rychlost, ktera je dana rozdilem makroskopické
a mikroskopické rychlosti v =u — &.

Za ucelem odvozeni Boltzmannovy rovnice provedeme totalni derivaci funkce

f podle casu
df (9fdt+8fdr+8fd€

- = 2.6
dt ~ otdt  ordt o€ dt’ (2:6)
kterou prepiseme jako
df _ af of (9f
- 2.7
a orc T T o (27)
kde a je zrychleni shluku ¢astic. Stejnou rovnici uvedeme jesté v podobé
df _of, OfF f
= — L 2.8
e S R (238)
kde m je hmotnost jednoho shluku ¢astic a F' je vnéjsi objemova sila pusobici
na jeden shluk ¢astic. Zavedenim tzv. kolizniho operatoru 2 = % rovnici
prepiseme
of, OfF f
= 2.9
Bt et o 29)

15



Pokud budeme silu F dale uvazovat nulovou, ziskavame Boltzmannovu rov-

nici ve zndmém tvaru (V = 8%)

_9f
ot

Boltzmannova rovnice je parcialni diferencialni rovnice se zdrojovym ¢lenem.
Jeji teseni komplikuje fakt, ze kolizni operator €2 je funkce zavisla na dis-
tribucni funkci f. Pro jeji feSeni je tfeba kolizni operator diskretizovat. Nej-
znameéjsi a nejrozsirenéjsi formulace kolizniho operatoru je vyjadiena pomoci
BGKW (Bhatnagar, Gross, Krook, Welander) aproximace z roku 1954 [34]

Q= (/T )= —(fT - ), 2.11)

kde w je relaxacni frekvence, respektive 7 je relaxacni c¢as, a f°¢ je lokalni
rovnovazna distribuéni funkce, jejiz vyznam bude jesté v této kapitole ob-
jasnén.

QO +EVS (2.10)

Dosazenim rovnice (2.11) do rovnice (2.10) dostdvame

o eV =w(r = ) (212)

Rovnici (2.12) nazveme Boltzmannovou rovnici s diskretizovanym koliznim
operatorem.

2.1.1 Diskretizace Boltzmannovy rovnice v case

Pro nase dalsi potieby je nutné Boltzmannovu rovnici diskretizovat v case.
Uvazujme konstantni ¢asovy krok At dikretizovaného ¢asu. Provedme nyni
Tayloruv rozvoj distribu¢ni funkce f(r + €At €, ¢+ At) nasledovné

0 0

P+ EALE t+ A = f(r,60) + Lar+ YL

ot or
kde ¢len 9(At?) znaci ¢leny druhého a vysstho fadu Taylorova rozvoje. Ty
v tomto momenté zanedbame. Rovnici vydélime ¢asovym krokem At a upra-
vime do podoby

fr+ &AL E L+ At)— f(r,&,t) Of Of
A7 = + 55. (2.14)

Povsimnéme si, ze prava strana rovnice (2.14) je rovna levé strané rovnice
(2.12), tedy diskretizovanému koliznimu operatoru 2. Polozme proto do rov-
nosti levou stranu rovnice (2.14) a diskretizovany kolizni operédtor dany rov-
nici (2.11) a déle algebraickymi tpravami vyjadieme f(r + EAt, ¢t + At).
Dostavame

A
Fr+ EALE+ AL = f(r.6,0) + 7t<fW(r, £4)— f(r.61).  (2.15)

Rovnice (2.15) je diskretizovanou verzi Boltzmannovy rovnice v ¢ase s dis-
kretizovanym koliznim operatorem.

EAL +O(AF),  (2.13)

16



2.2 Lokalni rovnovazna distribuc¢ni funkce

Predpokladédme, ze pokud bude tekutina ponechana v klidu dostate¢né dlou-
ho, distribu¢ni funkce f(r,&,t) dosdhne rovnovézného stavu a nabude hod-
noty rovnovazné distribuéni funkce f¢(r,€,t). Ta je v rychlostnim prostoru
izotropni kolem bodu, ktery je dan vektorem & = u (odsud piivlastek lokdlni).
V referencni soustavé, ktera se pohybuje rychlostni u, lokdlni rovnovazna
distribuéni funkce muze byt vyjadrena jako f¢(r,|v|,t) = f°U(|v|). V tomto
odstavci nésledujme postup pro nalezeni vyjadieni lokdlni rovnovazné dis-
tribucni funkce uvedeny v [28].

Omezme se na hledani vyjadieni lokalni rovnovazné distribuéni funkce v se-
parovatelné podobé

FAVE) = f vz + vy +02) = i) fh(vy) fib (v2). (2.16)

Jinymi slovy predpoklddejme, Zze prostorova lokalni rovnovazna distribucni
funkce muze byt vyjadiena jako kombinace ti{ 1D lokalnich rovnovéznych
distribu¢nich funkci. Pokud budeme uvazovat velikost rychlosti konstantni,
tedy |v[*= v} 4 v} 4 v7 = konst., potom plati

fe(|[v]?) = konst. = In f/(v?) + In f(v?) + In f*(v?) = konst.  (2.17)

Takovy pozadavek spliiuje 1D lokélni rovnovazna distribuéni funkce, pro kte-
rou plati In f¢(v2) = a + bv?, kde a a b jsou obecné redlné konstanty. Do-
sazenim takto vyjadiené lokalni rovnovazné distribuéni funkce do rovnice
(2.17) dostaneme

In f°9(v2) 4 In f9(v2) 4+ In f9(v?) = 3a + b((v2 + vi +v?) = konst. (2.18)
Prostorova lokalni rovnovazna distribucéni funkce méa potom tvar
flv]) = e, (2.19)

Lokalni rovnovazna distribuéni funkce f¢¢ je zvlastnim piipadem distribucni
funkce f, tudiz predpokladame, ze konstanty a, b 1ze nalézt pomoci pozadavku,
aby funkce f méla stejné momenty hustoty, viz (2.2), a energie, viz (2.4),
resp. (2.5), jako f.

Lokalni rovnovaznou distribu¢ni funkci potom uvedeme v podobé

F(e V], 1) = p (i) s (2.20)

dre

a po uplatnéni rovnice popisujici idedlni monoatomicky plyn, e = %RT, také
v podobé

2 7|v\2

1
c = — 2RT 2.21
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kde T je termodynamicka teplota a R je plynova konstanta. Naznaceni odvo-
zeni lokalni rovnovazné distribuéni funkce ve dvoudimenzionalnim prostoru
bychom pak provedli zcela analogicky s vysledkem

1 2 1 —|v|?
[ vl ) =p (m) eTir = P (m) o TR (2.22)

Neékteré zdroje za icelem vétsi obecnosti uvadéji vyjadieni diskutované funkce
jako

VI[N

D
2 —|v

AT (2.23)

o) =0 (57 )

kde D znaci dimenzi prostoru zkoumaného problému proudéni.

Zde naznacené odvozeni funkce f¢? je sice pro nase potieby dostatecné,
nicméné nevysvétluje motivace za uvedenymi predpoklady a nedokazuje jed-
noznacnost tohoto vyjadieni. Pro plné doplnéni téchto mezer odkazujeme
Ctendfe na studium statistické mechaniky [32].

Lokalni rovnovaznou distribuc¢ni funkci poprvé formuloval fyzik James Clerk
Maxwell. Jednoznacnost funkce v této podobé byla pozdéji dokdzana Ludwi-
gem Boltzmannem. Proto lokédlni rovnovaznou distribucni funkci nazyvame
také Maxwell-Boltzmannovou distribuéni funkei.

2.2.1 Zjednodusené vyjadreni lokalni rovnovazné dis-
tribuéni funkce pro problémy pomalého proudéni
Vyjadieni lokalni rovnovézné distribuéni funkce (2.23) lze elegantné zjedno-

dusit pro problémy proudéni nizstho Machova ¢isla. Lokalni rovnovaznou
distribuéni funkei (2.23) uvedeme podle [15] nejprve v podobé

D
1 2 —(g-w?
€ — €q — e _

Nésledné roznasobime zavorku v exponentu Eulerova ¢isla a upravime,

1 2 —(£2-2¢u+u?) 1 3 _€2  —(—2¢utu?)
[ = p< ) e 2RT = p( ) @2RT e~ 2RT . (2_25)

2rRT 2rRT

S vyuzitim znamého vyjadieni exponencialni funkce pomoci nekoneéné Tay-

lorovy fady (e = 1 +x +2?/2 + .., resp. e =1 —x+2%/2 + ..)
vyjadiime

—(~26utu?) &u u? (éu)’

" RT 2RT ' 2(RT)

kde symbol ¥ zastupuje ¢leny vysstho fadu Taylorova rozvoje, které za-
nedbdme. Dosazenim takto vyjadiené exponencidlni funkce do rovnice (2.25)

S+, (2.26)
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jsme ziskali vyjadieni lokalni rovnovazné distribucni funkce pro problémy
pomalého proudéni

D
2

€q = p 1 N e%
2rRT

2.3 Lattice Boltzmannova rovnice

gu  uw? . (&u)’
1+ﬁ—2RT+2(RT)2 : (2.27)

V téchto odstavcich bude naznaceno odvozeni lattice Boltzmannovy rovnice
a bude predstaven rychlostni model D2Q9. Lattice Boltzmannovou rovnici
ve varianté pro zminény rychlostni model budou totiz v néasledujici kapitole
feSeny konkrétni numerické tlohy této diplomové prace.

2.3.1 Numericky vypocet momentt distribuc¢ni funkce

Vypocet momentu distribuéni funkce (2.2) az (2.5) provedeme s dostatecnou
presnosti uzitim Gaussovy integrace, tedy

[ o(©r6 a6 = 3 Was(e) £, .1 (2:23)

nebo

/ DN (r, £, )06 = 3 W (€)F7(r, 1) (2.29)

kde ¥ (&) je polynom mikroskopické rychlosti &, W; je i-ty vahovy koeficient
kvadratury a &; je 7i-t4” mikroskopicka rychlost a zaroven -ty integracni bod
Gasussovy kvadratury. Rovnice (2.2), (2.3) a (2.5) piejdou v

plet) =3 fi=D f". (2.30)
p(r,tu(r,t) = Z &ifi = Z & fo, (2.31)

ple (e t) = 2 (& —wPSi = 5 36 —ul S (232

% %

kde fi = fi(r7t) = Wif(rvsivt) a fieq = fieq(r7t) = Wifeq(r7£i7t)'

2.3.2 Diskretizace Boltzmannovy rovnice ve fazovém
prostoru

Ackoli lattice Boltzmannova rovnice byla historicky odvozena z metody Lat-

tice-gas automata (LGA) [16], v roce 1997 byl predstaven zptsob odvozeni

lattice Boltzmannovy rovnice piimou diskretizaci spojité Boltzmannovy rov-
nice ve fazovém prostoru, viz [19]. Ten bude nyni prezentovan.
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Diskretizovand Boltzmannova rovnice v case (2.15) pripousti pohyb shluku
castic s mikroskopickou rychlosti & v nekoneé¢né mnoha smérech. Lattice
Boltzmannova rovnice je diskretizovanou verzi této rovnice ve fazovém pro-
storu, tzn. uvazuje pohyb shluku ¢astic pouze ve 'vybranych’ smérech, které
jsou dany mikroskopickymi rychlostmi &;, a ty je tfeba spravné urcit. Pocet
téchto smért musi vzhledem k dimenzi zkoumaného prostoru zajistovat tzv.
miizkovou strukturu [19], odsud ¢asto uzivané ceské oznaceni lattice Boltz-
mannovy metody jako miizkové metody. Dalsim pozadavkem je, aby vypocet
integrélu hydrodynamickych momentu, viz rovnice (2.30) az (2.32), byl nejen
dostatecné presny, ale aby navic zachovaval nezbytné symetrie pozadované
Navier-Stokesovymi rovnicemi. Dopliime pro tplnost, ze lattice Boltzman-
novu rovnici a Navier-Stokesovy rovnice dava do souvislosti Chapman-Ensko-
gova teorie, viz [43].

Pokusme se nyni s dostatecnou presnosti vycislit integral na levé strané rov-
nice (2.29). Uvazujme zjednodusenou lokalni rovnovaznou distribuéni funkei
pro problémy proudéni nizkého Machova ¢isla, viz (2.27). Reseny integral
prejde do podoby

1 % 42
1=/¢(€)p <27rRT) e7iT

Tento integral mé tvar [ e *"¢(x)dx a je mozné ho tak vycislit uzitim Gas-
sovych kvadraturnich vzorcu.

de. (2.33)

Pokrac¢ujme nyni konkrétné. Uvazujme feSeny problém rovinného proudéni
a ¢tvercovy miizkovy prostor. Predpokladame pak podobu polynomialni funk-

ce (&) jako
»(€) = &'y, (2.34)

kde & a &, jsou slozky mikroskopické rychlosti v kartézském souiradném
systému. Dosadime (2.34) pro D = 2 do integralu (2.33) a dostaneme

1= [ergraae
:

oo

(2.35)
2zl o+ ty I Fg)
V2RT
N 2Lyl + 2up Uy L1 Ly + ufjlmInH }
VRT ’
kde
I, = / e & Cmde,, I, = / e 4 ¢rdg, (2.36)
a
== = (2.37)

V2RT’ 2RT
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Pro vypocet integrélu (2.36) zvolime jejich aproximaci tzv. Hermitovskou
formuli tretiho radu, tedy

ij I sz . (2.38)

kde integracni konstanty jsou

- —@, G=0.G=1/3 (2:30)

VT VT VT (2.40)

— :2— :—'
6,0}2 3,&)3 6

a vahové koefienty jsou
w1 =

Dosazenim takto vyjadienych integralu I,,, resp. I,,, do rovnice (2.35) dosta-
neme

£z ]u 112 (ﬁi,ju)Q

SRT ' 2(RT)?

=1I‘Q

(2.41)

3 3
ZZ wiw; (&)

kde &; ; je fadkovy vektor & ; = (&,&;) = V2RT((;, (). Porovnanim vztahu
(2.41) a (2.28) identifikujeme

£i,ju_ u’ +(€i,ju)2
RT  2RT  2(RT)?

wiwjp 14

o= (2.42)

™

Se zavedenym znac¢enim

¢ =V2RT(; = \/2RT\/—_ = V3RT, (2.43)

49 i—j—2 E=1
Wy = % —1/9 i=1,j=2.; k=2345 (2.44)
1/36 i=j=1,... k=6,7,809,
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i=1l:c = <<2,<2>-33= (0,0)c,
i=2:cy = <g3,¢2>-§= (1,0)c,
i=3:c3=((2,()"
i=4:c4=((1,C)-
i=5:c5= (G ) - 53 = (0,~1)e, (2.45)
i=6306:(C3,C3)'£3
i=T7:cr= (G, G) - — — (—1,1)c,

i:8308:(C17C1)'£

3

0 e — £

i=9:c9=((30G) G
uvedeme (2.42) jako

3(c; - 9(c;-u)?  3u?
(cu)+(cu)_u

@ _ 1, |1
Ji P c? 2c4 2c2

(2.46)

Ptredstavme na tomto misté vztah (2.46) v podobé, ve které figuruje rychlost
zvuku prostiedi c¢;. S uvazovanim stavové rovnice idealniho plynu

p = pRT (2.47)
a stavové rovnice pro izotermicky déj
p = pc? (2.48)
lze uvést vyjadreni tzv. miizkové rychlosti c,
c=v3-c,. (2.49)
Tu pak dosadime do rovnice (2.46) a dostaneme

ciru  (c;-u)?  u?
4 =W,p |1 _
/i PNt 2 * 2cd 2¢2

(2.50)

Volbou ttetiho fadu integrace rovnic (3.36) jsme odvodili pravé devét rych-
lostnich sméru zajistujicich ¢tvercovou miizkovou strukturu, viz (2.45) a obr.
2.1, devét vahovych koeficientt, viz (2.44), a predstavili jsme odpovidajici
vyjadreni lokalni rovnovazné distribucni funkce v téchto rychlostnich smérech,
viz (2.46) nebo (2.50). Takovy rychlostni model je v literatufe oznacovan jako
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Obr. 2.1: Mikroskopické rychlosti c; pro model D2Q9.

D2Q9, kde D2 znaci fesenou rovinnou ulohu a Q9 pravé devét uvazovanych
rychlostnich sméru. Rychlostni model D2Q9 je pravdépodobné nejpouzivanéj-
sim rychlostnim modelem pro feSeni problému rovinného proudéni lattice
Boltzmannovou metodou a bude uzit pii TfeSeni problému v nasledujicich
kapitolach. Pro problémy proudéni v trojdimenzionalnim prostoru jsou nej-
rozsitenéjsi rychlostni modely D3Q15 a D3Q19.

Levou stranu lattice Boltzmannovy rovnice

filr + At t + At) = fi(r,t) + %(ffq(r, t) — fi(r,t)) (2.51)

nazveme propagaci a pravou stranu nazveme kolizi. Implementaci uvedené
rovnice v téchto dvou krocich bude vénovana nasledujici kapitola.
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Kapitola 3

Implementace lattice
Boltzmannovy rovnice

V této kapitole bude predstaven zpusob implementace lattice Boltzmannovy
rovnice, kterym budou néasledné feseny vybrané problémy ustaleného proude-
ni vazké nestlacitelné newtonské kapaliny. Konkrétné bude predstaven dvou-
krokovy algoritmus feSeni lattice Boltzmannovy rovnice a budou predstaveny
vybrané okrajové podminky lattice Boltzmannovy metody. Ty budou tes-
tovany na feSeni problému proudéni kapaliny v obdélnikovam kanalu a na
problémech proudéni kapaliny v bifurkacich ruznych tvaru. V této kapitole
bude implementovan rychlostni model D2Q9 pfti standardni volbé casového
a rychlostniho kroku At, resp. Ax.

V odstavci 2.3.2 jsme nastinili odvozeni rychlostniho modelu D2Q9. V odvo-
zenych rovnicich figuruje ¢asovy krok At a miizkova rychlost c. Jak oznaceni
miizkové rychlosti ¢ napovida, muzeme ji také vyjadrit jako podil rozmérového
kroku vypoctové miizky a ¢asového (itera¢niho) kroku, tj.

Ax
= —, 3.1
Pokud budeme uvazovat
Axr = At =1, (3.2)

pak i mtizkova rychlost bude rovna jedné a vyjadireni mikroskopickych rych-
losti ¢;, viz (2.45), se zjednodusi. Pfi uvazovani tohoto nastaveni pak vyjadii-
me rychlost zvuku ¢, z rovnice (2.49),

: (3.3)
Cs = —, .
V3
a uvedeme lattice Boltzmannovu rovnici
1
fi(r + CiAtv i+ At) = fi(r’ t) + ;(fieq(rv t) - fi(rv t)) (34)

Implementace lattice Boltzmannovy rovnice s takovym nastavenim kroku A
je vyhodna nejen proto, ze takové nastaveni je Siroce rozsiteno a okomen-
tovano mnoha autory, ale i proto, ze takové nastaveni se jevi jako vyhodné
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z duvodu uspory vypoctového casu.

Abychom mohli uplatnit takové nastaveni, je nejprve nutné prevést fyzikalni
rozmérové veliciny feSeného problému na tzv. lattice boltzmannovské veli¢iny
(lattice units). Lattice boltzmannovské veliciny literatura casto uvadi zcela
bez fyzikélnich jednotek, a tak ¢inime i my, viz rovnice (3.2).

3.1 Prevod fyzikalnich veli¢in

Jak jsme uvedli vyse, je vyhodné uvazovat nastaveni kroku Az = At = 1.
S uplatnénim tohoto nastaveni se pokusime na nésledujicich fadcich nalézt
tzv. konverzni faktory C,, jejichz prostfednictvim budeme schopni piepocitat
fyzikalni veli¢iny ¢, na veli¢iny lattice boltzmannovské ¢ predpisem

¢ =Cy-q. (3.5)

Nejprve uvedeme vztah (3.5) pro fyzikalni veli¢inu délky [ a vyjadiime kon-
verzni faktor pro rozmér C, tedy

[
V této rovnici rozumime znakem [, referen¢ni (charakteristicky) rozmeér pro-
blému ve fyzikélnich jednotkéch a znakem [ stejny referen¢ni rozmeér problému
v jednotkéch lattice boltzmannovskych. Redlny referencéni rozmeér problému

z podstaty zname a referencéni rozmér modelu vhodné volime.

V tuto chvili jsme jiz schopni urcit rozmérovy krok problému Az, jako
Az, =C;- Az = Ax, = C). (3.7)
Analogicky vztah uvedeme i pro casovy iteracni krok, tedy

Daéle se pokusime urcit konverzni faktor pro veli¢inu hmotnosti C,,. Za timto
ucelem napiSme vztah (3.5) pro hustotu a vyjadieme jeji konverzni faktor,
tedy

Pr

pr=0Cpp=Cp= (3.9)

Ve vztahu (3.9) je p, je referenéni hustota reseného problému ve fyzikalnich
jednotkdch znama a p je lattice boltzmannovska hustota, kterou volime.
Protoze fyzikalni veli¢ina hustoty ma rozmér kg-m=3, mtiZzeme i pro konverzni
faktory psat C, = C,,C;3, potom

Cm = C,C}. (3.10)
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Velicinu tlaku p, majici fyzikdlni jednotku Pa = kg -m™!-s72 potom uréime
jako
pr=C,C71C72 p. (3.11)

Za ucelem vyjadreni relaxa¢niho ¢asu 7, ktery v rovnici lattice Boltzmannovy
metody piimo figuruje, uvedeme vztah vyjadieny v lattice boltzmannovskych
jednotkéch odvoditelny jiz zminénou Chapman-Enskogovo analyzou davajici
do souvislosti ¢asovy iteracni krok At, rychlost zvuku ve zkoumaném prostiedi
cs, relaxacni cas 7 a kinematickou viskozitu tekutiny v, tedy

1
v =c2At (T - 5) . (3.12)
Dosazenim (3.3) za ¢ a (3.2) za At dostaneme vyjadieni pro relaxaéni ¢as 7,

1 1 1
1/—5(7'—5):>7'—31/+§. (3.13)

Pro zajisténi numerické stability musi byt relaxacni ¢as 7 vétsi nez % Realnou
kinematickou v, viskozitu uvedeme jako

v, = C?C 7y, (3.14)

protoze [v,] = m2s™1. Z rovnice (3.14) vyjadifme konverzni faktor pro cas C;,
tedy
02
Ct == L v . (315)

Yy

Hodnotu referencni rychlosti v lattice boltzmannovskych jednotkach u jako
odvozené fyzikaln{ veli¢iny s jednotkou m - s~! bychom se znalost{ konverznich
faktoru a referenéni rychlosti zkoumaného problému ve fyzikalnich jednotkach
mohli vyjadrit jako

u, = C,C; . (3.16)
Hodnoty referencnich veli¢in v lattice boltzmannovskych jednotkach volime.
Volba vsak musi nejen zarucovat numerickou stabilitu Boltzmannovy me-
tody (17 >> %), ale navic musi platit rovnost podobnostnich ¢isel modelu
vyjadieného v lattice boltzmannovskych jednotkach a feseného problému po-

psaného fyzikalnimi jednotkami.

3.1.1 Reynoldsovo podobnostni ¢islo

Jako ptiklad bezrozmérového podobnostniho ¢isla ¢asto uzivaného v dyna-
mice tekutin uvedeme Reynoldsovo podobnostni ¢islo. To je definovano vzta-
hem

Re=—1"——" (3.17)

Uy v
kde u,., resp. u, je charakteristicka rychlost ve fyzikalnich, resp. lattice boltz-
mannovskych jednotkach. Jednoduchou rozmérovou analyzou se snadno pies-

~ ~ 7 ~ . ~ ~ ~ /7 w7 . -1 .
védéime, ze jde skutecné o bezrozmérové éislo: [Re] = ™5—& = 1.
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Uplatnéni vyse uvedenych vztahu bude demonstrovano pii feseni vybranych
uloh v zavéru kapitoly.

3.2 Kolize

Jak jiz bylo uvedeno, pravou stranu lattice Boltzmannovy rovnice nazyvame
koliznim krokem lattice Boltzmannovy metody nebo prosté kolizi. V tomto
kroku dochézi ve vSech uzlech, ve kterych probiha vypocet, k pomyslnym
srazkam shluk.

Prvnim v této préaci predstavenym piistupem feseni kolizniho kroku je feseni
takzvanym single relaxation time modelem, zkracené SRT modelem. Lattice
Boltzmannovu metodu uzivajici principu SRT nékdy také souhrnné oznacuje-
me jako SRT-LBM. Jak nazev metody napovida, SRT se opird pouze o jeden
parametr, a to jiz diive sklonovany relaxaéni cas 7.

V koliznim kroku algoritmu jsou uréeny postkolizni distribuéni funkce f7°*
pomoci pravé strany lattice Boltzmannovy rovnice,

F7 0 8) = filr ) (Fe ) — filr. ) (3.15)

Postkolizni distribuéni funkce f7*** jsou nasledné propagovéany dalsim kro-
kem algoritmu.

SRT model je bohuzel casto nedostatecnym néstrojem pii numerickych si-
mulacich a zejména pro relaxacni ¢asy 7 blizici se jedné poloviné jevi znaky
numerické nestability. Proto zavadime alternativni zpusob feSeni kolizniho
kroku lattice Boltzmannovy rovnice, a to pomoci tzv. MRT modelu, nebo-li
pristupu s mnohonasobnym relaxa¢nim parametrem.

NapiSeme-li lattice Boltzmannovu rovnici ve vektorovém zapisu, kde f =
= (f1, f2, .- fo)T, a nésledné rovnici pienasobime jednotkovou matici T =
= MM tidu 9, dostaneme

B(r + ;AL ¢+ AL) — £(r, ) — %(feq(r, D) — £(r.1)
= M_IM%(f(r, t) — £(r, 1)) (3.19)
_ M*%(Mf(r, £) — ME“(x, 1))

=M 'S(m(r,t) — m“(r,1)).

Z (3.19) plyne m = Mf, m® = Mf% a S = %I. V takovém piipadé jde
stdle o jiz pifedstaveny SRT model, nebot operujeme s jednim parametrem 7.
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Avsak v pripadé, kdy matice S ma podobu obecné diagonélni matice,
S = diag(sl, S2,83, ... ,89), (320)

mluvime o MRT modelu. Hodnoty parametru s; je tfeba pro konkrétni prob-
lém vzdy vhodné zvolit. Zakladni myslenkou piistupu modelu MRT je pro-
vedeni koliznitho kroku v momentového prostoru. Transformaéni matici M
a predpis pro prvky vektoru m®? lze nalézt pomoci Gram-Schmidtova orto-
gonaliza¢niho procesu nebo pouzitim Hermitovych polynomu, viz [28]. Pro
model D2Q9 plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
4 -2 -2 =2 -2 1 1 1 1
0 1 O -1 0 1 -1 -1 1
M=| 0 2 0 2 0 1 -1 -1 1 |, (3.21)
0 0 1 o -11 1 -1 -1
o o0 -2 0 2 1 1 -1 -1
0 1 -1 1 =10 0 0 O
o o o o0 o 1 -1 1 -1
my’ = p,
= p(~2 4 3(p(us” + 1,2)),
mg' = p(1 = 3(p(us” + 1)),
miq = PUg,
mg! = —puy, (3.22)
mgq = PUy,
my! = —PUy,

_ 2 2
mg? = plu,? — %)
€q __
My’ = PUzly.
7, duvodu usetteni vypoctového casu je vyhodnéjsi vycisleni vektoru m®? po-
moci vyse uvedenych predpisu (3.22) nez pomoci rovnice m® = Mfe?.

Hledané postkolizn{ disribucni funkce fPost = (fP%, f2os . f2*"T tak urcu-
jeme rovnici
25! (v ¢) = f(r,t) + M 'S(m(r,t) — m®(r, 1)) (3.23)

a algoritmus pokracuje propaga¢nim krokem.

3.3 Propagace

Pti propagacnim kroku lattice Boltzmannovy metody dochazi k presunu dis-
tribu¢nich funkci do sousednich uzlu ve smyslu smérovych vektoru, viz obr.
3.1, podle rovnice

filr + At + At) = [P (r,t);i = 1,...,9. (3.24)
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Nésledné probiha vyhodnoceni rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu
vypoctové miize. Problém chybéjicich distribucnich funkei na okraji vypo-
¢tové miize, o nichz nam propagacni krok informaci neposkytuje, fesime
implementaci okrajovych podminek.

¢z *‘73 Cq
C7 C3 Cg
& c
Cy C; (&) 4 .C] 2
Cg Cs Cy
Cs +C5 o

Obr. 3.1: Schéma piresunu distribuénich funkci po uplatnéni kroku propagace.

3.4 Okrajové podminky

Jak jiz bylo zminéno v odstavci 3.3, propagacni krok lattice Boltzmannovy
metody nam neposkytuje informaci o vSech distribu¢nich funkcich nachéaze-
jicich se na okraji vypoctové miize, coz ndm znemoznuje vyhodnotit hus-
totu p a makroskopickou rychlost tekutiny u v téchto mistech. Problém tesi
okrajové podminky zaddvané na hranicich vypoctové oblasti, které budeme
od této chvile nazyvat sténami. Okrajové podminky lze definovat ruznymi
zpusoby pouzitim mmnoha teorii a mohou reflektovat ruzné fyzikalni stavy
(napt. predepsany tlak, termodynamickou teplotu, rychlost tekutiny, ...).
V téchto odstavcich predstavime vybrané okrajové podminky: okrajové pod-
minky typu ,bounce-back®, okrajové podminky typu ,Zou-He“ periodické
a modifikované periodické okrajové podminky. Kratce bude také diskutovano
extrapola¢ni schéma predstavené v ¢lanku [7].

3.4.1 Okrajové podminky typu ,,bounce-back “

Okrajova podminka typu , bounce-back “ je uzita pri interakci tekutiny s pev-
nou nepropustnou sténou. ,Bounce-back“, neboli okrajova podminka pro
prosty odraz, popisuje situaci, kdy shluky castic nardzeji na pevnou nepro-
pustnou sténu s neklouzavym povrchem po stejnych trasach, po kterych se
odréazeji zpét do vypoctové oblasti. Uvazujme shluk ¢astic nachéazejici se na
zapadni sténé vypoctové oblasti, viz obr. 3.2. Po uplatnéni propagacniho
kroku identifikujeme nezndmé distribué¢ni funkce. Ty jsou na obr. 3.2 oznaceny
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Obr. 3.2: Shluk ¢éstic nachdazejici se na zdpadni sténé.

cervené. Pro odvozeni okrajové podminky vyjdeme z nerovnovdzné okrajové
podminky typu ,bounce-back“ (NEBB) podle [52], tedy

fi— ' =F—=f (3.25)

kde f; je hledand distribuéni funkce a f; je 'protéjsi’ distribucni funkce. Je-li
neznamou distribuéni funkci f5, potom ’protéjsi’ distribuéni funkei je podle
nerovnovazné okrajové podminky typu ,bounce-back “ f;. Je-li neznamou dis-
tribuéni funkei fg, potom "protéjsi’ distribucni funkei je fg apod.

Pro situaci zobrazenou na obr. 3.2 urceme nyni distribuéni funkci fo pti
znalosti 'protéjsi’ distribuéni funkce fy. Pro tento piipad tedy rovnici (3.25)
uved me jako

fo=f' = fa— 1)1 (3.26)

a dosad'me odpovidajici vyjadieni lokalnich rovnovaznych distribuénich funkei
(2.50), tedy

coru  (cy-u)?  u?
fo = Wep {1 * 2 * 24 22|
® ® Y 3.27
Ja—W. 1+c4-u+(c4-u)2 u o
! iw 2 2c¢4 2c2

Protoze odvozujeme okrajovou podminku typu ,bounce-back“ na pevné ne-
pohyblivé sténé, musf pro rychlost tekutiny na sténé platit u = (0,0)7. Po
dosazeni ziskdame

Jo=Wap = fo — Wiyp. (3-28)

S ohledem na skute¢nost, ze vahové funkce Wy a Wy se podle (2.44) rovnaj,
ziskdme koneény tvar okrajové podminky typu ,bounce-back “ pro distribucni
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funkci fo, tedy

f2=fa (3.29)
Pro problém zobrazeny na obr. 3.2 bychom uré¢ili dalsi neznamé distribuéni
funkce zcela analogicky s vysledkem fs = fs a fo = fr.

3.4.2 Periodické okrajové podminky

Periodické okrajové podminky uplatnujeme pro situace, kdy je feseni proudeé-
ni periodické, tzn. tekutina opousti vypoctovou oblast na jedné strané a znovu
do ni okamzité vstupuje z opacné strany.

x=0 x=
c ¢ G = ¢ ¢
[5 (] C5 Cy Ci Cr
y Cs Y C5 CoNo . Cs Y Cs Cg
OT_, sténa tekutina sténa
X ( ( ) )

Obr. 3.3: Shluky ¢astic nachézejici se na vychodni a zdpadni sténé vypoctové oblasti.

Pokud tedy pro problém proudéni v kandle délky L, viz obr. 3.3, uplatnime
periodické okrajové podminky na jeho zapadni, resp. vychodni sténu, potom
plati

i=2,6:9: fi([lx =0,y]",1)
i=478: fi(le = L,y]" 1)

fille = L,y]", 1)

fille = 0,57, 1). (3:30)

3.4.3 Mod:ifikované periodické okrajové podminky

Podle postupu predstaveném v [51] lze modifikovat vyse predstavené peri-
odické podminky tak, aby reflektovaly problém proudéni v obdélnikovém
kanalu délky L se zadanym tlakovym spddem Ap. Pro takovy problém, viz
obr. 3.3, tedy v pripadé ustaleného stavu plati

u(fz =0,y 1) =u([z = L,y|", 1);
p(lz =0,91",t) =p(lz = L,y]" 1) + Ap,

kde Ap je uvazovany rozdil konstantniho tlaku na vstupni (v nasem piipadé
vychodni) a konstantniho tlaku na vystupni (zapadni) sténé

prystep. (3.32)

(3.31)

vstup

Ap=p
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Pro nasi pottebu jej uvedeme zavedenim konstanty [Pa/m] jako Ap = L.

Uplatnénim ’klasickych’ periodickych okrajovych podminek, viz (3.30), dis-
tribuéni funkce vstupujici do vypoctové oblasti jsou rovny distribu¢nim funk-
cim z vypoctové oblasti vystupujicim. V tomto pripadé vsak by navic meély
produkovat zménu rychlosti a hustoty imérnou rozdilu hustoty Ap = f—z =

= %, viz rovnice (2.48). Hledané distribu¢ni funkce, viz obr. 3.3, fedy

vyjaditme podle [51] jako

Po—i‘cﬁz
1 =2;6;9: fl([X = an]at) = fz([X = L,Y]’t)—s,

, p_“g_L (3.33)
1 =4;7;8: fz([X = L7Y]7t) = fz([X = O7Y]7t>Tﬁa

kde pg je inicializacni hodnota hustoty a p;,, resp. pout, je prumérna hodnota
hustoty na vstupni, resp. vystupni, sténé v daném case t.

3.4.4 Okrajové podminky typu ,,Zou-He*

V élanku [52] byl predstaven zpusob, jak s uzitim jiz zminéné nerovnovdziné
okrajové podminky typu ,bounce-back “ odvodit okrajové podminky na sténé
se zadanou rychlosti. V citovaném c¢lanku byl naznacen zpusob odvozeni pro
rovnou sténu (tj. horizontdlni a vertikalni v kartézském souradném systému),
ktery kratce shrneme, a nasledné odvodnime s uzitim stejné teorie konecnou
podobu okrajovych podminek pro sténu sikmou. Na pocest autoru citovaného
clanku tyto okrajové podminky oznacujeme jako okrajové podminky typu
LZou-He “

Pro snazsi orientaci v nasledujicich odstavcich zavedeme znaceni jizni, se-
verni, vychodni, zdapadni, jihovychodni, jihozdpadni, severovychodni a seve-
rozdpadni sténa, viz obr. 3.4.

Uvazujme nejprve shluk nachazejici se na zapadni sténé vypoctové oblasti, viz
obr. 3.2. Neznamymi distribu¢nimi funkcemi, tedy distribu¢nimi funkcemi,
o kterych nam informaci propagacni krok lattice Boltzmannovy metody in-
formaci neposkytuje, jsou distribuéni funkce fs, f¢ a fo. Pro urceni téchto
neznamych distribucnich funkci vyjdeme ze vztahu, které davaji do souvis-
losti makroskopickou rychlost u = (u,,u,)”, hustotu tekutiny p a distribuéni
funkce f;, tedy rovnice (2.30) a (2.31). Rovnici (2.31) uvedme s uvazovanim
vySe urcenych mikroskopickych rychlosti c;, tedy

p=h+fo+fs+fu+fs+ fo+ fr+ fs+ fo, (3'34)

pu = cifi + cofo +c3fs +cafs+ c5f5 + cofe + crfr + csfs + cofo, (3.35)

kde symboly p, resp. u, rozumime hustotu, resp. rychlost, tekutiny na uvazova-
né sténé v misté zkoumaného shluku. Rovnici (3.35) déle rozepisme do slozek
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Obr. 3.4: Oznaceni diskutovanych stén.

kartézského soufadného systému a dosad me za slozky mikroskopickych rych-
losti ¢;, viz (2.45),

puz = fo— fa— fs+ fo+ fo — fr, (3.36)

puy = f3+ fo+ fr— f5s — fs — fo- (3.37)

Odectenim rovnice (3.36) od rovnice (3.34) dostaneme

p—puz = f1+2f1+2fs+2fr + fs + [s. (3.38)

7 této rovnice pak algebraickymi tpravami vyjadiime hustotu p,

(it fatfs+20fut frt+fa)] (3.39)

p:

1—u,

Protoze je v tomto momenté hustota kapaliny p uz znama, muzeme pfistoupit
k jiz predeslané aplikaci nerovnovazné okrajové podminky typu ,bounce-
back“ (NEBB), viz (3.25). Za ucelem urceni distribu¢ni funkce fo tuto pod-
minku uvedeme v podobé

o= 1 =fa— 11, (3.40)
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a nasledné dosadime odpovidajici vyjadieni lokdlnich rovnovaznych distribu-
¢nich funkci, viz (2.50),

co-u  (cp-u)?  w?
W |1 L,
f2 2P { * 2 i 2ct 2¢2
sgou (cgru)? u? }

(3.41)
fa—Wap [1 + € +

2 4 9.2
c: 2c; 2cz

Povsimneéme si, ze vahové koeficienty v rovnici (3.41) se rovnaji, viz (2.44).
Rovnici s timto védomim upravme do podoby

co-u  (cy-u)? c,-u (cy-u)?
fg — sz |: Cg + 263 1 = f4 - W2,0 |: 2 + 2021 . (342)

s

Do rovnice (3.42) dosadime vyjadieni mikroskopické rychlosti co, resp. cy,
viz (2.45), a upravime. Dostaneme

(ux)Q

4
2c;

} =f1—Wap [—g +

2U,
= fo=f1+ W2/)?-

S

Uy
fo—Wap [g +
s (3.43)

Dosadime-li pak do této rovnice jiz diive uvedené vyjadreni rychlosti zvuku
pro rychlostni model D2Q9, viz (3.3), a vdhovy koeficient Wy, viz (2.44),
dostaneme

2
fo = fot gpus ) (3.44)

coz je finalni verze okrajové podminky pro distribuc¢ni funkci f5. Dalsi neznamé
distribu¢ni funkce fg a fy ziskdme feSenim soustavy rovnic, kterou tvoti rov-
nice (3.36), (3.37) a (3.44). Jejich koneénd podoba je

fﬁzé(fs)—f:s)‘i‘fs-irpgw +% : (3.45)
f9:%(f3—f5)+f7+pzz —% : (3.46)

Okrajové podminky typu ,Zou-He “ pro vychodni, jizni a severni sténu uve-
deme bez komentaitu na obr. 3.5, 3.6 a 3.7.
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fa=

(f3 — f5) + fo —
(f5 — f3) + fo —

(i+fs+fo+2(fa+ fo+ fo))

2
f2 3pum
pux Py
2
pux L Py
2

(a) Okrajové podminky pro shluk na vychodni sténé.

¢y \ C3 Cg
Cy Cy C,
Cg YCs )

(b) Shluk na vychod. s.

Obr. 3.5: Okrajové podminky typu , Zou-He “ pro shluk ¢dstic na vychodni sténé.

(it fot+ fat2(fs+ fs+ fo))

f3=
Z%(fz;—f2)+fg-|—u
fr=

%(f2 Ja) + fo +

f5 + %puy
Pl

2

ey
2

(a) Okrajové podminky pro shluk na jizni sténé.

C7 Cj C6
Cy Cy C,
Cs Cs Co

(b) Shluk na jizni s.

Obr. 3.6: Okrajové podminky typu ,Zou-He“ pro shluk ¢astic na jizni sténé.

p:1+u
fs =
fr=
B 1
P—l_ ,
o
p:

f7
fo=

1+ u,

(it fot fa+2(fs+ fr+ f6))

/s
_1
= §(f2 fo) + fo —

%(f4—f2)+f7— —

2
=f3— gﬂuy
Py P
2
PUz
2

(a) Okrajové podminky pro shluk na severni sténé.

Cy C3 Cq,
Cy Cy Cy
KCs Cs )

(b) Shluk na severni s.

Obr. 3.7: Okrajové podminky typu ,Zou-He“ pro shluk ¢astic na severni sténé.

35




Okrajové podminky typu ,,Zou-He“ na Sikmé sténé

Pro odvozeni okrajové podminky typu ,Zou-He“ (tj. okrajové podminky
pro sténu se zadanou rychlosti) pro svislou sténu v kartézském souradném
systému jsme sestavili soustavu linedrnich rovnic tvofenou tfemi rovnicemi
(3.34), (3.36) a (3.37). V této soustavé jsme identifikovali ¢tyTi nezndmé fo, f,
fo a p. Aby byla soustava jednoznacné tesitelna, museli jsme k této soustave
pripojit nejméné jednu nerovnovdznou okrajovou podminku typu ,bounce-
back “. Zcela analogicky budeme postupovat v piipadé odvozeni okrajové
podminky na Sikmé sténé.

Obr. 3.8: Aproximace §ikmé stény na vypoctové (mfizkové) oblasti.

Sikmou sténu se sklonem 45° od vodorovné osy & na ortogonélni vypoctové
oblasti s uvazovanou miizkovou strukturou nejlépe aproximujeme vybranymi
prvky podle schématu, ktery je zobrazen na obr. 3.8. Provedeme propagacni
krok lattice Boltzmannovy metody na vypoctové oblasti s takto definovanou
sténou a identifikujeme neznamé distribuéni funkce. Zjistujeme, Ze na sténé
se nachézeji dva typu shluku, viz obr 3.9, tj. shluk s nezndmymi distribu¢nimi
funkcemi f3, f4 a f7 a shluk s neznamou distribucni funkci f;.

Zabyvejme se nejprve shlukem se tremi nezndmymi distribuénimi funkcemi.
Se¢tenim rovnic (3.34) a (3.36) a algebraickymi ipravami dostaneme predpis
pro distribuc¢ni funkci f3,

fa=p+pus — f1 — f5 = 2(fa + fo + fo), (3.47)

kde vsak hustotu p v misté zkoumaného shluku v tomto momenté nezname.
Takto vyjadienou distribuéni funkei f3 dosadime do rovnice (3.37) a dosta-
neme vyjadieni hustoty p, tedy

p:_fl_2f5_2f2_f6_3f9+f7—f8‘

Uy — 1 — uy

(3.48)
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Obr. 3.9: Identifikace 'nezndmych’ distribuénich funkei.

Stéle dosud neurcenou distribuéni funkei f; figurujici v rovnici (3.48) uréime
pravé aplikaci nerovnovdzné okrajové podminky typu ,bounce-back “

fr—=f'=fo— 15" (3.49)

Dosazenim lokalnich rovnovaznych distribuénich funkei podle rovnice (2.50)
a jim odpovidajicim mikroskopickym rychlostem, viz (2.45), dostaneme

Uy — Uy Uy — Uy
fr—Wzp {y—Q} =fo+ Wzp [y—Q} =
CS CS

(3.50)

2(u, — uy
= fr=fo + W?P%-

S

Vyéislime-li pak véhovy koeficient W7 (W7 = Wy), viz (2.44), a rychlost
zvuku ¢, viz (3.3), dostaneme findlni podobu okrajové podminky typu ,Zou-
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He“ pro distribuc¢ni funkci f7,

fr = fot gplny )| (3.51)

Dosazenim takové podoby distribu¢ni funkce f7 do rovnice (3.48) dostaneme
vyjadieni hustoty p v misté zkoumaného shluku

_ —fi—fe— fs —2(fa+ f5 + fo)
P= Sy — 2uy — 1 '
Uy — gl

(3.52)

Resenim soustavy rovnic tvofené rovnicemi (3.36), (3.37) a (3.51) pro nezndmé
f1 a f3 zikdme jejich konecnou podobu

fa=p—puy—fo—fi—=2(fo+ fs+ f5)}, (3.53)
5 1
fs= apuy+6pux_f6+f5+f8 : (3.54)

Tak jsme odvodili okrajové podminky , Zou-He “ pro shluk ¢astic nachazejici
se na jihovychodni sténé, ktery ma po uplatnéni propagacniho kroku lattice
Boltzmannovy metody tii neurc¢ené distribu¢ni funkce f3, fy a fr.

V pripadé shluku, ktery ma pouze jednu neurcenou distribu¢ni funkci f,
viz obr 3.9, je pak zcela postacujici urcit hustotu v misté shluku podle rov-
nice (3.52) a nasledné nezndmou distribuéni funkei uplatnénim rovnice (3.51).

Findlni podobu okrajovych podminek pro shluky se tfemi neznamymi dis-
tribu¢nimi funkcemi na jihozdpadni, severozapadni a severovychodni sténé
zobrazuji obr. 3.10, 3.11 a 3.12.

P —fhi—fi—fo—2(fat s+ fs) & KE; o

5 5
guy—i- gux -1

Jo = fs + %P(Uy + )

Cy 9] C)
fo=p—puy— fo—fi =2(fo+ fs + f5)
) 1
J3= Pl — Pl +fot+ f5— fr
Cs Cs C9
(a) Okrajové podminky pro shluk na jihozapadni sténé. (b) Shluk na jihozédpadni sténé.

Obr. 3.10: Okrajové podminky typu ,,Zou-He“ pro shluk ¢astic na jihozdpadni sténé.
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__fl_fﬁ_f8_2(f3+f4+f7)
P= Sy — 2uy, — 1
6T 6y

fo=p+puy— fa— fi —2(fr + fo + f5)

1
Jo=fr— BP(Uy — Uy)
5 1
f5s = —gﬂuy - gl)ux + fs+ fo — fs

(a) Okrajové podminky pro shluk na severozapadni sténé.

Obr. 3.11: Okrajové podminky typu ,,Zou-He“ pro shluk ¢éstic na severozdpadni sténé.

p:f1+f7+f9+2(f2+f6+f3)
%uy+%u$+1

fi=p+puy— fo— f1 —2(fr + fo + f5)

fs = fo — ép(uy + uy)
5

1
f5 = 5Pt + g/t — fo+ fa+ fr

(a) Okrajové podminky pro shluk na severovychodni sténé.

Obr. 3.12: Okrajové podminky typu ,Zou-He“ pro shluk ¢astic na severovychodni sténé.

Je = Jfo — 1P(Uy + Uy).

6
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(b) Shluk na severozapadni sténé.

Cr C3
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Cs Cs
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(b) Shluk na severovychodni sténé.

Pii aproximaci stény s obecnym sklonem od osy = se muzeme setkat se shluky
se ¢tyfmi neznamymi distribuénimi funkcemi, viz obr. 3.13. K feSenym rov-
nicim (3.34), (3.36) a (3.37) pak musime v tomto pfipadé pfipojit nejméné
dvé nerovnovdzné okrajové podminky typu ,,bounce-back “ Resime-li problém
uvedeny na obr. 3.13, identifikujeme po propagacnim kroku lattice Boltzman-
novy metody Ctyri neznamé distribucni funkce f3, fi, f7 a fs. Pro né plati jiz
diive odvozené okrajové podminky pro shluk nachézejici se na jihovychodni
sténé, viz rovnice (3.51), (3.52), (3.53) a (3.54). Distribu¢ni funkci fg figu-
rujici v téchto rovnicich vsak musime vyjadiit pomoci nerovnovdizné okrajové
podminky typu ,,bounce-back“ jako

(3.55)
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Obr. 3.13: Identifikace shluku se ¢tyfmi neznamymi distribuénimi funkcemi.

3.4.5 Extrapolaéni schéma

Autori ¢ldnku [7] upozornuji, ze lattice Boltzmannovu metodu lze povazovat
za specialni konecno-diferencidlni metodu pro distribuéni funkei f;, viz rov-
nice (2.51). Takovy vhled ndm umoznuje predstavit novou sadu okrajovych
podminek zvanou jako extrapolacni schéma, ktera je podobna té uzivané
kone¢no-diferencidlnimi schématy.

Princip schématu je pomérné prosty. Na sténé obdélnikového kanalu uvazujme
tti 'za sebou’ lezici shluky, viz obr. 3.14. Shluk na trovni 0 lezi na sténé, shluk
na urovni 1 lezi uvnitt tekutiny a shluk na drovni —1 lezi uvnitt stény. Dis-
tribucni funkce, které po uplatnéni standardniho propagacniho kroku nejsou
znamy, ur¢ime rovnici

fit=2f - fi, (3.56)

7
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kde f; ' je distribuéni funkce shluku uvniti stény, f0 na sténé a f} uvniti
tekutiny. Algoritmus lattice Boltzmannovy metody probiha zcela standardné
s tou vyjimkou, ze predepsand makroskopicka veli¢cina hustoty p nebo rych-
lost shlukt lezicich uvniti stény u neni standardné vyhodnocena, ale je prosté
zaddna. Se zadanou makroskopickou veli¢inou jsou pak urceny lokalni rov-
novazné distribuéni funkce f7¢ téchto shluku, viz rovnice (2.46). Algorit-
mus déle pokracuje vypoétem postkoliznich distribucnich funkef f°* a pro-
pagacnim krokem.

Princip rovnice (3.56) je sice pomérné rozsifen ve schématech metody ko-
necnych diferenci, nicméné v pripadé lattice Boltzmannovy metody ho lze
pouzit pouze pro problémy, jejichz relaxacni cas se blizi jedné, tedy 7 ~ 1.
Vsimnéme si, ze pokud relaxac¢ni ¢as problému se pfimo rovna jedné, potom
postkolizn{ funkce fP°* urcené v koliznfm kroku lattice Boltzmannovy me-
tody, viz rovnice (3.18), se piimo rovnaji lokalnim rovnovaznym distribu¢nim
funkeim f7?. Zvolené nastaveni itera¢niho a rozmérového kroku, viz (3.2), je
v tomto ohledu velice restriktivni a extrapola¢nim schématem tak lze posti-
hnout pouze problémy pomalého proudéni.

™~

: :
° ° ° . .
L] . L] . .

Obr. 3.14: Oznacen{ trovni -1/0/1 pro extrapola¢ni schéma.

3.5 Vyhodnoceni makroskopickych veli¢in

Vyhodnoceni rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu vypoctové miize
uskutec¢nime po provedeni kolizniho kroku, propagac¢niho kroku a po uplatnéni
prislusnych okrajovych podminek uzitim rovnic

p(r,t) = Z fi (3.57)

p(r,tyu(r,t) => ¢ fi, (3.58)

)

které jsou analogické rovnicim (2.30), (2.31). Tim je ukonéen vypocet v daném
iteracnim kroku. Simulace v tomto momenté bud pokracuje novou iteraci,
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tj. koliznim krokem, nebo je zastavena.

V této praci fesime vyhradné problémy ustdleného proudéni. Vypocet za-
stavujeme v momenté, kdy se rychlostni pole feseného problému vyrazné
neméni. Tento moment pii feSeni problému této prace s dostatecnou presnosti
nastane tehdy, kdyz je naplnéna zastavovaci podminka

POMIs KB it
Zij|u?j+1

kde [uf;| je velikost rychlosti v n—tém casovém kroku a v misté (z;,y;)
vypoctové oblasti.

<5-1077, (3.59)

Uvedme na tomto misté jesté vztah pro vyjadieni smykového napéti na
sténach vypoctové oblasti T, (tzv. wall shear stress). Za timto ti¢celem napisme
vztah vyjadiujici napéti newtonské kapaliny

Tij = —Pdij + 2vpLij, (3.60)
kde L;; je tenzor rychlosti deformace. Z Chapman-Enskogovy analyzy plyne,
ze

L=-

. > (fi = £eies. (3.61)

2
2cipT -
Smykové napéti na sténach vypoctové oblasti pak uré¢ime pomoci normaly

stény vypoctové oblasti n jako

Twi = O45Nj — (O'kjnjnk>ni- (362)

3.6 Numerické simulace

S uzitim algoritmu uzivajictho principu MRT, ktery jsme predstavili diive
v této kapitole, budou feseny problémy proudéni kapaliny na obdélnikové
vypoctové oblasti, v idealizované a realné cévni bifurkaci. Simulace budou
realizovany v programu MATLAB a jejich vysledky zde budou diskutovany.

3.6.1 Testovani okrajovych podminek pii feSeni problé-
mu proudéni kapaliny v obdélnikovém kanalu

V tomto odstavci bude fesen problém proudéni newtonské kapaliny v obdél-

nikovém kanalu se zadanym tlakovym koeficientem. Sledovanim ustéleného

stavu proudéni budou testovany okrajové podminky diive predstavené v této
kapitole.
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Obr. 3.15: Geometrie problému proudéni v obdélnikovém kandlu.

Uvazujme tedy vypoctovou oblast zobrazenou na obr. 3.15, kde [,., resp. h,.,
je délka, resp. sitka, kanalu a ¢ je zadany tlakovy koeficient. Ten definujeme

jako

=1

vstup

_pr

vystup

Dr

, (3.63)

kde p, je poc¢dtecni tlak kapaliny uvnitt kandlu a pUs'™?, resp. p*¥s™?  je za-

T

dany tlak na vstupni, resp. vystupni, sténé kandlu (pus*? > p?¥st?) Zadané

parametry zobrazuje tab. 3.1.

Tab. 3.1: Zadani problému proudéni kapaliny v obdélnikovém kanélu.

Veli¢ina Rozmeér Hodnota
l, 10~4[m] 2,0
h, 1074m] |0,2
(cs)r 103ms™!] | 1,58
s 107%m2s™1] | 4,5
0 1075[—] 7,0

Horni a spodni sténu kanalu uvazujeme dokonale tuhou, hladkou a nepro-
pustnou.

Parametry s fyzikdlnim rozmérem zobrazené v tab. 3.1 pfepocitame na tzv.
veli¢iny lattice boltzmannovské, se kterymi bude déle algoritmus operovat.

Napisme vztah (3.63) s vyjadienim tlaku podle rovnice (2.48),

2 wvstup __ .2 vystup
cip 3P}

vstup __ ,vystup
[ r T

= = 0.
Cgpr Pr

(3.64)

Pocatecni hodnotu hustoty v lattice boltzmannovskych jednotkach volme
po = 1. V pripadé feseni pomoci okrajovych podminek typu , Zou-He “ okra-
jovych podminek musime vstupni pUs'“?, resp. vystupni p?$*“?, hodnotu hus-
toty primo zvolit tak, aby byl zachovan pomeér § i v lattice boltzmannovskych
jednotkéch, tedy p"*"f = = p+ &; prvstvr = p — &,

Dalsim bezrozmérovym parametrem, ktery je potieba zohlednit, je podil sitky
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a délky kandlu, tedy

h
A= — = —. 3.65
LT (3.65)
Volbou sitky h pak dopocitame z této rovnice délku kandlu [ jako
h
[ =—. 3.66
3 (3.66)

Uzitim vztahu (3.6) dostaneme pak vyjadtreni konverzniho faktoru pro rozmeér.

Se znalosti dfive predstaveného vztahu pro prepocet charakteristické rych-
losti, viz (3.16), jsme schopni ur¢it konverzni faktor pro ¢as C;. Roli charak-
teristické rychlosti v tomto ptipadé bude hrat rychlost zvuku ve zkoumaném
prostiedi v lattice boltzmannovskych jednotkach c,, resp. ve fyzikalnich jed-
notkéch (c;),. Vyjadfeni ¢asového konverzniho faktoru tedy je

Clcs

(CS)T = C'ZC't_lcS = C; = U (367)

Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovskych jednotkach vyjadiime ze
vztahu (3.14) jako
v, = CFC7 v = v = C?Cu, (3.68)

a nasledné vycislime relaxacni ¢as 7 dosazenim do rovnice (3.13).

Pro tento problém bylo zvoleno MRT schéma. Matice S a jeji relaxacni casy
si, viz (3.20), byly voleny podle [34] jako

S = diag(1,7/5,7/5,1,6/5,1,6/5,1/7,1/7), (3.69)

coz je podle literatury vhodné nastaveni pro feSeni ustaleného proudéni
v obdélnikovém kanalu.

Reseni rychlostniho pole problému lattice Boltzmannovou metodou bude po-
rovnano s jeho analytickym fesenim. To je odvoditelné ze soustavy rovnic
tvorené Navier-Stokesovymi rovnicemi a rovnici kontinuity. My ho uvedeme
v podobé

u = (ug,uy)"

[(CS)T]Q( vstup vystup)
= a u — h,); 3.70
Ua (2, Y) 2wl y(y — hy); (3.70)
uy(z,y) = 0.

Testovani okrajovych podminek typu ,,Zou-He*“

Resme problém nejprve uzitim okrajovych podminek typu ,Zou-He“ na
vstupni a vystupni sténé a okrajovych podminek typu ,bounce-back“ na
horni a spodni sténé. Zkoumejme vliv jemnosti sité na presnost feSeni.
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Sfiku kanalu v lattice boltzmannovskych jednotkach jsme postupné volili
h = 10, 20, 30 a 60. S takto uvazovanymi hodnotami sitky kandlu jsme
prepocitali veli¢iny s fyzikalnim rozmérem na veli¢iny lattice boltzmannovské.
Uvazujme aplikaci okrajovych podminek typu ,,Zou-He “ na vstupni (zapadni)
sténé kandlu, tj. rovnice (3.44), (3.45), (3.46). V piipadé, ze by byla piede-
psana na sténé rychlost kapaliny, dopocitali bychom hustotu kapaliny uzitim
rovnice (3.39). V nasem piipadé je vSak nezndmou pravé r—ova slozka rych-
losti kapaliny w,. Z rovnice (3.39) ji vyjadiime (p = pystup) jako

U, =1 —

(it fot+fst2(fut frt1s). (3.71)

pvstup

S prirozenym piedpokladem w, = 0 pak uré¢ime nezndmé distribucni funkce
na hranici vypoctové oblasti. Zcela analogicky bychom postupovali pii urco-
vani okrajovych podminek na vychodni sténé, viz obr. 3.5. Okrajovou pod-
minku prostého odrazu na spodni a horni sténé uzijeme podle principu, ktery
jsme nastinili v odstavci 3.4.1.

Vypocet zastavujeme v momenté, kdy je naplnéna podminka (3.59). Tu je
mozné zjednodusit, prijmeme-li predpoklad, ze y—psilonova slozka rychlosti
je nulové, viz (3.70).

Sledujeme nenulovou slozku rychlosti u, v pri¢cném tezu kanalu na obr. 3.16
a 3.17. Dochazime k zavéru, ze numerické fesSeni problému se blizi analy-
tickému Teseni se zvysujici se hustotou vypoctové sité. Duvodem je fakt, ze na
jemnéjsi siti se vysledny rychlostni parabolicky profil muze presnéji vykreslit.
Se zvysujici se jemnosti vypoctové sité navic roste relaxacni cas 7, ktery se tak
vzdaluje od problematické hodnoty 7 = % O tom se presvédcime, vyjadiime-
li z rovnice (3.14) kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovskych jed-
notkdch v a dosadime ji do rovnice (3.13), tedy

Cy 1

Ct 1 2
i T 3 lv+ 3 (3.72)

r

T=3

Odtud je patrné, ze s rostoucim rozmeérem [ roste i relaxacni ¢as 7.

Uzitim okrajovych podminek typu ,bounce-back“ na spodni a horni sténé
jsme uvazovali polohu stény ptimo prochéazejici ¢tvercovym shlukem o délce
hrany Ax. Pro zvySeni presnosti zejména pro piipad slabé zahusténé sité
(h = 10) je podle [28, 5] vhodné piidani dalsi podélné fady ’suchych’
shluku a uziti okrajové podminky typu ,half-way bounce-back“. Tato okra-
jova podminka pak uvazuje polohu stény mezi ’suchymi’ a jejimi sousednimi

shluky.
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Obr. 3.16: Rychlostn{ profil feseného problému (okrajovd podminka typu ,Zou-He ).
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Obr. 3.17: Rychlostni profil Feseného problému v okoli maximalni rychlosti (okrajovd podminka typu
nZou-He “).
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Reseni problému pomoci periodickjch okrajovych podminek

V predchéazejicim odstavci jsme se presveédcili, ze pro variantu A = 60 se nu-
merické feseni problému pomoci okrajovych podminek typu ,Zou-He“ do-
statecné shoduje s analytickym. Pti stejném nastaveni sitky kanalu A a okra-
jové podminky na horni a spodni sténé feSme nyni problém uzitim perio-
dickiyjch okrajovych podminek, viz rovnice (3.30), a modifikovanych perio-
dickijch okrajovych podminek, viz rovnice (3.33), na vstupu a vystupu.

V pripadé uziti periodickych okrajovych podminek je navic nutné pusobit
na shluky ¢astic silou, ktera je imérna predepsanému tlakovému koeficientu.
Dusledkem pusobeni této sily jest rozpohybovani téchto shluku a potazmo
kapaliny na makroskopickém métitku. Toho docilime zavedenim tlakové sily
pusobici na jednotku objemu F' = %—f. Tu po uplatnéni okrajovych podminek
pricteme k distribuc¢ni funkci lezici ve sméru rychlosti predpokladaného prou-
déni kapaliny (f2) a odecteme od distribuéni funkce lezici proti tomuto sméru
(f1). Néasledné probiha algoritmus zcela standardné.

o===ssS SN
09 7z N
0.8
0.7
0.6
2
~
E, 05
e
04r
03[
0.2 O Zou-He
O  Modifikované periodické
01k Periodické
' Analytické feseni
0: | | |
0 0.5 1 1.5 2

y[m] %107

«

Obr. 3.18: Rychlostni profil feseného problému okrajovymi podminkami typu ,,Zou-He
okrajovymi podminkami.

a periodickymi

Na obr. 3.18 sledujeme vyvinuté rychlostni profily ziskané zminénymi pii-
stupy. Nejmarkantnéjsi rozdily mezi témito feSenimi sledujeme v blizkosti
hornich a spodnich stén. Reseni periodickyjch a modifikovanijch periodickyjch
okrajovych podminek se zde sice jevi jako témér totozné, ale rozchézi se
v téchto mistech s fesenim, které jsme v predchazejicim odstavci ziskali
pomoci okrajovych podminek typu ,Zou-He“ Duvodem je pravdépodobné
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fakt, ze fesime-li problém proudéni pomoci okrajovych podminek typu ,,Zou-
He “, musime vénovat zvlastni pozornost shlukum nachéazejicim se v rozich
vypoctové oblasti. Rohové shluky obsahuji navic ve srovnani se shluky si-
tuovanymi uvnitt stény neznamé distribucéni funkce, které jsou na obr. 3.19
oznaceny zelené. Autofi publikaci [28, 52] popisuji ruzné zpusoby, jak tyto
neznamé distribuéni funkce urcit. My prijimame predpoklad, ze tyto dis-
tribuén{ funkce maji shodnou velikost, viz [28]. Pro ptipad zobrazeny na obr.
3.19 s uvazovanim rovnice (3.55) potom dochazime k zaveéru, ze plati

1
fo =350y + ),
(3.73)

1
fis = ="y + )
Protoze je tento rohovy shluk soucasti horni stény, kde uvazujeme obé slozky
rychlosti nulové, plati fs = fs = 0. Distribucni funkci f5 potom uréime uzitim
teorie pro okrajové podminky typu ,bounce-back“ jako f5 = f3. Distribucni
funkce fy a fo uréime uzitim rovnic (3.45) a (3.46), které se pii uvazované
nulové rychlosti kapaliny na sténé zjednodusi v fog = f7 a f5 = f4.

V pripadé uziti periodickych okrajovych podminek jsou neznamé funkce prosté
urceny podle principu periodicity ze znalosti distribu¢nich funkei na protéjsi
sténé kanalu. Uzijeme-li tedy periodické okrajové podminky, potom kandl
z podstaty zadné rohy nema a neni tieba formulovat dalsi predpoklad jako
v piipadé feSeni okrajovymi podminkami typu , Zou-He“

Cg Y Cs Co

Obr. 3.19: Shluk nachézejici se v rohu vypoctové oblasti. Neznamé distribuéni funkce jsou oznaceny ba-
revne.

Ukéazali jsme, ze okrajové podminky typu ,Zou-He“ jsou pii dostatecném
zahusténi sité vhodné pro feseni problému. Déle jsme ukazali, ze je 1ze modi-
fikovat pro piipad zadaného tlaku, resp. hustoty, na sténé. Proto budou uzity
pro TeSeni problému proudéni v cévni bifurkaci.
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3.6.2 Proudéni krve v idealizované cévni bifurkaci

V tomto odstavci fesime problém proudéni krve v idealizované cévni bifur-
kaci. Krev uvazujeme jako nestlacitelnou vazkou homogenni newtonskou ka-
palinu. Geometrie oblasti je zobrazena na obr. 3.20. Vy¢islené rozmeéry a cha-
rakteristiky krve zobrazuje tab. 3.2. Na vstupni sténé bifurkace predepisujeme
konstantni rychlost (ug), po celé jeji délce. Na vystupni sténdch uvazujme
predepsany konstantni tlak (pg),, ktery je shodny s poc¢dteénim tlakem
uvniti vypoctové oblasti.

h
Vstup

0 x

Obr. 3.20: Geometrie problému proudéni v idealizované bifurkaci.

Zadané hodnoty velicin s fyzikdlnim rozmérem zobrazené v tab. 3.2 musime
prevést na veliciny lattice boltzmannovské. Piepocet geometrickych para-
metru h, a [, provedeme zcela analogicky, jako jsme to udélali v odstavci
3.6.1. Hodnotu sitky kanalu v lattice boltzmannovskych jednotkach volime
v nasem piipadé h = 82 a lattice boltzmannovskou délku kanalu dopoc¢itame
zavedenim bezrozmeérového parametru A, viz (3.65). Konverzni faktor pro
rozmér uréime dosazenim do rovnice (3.6).

Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovskych jednotkach volime v =
= 0,01. Konverzni faktor pro ¢as pak dopocitdme dosazenim do rovnice
(3.15). Rychlost ug zadanou na vstupni sténé vypoctové oblasti pak uréime
z pozadavku rovnosti Reynoldsovych podobnostnich ¢isel vyjadienych v lat-
tice boltzmannovskych a fyzikdlnich jednotkéach, tedy
(ug)rhy  ugh (ug)rhy v

Re = = = Uy = ——
Uy v v, h

(3.74)

Hustotu v lattice boltzmannovskych jednotkach nastavime rovnu jedné, tedy
p = 1. Pocateéni hodnotu tlaku pak dopocitdvame uzitim rovnice (2.48) jako
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p = 5. Uplatnénim rovnic (3.11) a (3.10) zjistujeme, Ze tomuto nastavenf
odpovida hodnota tlaku s fyzikdlnim rozmérem p, = 4556,18 Pa. Nume-
rickou simulaci budeme schopni uréit tlakovy spad Ap,. Resime-li problém
ustaleného proudéni nestlacitelné kapaliny, tento spad se redlné nemeéni i pro

jiné nastaveni tlaku p,. Muzeme psat

vstup

Py

= PP+ Ap,.

(3.75)

Tab. 3.2: Zadani problému proudéni krve v idealizované bifurkaci.

Veli¢ina Rozmeér Hodnota
l, [m] 0,25
h, [m] 0,0075
v, 107%m?-s71] | 3,3
Or 10%kg - m~3] | 1,056
(ug), [m - s71] 0,2

Pred zahajenim prvniho casového kroku algoritmu identifikujeme neznamé
distribucni funkce f; shluku nachézejicich se na okraji vypoctové oblasti, pro
které je tieba zavést vyjadieni pomoci okrajovych podminek.

Na vystupni sténé uvazujeme konstantni tlak p*%s*“?_ ktery je shodny s po-
catecnim tlakem na celé vypoctové oblasti p. Pro urceni distribuc¢nich funkci
na téchto sténach uzijeme okrajové podminky typu ,Zou-He“ podrobné
predstavené v odstavci 3.4.4. V tomto pfipadé zname hustotu kapaliny na
sténé p = p"*""P a nezname slozky rychlosti u, a w, figurujici v rovnicich
okrajovych podminek. Uvédomme si, ze slozky rychlosti jsou prumétem ve-
likosti rychlosti |u| do soutadnicovych os x a y, viz obr. 3.21,

u; = |ulcos(a); (3.76)

u, = |ulsin(a).

0 x

Obr. 3.21: Vektor rychlosti na hornim vystupu symetrické bifurkace.
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S timto védomim, podobné jako v pripadé feseného problému proudéni v ob-
délnikovém kandlu, vyjadiime z rovnice popisujici hustotu shluku na sténé
neznamou velikost rychlosti |u|. Nasledné uréime slozky rychlosti dosazenim
do (3.76) a po uplatnéni propagacniho kroku lattice Boltzmannovy metody
neznamé distribuc¢ni funkce f;.

Na vstupni sténé uvazujeme konstantni zadanou rychlost u, = up a u, = 0
po celé jeji délce. Uzijeme okrajové podminky typu ,Zou-He“ pro shluk
nachazejici se na zapadni sténé, tedy rovnice (3.39), (3.44), (3.45) a (3.46).

Stény cévy, které jsou na obr. 3.20 oznaceny modie, uvazujeme dokonale
tuhé, hladké a nepropustné. Neznamé distribucni funkce urcime aplikaci okra-
jovych podminek typu ,bounce-back “, které jsme podrobné predstavili v od-
stavci 3.4.1.

Tab. 3.3: Zadani problému proudéni krve v idealizované bifurkaci vyjadiené v LB jednotkach.

Velicina | Hodnota
l 2733
h 82
v 0,01
P 1
U 0,0554

Kolizni krok lattice Boltzmannovy metody fesime implementaci MRT mo-
delu s doporu¢enym nastavenim prvku matice S podle [10] jako

S = diag(1,6/5,6/5,1,11/10,1,11/10,1/7,1/7). (3.77)

Simulaci zastavujeme v momenté, kdy se rychlost kapaliny jiz vyznamné
nemeéni zastavovaci podminkou (3.59).

Uvazujme nejprve idealizovanou cévni bifurkaci majici ihel, ktery svira dcefi-
na vétev bifurkace s osou z, a = 35°. Tento tihel nazyvejme od této chvile
uhlem vétveni bifurkace. Sestavme dle vyse zminéného postupu vypoctovou
oblast se 460840 shluky, provedme numerickou simulaci a porovnejme nase
vysledky s témi poskytnutymi softwarem pracujicim na principu metody
koneénych objemu (FVM). Za timto i¢elem sestavme numericky model spus-
titelny v programu Ansys Fluent majici 32258 bunék.

Predpokladédme, ze vliv zvolené miizkové vypoctové oblasti uzité fesicem
pracujicim na principu LBM se nejvice projevi v blizkosti samotného vétveni
a v dcefinych vétvich bifurkace. Zde predpoklddame také nejvetsi rozdily
mezi numerickym vysledkem poskytnutym nasim a profesiondlnim FVM fe-
sicem. Rychlostni pole v blizkosti samotného vétveni porovnavame na obr.
3.22. Pozorujeme kvalitativni shodu. Nejvétsi rozdily sledujeme v blizkosti
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pocatku lokalniho soutadného systému X; zavedenym na obr. 3.20. Na tomto
obr. jsme také zavedli osu k.

velocity-magnitude
Velocity Magnitude

3.00e-01

240001

180801

120801

6.00e-02

0.00e+00

[mis]

(b) FVM.

Obr. 3.22: Porovnani rychlostnich polf |u,|[m/s], a = 35°.

Velikost rychlosti |u,| na ose k zobrazujeme na obr. 3.23. Pov§imnéme si,
ze shluk nachézejici se v pocatku souradného systému X; generuje nenulo-
vou rychlost. Duvodem je, Ze okrajovou podminkou pro prosty odraz typu
Lwhounce-back “ aplikujeme pouze na jednu neznamou distribuéni funkci, coz
pro generovani nulové rychlosti neni dostatecné. Piesto hodnotime shodu
jako vyhovujici.

0.2

0.15

fu, /s

od . . . . |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X [m]

Obr. 3.23: Rychlostni profil na ose k, a = 35°.

Velikost rychlosti |u,| na vystupu modelu sledujeme na obr. 3.24. Povsimneme
si, ze vysledna rychlost poskytnuta lattice Boltzmannovou metodou je mirné
nadhodnocena ve srovnani s tou poskytnutou metodou konecnych objemi.
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

X, [m] %1073

Obr. 3.24: Rychlostni profil na vystupni sténé bifurkace, o = 35°.

Obr. 3.25 zobrazuje vysledna tlakova pole. Pomoci obou pifistupu urc¢ime tla-
kovy spdd uzitim rovnice (3.75) jako AplP = 207,20 Pa a Ap"'VM = 210, 58
Pa. Hodnoty tlakovych spadu se tak nelisi o vice nez dvé procenta.

4750 pressure
Static Pressure

477e+03

475e+03
4700 472603

470603

468603

4668+03
4650
464803

4620403
460e+03
4600 458603

456003
[pascal]

(a) LBM. (b) FVM.

Obr. 3.25: Porovndn{ tlakovych poli p, [Pal], a = 35°.

Uskutecnili jsme i dalsi numerické simulace proudéni krve v cévnich bifur-
kaci s ruznymi uhly vétveni ae. Pozorujeme srovnatelnou shodu mezi vysledky
poskytnutymi nasim a komerénim feSicem jako v ptipadé jiz diskutované bi-
furkace dané tthlem @ = 35°. Na obr. 3.26 jsou zobrazeny rychlostni pole |u,|
v blizkosti vétveni mateiské vétve pro idealizované cévni bifurkace s uhly
a =10° a = 20° a a = 50°. Na tyto vysledky se jesté odkdzeme v nasledujici
kapitole.

Ptesto, ze nas fesi¢ pouziva ptibliznou aproximaci sikmé stény na miizkové
vypoctové oblasti, pozorujeme uspokojivou shodu rychlostnich a tlakovych
poli, které jsme ziskali pomoci naseho a profesionalniho softwaru Ansys Flu-
ent. Ke komplikacim dochézi, vyhodnocujeme-li makroskopickou veli¢inu smy-
kového napéti piimo na sténé, viz rovnice (3.62). Ukazuje se, ze za timto
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(a) LBM, o = 10°. (b) FVM, a = 10°.

300601
240001
180001
120001
50002

000400

(c) LBM, a = 20°. (d) FVM, a = 20°.

0.3
velocity-magnitude
0.25 Velocity Magnitude
02 2.00e-01
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2.40e-01

0.15
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1.20e-01

N
6.00e-02
0.05 0.00e+00
[mis]
0

(e) LBM, a = 50°. (f) FVM, o = 50°.

Obr. 3.26: Porovndni rychlostnich poli |ur|[m/s], & = 10°; 20°;50°.

ucelem nenf zvolend aproximace sikmé stény dostatecnd. Autofi ¢lanku [42]
pii pouziti stejné aproximace Sikmé stény poukazuji, ze vliv schodovitého
charakteru sikmé stény na smykové napéti se se zvysujici vzdélenosti od
ni snizuje. Zaroven vsak velikost smykového napéti klesd se zvysSujici se
vzdalenosti od stény. Vyhodnoceni smykového napéti na sténach v dostatecné
vzdélenosti od stény se tak jevi jako ne zcela vhodny piistup, a proto se
obecné za timto ic¢elem doporucuje pouziti jinych okrajovych podminek, tzv.
curved boundary condition. Vzhledem k témto skute¢nostem v nasledujici ka-
pitole provedeme analyzu vlivu uhlu vétveni symetrické bifurkace a s ni spo-
jené vyhodnoceni smykového napéti na sténdch pomoci numerickych simu-
laci uskutecnénych v softwaru Ansys Fluent s dulezitou poznamkou, Ze vyvoj
vhodnych algoritmu lattice Boltzmannovy metody za ticelem korektniho vy-
hodnoceni smykového napéti na Sikmych sténdch je predmétem nasi po-
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tencialni budouci prace.

3.6.3 Proudéni krve v cévni bifurkaci realné geometrie

V tomto odstavci se pokusime nami predstaveny algoritmus aplikovat na
problém proudéni newtonské kapaliny v cévni bifurkaci redlné geometrie.
Za timto tucelem byl pomoci piikazu imRead v programu MATLAB nacten
obrazek karotidy (krkavice) ve formatu PNG, viz obr. 3.27. Byly oznaceny
barevné pixely obrazku za ¢tvercové shluky, v nichz bude realizovan vypocet
lattice Boltzmannovy rovnice, viz obr. 3.28. Tak byla vytvorena kompletni
vypoctova oblast obsahujici 765 shluka.

V prvnim ¢asovém kroku algoritmu byly stejné jako v ptipadé feseni pred-
chazejictho problému rozliseny shluky nachéazejici se na okraji vypoctové ob-
lasti podle poctu a typu neznamych distribu¢nich funkci. Nasledné byly apli-
kovany okrajové podminky typu ,bounce-back “ na stény, které jsou na obr.
3.27 oznaceny cCerné, okrajové podminky typu ,Zou-He“ pro zadanou rych-
lost na sténé, ktera je na obr. 3.27 oznacena Cervené, a okrajové podminky
typu ,Zou-He“ pro zadanou hustotu na sténach, které jsou na obr. 3.27
oznaceny zelené.

\

EC ’ o

Obr. 3.27: Geometrie problému proudéni krve v cévni bifurkaci.

Na cCervené sténé, tj. na vstupu spolecné krkavice (CC - common carotid),
uvazujme zadany parabolicky rychlostni profil s amplitudou u¢“ = 0,276
m/s. Tlak na vystupu zevni (EC - external carotid) karotidy uvazujeme
pP¢ = 0,98(po)», kde (po), je pocateéni hodnota tlaku zkoumané kapaliny
na celé vypoctové oblasti. Tlak na vystupu vnitini karotidy (IC - internal
carotid) uvazujeme roven pocateénimu tlaku (pg), tj. p'¢ = (po),. Délku
prisvitu spoleéné krkavice uvazujeme h¢¢ = 0,0072 m a kinematickou visko-

zitu kapaliny uvazujeme v, =4,5 -107m?s~ 1.

Délku krkavice v lattice boltzmannovskych jednotkach aproximujeme Sedesati
shluky, tj. h“C = 60. Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovskych
jednotkéch volime v = 0,01 a rychlost kapaliny v lattice boltzmannovskych
jednotkéach dopocitavame zavedenim Reynoldsova podobnostniho ¢isla zcela
analogicky jako v pripadé feSeného problému proudéni v idealizované cévni
bifurkaci, viz (3.74).
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Hustotu kapaliny v lattice boltzmannovskych jednotkach p volime rovnu
jedné. Inicializa¢ni tlak p pak se znalosti rovnice (2.48) vycislime roven
jedné tietiné. Hodnotu inicializa¢niho tlaku ve fyzikdlnich jednotkach (p), od-
povidajici tomuto nastaveni uréime stejné jako v ptripadé feseného problému
proudéni v idealizované cévni bifurkaci uzitim rovnic (3.10) a (3.11). Ptipo-
menme, ze v pripadé feseného problému ustaleného proudéni zustane tlakovy
spad, ktery numerickym vypoctem identifikujeme, zachovan i pro jina zadani
tlaku p,. Prvky matice S, viz rovnice (3.20), uzijeme totozné s témi apliko-
vanymi v pripadé jiz feSeného problému proudéni v idealizované bifurkaci,
viz (3.77).

Obr. 3.28: Nacteni obrazku a vytvoreni miizkové vypoctové oblasti.

Zadané parametry a jejich vyjadfeni v lattice boltzmannovskych jednotkach
zobrazuje tab. 3.4. Zaroveii jsou zde uvedeny velikosti thli of¢ a o, viz
obr. 3.27, které je nezbytné znat pro spravné uziti okrajovych podminek
typu ,,Zou-He “. Doplnime, Ze Cervena vstupni sténa na obr. 3.27 svira s osou
y uhel 0°, tudiz stejné jako v pripadé feseného problému v idealizované cévni
bifurkaci uzijeme okrajové podminky na vstupu (3.44), (3.45) a (3.46), kde
u, = 0 a u, je ddna (parabolicky profil s pfedepsanou amplitudou u“®).

V momenté, kdy se proudéni s dostatecnou presnosti ustdli a je zastaveno
podminkou (3.59), sledujeme tlak a rychlost kapaliny. Na obr. 3.29 je zobra-
zeno rozlozeni velikosti rychlosti |u,.| uvnitt karotidy a na obr. 3.30 je zobra-
zeno rozlozeni tlaku p, na zkoumané oblasti.

Na obr. 3.29 sledujeme oblast nizkych rychlosti podél vnéjsi stény vnitini ka-
rotidy, tzv. recirkulacni zénu. Takova zéna je potencidlné nebezpecné misto
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Tab. 3.4: Zadani problému proudéni kapaliny v cévni bifurkaci.

Velicina ‘ s fyzikalnim rozmérem ‘ s LB rozmérem

v 4,5-107%m?s™| 0,01
hec 7,2-1073[m] 60
p 1,05 - 103kgm ™3] 1
u®c 0,276[ms ™| 4,906 - 1072
p 4,92210%[Pa) i
p¢ 4,92210%[Pa] §
pEc 4,82310%[Pa) 0,326
al® 20, 2[°]
afc 24, 3[°]

pro vznik stendzy [30]. Na obr. 3.30 je patrny predpokladatelny tlakovy spad
mezi vstupem a vystupy zkoumané oblasti. Tento tlakovy spad je narusen
pritomnosti maximalni hodnoty tlaku v oblasti samotného vétveni spolecné
karotidy. Zvysené hodnoty tlaku v tomto misté jsme zaregistrovali i v pripadé
feSeni bifurkaci idealizovanych tvaru, viz obr. 3.25. Dovolime si predpokladat,
ze v pripadé uziti jemnéjsi sité by bylo toto maximum ¢éstecné potlaceno.

0.2
0.1
0
0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08
[m]
Obr. 3.29: Rozlozenf velikosti rychlosti |u,| [m/s]| v karotidé.
0.02 4960
E 4940
0.01 4920

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
2[m]

Obr. 3.30: Rozlozeni tlaku p, [Pa] v karotideé.

Vyse predstavené numerické simulace dokazuji, ze zde predstaveny a nasledné
implementovany algoritmus je mozné uzit pro vyhodnoceni rychlosti a tla-
ku ustaleného proudéni nestlacitelné vazké kapaliny v rovinnych oblastech
ruznych tvaru.
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Kapitola 4

Analyza vlivu uhlu vétveni
symetrické bifurkace na
proudové pole

V této kapitole predstavime vysledky numerickych simulaci proudéni krve
v idealizované bifurkaci ve dvourozmérném prostoru. Nasledné budeme dis-
kutovat optimélni tihel vétveni symetrické bifurkace i s prispénim tzv. Murra-
yho teorie.

Hledédni matematické teorie, ktera by jednoznacéné popsala optimalni geo-
metrii cévy vzhledem k rizikovosti vzniku patologickych jevu, méa dlouhou
historii. Cecil D. Murray v roce 1926 zvefejnil studii, ve které hledal op-
timélni rozmér cév na zakladé principu minimélni prace [35]. Tu definoval
jako soucet vykonu krevniho proudu (soucinu tlakového gradientu ve vétvi
a prutokového objemu), ktery je potfeny pro protlaceni krve cévou, a meta-
bolického podilu cévy potiebného k udrzeni daného objemu krve v cévach.
Dusledkem studie je pak tzv. Murrayho zdkon (cubic law). Pokud se matefska
vétev o pruméru ag vetvi do dvou dceerinych vétvi o prumérech a; a aq, tak
podle Murrayho zdkona plati

ay = as + as. (4.1)

V préaci [50] byl pak pozdéji zaveden index v a pomoci ného byl Murrayho
zakon prepsan do podoby
ay = aj + aj. (4.2)

Nasledné byl formulovan vztah mezi prumérem prusvitu cévy a, indexem
v a smykovym napétim na sténdch cévy (Wall Shear Stress WSS) 7, jako

Tw ~ a3 (4.3)
Relace v < 3 indikuje, ze smykové napéti je vétsi v cévé o mensim prumeéru,

coz neodpovida realné fyziologii. Relace v > 3 naopak znaci fyziologicky
pravdépodobnéjsi stav, kdy smykové napéti je mensi v cévé o mensim prumeéru.
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Jako optimalni se podle principu minimalni prace jevi varianta pro v = 3 -
tedy pro piipad Murrayho zdkona.

Vyse uvedené zavéry Murrayho zdkona jsou ve shodé s experimentalnimi
studiemi [24]. Smykové napéti na sténdch cévy se jevi jako vhodny indikator
vzniku patologickych jevu. Nizké smykové napéti na sténach cévy muze byt
problematické z duvodu zvyseného rizika vzniku stenézy (zizeni) cév. Nao-
pak vyssi smykové napéti na sténdch cévy muze vyustit az v jeji poskozeni.

4.1 Numerické simulace

V softwaru Ansys Fluent, ktery stavi na principu metody kone¢nych ob-
jemu, uskutecnime nékolik numerickych simulaci proudéni krve jako new-
tonské kapaliny v idealizované symetrické bifurkaci. Geometrie vypoctové
oblasti idealizované bifurkace je na obr. 3.20. Uvazované charakteristiky krve
a vycislené rozméry vypoctové oblasti jsou uvedeny v tab. 3.2. Po délce
vstupni stény uvazujeme predepsanou konstantni rychlost (ug),. Na vystupu
oblasti uvazujeme konstantni tlak shodny s tlakem inicializa¢nim na celé ob-
lasti. V nasledujicich odstavcich se zamétrime predevsim na analyzu extrém-
nich hodnot velikosti smykovych napéti na sténach bifurkace v ustaleném
stavu v zavislosti na velikosti hlu vétveni symetrické bifurkace a.

Na obr. 4.1 je zobrazen prubéh smykového napéti na vnitini sténé dcefiné
vétve bifurkace. Soustfedime se na prubéh smykového napéti v misté vétvend,
kde identifikujeme maximalni hodnoty smykového napéti na diskutované
sténé. Pozorujeme, zZe s rostoucim tihlem « roste vzdalenost tohoto extrému
od mista vétveni. Totozny trend zaznamenavame, sledujeme-li prubéhy smy-
kového napéti a polohy minimalnich hodnot smykového napéti na vnéjsi sténé
dcetiné bifurkace na obr. 4.2. Minimélni hodnoty smykového napéti na vnéjsi
sténé deetfiné bifurkace odrazi nizké hodnoty rychlosti v blizkosti téchto mist.
Naopak vysoké hodnoty smykového napéti na vnitini sténé bifurkace odrazi
polohu amplitudy rychlosti v blizkosti pravé vnitini stény. To deklaruji jak
numerické vysledky ziskané pomoci programu Ansys Fluent, tak vysledky
ziskané pomoci vlastniho fesice, ktery pracuje na principu lattice Boltzman-
novy metody. Na obr. 3.26 je patrny rozsitujici se pas nizsich rychlosti podél
vnéjsich stén cévy v okoli jejtho vétveni se zvysujicim se thlem «. S timto
rozsitujicim se pasem nizsich rychlosti klesa i minimum smykového napéti na
sténé cévy.
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Obr. 4.1: Prubéh 7 na vnitini sténé dcefiné vétve bifurkace.
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Obr. 4.2: Prubéh 7, na vngjsi sténé dcetriné vétve bifurkace.

Na obr. 4.3 a 4.4 pozorujeme zavislost diive identifikovanych extrémnich hod-
not smykovych napéti v zavislosti na velikosti thlu vétveni «. Jiz jsme diive
v této praci zminili, ze nizké hodnoty smykového napéti indikuji zvysenou
pravdépodobnost zizeni (stenézy) cév vlivem hromadéni srazenin (trombu)
a vmetku (embolt) v téchto mistech. Nizké hodnoty smykovych napéti 77" <
0,1 Pa jsme identifikovali pro thly a vétsi nez 60°. Naopak vysoké hodnoty
smykovych napéti 77" > 10 Pa, které jsme identifikovali pro ihly o mensi
nez 15°, neodpovidaji biologické realité, nebot experimentalni studie vyéisluji
hodnoty smykovych napéti na sténach cévy v radu nékolika jednotek Pas-
calu [17].
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Obr. 4.3: Maximéalni{ hodnota 7, na vnitfni sténé dcefiné vétve bifurkace pro varianty dané thlem .

091
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Obr. 4.4: Minimélni hodnota 7, na vnéjsi sténé dcefiné vétve bifurkace pro varianty dané ihlem «.
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4.1.1 Aplikace Murrayho teorie

Mnozinu tzv. optimélnich uhlu o urceme jesté aplikaci vySe predstavené
Murrayho teorie. Za timto icelem uvazujme platnost rovnice (4.3), resp. jeji
podobu v plné rovnosti

Tw = a7, (4.4)

7 této rovnice pak vyjadreme koeficient ~ jako
Y= loga Tw + 3, (45)

kde a = % Dosazenim extrémnich hodnot smykovych napéti identifiko-
vanych na sténdch dcefiné vétve uvazovaného modelu do rovnice (4.5) vy¢isli-
me extrémni hodnoty koeficientu . Ty jsou zobrazeny v zavislosti na veli-
kosti thlu ae na obr. 4.5. Za optimalni oznacime podle Murrayho teorie takové
konfigurace, pro které extrémni hodnoty koeficientu v jsou dostatecné blizké
trem.

Povsimnéme si, ze koeficient v nabyva nejvyssich hodnot 3,2 a zaroven nej-
nizsich hodnot 2,6 pro ihly « v intervalu [15°;40°]. Konfigurace dané témito
tihly proto ozna¢ime za optimdlni. Uvedme déle, Ze smykové napéti na sténé
dcefiné vétve bifurkace 7, je v dostatecné vzdalenosti od mista vétveni rovno
priblizné jednomu Pascalu pro vSechny konfigurace dané velikosti ihlu .
Koeficient v**) ktery uréfme dosazenim 7 = 7,4 do rovnice (4.5), je pak
blizky pravé trem, viz tab. 4.1.

Nase zaveéry jsou nejen v souladu s experimentalnimi studiemi, ale zaroven
jsou i v souladu s 1D Murrayho teorii, ktera za optimalni ihel vétveni syme-
trické bifurkace oznacuje thel o = 37, 5°.

3.8

3.6

3.4

2.8

26
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Obr. 4.5: Vyhodnoceni extrémnich hodnot koeficientu « pro varianty dané dhlem .
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Zaveér

V této diplomové praci byly predstaveny vybrané studie ruznych autoru resici
konkrétni problémy kardiovaskularni biomechaniky pomoci lattice Boltzman-
novy metody. Za vhodny nastroj pro modelovani proudéni byla tato metoda
oznacena predevsim diky moznosti snadné implementace i komplexnich okra-
jovych podminek simulujici ruzné fyziologické i patologické stavy. Z pro-
vedené reserse dale vyplyva, ze pomoci lattice Boltzmannovy metody lze

relativné snadno modelovat nenewtonské efekty (vlastnosti) krve, interakci
pevnych ¢astic s kapalinou ¢i vznik krevnich srazenin.

V préaci bylo struéné shrnuto teoretické pozadi lattice Boltzmannovy me-
tody vcetné jeji vychozi rovnice. Byl popsan zpusob implementace rovnice,
ktery lze uzit pro modelovani ustaleného proudéni nestlacitelné vazké new-
tonské kapaliny. Prostor byl vénovan implementaci ruznych typu okrajovych
podminek. Okrajové podminky typu ,Zou-He“ vychazejici z nerovnovdzné
okrajové podminky typu ,bounce-back“ jsme aplikovali i na stény s obecnym
sklonem.

Numerickymi simulacemi ustaleného proudéni newtonské kapaliny v idea-
lizované bifurkaci jsme potom ovérili spravnost implementace a navrzenych
algoritmu. I pfes mrizkovy charakter vypoctové oblasti uzivany lattice Boltz-
mannovou metodou pozorujeme dostatecnou shodu mezi vyslednym rych-
lostnim a tlakovym polem poskytnutym nasim fesicem stavéjicim na prin-
cipu lattice Boltzmannovy metody a profesionalnim programem Ansys Fluent
stavéjicim na principu metody konec¢nych objemu. Ukazali jsme, ze nas resic
lze uzit za tucelem vyhodnoceni rychlosti a tlaku tekutiny ve 2D oblastech
ruznych tvaru.

V zavéru prace byla realizovana vlastni studie posuzujici vliv velikosti tithlu o,
ktery svira dcerina vétev symetrické idealizované cévni bifurkace s osou ma-
terské cévy, na proudové pole. Byla provedena fada numerickych simulaci
vyhodnocujicich smykova napéti na sténach bifurkace v zavislosti na ve-
likosti tohoto uhlu. Za problematické z hlediska pravdépodobnosti vzniku
stenozy v dcefiné vétvi bifurkace pak byly oznaceny konfigurace s vysSim
thlem (a > 40°). Vyskyt konfiguraci majicich nizsi dhel (o < 15°) jsme pak
na zakladé Murrayho teorie oznacili za nepravdépodobny.

Navazna prace muze byt vénovana studiu a naslednému zavedeni specialnich
okrajovych podminek do stavajiciho algoritmu lattice Boltzmannovy metody
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za ucelem vyhodnoceni makroskopickych veli¢in na sikmych sténdch (véetné
smykového napéti) nebo zefektivnéni v diplomové praci predstaveného vlast-
niho fesice uzitim paralelniho programovani.
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