
Západočeská univerzita v Plzni

Fakulta aplikovaných věd
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Anotace

Tato diplomová práce se věnuje implementaci lattice Boltzmannovy metody
pro numerické řešeńı vybraných problémů kardiovaskulárńı biomechaniky.
Je provedena rešerše literatury zaměřená na využit́ı lattice Boltzmannovy
metody v oblasti kardiovaskulárńı biomechaniky a jsou popsány základńı
principy kinetické teorie, na nichž metoda stav́ı. Následně je představen
algoritmus lattice Boltzmannovy metody včetně implementace okrajových
podmı́nek typu

”
Zou-He“ v rovinných oblastech r̊uzných geometríı. Jsou pre-

zentovány numerické simulace ustáleného prouděńı krve jak v idealizovaném,
tak v reálném 2D modelu cévńı bifurkace. V závěru práce je studován vliv
úhlu mezi dceřinými větvemi idealizované symetrické 2D cévńı bifurkace na
proudové pole, konkrétně na hodnoty smykového napět́ı na stěně.

Kĺıčová slova: lattice Boltzmannova metoda, kardiovaskulárńı biomecha-
nika, idealizovaná cévńı bifurkace, karotida, numerické simulace, okrajové
podmı́nky typu

”
Zou-He“

Abstract

This diploma thesis deals with the implementation of the lattice Boltzmann
method for the numerical solution of selected problems of cardiovascular bi-
omechanics. A literature search is performed, which focuses on the use of the
lattice Boltzmann method in the field of cardiovascular biomechanics. The
basic principles of kinetic theory on which the method is based are described.
Subsequently, the algorithm of lattice Boltzmann method is presented, inclu-
ding the implementation of Zou-He boundary conditions in planar regions
of various geometries. Numerical simulations of steady blood flow in both
idealized and real 2D model of vascular bifurcation are presented. At the end
of the work, the influence of the angle between the daughter branches of the
idealized symmetric 2D vascular bifurcation on the velocity field, specifically
on the values of shear stress on its wall, is studied.

Keywords: lattice Boltzmann method, cardiovascular biomechanics, ideali-
zed vascular bifurcation, carotid artery, numerical simulations, Zou-He boun-
dary conditions



Obsah
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srdečńı vadou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.1.1 Reynoldsovo podobnostńı č́ıslo . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2 Kolize . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Propagace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Úvod
Výpočtové metody dynamiky tekutin (CFD - Computional Fluid Dyna-
mics) tvoř́ı v současné době ned́ılnou součást aplikované mechaniky. Me-
tody konečných prvk̊u (FEM) a konečných diferenćı (FDM) byly poprvé
aplikovány na řešeńı problémů dynamiky tekutin na konci šedesátých let mi-
nulého stolet́ı a metoda konečných objemů (FVM) byla vyvinuta v roce 1980.
Lattice Boltzmannova metoda, stavěj́ıćı na principu buněčných automat̊u,
je ze zde uvedených výpočtových metod v kontextu řešeńı problémů dyna-
miky tekutin nejmladš́ı. Poprvé byla představena jako nástroj numerického
řešeńı prouděńı až v roce 1988 pány McNamarou a Zanettim [34]. Konvenčńı
konečno-prvkové výpočtové metody dynamiky tekutin řeš́ı rovnice popisuj́ıćı
zachováńı hmotnosti, hybnosti a celkové energie na diskrétńıch prvćıch, ob-
jemech nebo uzlech. Jinými slovy, nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice
jsou pomoćı těchto konvenčńıch metod převedeny na soustavu nelineárńıch
algebraických rovnic, které jsou řešeny iteračně. Lattice Boltzmannova me-
toda už́ıvá př́ıstup zcela odlǐsný. Tekutinu nahrazuje tzv. shluky částic. Stan-
dardńı algoritmus lattice Boltzmannovy metody pak na výpočtové oblasti sle-
duje srážky (kolize) a přemist’ováńı (propagaci) těchto shluk̊u v uvažovaných
směrech. Přestože lattice Boltzmannova metoda v současné době ještě neńı
součást́ı běžně už́ıvaných profesionálńıch výpočetńıch softwar̊u pro řešeńı
prouděńı tekutin, je inženýry speciálně vyhledávána pro numerické řešeńı
konkrétńıch problémů. V úlohách kardiovaskulárńı biomechaniky je lattice
Boltzmannova metoda s výhodou už́ıvána předevš́ım d́ıky snadné implemen-
taci okrajových podmı́nek simuluj́ıćı r̊uzné fyziologické a patologické stavy
a d́ıky možnosti numericky simulovat transport a depozici r̊uzných částic
v krvi.

Význam numerických simulaćı v oblasti kardiovaskulárńı biomechaniky s roz-
vojem poč́ıtačové techniky neustále roste. V současné době se numerické
simulace v biomechanice neomezuj́ı pouze na nástroj pro zodpovězeńı vědec-
kých otázek, ale stále častěji se už́ıvaj́ı k predikci rozvoje a léčby nemoćı
konkrétńıch pacient̊u.

Struktura práce

V prvńı kapitole je provedena rešerše literatury s ćılem stručně popsat základ-
ńı problémy kardiovaskulárńı biomechaniky, které autoři s výhodou řeš́ı právě
užit́ım lattice Boltzmannovy metody. Ve druhé kapitole je stručně nast́ıněno
teoretické pozad́ı lattice Boltzmannovy metody. Zřetel je brán předevš́ım
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na představeńı rychlostńıho modelu D2Q9, jehož zp̊usob implementace je
předmětem kapitoly třet́ı. Nemalý prostor je zde rovněž věnován zp̊usobu
modelováńı stěny obecného tvaru na uvažované mř́ıžkové čtvercové oblasti.
Vlastńım př́ınosem prezentovaným v této kapitole je pak (na základě citované
teorie [52]) odvozeńı implementovatelných okrajových podmı́nek pro zadaný
tlak nebo rychlost tekutiny na obecné stěně a provedeńı numerických simu-
laćı prouděńı krve na 2D výpočtových oblastech r̊uzných geometríı s užit́ım
těchto okrajových podmı́nek. V závěrečné čtvrté kapitole je s využit́ım nu-
merických simulaćı popsán vliv změny úhlu rovinné symetrické idealizované
bifurkace na velikost extrémńıch hodnot smykového napět́ı (WSS - Wall Shear
Stress) na jej́ıch stěnách a je diskutován vliv hodnot smykového napět́ı na
pravděpodobnost vzniku patologických jev̊u v arteriálńı bifurkaci.

Ćıle práce

Uved’me dále ćıle této diplomové práce:

• Provedeńı rešerše zaměřené na aplikaci lattice Boltzmannovy metody
v úlohách kardiovaskulárńı biomechaniky.

• Vytvořeńı geometricky variabilńıho výpočtového modelu arteriálńı bi-
furkace ve 2D.

• Vývoj výpočetńıch algoritmů pro implementaci lattice Boltzmannovy
metody pro numerické řešeńı prouděńı krve.

• Posouzeńı vlivu vybraných geometrických parametr̊u 2D modelu ar-
teriálńı bifurkace na proudové pole.

• Vyhodnoceńı a diskuse dosažených numerických výsledk̊u, formulace
závěr̊u.
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Kapitola 1

Rešerše využit́ı lattice
Boltzmannovy metody pro
řešeńı problémů
kardiovaskulárńı biomechaniky

V této kapitole představujeme vybrané studie už́ıvaj́ıćı lattice Boltzmannovu
metodu pro řešeńı problémů kardiovaskulárńı biomechaniky.

Po v́ıce než dvou deśıtkách let vývoje je lattice Boltzmannova metoda vhod-
nou alternativńı numerickou metodou pro studium modelováńı prouděńı te-
kutin [31]. Možných aplikaćı lattice Boltzmannovy metody je v současné době
mnoho. Jako př́ıklady uved’me řešeńı prouděńı stlačitelných i nestlačitelných
tekutin přes porézńı médium [6] nebo prouděńı suspenze [25] či prouděńı
krve v cévńım oběhu. V této kapitole se věnujeme výhradně úlohám kardi-
ovaskulárńı biomechaniky. Právě numerický model kardiovaskulárńı hemo-
dynamiky může s dostatečnou přesnost́ı predikovat možnost výskytu kar-
diovaskulárńıch chorob, které jsou v současnosti nejčastěǰśı př́ıčinou úmrt́ı
v západńıch zemı́ch [8, 41]. Představeńım těchto aplikaćı bude demonstrován
široký záběr lattice Boltzmannovy metody a vhodnost použit́ı metody ve zmı́-
něném oboru.

1.1 Modelováńı prouděńı krve v cévě posti-

žené aneurysmatem

Aneurysma je ohraničené rozš́ı̌reńı tepny (výdut’) zp̊usobené strukturálńımi
změnami v jej́ı stěně. Může postihnout kteroukoli tepnu, nejčastěji však po-
stihuje aortu. Ruptura aneurysmatu může zapř́ıčinit smrt nebo trvalé po-
stižeńı pacient̊u [39]. Léčba aneurysmat porézńım stentem byla navržena
jako minimálně invazivńı zp̊usob jej́ı prevence. Stentem rozumı́me ohebnou
válcovou trubici vyrobenou z pletiva z nerezové oceli nebo slitiny [21]. Pro-

3



pustnost stent̊u je navržena k takovému sńıžeńı rychlosti toku v aneurysmatu,
které je dostatečné k úspěšnému vyvoláńı trombózy ve výduti a tak obnoveńı
normálńıho toku v cévě [20].

Ćılem článku [21] publikovaného v roce 2004 bylo pomoćı lattice Boltzman-
novy metody identifikovat, jak struktura stentu a jeho umı́stěńı ovlivňuje
hemodynamické vlastnosti prouděńı krve uvnitř aneurysmatu. Autoři mo-
delovali dvourozměrný problém prouděńı krve v obdélńıkovém kanálu s při-
pojenou dutinou, viz obr. 1.1. Krev byla simulována jako newtonská homo-
genńı nestlačitelná kapalina. Dále byla pro jednoduchost uvažována dokonale
tuhá stěna cévy a byl předepsán konstantńı tlakový gradient nad zkoumaným
kanálem.

Obr. 1.1: Vybrané výsledky článku [39] a) aneurysma bez stentu, b) a c) se stentem.

Autoři popisovali vliv velikosti, materiálu, propustnosti a umı́stěńı stentu na
vznik recirkulačńıch zón uvnitř aneurysmatu, na hodnoty smykového napět́ı
na stěnách cévy a na redukci rychlosti uvnitř cévy. Závislosti mezi těmito
veličinami jsou ve shodě s experimentálńımi výsledky zveřejněnými v lite-
ratuře, viz [4]. Nav́ıc byly formulovány nové závislosti, které literatura [4]
neobsahuje. Studie publikovaná v článku [20] navázala na tento výzkum.
Na základě výsledk̊u stejné numerické simulace zde byly formulovány nové
parametry, jejichž změna má př́ımý vliv na redukci rychlosti a pr̊utoku krve
v cévách obsahuj́ıćıch aneurysma se stentem. Dle autor̊u článku lattice Boltz-
mannova metoda na rozd́ıl od běžných CFD řešič̊u nab́ıźı možnost snadno
implementovat r̊uzně definované okrajové podmı́nky. Toho s výhodou využili
i při řešeńı tohoto problému.

Daľśı studíı na podobné téma je studie [39]. Jej́ı autoři rozš́ı̌rili standardńı
algoritmus lattice Boltzmannovy metody pro prouděńı krve jako nenew-
tonské kapaliny o krok, který realizoval proces srážeńı krve. S t́ımto algo-
ritmem pak sestavili 2D numerický model, s jehož pomoćı simulovali vznik
krevńıch sraženin v okoĺı r̊uzně velkých aneurysmat. V závěru studie byla
na základě numerických simulaćı vyč́ıslena tzv. prahová hodnota smykové
rychlosti pro konkrétńı model. Pro smykové rychlosti nižš́ı než tato hodnota
vzniká trombóza a pro smykové rychlosti vyšš́ı docháźı k zastaveńı vzniku
trombu.

Daľśı praćı na obdobné téma je práce výzkumného týmu vedeného R. Qua-
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redem [38]. Zde je detailně popsáno sestaveńı numerického modelu pomoćı
lattice Boltzmannovy metody řeš́ıćıho úlohu prouděńı krve v aneurysmatu
se stentem ve dvourozměrném prostoru podobně jako v článku [21], resp.
[20]. Autoři dále uvažuj́ı krev jako nenewtonskou kapalinu a jejich algoritmus
připoušt́ı možnost vzniku krevńıch sraženin stejně, jako je tomu v článku [39].
Ačkoli Quared zde řeš́ı ’pouze’ benchmarkové př́ıklady, jeho práce názorně
demonstruje snadnou implementovatelnost lattice Boltzmannovy metody pro
řešeńı problémů prouděńı nenewtonské kapaliny.

1.2 Simulace prouděńı krve přes umělou srdeč-

ńı chlopeň

Prvńı srdečńı chlopeň byla úspěšně implantována do lidského těla v roce
1952 [23]. Od té doby prob́ıhá experimentálńı i teoretický výzkum, jehož
ćılem je návrh vhodného designu a materiálu umělé srdečńı chlopně tak, aby
co nejlépe imitovala chováńı té biologické. U pacient̊u s umělou náhradou
srdečńı chlopně je totiž zvýšená pravděpodobnost vzniku tromb̊u a hemolýzy
[48]. To, že lze dobře numericky simulovat prouděńı krve přes srdečńı chlo-
peň pomoćı lattice Boltzmannovy metody, dokazuje několik nedávno zveřej-
něných výzkumů.

Jako prvńı představme článek publikovaný pod záštitou bioinženýrského in-
stitutu Venezuelské univerzity, viz [40]. Ćılem autor̊u bylo pomoćı tzv. mul-
tiple relaxation time lattice Boltzmannovy metody ve variantě řeš́ıćı izoter-
mické laminárńı prouděńı simulovat interakci tekutiny s pohybuj́ıćı se mecha-
nickou aortálńı chlopńı ve dvourozměrném prostoru. Byly uvažovány modely
(tvar a materiálové charakteristiky) chlopńı HK valve (Hall Kaster, Medtro-
nic Hall) a SJM valve (St. Jude Medical). Krev byla aproximována jako new-
tonská nestlačitelná kapalina s odpov́ıdaj́ıćı hustotou a viskozitou. Výpočtová
oblast byla modelována podle biologických př́ıruček na uniformńı ortogonálńı
śıti a stěny tkáně byly pro potřeby simulace uvažovány jako dokonale tuhé
a nepropustné. Vstupńı a výstupńı okrajové podmı́nky byly voleny tak, aby
co možná nejlépe aproximovaly reálné biologické děje. V tomto př́ıpadě byla
zadána časově závislá rychlost na vstupu do sledované oblasti (levá komora)
a rychlostńı parabolický profil na výstupu ze sledované oblasti (aorta). Ge-
ometrie zadaného problému je pro ilustraci zobrazena na obr. 1.2. ’Stan-
dardńı’ sekvence lattice Boltzmannovy metody propagace-kolize je rozš́ı̌rena
o přeśıt’ovaćı krok (re-meshing step), který odráž́ı pohyb umělé chlopně.
V tomto kroku je změněna definice vybraných buněk určuj́ıćıch kapalinu na
buňky určuj́ıćı pevnou umělou chlopeň (a opačně).

Autoři nejprve popisuj́ı zavedeńı okrajových podmı́nek pro interakci kapaliny
s pohybuj́ıćı se pevnou překážkou (moving boundary condition). Správnost
jejich zavedeńı ověřuj́ı validačńımi př́ıklady. Až následně představuj́ı výsledné
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pr̊uběhy rychlost́ı a smykového napět́ı sledovaného okoĺı umělé srdečńı chlo-
pně v daných časech. Pro lepš́ı představu přikládáme obr. 1.3 z citované
práce, který zachycuje proudnice v autory zvoleném čase.

Obr. 1.2: Schématicky zobrazené zadáńı problému řešeného v [40], (a) SJM valve, (b) HK valve.

Numerickou simulaćı byly kvalitativně dosaženy experimentálńı hodnoty stu-
dovaného problému. Připoušt́ı se zde však limitace ortogonálńı śıtě (D2Q9)
na detailńı zachyceńı pohybu chlopńı s odkazem na literaturu řeš́ıćı právě
prouděńı na neortogonálńı śıti, viz [14]. Autoři se samozřejmě netaj́ı skuteč-
nost́ı, že se jedná o prvotńı práci idealizuj́ıćı geometrii a stavy realizované
okrajovými podmı́nkami. Přesto věř́ı, že studie dokazuje možnost dostatečně
přesné simulace prouděńı krve přes umělou srdečńı chlopeň právě pomoćı
lattice Boltzmannovy metody.

Obr. 1.3: Proudnice v daném čase (T = 0,16 s) podle [40].

Daľśı hojně citovanou studíı na stejné téma, kterou představ́ıme, je práce
autor̊u Krafczyk a spol, viz [26]. Ti zkoumali změny pr̊utoku krve po za-
vedeńı umělé aortálńı chlopně do válcového krevńıho řečǐstě v závislosti na
r̊uzných fixńıch úhlech otevřeńı ćıp̊u umělé chlopně při r̊uzných vstupńıch
a výstupńıch (i časově proměnných) okrajových podmı́nkách. Předmětem

6



práce bylo demonstrovat možné užit́ı lattice Boltzmannovy metody při řešeńı
problémů prouděńı krve přes umělou chlopeň ve trojrozměrném prostoru.
Vyšetřované smykové napět́ı se řádově shodovalo se smykovým napět́ım iden-
tifikovaným experimentálńımi studiemi od jiných autor̊u [29]. Přikládáme
obr. 1.4 autory představeného numerického výsledku smykového napět́ı v da-
ném čase. Stejně jako v př́ıpadě výše zmı́něného výzkumu je i zde poukázána
limitace zvolené ortogonálńı uniformńı výpočtové śıtě (D3Q15). Podle autor̊u
použit́ı jednotné mř́ıžky snižuje možnost představeného algoritmu modelo-
vat detailně vliv tloušt’ky ćıp̊u chlopńı a daľśıch geometrických parametr̊u na
proudové pole s odkazem na potřebu daľśıho bádáńı.

Práce badatelské skupiny pod vedeńım profesora Krafczyka navázala na tuto
studii praćı [27], ve které položila základ řešeńı interakce kapaliny a pevného
pohyblivého tělesa užit́ım lattice Boltzmannovy metody. V práci zkoumá
prouděńı krve přes pohyblivou chlopeň ve dvourozměrném obdélńıkovém
kanálu. Tuto práci pak doplnil a rozš́ı̌ril profesor Monrroy ve studii [40].

Obr. 1.4: Smykové napět́ı |σxy | v daném čase (T = 0,165 s) podle [26].
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1.3 Simulace transportu krevńıch buněk

Lidská krev je tkáńı skládaj́ıćı se o něco v́ıce než z poloviny (55-60 %) z te-
kuté složky - krevńı plazmy - a zbývaj́ıćıch složek pevných: červených krvinek
(erytrocyt̊u), b́ılých krvinek (leukocyt̊u) a krevńıch destiček. Ve specifických
př́ıpadech, jako je např. prouděńı krve v mikrovaskulárńıch śıt́ıch, nelze exis-
tenci pevných složek plně zanedbat.

Ćılem článku [45] bylo představit algoritmus, který dokáže simulovat pr̊utok
krve v komplexńıch mikrovaskulárńıch śıt́ıch explicitńım zohledněńım agre-
gace červených krvinek, interakćı leukocyt-endotel a vzájemné interakce krev-
ńıch buněk. Lattice Boltzmannova metoda se ukazuje jako vhodná, snadno
implementovatelné metoda pro řešeńı takového problému, nebot’ zmı́něné
jevy zohledňuje prostým rozš́ı̌reńım standardńıho kolizńıho kroku a dále
pak rozš́ı̌reńım algoritmu o přeśıt’ovaćı krok definuj́ıćı buňky výpočtové śıtě
(plazma x krvinka). Pomoćı tohoto algoritmu řeš́ı autoři nestacionárńı prou-
děńı krve v mikrocévě a na základě numerických výsledk̊u pak formuluj́ı
závislost mezi vzdálenost́ı buňky od cévy a smykovým napět́ım na stěnách
cévy. Źıskané závislosti jsou ve shodě s odbornou literaturou.

V článku [44] stejná výzkumná skupina pak pomoćı daľśıch vyvinutých rhe-
ologických model̊u sestavila algoritmus zohledňuj́ıćı chováńı pevných těĺısek
v krvi, který je schopen simulovat únik plazmy v př́ıpadě nedokonalé těsnosti
(propustnosti) cév při prouděńı krve ve dvourozměrném prostoru. Na základě
těchto simulaćı je možné predikovat pravděpodobnost vzniku nádor̊u.

Daľśı komplexńı studie zveřejněná v článku [11] se zabývala prouděńım krve
s uvažováńım vlivu pevných těles v ńı obsažených a sestaveńım numerického
řešiče lattice Boltzmannovy metody tentokrát ve trojdimenzionálńım pro-
storu (s užit́ım modelu D3Q19). Autoři v úvodu článku poukazuj́ı na skuteč-
nost, že mnoho nemoćı má spojitost nebo je př́ımým d̊usledkem abnormálńıho
toku krve, který je často zp̊usoben deformaćı červených krvinek a jehož
d̊usledkem je znemožněńı toku krve přes mikrovaskulárńı śıtě. Byl představen
tzv. neo-Hooke̊uv model krvinky s odkazem na př́ıslušnou literaturu, viz
[17] a daľśı. Následně byl na základě této teorie autory vyvinut algorit-
mus prouděńı krve pomoćı lattice Boltzmannovy metody, a to i pro ne-
moćı postižené červené krevńı buňky - krevńı srpkovitou anémíı, maláríı.
Vrcholem práce pak byla simulace transportu červených krvinek skrz cévu,
jej́ıž pr̊usvit je na sledované oblasti zúžen přibližně na obsah povrchu zdravé
červené krvinky. Výsledky této numerické simulace zobrazuje obr. 1.5, kde
pozice zdravých červených krvinek je ve vybraných časech zobrazena v levém
sloupci a pozice srpkovitých krvinek je zobrazena v těch samých časech ve
sloupci pravém. Obr. 1.5 demonstruje, že zdravé erytrocyty se významně de-
formuj́ı a snadno procházej́ı zúžeńım, zat́ımco abnormálně tvarované a méně
deformovatelné srpkovité erytrocyty před ńım uv́ıznou. Takové zablokováńı
kapiláry vede ke sńıžeńı dodávky kysĺıku a může tak mı́t až fatálńı následky.
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Obr. 1.5: Transport zdravých červených krvinek (levý sloupec) a srpkovitých červených krvinek (pravý
sloupec) přes zúžeńı cévy podle [11].

Uved’me, že stejný problém je možné řešit pomoćı př́ıstupu navrženého v práci
[13] kombinuj́ıćıho lattice Boltzmannovu metodu a metodu zvanou Immer-
sed Boundary Method (IBM). Problém transportu červených krvinek po-
stižených maláríı ve 2D obdélńıkovém kanále je řešen pomoćı tohoto př́ıstupu
v práci [37].

1.4 Simulace prouděńı krve v cévńı bifurkaci

Problém prouděńı kapaliny v bifurkaćıch bývá typickou benchmarkovou úlo-
hou nových numerických řešič̊u dynamiky tekutin. Později i v této diplomové
práci bude problému prouděńı krve v bifurkaćıch r̊uzných tvar̊u věnována ne-
malá pozornost. Za účelem potvrzeńı široké univerzálnosti lattice Boltzman-
novy metody bude v tomto odstavci brán zřetel předevš́ım na ty problémy
prouděńı krve v bifurkaćıch, jejichž podmı́nky a předpoklady dosud nebyly
v této kapitole uvažovány, a na problémy řešené dosud nezmı́něnými př́ıstupy.

Jako prvńı uvedeme práci [3], jej́ımž předmětem bylo řešeńı ustáleného prou-
děńı newtonské kapaliny v idealizované symetrické bifurkaci. Autoři článku
konstatuj́ı, že při plánováńı cévńı chirurgie je na anatomickém obrazu pa-
cienta, který je poskytnut vhodnou zobrazovaćı technikou, třeba testovat
r̊uzná geometrická řešeńı. S touto motivaćı je v práci nejprve řešen problém
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prouděńı v symetrické dvourozměrné bifurkaci při zadaném úhlu mezi dce-
řinými větvemi θ. V momentě, kdy se prouděńı v d̊usledku zvolených okra-
jových podmı́nek ustáĺı, je výpočet zastaven a úhel mezi dceřinými větvemi
změněn o malou hodnotu δθ. S ćılem ušetřeńı výpočtového času pak řešič
’nezahazuje’ předešlý výsledek, ale využije tento výsledek jako počátečńı
podmı́nku pro novou simulaci. Př́ıslušné buňky jsou ’posunuty’ o úhel δθ,
výpočet je inicializován ze źıskané počátečńı podmı́nky a zastavuje se v oka-
mžiku, kdy se prouděńı na nové výpočtové śıti, dané úhlem θ+ δθ, ustáĺı. Na
jednoduchém př́ıkladu je tak autory demonstrována námi dosud nezmı́něná
možnost adaptace výpočtové śıtě algoritmu lattice Boltzmannovy metody.

Obr. 1.6: Výpočtová śıt’ [2].

Pro úplnost uved’me ještě daľśı práci
stejného výzkumného týmu [2]. Řešenou
úlohou je problém prouděńı krve, která je
uvažována jako newtonská kapalina, ve sle-
dované části aortálńı bifurkace s dokonale
tuhými stěnami ve trojdimenzionálńım
prostoru (model D3Q19). Výpočtová śıt’

byla zrekonstruována na základě sńımk̊u
magnetické rezonance pacienta, viz obr.
1.6. Bylo realizováno několik vstupńıch
a výstupńıch okrajových podmı́nek vyvo-
lávaj́ıćı ustálené i nestacionárńı prouděńı.

Daľśı studíı, kterou zmı́ńıme, je studie [36], jej́ımž hlavńım ćılem bylo po-
moćı lattice Boltzmannovy metody studovat hodnoty hemodynamických
veličin při prouděńı krve (jako newtonské kapaliny) v prostorové idealizo-
vané bifurkaci, která je dána r̊uznými úhly větveńı dceřiných větv́ı od osy
větve mateřské. Pro lepš́ı představu přikládáme obr. 1.7 zobrazuj́ıćı jeden
z výsledk̊u práce. V diskuzi se autoři oṕıraj́ı o fakt, že ateroskleróza (kor-
natěńı tepen) vzniká předevš́ım v mı́stech cévy, ve kterých je hodnota smy-
kového napět́ı na stěnách ńızká. Pomoćı lattice Boltzmannovy metody iden-
tifikuj́ı autoři článku tato nejrizikověǰśı mı́sta pro vznik aterosklerózy dané
bifurkace řešeńım problémů ustáleného i nestacionárńıho prouděńı.

Hodnotných studíı řeš́ıćı problémy prouděńı krve v cévńıch bifurkaćıch po-
moćı lattice Boltzmannovy metody je celá řada. Jejich představeńı překračuje
rámec diplomové práce. Proto odkažme alespoň na vybrané komplexńı stu-
die. Práce [1] řeš́ı prouděńı krve jako newtonské kapaliny v prostorové bifur-
kaci se vzniklým aneurysmatem. Článek [49] představuje řešeńı transportu
červených krvinek v mikrovaskulárńı bifurkaci.
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Obr. 1.7: Jedno z výsledných rychlostńıch poĺı práce, viz [36].

1.5 Simulace prouděńı krve v cévách s pod-

dajnými stěnami

Nab́ıźı se otázka, zda-li jsou vyvinuty algoritmy lattice Boltzmannovy me-
tody pro řešeńı prouděńı krve v cévách s poddajnými stěnami, nebot’ všechny
dosud citované práce z r̊uzných d̊uvod̊u (úspora výpočtového času, zanedba-
telný vliv poddajnosti stěn při řešeńı konkrétńı úlohy) uvažovaly cévńı stěny
jako dokonale tuhé. V následuj́ıćıch několika odstavćıch se pokuśıme otázku
zodpovědět představeńım numerických simulaćı vybraných praćı, které uva-
žovaly biologicky správný předpoklad poddajnosti stěn.

Článek [8] představuje novou okrajovou podmı́nku oṕıraj́ıćı se o teorii [47],
kterou lze implementovat v rámci lattice Boltzmannovy metody. Následně byl
algoritmus uplatňuj́ıćı tuto okrajovou podmı́nku testován na řešeńı problé-
mu prouděńı kapaliny v obdélńıkovém kanálu (model D2Q9). V př́ıpadě
ustáleného prouděńı byly výsledky porovnány s literaturou [17]. Daľśı nu-
merické experimenty potvrzuj́ıćı správnost tohoto př́ıstupu zveřejnil jiný
výzkumný tým v článku [9].

Daľśı př́ıstup řeš́ıćı problém prouděńı krve v cévách s poddajnými stěnami
je podrobně popsán v článku [12]. Ačkoli numerické výsledky, které stav́ı na
tomto algoritmu, viz [22], jsou v dobré shodě s experimenty, někteř́ı autoři va-
ruj́ı nad nedostatečnou časovou efektivnost́ı představeného algoritmu (včetně
[8, 9]).

Nový náhled řeš́ıćı problematiku prouděńı krve v cévách s poddajnými stěna-
mi představuje práce [33] publikovaná v roce 2021. Autoři článku představuj́ı
nové okrajové podmı́nky implementovatelné lattice Boltzmannovou metodou,
které jsou následně testovány. Autoři práce připoušt́ı, že výsledky źıskané
algoritmem už́ıvaj́ıćı tyto okrajové podmı́nky nejsou v úplné shodě s ana-
lytickým řešeńım prouděńı krve ve válci s elastickou stěnou. Nicméně jejich
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užit́ı dává zásadně přesněǰśı výsledky než v př́ıpadě výpočtu s předpokladem
dokonale tuhé stěny. Hlavńı přednost́ı algoritmu je jeho časová úspornost.

1.6 Simulace krevńıho toku srdcem pacienta

postiženého vrozenou srdečńı vadou

Do této chv́ıle jsme v této diplomové práci vesměs zabývali studiemi, které
měly za ćıl bud’ představovat nové algoritmy rozšǐruj́ıćı klasickou dvoukro-
kovou lattice Boltzmannovu metodu, nebo demonstrovat funkčnost těchto
algoritmů řešeńım r̊uzných problémů. Věnujme následuj́ıćıch několik řádk̊u
představeńı komplexńı studie [46] simuluj́ıćı námi diskutovanou metodou
pr̊utok krve a krevńıho kysĺıku srdcem dětského pacienta postiženého vroze-
nou srdečńı vadou.

Obr. 1.8: Pr̊utok krve a distribuce obsahu kysĺıku v srdci pacienta před operaćı podle [46]. Barevná škála
znázorňuje relativńı obsah kysĺıku v krvi.

Vrozené srdečńı vady (VSV) patř́ı mezi nejčastěǰśı vývojové vady. Udává
se, že tato nemoc postihuje asi 1 % novorozenc̊u. Vrozenou srdečńı vadu
rozlǐsujeme podle lokalizace defektu na defekt septa śıně a komor, aortálńı či
pulmonálńı stenózu nebo komplexńı srdečńı vadu. Obecně tato nemoc může
zp̊usobovat abnormálńı změny hemodynamiky, prekordiálńı bolesti a únavu
pacienta. V př́ıpadě těžkých př́ıpad̊u může vést ke zpomaleńı r̊ustu, dušnosti,
cyanóze k̊uže a v krajńım př́ıpadě k předčasné smrti pacienta. Hemodyna-
mická data o stavu nemoci lze źıskat ze zobrazovaćıch vyšetřeńı, jako je
srdečńı katetrizace, echokardiografie, poč́ıtačová tomografie (CT) nebo mag-
netická rezonance (MRI). Všechna tato vyšetřeńı však maj́ı určitá omezeńı.
Dı́ky srdečńı katetrizaci mohou lékaři přesně měřit tlak v plicnici a daľśı
hemodynamická data. Jedná se však o invazivńı operačńı vyšetřeńı. Během
a po operaci mohou nastat komplikace.

Autoři si vybrali jako nástroj pro simulaci toku krve a krevńıho kysĺıku v srdci
pacienta před a po operaci právě lattice Boltzmannovu metodu vzhledem
k možnosti př́ımočaré implementaci i komplexńıch okrajových podmı́nek.
Tradičńı CFD metody se dle autor̊u obt́ıžně vypořádávaj́ı s modelováńım
vnitřńı stěny srdce, a to zejména v př́ıpadech, ve kterých docháźı k velké
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deformaci srdečńı stěny. Za účelem věrného modelováńı srdce byla věnována
nemalá pozornost simulaci distribuce krevńıho kysĺıku, která je dle autor̊u
jen zř́ıdka k viděńı v existuj́ıćıch studíıch už́ıvaj́ıćıch konvenčńı CFD metody.
V práci byl implementován algoritmus dvojité distribučńı funkce (DDF -
Double Distribution Function) s odkazem na př́ıslušnou literaturu [18].

Model vnitřńı stěny srdce byl zrekonstruován na základě 210 sken̊u poč́ıtačové
tomografie. Simulaćı a porovnáńım pr̊utoku krve srdcem, tlakového pole, ob-
sahu kysĺıku v krvi a distribuce tvorby entropie před a po operaci byly po-
drobně analyzovány účinky defektu septa na plicńı hypertenzi (PH), cyanózu
a srdečńı zátěž. Bylo tak formulováno mnoho závěr̊u, jejichž ćılem bylo
rozš́ı̌rit poznatky o zkoumané problematice. Pro lepš́ı ilustraci výsledk̊u dis-
kutované studie přikládáme obr. 1.8. Ten zobrazuje pr̊utok krve a distri-
buci obsahu kysĺıku v krvi v srdci pacienta před operaćı. Barva proudnic
představuje bezrozměrný obsah kysĺıku v krvi - červená pro relativně vysoký
obsah kysĺıku a modrá pro relativně ńızký obsah kysĺıku.

1.7 Shrnut́ı

Představené studie v této kapitole dokazuj́ı vhodnost užit́ı lattice Boltzman-
novy metody pro řešeńı problémů kardiovaskulárńı biomechaniky. Konkrétně
zde byly představeny práce, jejichž předmětem bylo simulováńı prouděńı krve
v cévách r̊uzných tvar̊u a modelováńı transportu krevńıch buněk právě po-
moćı lattice Boltzmannovy metody.

Prezentaćı vybraných studíı řeš́ıćı problémy prouděńı krve v cévńıch bifur-
kaćıch r̊uzných tvar̊u užit́ım lattice Boltzmannovy metody jsme potvrdili
vhodnost implementace této metody pro řešeńı těchto problémů. Proto pro
numerické modelováńı prouděńı krve v cévńıch bifurkaćıch v následuj́ıćıch
kapitolách užijeme právě lattice Boltzmannovu metodu.
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Kapitola 2

Teoretické pozad́ı lattice
Boltzmannovy metody

V této kapitole bude představeno teoretické pozad́ı, na kterém stoj́ı základńı
principy lattice Boltzmannovy metody. Bude představen význam distribučńı
funkce, lokálńı rovnovážné distribučńı funkce a Boltzmannovy rovnice. Ná-
sledně bude demonstrován zp̊usob diskretizace Boltzmannovy rovnice a od-
vozeńı rychlostńıho modelu, který bude užit v následuj́ıćı kapitole.

Před t́ım, než Boltzmannovu rovnici a distribučńı funkce uvedeme, defi-
nujme nejprve takzvané mezoskopické měř́ıtko, na kterém Boltzmannova
rovnice, potažmo lattice Boltzmannova metoda, tekutinu popisuje. Mezosko-
pické měř́ıtko stoj́ı mezi makroskopickým a mikroskopickým měř́ıtkem. Na
makroskopickém měř́ıtku je sledován plný kontinuálńı obraz tekutiny makro-
skopicky sledovatelnými veličinami, jakými jsou např. rychlost, hustota a te-
plota tekutiny. Na tomto měř́ıtku pracuje většina konvenčńıch CFD řešič̊u
včetně těch stavěj́ıćıch na principech metody konečných prvk̊u a konečných
objemů. Naopak na mikroskopickém měř́ıtku je sledována tekutina na mo-
lekulárńı úrovni (molecular dynamics). Zjednodušeně můžeme tvrdit, že při
užit́ı tohoto popisu je sledován pohyb každé jedné částice. Na mezoskopickém
měř́ıtku jsou sledovány informace o reprezentativńı množině částic, kterou
budeme v naš́ı práci nazývat ’shlukem částic’.

2.1 Boltzmannova rovnice a distribučńı funkce

K popisu výše popsaného shluku částic definujeme distribučńı funkci f a jej́ı
momenty. Distribučńı funkce f reprezentuje hustotu částic maj́ıćıch mikro-
skopickou rychlost ξ v mı́stě daném polohovým vektorem r a v čase t. Jinými
slovy ji lze považovat za zobecněńı hustoty, které nav́ıc bere v úvahu mi-
kroskopickou rychlost částic [28]. Zat́ımco ρ(r; t) představuje hustotu hmoty
v trojrozměrném fyzickém prostoru, f(r; ξ; t) současně představuje hustotu
hmoty jak v trojrozměrném fyzickém prostoru, tak v trojrozměrném rych-
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lostńım prostoru. Proto má distribučńı funkce f jednotku

[f ] = kg · 1

m3
· 1

(m/s)3
=

kg · s3

m6
. (2.1)

Definujme vztah mezi distribučńı funkćı f a hustotou ρ jako moment hustoty,
tedy

ρ(r, t) =

∫
f(r, ξ, t) d3 ξ, (2.2)

kde symbolem
∫

d3ξ rozumı́me trojný (objemový) integrál nad oblast́ı zkou-
maného kontinua. Jinými slovy tvrd́ıme, že hustota ρ(r, t) je rovna integrálńı-
mu součtu distribučńıch funkćı všech rychlost́ı v dané poloze r a daném čase t.
(Povšimněme si analogíı mezi t́ımto a vztahem mezi hmotnost́ı a hustotou
uvažovaného kontinua m =

∫
ρ d3 x. ) Přenásob́ıme-li moment hustoty rych-

lost́ı, dostaneme vyjádřeńı pro moment hustoty hybnosti

ρ(r, t)u(r, t) =

∫
ξf(r, ξ, t) d3 ξ, (2.3)

kde u je makroskopická rychlost tekutiny. Obdobně definujeme moment hus-
toty celkové energie

ρ(r, t)E(r, t) =
1

2

∫
|ξ|2f(r, ξ, t) d3 ξ (2.4)

a dále moment hustoty vnitřńı energie

ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∫
|v(r, t)|2f(r, ξ, t) d3 ξ, (2.5)

kde v je takzvaná relativńı rychlost, která je dána rozd́ılem makroskopické
a mikroskopické rychlosti v = u− ξ.

Za účelem odvozeńı Boltzmannovy rovnice provedeme totálńı derivaci funkce
f podle času

df

dt
=
∂f

∂t

dt

dt
+
∂f

∂r

dr

dt
+
∂f

∂ξ

dξ

dt
, (2.6)

kterou přeṕı̌seme jako

df

dt
=
∂f

∂r
ξ +

∂f

∂ξ
a +

∂f

∂t
, (2.7)

kde a je zrychleńı shluku částic. Stejnou rovnici uvedeme ještě v podobě

df

dt
=
∂f

∂r
ξ +

∂f

∂ξ

F

m
+
∂f

∂t
, (2.8)

kde m je hmotnost jednoho shluku částic a F je vněǰśı objemová śıla p̊usob́ıćı
na jeden shluk částic. Zavedeńım tzv. kolizńıho operátoru Ω = df

dt
rovnici

přeṕı̌seme

Ω =
∂f

∂r
ξ +

∂f

∂ξ

F

m
+
∂f

∂t
. (2.9)
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Pokud budeme śılu F dále uvažovat nulovou, źıskáváme Boltzmannovu rov-
nici ve známém tvaru (∇ = ∂

∂r)

Ω =
∂f

∂t
+ ξ∇f . (2.10)

Boltzmannova rovnice je parciálńı diferenciálńı rovnice se zdrojovým členem.
Jej́ı řešeńı komplikuje fakt, že kolizńı operátor Ω je funkce závislá na dis-
tribučńı funkci f . Pro jej́ı řešeńı je třeba kolizńı operátor diskretizovat. Nej-
známěǰśı a nejrozš́ı̌reněǰśı formulace kolizńıho operátoru je vyjádřena pomoćı
BGKW (Bhatnagar, Gross, Krook, Welander) aproximace z roku 1954 [34]

Ω = ω(f eq − f) =
1

τ
(f eq − f), (2.11)

kde ω je relaxačńı frekvence, respektive τ je relaxačńı čas, a f eq je lokálńı
rovnovážná distribučńı funkce, jej́ıž význam bude ještě v této kapitole ob-
jasněn.

Dosazeńım rovnice (2.11) do rovnice (2.10) dostáváme

∂f

∂t
+ ξ∇f = ω(f eq − f) =

1

τ
(f eq − f). (2.12)

Rovnici (2.12) nazveme Boltzmannovou rovnićı s diskretizovaným kolizńım
operátorem.

2.1.1 Diskretizace Boltzmannovy rovnice v čase

Pro naše daľśı potřeby je nutné Boltzmannovu rovnici diskretizovat v čase.
Uvažujme konstantńı časový krok ∆t dikretizovaného času. Proved’me nyńı
Taylor̊uv rozvoj distribučńı funkce f(r + ξ∆t, ξ, t+ ∆t) následovně

f(r + ξ∆t, ξ, t+ ∆t) = f(r, ξ, t) +
∂f

∂t
∆t+

∂f

∂r
ξ∆t+ ϑ(∆t2), (2.13)

kde člen ϑ(∆t2) znač́ı členy druhého a vyšš́ıho řádu Taylorova rozvoje. Ty
v tomto momentě zanedbáme. Rovnici vyděĺıme časovým krokem ∆t a upra-
v́ıme do podoby

f(r + ξ∆t, ξ, t+ ∆t)− f(r, ξ, t)

∆t
=
∂f

∂t
+
∂f

∂r
ξ. (2.14)

Povšimněme si, že pravá strana rovnice (2.14) je rovna levé straně rovnice
(2.12), tedy diskretizovanému kolizńımu operátoru Ω. Položme proto do rov-
nosti levou stranu rovnice (2.14) a diskretizovaný kolizńı operátor daný rov-
nićı (2.11) a dále algebraickými úpravami vyjádřeme f(r + ξ∆t, t + ∆t).
Dostáváme

f(r + ξ∆t, t+ ∆t) = f(r, ξ, t) +
∆t

τ
(f eq(r, ξ, t)− f(r, ξ, t)). (2.15)

Rovnice (2.15) je diskretizovanou verźı Boltzmannovy rovnice v čase s dis-
kretizovaným kolizńım operátorem.
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2.2 Lokálńı rovnovážná distribučńı funkce

Předpokládáme, že pokud bude tekutina ponechána v klidu dostatečně dlou-
ho, distribučńı funkce f(r, ξ, t) dosáhne rovnovážného stavu a nabude hod-
noty rovnovážné distribučńı funkce f eq(r, ξ, t). Ta je v rychlostńım prostoru
izotropńı kolem bodu, který je dán vektorem ξ = u (odsud př́ıvlastek lokálńı).
V referenčńı soustavě, která se pohybuje rychlostńı u, lokálńı rovnovážná
distribučńı funkce může být vyjádřena jako f eq(r, |v|, t) = f eq(|v|). V tomto
odstavci následujme postup pro nalezeńı vyjádřeńı lokálńı rovnovážné dis-
tribučńı funkce uvedený v [28].

Omezme se na hledáńı vyjádřeńı lokálńı rovnovážné distribučńı funkce v se-
parovatelné podobě

f eq(|v|2) = f eq(v2
x + v2

y + v2
z) = f eq1D(v2

x)f
eq
1D(v2

y)f
eq
1D(v2

z). (2.16)

Jinými slovy předpokládejme, že prostorová lokálńı rovnovážná distribučńı
funkce může být vyjádřena jako kombinace tř́ı 1D lokálńıch rovnovážných
distribučńıch funkćı. Pokud budeme uvažovat velikost rychlosti konstantńı,
tedy |v|2= v2

x + v2
y + v2

z = konst., potom plat́ı

f eq(|v|2) = konst.⇒ ln f eq(v2
x) + ln f eq(v2

x) + ln f eq(v2
x) = konst. (2.17)

Takový požadavek splňuje 1D lokálńı rovnovážná distribučńı funkce, pro kte-
rou plat́ı ln f eq(v2

x) = a + bv2
x, kde a a b jsou obecné reálné konstanty. Do-

sazeńım takto vyjádřené lokálńı rovnovážné distribučńı funkce do rovnice
(2.17) dostaneme

ln f eq(v2
x) + ln f eq(v2

x) + ln f eq(v2
x) = 3a+ b((v2

x + v2
y + v2

z) = konst. (2.18)

Prostorová lokálńı rovnovážná distribučńı funkce má potom tvar

f eq(|v|) = e3aeb|v
2|. (2.19)

Lokálńı rovnovážná distribučńı funkce f eq je zvláštńım př́ıpadem distribučńı
funkce f , tud́ıž předpokládáme, že konstanty a, b lze nalézt pomoćı požadavku,
aby funkce f eq měla stejné momenty hustoty, viz (2.2), a energie, viz (2.4),
resp. (2.5), jako f .

Lokálńı rovnovážnou distribučńı funkci potom uvedeme v podobě

f eq(r, |v|, t) = ρ

(
3

4πe

) 3
2

e
−3|v|2

4e (2.20)

a po uplatněńı rovnice popisuj́ıćı ideálńı monoatomický plyn, e = 3
2
RT, také

v podobě

f eq(r, |v|, t) = ρ

(
1

2πRT

) 3
2

e
−|v|2
2RT , (2.21)
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kde T je termodynamická teplota a R je plynová konstanta. Naznačeńı odvo-
zeńı lokálńı rovnovážné distribučńı funkce ve dvoudimenzionálńım prostoru
bychom pak provedli zcela analogicky s výsledkem

f eq(r, |v|, t) = ρ

(
1

2πRT

) 2
2

e
−|v|2
2RT = ρ

(
1

2πRT

)
e
−|v|2
2RT . (2.22)

Některé zdroje za účelem větš́ı obecnosti uváděj́ı vyjádřeńı diskutované funkce
jako

f eq(r, |v|, t) = ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−|v|2
2RT , (2.23)

kde D znač́ı dimenzi prostoru zkoumaného problému prouděńı.

Zde naznačené odvozeńı funkce f eq je sice pro naše potřeby dostatečné,
nicméně nevysvětluje motivace za uvedenými předpoklady a nedokazuje jed-
noznačnost tohoto vyjádřeńı. Pro plné doplněńı těchto mezer odkazujeme
čtenáře na studium statistické mechaniky [32].

Lokálńı rovnovážnou distribučńı funkci poprvé formuloval fyzik James Clerk
Maxwell. Jednoznačnost funkce v této podobě byla později dokázána Ludwi-
gem Boltzmannem. Proto lokálńı rovnovážnou distribučńı funkci nazýváme
také Maxwell-Boltzmannovou distribučńı funkćı.

2.2.1 Zjednodušené vyjádřeńı lokálńı rovnovážné dis-
tribučńı funkce pro problémy pomalého prouděńı

Vyjádřeńı lokálńı rovnovážné distribučńı funkce (2.23) lze elegantně zjedno-
dušit pro problémy prouděńı nižš́ıho Machova č́ısla. Lokálńı rovnovážnou
distribučńı funkci (2.23) uvedeme podle [15] nejprve v podobě

f eq = f eq(r, ξ − u, t) = ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−(ξ−u)2

2RT . (2.24)

Následně roznásob́ıme závorku v exponentu Eulerova č́ısla a uprav́ıme,

f eq = ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−(ξ2−2ξu+u2)

2RT = ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−ξ2

2RT e
−(−2ξu+u2)

2RT . (2.25)

S využit́ım známého vyjádřeńı exponenciálńı funkce pomoćı nekonečné Tay-
lorovy řady (ex = 1 + x + x2/2 + ..., resp. e−x = 1 − x + x2/2 + ...)
vyjádř́ıme

e
−(−2ξu+u2)

2RT = 1 +
ξu

RT
− u2

2RT
+

(ξu)2

2(RT )2
+ ϑ, (2.26)

kde symbol ϑ zastupuje členy vyšš́ıho řádu Taylorova rozvoje, které za-
nedbáme. Dosazeńım takto vyjádřené exponenciálńı funkce do rovnice (2.25)
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jsme źıskali vyjádřeńı lokálńı rovnovážné distribučńı funkce pro problémy
pomalého prouděńı

f eq = ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−ξ2

2RT

[
1 +

ξu

RT
− u2

2RT
+

(ξu)2

2(RT )2

]
. (2.27)

2.3 Lattice Boltzmannova rovnice

V těchto odstavćıch bude naznačeno odvozeńı lattice Boltzmannovy rovnice
a bude představen rychlostńı model D2Q9. Lattice Boltzmannovou rovnićı
ve variantě pro zmı́něný rychlostńı model budou totiž v následuj́ıćı kapitole
řešeny konkrétńı numerické úlohy této diplomové práce.

2.3.1 Numerický výpočet moment̊u distribučńı funkce

Výpočet moment̊u distribučńı funkce (2.2) až (2.5) provedeme s dostatečnou
přesnost́ı užit́ım Gaussovy integrace, tedy∫

ψ(ξ)f(r, ξ, t)dξ =
∑
i

Wiψ(ξi)f(r, ξi, t) (2.28)

nebo ∫
ψ(ξ)f eq(r, ξ, t)dξ =

∑
i

Wiψ(ξi)f
eq(r, ξi, t), (2.29)

kde ψ(ξ) je polynom mikroskopické rychlosti ξ, Wi je i-tý váhový koeficient
kvadratury a ξi je ”i-tá”mikroskopická rychlost a zároveň i-tý integračńı bod
Gasussovy kvadratury. Rovnice (2.2), (2.3) a (2.5) přejdou v

ρ(r, t) =
∑
i

fi =
∑
i

f eqi , (2.30)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
i

ξifi =
∑
i

ξif
eq
i , (2.31)

ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∑
i

(ξi − u)2fi =
1

2

∑
i

(ξi − u)2f eqi , (2.32)

kde fi = fi(r, t) = Wif(r, ξi, t) a f eqi = f eqi (r, t) = Wif
eq(r, ξi, t).

2.3.2 Diskretizace Boltzmannovy rovnice ve fázovém
prostoru

Ačkoli lattice Boltzmannova rovnice byla historicky odvozena z metody Lat-
tice-gas automata (LGA) [16], v roce 1997 byl představen zp̊usob odvozeńı
lattice Boltzmannovy rovnice př́ımou diskretizaćı spojité Boltzmannovy rov-
nice ve fázovém prostoru, viz [19]. Ten bude nyńı prezentován.
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Diskretizovaná Boltzmannova rovnice v čase (2.15) připoušt́ı pohyb shluku
částic s mikroskopickou rychlost́ı ξ v nekonečně mnoha směrech. Lattice
Boltzmannova rovnice je diskretizovanou verźı této rovnice ve fázovém pro-
storu, tzn. uvažuje pohyb shluku částic pouze ve ’vybraných’ směrech, které
jsou dány mikroskopickými rychlostmi ξi, a ty je třeba správně určit. Počet
těchto směr̊u muśı vzhledem k dimenzi zkoumaného prostoru zajǐst’ovat tzv.
mř́ıžkovou strukturu [19], odsud často už́ıvané české označeńı lattice Boltz-
mannovy metody jako mř́ıžkové metody. Daľśım požadavkem je, aby výpočet
integrál̊u hydrodynamických moment̊u, viz rovnice (2.30) až (2.32), byl nejen
dostatečně přesný, ale aby nav́ıc zachovával nezbytné symetrie požadované
Navier-Stokesovými rovnicemi. Doplňme pro úplnost, že lattice Boltzman-
novu rovnici a Navier-Stokesovy rovnice dává do souvislosti Chapman-Ensko-
gova teorie, viz [43].

Pokusme se nyńı s dostatečnou přesnost́ı vyč́ıslit integrál na levé straně rov-
nice (2.29). Uvažujme zjednodušenou lokálńı rovnovážnou distribučńı funkci
pro problémy prouděńı ńızkého Machova č́ısla, viz (2.27). Řešený integrál
přejde do podoby

I =

∫
ψ(ξ)ρ

(
1

2πRT

)D
2

e
−ξ2

2RT

[
1 +

ξu

RT
− u2

2RT
+

(ξu)2

2(RT )2

]
dξ. (2.33)

Tento integrál má tvar
∫
e−x

2
ψ(x)dx a je možné ho tak vyč́ıslit užit́ım Gas-

sových kvadraturńıch vzorc̊u.

Pokračujme nyńı konkrétně. Uvažujme řešený problém rovinného prouděńı
a čtvercový mř́ıžkový prostor. Předpokládáme pak podobu polynomiálńı funk-
ce ψ(ξ) jako

ψ(ξ) = ξmx ξ
n
y , (2.34)

kde ξx a ξy jsou složky mikroskopické rychlosti v kartézském souřadném
systému. Dosad́ıme (2.34) pro D = 2 do integrálu (2.33) a dostaneme

(2.35)

I =

∫
ξmx ξ

n
y f

eqdξ

=
ρ

π
(
√

2RT )m+n

{(
1− u2

2RT

)
ImIn

+
2(uxIm+1In + uyImIn+1)√

2RT

+
u2
xIm+2In + 2uxuyIm+1In+1 + u2

yImIn+2√
RT

}
,

kde

Im =

∫
e−ζx

2

ζmx dζx, In =

∫
e−ζy

2

ζny dζy (2.36)

a

ζx =
ξx√
2RT

, ζy =
ξy√
2RT

. (2.37)
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Pro výpočet integrál̊u (2.36) zvoĺıme jejich aproximaci tzv. Hermitovskou
formuĺı třet́ıho řádu, tedy

Im =
3∑
j=1

ωjζ
m
j , In =

3∑
i=1

ωiζ
n
i , (2.38)

kde integračńı konstanty jsou

ζ1 = −
√

3

2
, ζ2 = 0, ζ3 =

√
3

2
(2.39)

a váhové koefienty jsou

ω1 =

√
π

6
, ω2 = 2

√
π

3
, ω3 =

√
π

6
. (2.40)

Dosazeńım takto vyjádřených integrál̊u Im, resp. In, do rovnice (2.35) dosta-
neme

I =
ρ

π

3∑
i=1

3∑
j=1

ωiωjψ(ξi,j)

[
1 +

ξi,ju

RT
− u2

2RT
+

(ξi,ju)2

2(RT )2

]
, (2.41)

kde ξi,j je řádkový vektor ξi,j = (ξi, ξj) =
√

2RT (ζi, ζj). Porovnáńım vztahu
(2.41) a (2.28) identifikujeme

f eqi,j =
ωiωjρ

π

[
1 +

ξi,ju

RT
− u2

2RT
+

(ξi,ju)2

2(RT )2

]
. (2.42)

Se zavedeným značeńım

c =
√

2RTζ3 =
√

2RT

√
3

2
=
√

3RT, (2.43)

Wk =
ωiωj
π

=


4/9 i = j = 2; k = 1

1/9 i = 1, j = 2, ...; k = 2, 3, 4, 5

1/36 i = j = 1, ...; k = 6, 7, 8, 9,

(2.44)
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i = 1 : c1 = (ζ2, ζ2) · c
ζ3

= (0, 0)c,

i = 2 : c2 = (ζ3, ζ2) · c
ζ3

= (1, 0)c,

i = 3 : c3 = (ζ2, ζ3) · c
ζ3

= (0, 1)c,

i = 4 : c4 = (ζ1, ζ2) · c
ζ3

= (−1, 0)c,

i = 5 : c5 = (ζ2, ζ1) · c
ζ3

= (0,−1)c,

i = 6 : c6 = (ζ3, ζ3) · c
ζ3

= (1, 1)c,

i = 7 : c7 = (ζ1, ζ3) · c
ζ3

= (−1, 1)c,

i = 8 : c8 = (ζ1, ζ1) · c
ζ3

= (−1,−1)c,

i = 9 : c9 = (ζ3, ζ1) · c
ζ3

= (1,−1)c

(2.45)

uvedeme (2.42) jako

f eqi = Wiρ

[
1 +

3(ci · u)

c2
+

9(ci · u)2

2c4
− 3u2

2c2

]
. (2.46)

Představme na tomto mı́stě vztah (2.46) v podobě, ve které figuruje rychlost
zvuku prostřed́ı cs. S uvažováńım stavové rovnice ideálńıho plynu

p = ρRT (2.47)

a stavové rovnice pro izotermický děj

p = ρc2
s (2.48)

lze uvést vyjádřeńı tzv. mř́ıžkové rychlosti c,

c =
√

3 · cs. (2.49)

Tu pak dosad́ıme do rovnice (2.46) a dostaneme

f eqi = Wiρ

[
1 +

ci · u
c2
s

+
(ci · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
. (2.50)

Volbou třet́ıho řádu integrace rovnic (3.36) jsme odvodili právě devět rych-
lostńıch směr̊u zajǐst’uj́ıćıch čtvercovou mř́ıžkovou strukturu, viz (2.45) a obr.
2.1, devět váhových koeficient̊u, viz (2.44), a představili jsme odpov́ıdaj́ıćı
vyjádřeńı lokálńı rovnovážné distribučńı funkce v těchto rychlostńıch směrech,
viz (2.46) nebo (2.50). Takový rychlostńı model je v literatuře označován jako
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Obr. 2.1: Mikroskopické rychlosti ci pro model D2Q9.

D2Q9, kde D2 znač́ı řešenou rovinnou úlohu a Q9 právě devět uvažovaných
rychlostńıch směr̊u. Rychlostńı model D2Q9 je pravděpodobně nejpouž́ıvaněj-
š́ım rychlostńım modelem pro řešeńı problémů rovinného prouděńı lattice
Boltzmannovou metodou a bude užit při řešeńı problémů v následuj́ıćıch
kapitolách. Pro problémy prouděńı v trojdimenzionálńım prostoru jsou nej-
rozš́ı̌reněǰśı rychlostńı modely D3Q15 a D3Q19.

Levou stranu lattice Boltzmannovy rovnice

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
∆t

τ
(f eqi (r, t)− fi(r, t)) (2.51)

nazveme propagaćı a pravou stranu nazveme koliźı. Implementaci uvedené
rovnice v těchto dvou kroćıch bude věnována následuj́ıćı kapitola.
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Kapitola 3

Implementace lattice
Boltzmannovy rovnice

V této kapitole bude představen zp̊usob implementace lattice Boltzmannovy
rovnice, kterým budou následně řešeny vybrané problémy ustáleného proudě-
ńı vazké nestlačitelné newtonské kapaliny. Konkrétně bude představen dvou-
krokový algoritmus řešeńı lattice Boltzmannovy rovnice a budou představeny
vybrané okrajové podmı́nky lattice Boltzmannovy metody. Ty budou tes-
továny na řešeńı problému prouděńı kapaliny v obdélńıkovám kanálu a na
problémech prouděńı kapaliny v bifurkaćıch r̊uzných tvar̊u. V této kapitole
bude implementován rychlostńı model D2Q9 při standardńı volbě časového
a rychlostńıho kroku ∆t, resp. ∆x.

V odstavci 2.3.2 jsme nast́ınili odvozeńı rychlostńıho modelu D2Q9. V odvo-
zených rovnićıch figuruje časový krok ∆t a mř́ıžková rychlost c. Jak označeńı
mř́ıžkové rychlosti c napov́ıdá, můžeme ji také vyjádřit jako pod́ıl rozměrového
kroku výpočtové mř́ıžky a časového (iteračńıho) kroku, tj.

c =
∆x

∆t
. (3.1)

Pokud budeme uvažovat
∆x = ∆t = 1, (3.2)

pak i mř́ıžková rychlost bude rovna jedné a vyjádřeńı mikroskopických rych-
lost́ı ci, viz (2.45), se zjednoduš́ı. Při uvažováńı tohoto nastaveńı pak vyjádř́ı-
me rychlost zvuku cs z rovnice (2.49),

cs =
1√
3
, (3.3)

a uvedeme lattice Boltzmannovu rovnici

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
1

τ
(f eqi (r, t)− fi(r, t)). (3.4)

Implementace lattice Boltzmannovy rovnice s takovým nastaveńım krok̊u ∆
je výhodná nejen proto, že takové nastaveńı je široce rozš́ı̌reno a okomen-
továno mnoha autory, ale i proto, že takové nastaveńı se jev́ı jako výhodné
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z d̊uvodu úspory výpočtového času.

Abychom mohli uplatnit takové nastaveńı, je nejprve nutné převést fyzikálńı
rozměrové veličiny řešeného problému na tzv. lattice boltzmannovské veličiny
(lattice units). Lattice boltzmannovské veličiny literatura často uvád́ı zcela
bez fyzikálńıch jednotek, a tak čińıme i my, viz rovnice (3.2).

3.1 Převod fyzikálńıch veličin

Jak jsme uvedli výše, je výhodné uvažovat nastaveńı krok̊u ∆x = ∆t = 1.
S uplatněńım tohoto nastaveńı se pokuśıme na následuj́ıćıch řádćıch nalézt
tzv. konverzńı faktory Cq, jejichž prostřednictv́ım budeme schopni přepoč́ıtat
fyzikálńı veličiny qr na veličiny lattice boltzmannovské q předpisem

qr = Cq · q. (3.5)

Nejprve uvedeme vztah (3.5) pro fyzikálńı veličinu délky l a vyjádř́ıme kon-
verzńı faktor pro rozměr Cl, tedy

lr = Cl · l⇒ Cl =
lr
l
. (3.6)

V této rovnici rozumı́me znakem lr referenčńı (charakteristický) rozměr pro-
blému ve fyzikálńıch jednotkách a znakem l stejný referenčńı rozměr problému
v jednotkách lattice boltzmannovských. Reálný referenčńı rozměr problému
z podstaty známe a referenčńı rozměr modelu vhodně voĺıme.

V tuto chv́ıli jsme již schopni určit rozměrový krok problému ∆xr jako

∆xr = Cl ·∆x⇒ ∆xr = Cl. (3.7)

Analogický vztah uvedeme i pro časový iteračńı krok, tedy

∆tr = Ct ·∆t⇒ ∆tr = Ct. (3.8)

Dále se pokuśıme určit konverzńı faktor pro veličinu hmotnosti Cm. Za t́ımto
účelem napǐsme vztah (3.5) pro hustotu a vyjádřeme jej́ı konverzńı faktor,
tedy

ρr = Cρ · ρ⇒ Cρ =
ρr
ρ
. (3.9)

Ve vztahu (3.9) je ρr je referenčńı hustota řešeného problému ve fyzikálńıch
jednotkách známá a ρ je lattice boltzmannovská hustota, kterou voĺıme.
Protože fyzikálńı veličina hustoty má rozměr kg·m−3, můžeme i pro konverzńı
faktory psát Cρ = CmC

−3
l , potom

Cm = CρC
3
l . (3.10)
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Veličinu tlaku pr maj́ıćı fyzikálńı jednotku Pa = kg ·m−1 · s−2 potom urč́ıme
jako

pr = CmC
−1
l C−2

t · p. (3.11)

Za účelem vyjádřeńı relaxačńıho času τ , který v rovnici lattice Boltzmannovy
metody př́ımo figuruje, uvedeme vztah vyjádřený v lattice boltzmannovských
jednotkách odvoditelný již zmı́něnou Chapman-Enskogovo analýzou dávaj́ıćı
do souvislosti časový iteračńı krok ∆t, rychlost zvuku ve zkoumaném prostřed́ı
cs, relaxačńı čas τ a kinematickou viskozitu tekutiny ν, tedy

ν = c2
s∆t

(
τ − 1

2

)
. (3.12)

Dosazeńım (3.3) za cs a (3.2) za ∆t dostaneme vyjádřeńı pro relaxačńı čas τ ,

ν =
1

3

(
τ − 1

2

)
⇒ τ = 3ν +

1

2
. (3.13)

Pro zajǐstěńı numerické stability muśı být relaxačńı čas τ větš́ı než 1
2
. Reálnou

kinematickou νr viskozitu uvedeme jako

νr = C2
l C
−1
t ν, (3.14)

protože [νr] = m2s−1. Z rovnice (3.14) vyjádř́ıme konverzńı faktor pro čas Ct,
tedy

Ct =
C2
l ν

νr
. (3.15)

Hodnotu referenčńı rychlosti v lattice boltzmannovských jednotkách u jako
odvozené fyzikálńı veličiny s jednotkou m · s−1 bychom se znalost́ı konverzńıch
faktor̊u a referenčńı rychlosti zkoumaného problému ve fyzikálńıch jednotkách
mohli vyjádřit jako

ur = ClC
−1
t u. (3.16)

Hodnoty referenčńıch veličin v lattice boltzmannovských jednotkách voĺıme.
Volba však muśı nejen zaručovat numerickou stabilitu Boltzmannovy me-
tody (τ >> 1

2
), ale nav́ıc muśı platit rovnost podobnostńıch č́ısel modelu

vyjádřeného v lattice boltzmannovských jednotkách a řešeného problému po-
psaného fyzikálńımi jednotkami.

3.1.1 Reynoldsovo podobnostńı č́ıslo

Jako př́ıklad bezrozměrového podobnostńıho č́ısla často už́ıvaného v dyna-
mice tekutin uvedeme Reynoldsovo podobnostńı č́ıslo. To je definováno vzta-
hem

Re =
ur · lr
νr

=
u · l
ν
, (3.17)

kde ur, resp. u, je charakteristická rychlost ve fyzikálńıch, resp. lattice boltz-
mannovských jednotkách. Jednoduchou rozměrovou analýzou se snadno přes-
vědč́ıme, že jde skutečně o bezrozměrové č́ıslo: [Re] = m·s−1 ·m

m2·s−1 = 1.
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Uplatněńı výše uvedených vztah̊u bude demonstrováno při řešeńı vybraných
úloh v závěru kapitoly.

3.2 Kolize

Jak již bylo uvedeno, pravou stranu lattice Boltzmannovy rovnice nazýváme
kolizńım krokem lattice Boltzmannovy metody nebo prostě koliźı. V tomto
kroku docháźı ve všech uzlech, ve kterých prob́ıhá výpočet, k pomyslným
srážkám shluk̊u.

Prvńım v této práci představeným př́ıstupem řešeńı kolizńıho kroku je řešeńı
takzvaným single relaxation time modelem, zkráceně SRT modelem. Lattice
Boltzmannovu metodu už́ıvaj́ıćı principu SRT někdy také souhrnně označuje-
me jako SRT-LBM. Jak název metody napov́ıdá, SRT se oṕırá pouze o jeden
parametr, a to již dř́ıve skloňovaný relaxačńı čas τ .

V kolizńım kroku algoritmu jsou určeny postkolizńı distribučńı funkce fposti

pomoćı pravé strany lattice Boltzmannovy rovnice,

fposti (r, t) = fi(r, t) +
1

τ
(f eqi (r, t)− fi(r, t)). (3.18)

Postkolizńı distribučńı funkce fposti jsou následně propagovány daľśım kro-
kem algoritmu.

SRT model je bohužel často nedostatečným nástrojem při numerických si-
mulaćıch a zejména pro relaxačńı časy τ bĺıž́ıćı se jedné polovině jev́ı znaky
numerické nestability. Proto zavád́ıme alternativńı zp̊usob řešeńı kolizńıho
kroku lattice Boltzmannovy rovnice, a to pomoćı tzv. MRT modelu, nebo-li
př́ıstupu s mnohonásobným relaxačńım parametrem.

Naṕı̌seme-li lattice Boltzmannovu rovnici ve vektorovém zápisu, kde f =
= (f1, f2, ... f9)T , a následně rovnici přenásob́ıme jednotkovou matićı I =
= M−1M řádu 9, dostaneme

f(r + ci∆t, t+ ∆t)− f(r, t) =
1

τ
(f eq(r, t)− f(r, t))

= M−1M
1

τ
(f(r, t)− f eq(r, t))

= M−1 1

τ
(Mf(r, t)−Mf eq(r, t))

= M−1S(m(r, t)−meq(r, t)).

(3.19)

Z (3.19) plyne m = Mf , meq = Mf eq a S = 1
τ
I. V takovém př́ıpadě jde

stále o již představený SRT model, nebot’ operujeme s jedńım parametrem τ .
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Avšak v př́ıpadě, kdy matice S má podobu obecně diagonálńı matice,

S = diag(s1, s2, s3, ... , s9), (3.20)

mluv́ıme o MRT modelu. Hodnoty parametr̊u si je třeba pro konkrétńı prob-
lém vždy vhodně zvolit. Základńı myšlenkou př́ıstupu modelu MRT je pro-
vedeńı kolizńıho kroku v momentového prostoru. Transformačńı matici M
a předpis pro prvky vektoru meq lze nalézt pomoćı Gram-Schmidtova orto-
gonalizačńıho procesu nebo použit́ım Hermitových polynomů, viz [28]. Pro
model D2Q9 plat́ı

M =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2
4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 1 −1


, (3.21)

meq
1 = ρ,

meq
2 = ρ(−2 + 3(ρ(ux

2 + uy
2))),

meq
3 = ρ(1− 3(ρ(ux

2 + uy
2))),

meq
4 = ρux,

meq
5 = −ρux,

meq
6 = ρuy,

meq
7 = −ρuy,

meq
8 = ρ(ux

2 − uy2)

meq
9 = ρuxuy.

(3.22)

Z d̊uvodu ušetřeńı výpočtového času je výhodněǰśı vyč́ısleńı vektoru meq po-
moćı výše uvedených předpis̊u (3.22) než pomoćı rovnice meq = Mf eq.

Hledané postkolizńı disribučńı funkce fpost = (fpost1 , fpost2 , ... f post9 )T tak urču-
jeme rovnićı

fpost(r, t) = f(r, t) + M−1S(m(r, t)−meq(r, t)) (3.23)

a algoritmus pokračuje propagačńım krokem.

3.3 Propagace

Při propagačńım kroku lattice Boltzmannovy metody docháźı k přesunu dis-
tribučńıch funkćı do sousedńıch uzl̊u ve smyslu směrových vektor̊u, viz obr.
3.1, podle rovnice

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fposti (r, t); i = 1, ..., 9. (3.24)
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Následně prob́ıhá vyhodnoceńı rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu
výpočtové mř́ıže. Problém chyběj́ıćıch distribučńıch funkćı na okraji výpo-
čtové mř́ıže, o nichž nám propagačńı krok informaci neposkytuje, řeš́ıme
implementaćı okrajových podmı́nek.

Obr. 3.1: Schéma přesunu distribučńıch funkćı po uplatněńı kroku propagace.

3.4 Okrajové podmı́nky

Jak již bylo zmı́něno v odstavci 3.3, propagačńı krok lattice Boltzmannovy
metody nám neposkytuje informaci o všech distribučńıch funkćıch nacháze-
j́ıćıch se na okraji výpočtové mř́ıže, což nám znemožňuje vyhodnotit hus-
totu ρ a makroskopickou rychlost tekutiny u v těchto mı́stech. Problém řeš́ı
okrajové podmı́nky zadávané na hranićıch výpočtové oblasti, které budeme
od této chv́ıle nazývat stěnami. Okrajové podmı́nky lze definovat r̊uznými
zp̊usoby použit́ım mnoha teoríı a mohou reflektovat r̊uzné fyzikálńı stavy
(např. předepsaný tlak, termodynamickou teplotu, rychlost tekutiny, ...).
V těchto odstavćıch představ́ıme vybrané okrajové podmı́nky: okrajové pod-
mı́nky typu

”
bounce-back“, okrajové podmı́nky typu

”
Zou-He“, periodické

a modifikované periodické okrajové podmı́nky. Krátce bude také diskutováno
extrapolačńı schéma představené v článku [7].

3.4.1 Okrajové podmı́nky typu
”

bounce-back“

Okrajová podmı́nka typu
”

bounce-back“ je užita při interakci tekutiny s pev-
nou nepropustnou stěnou.

”
Bounce-back“, neboli okrajová podmı́nka pro

prostý odraz, popisuje situaci, kdy shluky částic narážej́ı na pevnou nepro-
pustnou stěnu s neklouzavým povrchem po stejných trasách, po kterých se
odrážej́ı zpět do výpočtové oblasti. Uvažujme shluk částic nacházej́ıćı se na
západńı stěně výpočtové oblasti, viz obr. 3.2. Po uplatněńı propagačńıho
kroku identifikujeme neznámé distribučńı funkce. Ty jsou na obr. 3.2 označeny
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Obr. 3.2: Shluk částic nacházej́ıćı se na západńı stěně.

červeně. Pro odvozeńı okrajové podmı́nky vyjdeme z nerovnovážné okrajové
podmı́nky typu

”
bounce-back“ (NEBB) podle [52], tedy

fi − f eqi = f̄i − f̄ eqi , (3.25)

kde fi je hledaná distribučńı funkce a f̄i je ’protěǰśı’ distribučńı funkce. Je-li
neznámou distribučńı funkćı f2, potom ’protěǰśı’ distribučńı funkćı je podle
nerovnovážné okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“ f4. Je-li neznámou dis-

tribučńı funkćı f6, potom ’protěǰśı’ distribučńı funkćı je f8 apod.

Pro situaci zobrazenou na obr. 3.2 určeme nyńı distribučńı funkci f2 při
znalosti ’protěǰśı’ distribučńı funkce f4. Pro tento př́ıpad tedy rovnici (3.25)
uved’me jako

f2 − f eq2 = f4 − f eq4 (3.26)

a dosad’me odpov́ıdaj́ıćı vyjádřeńı lokálńıch rovnovážných distribučńıch funkćı
(2.50), tedy

f2 −W2ρ

[
1 +

c2 · u
c2
s

+
(c2 · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
=

f4 −W4ρ

[
1 +

c4 · u
c2
s

+
(c4 · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
.

(3.27)

Protože odvozujeme okrajovou podmı́nku typu
”

bounce-back“ na pevné ne-
pohyblivé stěně, muśı pro rychlost tekutiny na stěně platit u = (0, 0)T . Po
dosazeńı źıskáme

f2 −W2ρ = f4 −W4ρ. (3.28)

S ohledem na skutečnost, že váhové funkce W2 a W4 se podle (2.44) rovnaj́ı,
źıskáme konečný tvar okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“ pro distribučńı

30



funkci f2, tedy
f2 = f4. (3.29)

Pro problém zobrazený na obr. 3.2 bychom určili daľśı neznámé distribučńı
funkce zcela analogicky s výsledkem f6 = f8 a f9 = f7.

3.4.2 Periodické okrajové podmı́nky

Periodické okrajové podmı́nky uplatňujeme pro situace, kdy je řešeńı proudě-
ńı periodické, tzn. tekutina opoušt́ı výpočtovou oblast na jedné straně a znovu
do ńı okamžitě vstupuje z opačné strany.

Obr. 3.3: Shluky částic nacházej́ıćı se na východńı a západńı stěně výpočtové oblasti.

Pokud tedy pro problém prouděńı v kanále délky L, viz obr. 3.3, uplatńıme
periodické okrajové podmı́nky na jeho západńı, resp. východńı stěnu, potom
plat́ı

i = 2; 6; 9 : fi([x = 0, y]T , t) = fi([x = L, y]T , t)

i = 4; 7; 8 : fi([x = L, y]T , t) = fi([x = 0, y]T , t).
(3.30)

3.4.3 Modifikované periodické okrajové podmı́nky

Podle postupu představeném v [51] lze modifikovat výše představené peri-
odické podmı́nky tak, aby reflektovaly problém prouděńı v obdélńıkovém
kanálu délky L se zadaným tlakovým spádem ∆p. Pro takový problém, viz
obr. 3.3, tedy v př́ıpadě ustáleného stavu plat́ı

u([x = 0, y]T , t) =u([x = L, y]T , t);

p([x = 0, y]T , t) =p([x = L, y]T , t) + ∆p,
(3.31)

kde ∆p je uvažovaný rozd́ıl konstantńıho tlaku na vstupńı (v našem př́ıpadě
východńı) a konstantńıho tlaku na výstupńı (západńı) stěně

∆p = pvstup − pvystup. (3.32)
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Pro naši potřebu jej uvedeme zavedeńım konstanty β[Pa/m] jako ∆p = βL.

Uplatněńım ’klasických’ periodických okrajových podmı́nek, viz (3.30), dis-
tribučńı funkce vstupuj́ıćı do výpočtové oblasti jsou rovny distribučńım funk-
ćım z výpočtové oblasti vystupuj́ıćım. V tomto př́ıpadě však by nav́ıc měly
produkovat změnu rychlosti a hustoty úměrnou rozd́ılu hustoty ∆ρ = ∆p

c2s
=

= βL
c2s

, viz rovnice (2.48). Hledané distribučńı funkce, viz obr. 3.3, tedy

vyjádř́ıme podle [51] jako

i = 2; 6; 9 : fi([X = 0, Y ], t) = fi([X = L, Y ], t)
ρ0 + β

c2s

ρout
,

i = 4; 7; 8 : fi([X = L, Y ], t) = fi([X = 0, Y ], t)
ρ0 − βL

c2s

ρin
,

(3.33)

kde ρ0 je inicializačńı hodnota hustoty a ρin, resp. ρout, je pr̊uměrná hodnota
hustoty na vstupńı, resp. výstupńı, stěně v daném čase t.

3.4.4 Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“

V článku [52] byl představen zp̊usob, jak s užit́ım již zmı́něné nerovnovážné
okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“ odvodit okrajové podmı́nky na stěně

se zadanou rychlost́ı. V citovaném článku byl naznačen zp̊usob odvozeńı pro
rovnou stěnu (tj. horizontálńı a vertikálńı v kartézském souřadném systému),
který krátce shrneme, a následně odvodńıme s užit́ım stejné teorie konečnou
podobu okrajových podmı́nek pro stěnu šikmou. Na počest autor̊u citovaného
článku tyto okrajové podmı́nky označujeme jako okrajové podmı́nky typu

”
Zou-He“.

Pro snazš́ı orientaci v následuj́ıćıch odstavćıch zavedeme značeńı jǐzńı, se-
verńı, východńı, západńı, jihovýchodńı, jihozápadńı, severovýchodńı a seve-
rozápadńı stěna, viz obr. 3.4.

Uvažujme nejprve shluk nacházej́ıćı se na západńı stěně výpočtové oblasti, viz
obr. 3.2. Neznámými distribučńımi funkcemi, tedy distribučńımi funkcemi,
o kterých nám informaci propagačńı krok lattice Boltzmannovy metody in-
formaci neposkytuje, jsou distribučńı funkce f2, f6 a f9. Pro určeńı těchto
neznámých distribučńıch funkćı vyjdeme ze vztah̊u, které dávaj́ı do souvis-
losti makroskopickou rychlost u = (ux, uy)

T , hustotu tekutiny ρ a distribučńı
funkce fi, tedy rovnice (2.30) a (2.31). Rovnici (2.31) uved’me s uvažováńım
výše určených mikroskopických rychlost́ı ci, tedy

ρ = f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9, (3.34)

ρu = c1f1 + c2f2 + c3f3 + c4f4 + c5f5 + c6f6 + c7f7 + c8f8 + c9f9, (3.35)

kde symboly ρ, resp. u, rozumı́me hustotu, resp. rychlost, tekutiny na uvažova-
né stěně v mı́stě zkoumaného shluku. Rovnici (3.35) dále rozepǐsme do složek
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Obr. 3.4: Označeńı diskutovaných stěn.

kartézského souřadného systému a dosad’me za složky mikroskopických rych-
lost́ı ci, viz (2.45),

ρux = f2 − f4 − f8 + f9 + f6 − f7, (3.36)

ρuy = f3 + f6 + f7 − f5 − f8 − f9. (3.37)

Odečteńım rovnice (3.36) od rovnice (3.34) dostaneme

ρ− ρux = f1 + 2f4 + 2f8 + 2f7 + f3 + f5. (3.38)

Z této rovnice pak algebraickými úpravami vyjádř́ıme hustotu ρ,

ρ =
1

1− ux
(f1 + f3 + f5 + 2(f4 + f7 + f8)) . (3.39)

Protože je v tomto momentě hustota kapaliny ρ už známa, můžeme přistoupit
k již předeslané aplikaci nerovnovážné okrajové podmı́nky typu

”
bounce-

back“ (NEBB), viz (3.25). Za účelem určeńı distribučńı funkce f2 tuto pod-
mı́nku uvedeme v podobě

f2 − f eq2 = f4 − f eq4 , (3.40)
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a následně dosad́ıme odpov́ıdaj́ıćı vyjádřeńı lokálńıch rovnovážných distribu-
čńıch funkćı, viz (2.50),

f2 −W2ρ

[
1 +

c2 · u
c2
s

+
(c2 · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
=

f4 −W4ρ

[
1 +

c4 · u
c2
s

+
(c4 · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
.

(3.41)

Povšimněme si, že váhové koeficienty v rovnici (3.41) se rovnaj́ı, viz (2.44).
Rovnici s t́ımto vědomı́m upravme do podoby

f2 −W2ρ

[
c2 · u
c2
s

+
(c2 · u)2

2c4
s

]
= f4 −W2ρ

[
c4 · u
c2
s

+
(c4 · u)2

2c4
s

]
. (3.42)

Do rovnice (3.42) dosad́ıme vyjádřeńı mikroskopické rychlosti c2, resp. c4,
viz (2.45), a uprav́ıme. Dostaneme

f2 −W2ρ

[
ux
c2
s

+
(ux)

2

2c4
s

]
=f4 −W2ρ

[
−ux
c2
s

+
(ux)

2

2c4
s

]
⇒

⇒ f2 =f4 +W2ρ
2ux
c2
s

.

(3.43)

Dosad́ıme-li pak do této rovnice již dř́ıve uvedené vyjádřeńı rychlosti zvuku
pro rychlostńı model D2Q9, viz (3.3), a váhový koeficient W2, viz (2.44),
dostaneme

f2 = f4 +
2

3
ρux , (3.44)

což je finálńı verze okrajové podmı́nky pro distribučńı funkci f2. Daľśı neznámé
distribučńı funkce f6 a f9 źıskáme řešeńım soustavy rovnic, kterou tvoř́ı rov-
nice (3.36), (3.37) a (3.44). Jejich konečná podoba je

f6 =
1

2
(f5 − f3) + f8 +

ρux
6

+
ρuy
2

, (3.45)

f9 =
1

2
(f3 − f5) + f7 +

ρux
6
− ρuy

2
. (3.46)

Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro východńı, jižńı a severńı stěnu uve-
deme bez komentář̊u na obr. 3.5, 3.6 a 3.7.
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ρ =
1

1 + ux
(f1 + f3 + f5 + 2(f2 + f6 + f9))

f4 = f2 −
2

3
ρux

f8 =
1

2
(f3 − f5) + f6 −

ρux
6
− ρuy

2

f7 =
1

2
(f5 − f3) + f9 −

ρux
6

+
ρuy
2

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na východńı stěně. (b) Shluk na východ. s.

Obr. 3.5: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na východńı stěně.

ρ =
1

1− uy
(f1 + f2 + f4 + 2(f5 + f8 + f9))

f3 = f5 +
2

3
ρuy

f6 =
1

2
(f4 − f2) + f8 +

ρuy
6

+
ρux
2

f7 =
1

2
(f2 − f4) + f9 +

ρuy
6
− ρux

2

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na jižńı stěně. (b) Shluk na jižńı s.

Obr. 3.6: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na jižńı stěně.

ρ =
1

1 + uy
(f1 + f2 + f4 + 2(f3 + f7 + f6))

f5 = f3 −
2

3
ρuy

f7 =
1

2
(f2 − f4) + f6 −

ρuy
6
− ρux

2

f9 =
1

2
(f4 − f2) + f7 −

ρuy
6

+
ρux
2

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na severńı stěně. (b) Shluk na severńı s.

Obr. 3.7: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na severńı stěně.
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Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ na šikmé stěně

Pro odvozeńı okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ (tj. okrajové podmı́nky
pro stěnu se zadanou rychlost́ı) pro svislou stěnu v kartézském souřadném
systému jsme sestavili soustavu lineárńıch rovnic tvořenou třemi rovnicemi
(3.34), (3.36) a (3.37). V této soustavě jsme identifikovali čtyři neznámé f2, f6,
f9 a ρ. Aby byla soustava jednoznačně řešitelná, museli jsme k této soustavě
připojit nejméně jednu nerovnovážnou okrajovou podmı́nku typu

”
bounce-

back“. Zcela analogicky budeme postupovat v př́ıpadě odvozeńı okrajové
podmı́nky na šikmé stěně.

Obr. 3.8: Aproximace šikmé stěny na výpočtové (mř́ıžkové) oblasti.

Šikmou stěnu se sklonem 45◦ od vodorovné osy x na ortogonálńı výpočtové
oblasti s uvažovanou mř́ıžkovou strukturou nejlépe aproximujeme vybranými
prvky podle schématu, který je zobrazen na obr. 3.8. Provedeme propagačńı
krok lattice Boltzmannovy metody na výpočtové oblasti s takto definovanou
stěnou a identifikujeme neznámé distribučńı funkce. Zjǐst’ujeme, že na stěně
se nacházej́ı dva typu shluk̊u, viz obr 3.9, tj. shluk s neznámými distribučńımi
funkcemi f3, f4 a f7 a shluk s neznámou distribučńı funkćı f7.

Zabývejme se nejprve shlukem se třemi neznámými distribučńımi funkcemi.
Sečteńım rovnic (3.34) a (3.36) a algebraickými úpravami dostaneme předpis
pro distribučńı funkci f3,

f3 = ρ+ ρux − f1 − f5 − 2(f2 + f6 + f9), (3.47)

kde však hustotu ρ v mı́stě zkoumaného shluku v tomto momentě neznáme.
Takto vyjádřenou distribučńı funkci f3 dosad́ıme do rovnice (3.37) a dosta-
neme vyjádřeńı hustoty ρ, tedy

ρ =
−f1 − 2f5 − 2f2 − f6 − 3f9 + f7 − f8

uy − 1− ux
. (3.48)
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Obr. 3.9: Identifikace ’neznámých’ distribučńıch funkćı.

Stále dosud neurčenou distribučńı funkci f7 figuruj́ıćı v rovnici (3.48) urč́ıme
právě aplikaćı nerovnovážné okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“

f7 − f eq7 = f9 − f eq9 . (3.49)

Dosazeńım lokálńıch rovnovážných distribučńıch funkćı podle rovnice (2.50)
a jim odpov́ıdaj́ıćım mikroskopickým rychlostem, viz (2.45), dostaneme

f7 −W7ρ

[
uy − ux
c2
s

]
=f9 +W7ρ

[
uy − ux
c2
s

]
⇒

⇒ f7 =f9 +W7ρ
2(uy − ux)

c2
s

.

(3.50)

Vyč́ısĺıme-li pak váhový koeficient W7 (W7 = W9), viz (2.44), a rychlost
zvuku cs, viz (3.3), dostaneme finálńı podobu okrajové podmı́nky typu

”
Zou-
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He“ pro distribučńı funkci f7,

f7 = f9 +
1

6
ρ(uy − ux) . (3.51)

Dosazeńım takové podoby distribučńı funkce f7 do rovnice (3.48) dostaneme
vyjádřeńı hustoty ρ v mı́stě zkoumaného shluku

ρ =
−f1 − f6 − f8 − 2(f2 + f5 + f9)

5
6
uy − 5

6
ux − 1

. (3.52)

Řešeńım soustavy rovnic tvořené rovnicemi (3.36), (3.37) a (3.51) pro neznámé
f4 a f3 źıkáme jejich konečnou podobu

f4 = ρ− ρuy − f2 − f1 − 2(f9 + f8 + f5) , (3.53)

f3 =
5

6
ρuy +

1

6
ρux − f6 + f5 + f8 . (3.54)

Tak jsme odvodili okrajové podmı́nky
”

Zou-He“ pro shluk částic nacházej́ıćı
se na jihovýchodńı stěně, který má po uplatněńı propagačńıho kroku lattice
Boltzmannovy metody tři neurčené distribučńı funkce f3, f4 a f7.

V př́ıpadě shluku, který má pouze jednu neurčenou distribučńı funkci f7,
viz obr 3.9, je pak zcela postačuj́ıćı určit hustotu v mı́stě shluku podle rov-
nice (3.52) a následně neznámou distribučńı funkci uplatněńım rovnice (3.51).

Finálńı podobu okrajových podmı́nek pro shluky se třemi neznámými dis-
tribučńımi funkcemi na jihozápadńı, severozápadńı a severovýchodńı stěně
zobrazuj́ı obr. 3.10, 3.11 a 3.12.

ρ =
−f1 − f7 − f9 − 2(f4 + f5 + f8)

5
6
uy + 5

6
ux − 1

f6 = f8 +
1

6
ρ(uy + ux)

f2 = ρ− ρuy − f4 − f1 − 2(f9 + f8 + f5)

f3 =
5

6
ρuy −

1

6
ρux + f9 + f5 − f7

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na jihozápadńı stěně. (b) Shluk na jihozápadńı stěně.

Obr. 3.10: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na jihozápadńı stěně.
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ρ =
−f1 − f6 − f8 − 2(f3 + f4 + f7)

5
6
ux − 5

6
uy − 1

f2 = ρ+ ρuy − f4 − f1 − 2(f7 + f6 + f3)

f9 = f7 −
1

6
ρ(uy − ux)

f5 = −5

6
ρuy −

1

6
ρux + f3 + f6 − f8

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na severozápadńı stěně. (b) Shluk na severozápadńı stěně.

Obr. 3.11: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na severozápadńı stěně.

ρ =
f1 + f7 + f9 + 2(f2 + f6 + f3)

5
6
uy + 5

6
ux + 1

f4 = ρ+ ρuy − f2 − f1 − 2(f7 + f6 + f3)

f8 = f6 −
1

6
ρ(uy + ux)

f5 = −5

6
ρuy +

1

6
ρux − f9 + f3 + f7

(a) Okrajové podmı́nky pro shluk na severovýchodńı stěně. (b) Shluk na severovýchodńı stěně.

Obr. 3.12: Okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro shluk částic na severovýchodńı stěně.

Při aproximaci stěny s obecným sklonem od osy x se můžeme setkat se shluky
se čtyřmi neznámými distribučńımi funkcemi, viz obr. 3.13. K řešeným rov-
nićım (3.34), (3.36) a (3.37) pak muśıme v tomto př́ıpadě připojit nejméně
dvě nerovnovážné okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“. Řeš́ıme-li problém

uvedený na obr. 3.13, identifikujeme po propagačńım kroku lattice Boltzman-
novy metody čtyři neznámé distribučńı funkce f3, f4, f7 a f8. Pro ně plat́ı již
dř́ıve odvozené okrajové podmı́nky pro shluk nacházej́ıćı se na jihovýchodńı
stěně, viz rovnice (3.51), (3.52), (3.53) a (3.54). Distribučńı funkci f8 figu-
ruj́ıćı v těchto rovnićıch však muśıme vyjádřit pomoćı nerovnovážné okrajové
podmı́nky typu

”
bounce-back“ jako

f8 = f6 −
1

6
ρ(uy + ux). (3.55)
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Obr. 3.13: Identifikace shluku se čtyřmi neznámými distribučńımi funkcemi.

3.4.5 Extrapolačńı schéma

Autoři článku [7] upozorňuj́ı, že lattice Boltzmannovu metodu lze považovat
za speciálńı konečno-diferenciálńı metodu pro distribučńı funkci fi, viz rov-
nice (2.51). Takový vhled nám umožňuje představit novou sadu okrajových
podmı́nek zvanou jako extrapolačńı schéma, která je podobná té už́ıvané
konečno-diferenciálńımi schématy.

Princip schématu je poměrně prostý. Na stěně obdélńıkového kanálu uvažujme
tři ’za sebou’ lež́ıćı shluky, viz obr. 3.14. Shluk na úrovni 0 lež́ı na stěně, shluk
na úrovni 1 lež́ı uvnitř tekutiny a shluk na úrovni −1 lež́ı uvnitř stěny. Dis-
tribučńı funkce, které po uplatněńı standardńıho propagačńıho kroku nejsou
známy, urč́ıme rovnićı

f−1
i = 2f 0

i − f 1
i , (3.56)
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kde f−1
i je distribučńı funkce shluku uvnitř stěny, f 0

i na stěně a f 1
i uvnitř

tekutiny. Algoritmus lattice Boltzmannovy metody prob́ıhá zcela standardně
s tou výjimkou, že předepsaná makroskopická veličina hustoty ρ nebo rych-
lost shluk̊u lež́ıćıch uvnitř stěny u neńı standardně vyhodnocena, ale je prostě
zadána. Se zadanou makroskopickou veličinou jsou pak určeny lokálńı rov-
novážné distribučńı funkce f eqi těchto shluk̊u, viz rovnice (2.46). Algorit-
mus dále pokračuje výpočtem postkolizńıch distribučńıch funkćı fposti a pro-
pagačńım krokem.

Princip rovnice (3.56) je sice poměrně rozš́ı̌ren ve schématech metody ko-
nečných diferenćı, nicméně v př́ıpadě lattice Boltzmannovy metody ho lze
použ́ıt pouze pro problémy, jejichž relaxačńı čas se bĺıž́ı jedné, tedy τ ≈ 1.
Všimněme si, že pokud relaxačńı čas problému se př́ımo rovná jedné, potom
postkolizńı funkce fposti určené v kolizńım kroku lattice Boltzmannovy me-
tody, viz rovnice (3.18), se př́ımo rovnaj́ı lokálńım rovnovážným distribučńım
funkćım f eqi . Zvolené nastaveńı iteračńıho a rozměrového kroku, viz (3.2), je
v tomto ohledu velice restriktivńı a extrapolačńım schématem tak lze posti-
hnout pouze problémy pomalého prouděńı.

Obr. 3.14: Označeńı úrovńı -1/0/1 pro extrapolačńı schéma.

3.5 Vyhodnoceńı makroskopických veličin

Vyhodnoceńı rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu výpočtové mř́ıže
uskutečńıme po provedeńı kolizńıho kroku, propagačńıho kroku a po uplatněńı
př́ıslušných okrajových podmı́nek užit́ım rovnic

ρ(r, t) =
∑
i

fi, (3.57)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
i

cifi, (3.58)

které jsou analogické rovnićım (2.30), (2.31). T́ım je ukončen výpočet v daném
iteračńım kroku. Simulace v tomto momentě bud’ pokračuje novou iteraćı,
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tj. kolizńım krokem, nebo je zastavena.

V této práci řeš́ıme výhradně problémy ustáleného prouděńı. Výpočet za-
stavujeme v momentě, kdy se rychlostńı pole řešeného problému výrazně
neměńı. Tento moment při řešeńı problémů této práce s dostatečnou přesnost́ı
nastane tehdy, když je naplněna zastavovaćı podmı́nka∑

ij||u
n+1
ij |−|unij||∑
ij|u

n+1
ij |

< 5 · 10−9, (3.59)

kde |unij| je velikost rychlosti v n−tém časovém kroku a v mı́stě (xi, yj)
výpočtové oblasti.

Uved’me na tomto mı́stě ještě vztah pro vyjádřeńı smykového napět́ı na
stěnách výpočtové oblasti τw (tzv. wall shear stress). Za t́ımto účelem napǐsme
vztah vyjadřuj́ıćı napět́ı newtonské kapaliny

τij = −pδij + 2νρLij, (3.60)

kde Lij je tenzor rychlosti deformace. Z Chapman-Enskogovy analýzy plyne,
že

L = − 1

2c2
sρτ

∑
i

(fi − f eqi )cici. (3.61)

Smykové napět́ı na stěnách výpočtové oblasti pak urč́ıme pomoćı normály
stěny výpočtové oblasti n jako

τwi = σijnj − (σkjnjnk)ni. (3.62)

3.6 Numerické simulace

S užit́ım algoritmu už́ıvaj́ıćıho principu MRT, který jsme představili dř́ıve
v této kapitole, budou řešeny problémy prouděńı kapaliny na obdélńıkové
výpočtové oblasti, v idealizované a reálné cévńı bifurkaci. Simulace budou
realizovány v programu MATLAB a jejich výsledky zde budou diskutovány.

3.6.1 Testováńı okrajových podmı́nek při řešeńı problé-
mu prouděńı kapaliny v obdélńıkovém kanálu

V tomto odstavci bude řešen problém prouděńı newtonské kapaliny v obdél-
ńıkovém kanálu se zadaným tlakovým koeficientem. Sledováńım ustáleného
stavu prouděńı budou testovány okrajové podmı́nky dř́ıve představené v této
kapitole.
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Obr. 3.15: Geometrie problému prouděńı v obdélńıkovém kanálu.

Uvažujme tedy výpočtovou oblast zobrazenou na obr. 3.15, kde lr, resp. hr,
je délka, resp. š́ı̌rka, kanálu a δ je zadaný tlakový koeficient. Ten definujeme
jako

δ =
pvstupr − pvystupr

pr
, (3.63)

kde pr je počátečńı tlak kapaliny uvnitř kanálu a pvstupr , resp. pvystupr , je za-
daný tlak na vstupńı, resp. výstupńı, stěně kanálu (pvstupr > pvystupr ). Zadané
parametry zobrazuje tab. 3.1.

Tab. 3.1: Zadáńı problému prouděńı kapaliny v obdélńıkovém kanálu.

Veličina Rozměr Hodnota
lr 10−4[m] 2,0
hr 10−4[m] 0,2

(cs)r 103[ms−1] 1,58
νr 10−6[m2s−1] 4,5
δ 10−6[−] 7,0

Horńı a spodńı stěnu kanálu uvažujeme dokonale tuhou, hladkou a nepro-
pustnou.

Parametry s fyzikálńım rozměrem zobrazené v tab. 3.1 přepoč́ıtáme na tzv.
veličiny lattice boltzmannovské, se kterými bude dále algoritmus operovat.

Napǐsme vztah (3.63) s vyjádřeńım tlaku podle rovnice (2.48),

c2
sρ
vstup
r − c2

sρ
vystup
r

c2
sρr

=
ρvstupr − ρvystupr

ρr
= δ. (3.64)

Počátečńı hodnotu hustoty v lattice boltzmannovských jednotkách volme
ρ0 = 1. V př́ıpadě řešeńı pomoćı okrajových podmı́nek typu

”
Zou-He“ okra-

jových podmı́nek muśıme vstupńı ρvstup, resp. výstupńı ρvystup, hodnotu hus-
toty př́ımo zvolit tak, aby byl zachován poměr δ i v lattice boltzmannovských
jednotkách, tedy ρvstup = = ρ+ δ

2
; ρvystup = ρ− δ

2
.

Daľśım bezrozměrovým parametrem, který je potřeba zohlednit, je pod́ıl š́ı̌rky
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a délky kanálu, tedy

λ =
hr
lr

=
h

l
. (3.65)

Volbou š́ı̌rky h pak dopoč́ıtáme z této rovnice délku kanálu l jako

l =
h

λ
. (3.66)

Užit́ım vztahu (3.6) dostaneme pak vyjádřeńı konverzńıho faktoru pro rozměr.

Se znalost́ı dř́ıve představeného vztahu pro přepočet charakteristické rych-
losti, viz (3.16), jsme schopni určit konverzńı faktor pro čas Ct. Roli charak-
teristické rychlosti v tomto př́ıpadě bude hrát rychlost zvuku ve zkoumaném
prostřed́ı v lattice boltzmannovských jednotkách cs, resp. ve fyzikálńıch jed-
notkách (cs)r. Vyjádřeńı časového konverzńıho faktoru tedy je

(cs)r = ClC
−1
t cs ⇒ Ct =

Clcs
(cs)r

. (3.67)

Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovských jednotkách vyjádř́ıme ze
vztahu (3.14) jako

νr = C2
l C
−1
t ν ⇒ ν = C−2

l Ctνr (3.68)

a následně vyč́ısĺıme relaxačńı čas τ dosazeńım do rovnice (3.13).

Pro tento problém bylo zvoleno MRT schéma. Matice S a jej́ı relaxačńı časy
si, viz (3.20), byly voleny podle [34] jako

S = diag(1, 7/5, 7/5, 1, 6/5, 1, 6/5, 1/τ, 1/τ), (3.69)

což je podle literatury vhodné nastaveńı pro řešeńı ustáleného prouděńı
v obdélńıkovém kanálu.

Řešeńı rychlostńıho pole problému lattice Boltzmannovou metodou bude po-
rovnáno s jeho analytickým řešeńım. To je odvoditelné ze soustavy rovnic
tvořené Navier-Stokesovými rovnicemi a rovnićı kontinuity. My ho uvedeme
v podobě

u = (ux, uy)
T ;

ux(x, y) =
[(cs)r]

2(ρvstupr − ρvystupr )

2νrρrlr
y(y − hr);

uy(x, y) = 0.

(3.70)

Testováńı okrajových podmı́nek typu
”

Zou-He“

Řešme problém nejprve užit́ım okrajových podmı́nek typu
”

Zou-He“ na
vstupńı a výstupńı stěně a okrajových podmı́nek typu

”
bounce-back“ na

horńı a spodńı stěně. Zkoumejme vliv jemnosti śıtě na přesnost řešeńı.

44



Š́ı̌rku kanálu v lattice boltzmannovských jednotkách jsme postupně volili
h = 10, 20, 30 a 60. S takto uvažovanými hodnotami š́ı̌rky kanálu jsme
přepoč́ıtali veličiny s fyzikálńım rozměrem na veličiny lattice boltzmannovské.
Uvažujme aplikaci okrajových podmı́nek typu

”
Zou-He“ na vstupńı (západńı)

stěně kanálu, tj. rovnice (3.44), (3.45), (3.46). V př́ıpadě, že by byla přede-
psána na stěně rychlost kapaliny, dopoč́ıtali bychom hustotu kapaliny užit́ım
rovnice (3.39). V našem př́ıpadě je však neznámou právě x−ová složka rych-
losti kapaliny ux. Z rovnice (3.39) ji vyjádř́ıme (ρ = ρvstup) jako

ux = 1− 1

ρvstup
(f1 + f3 + f5 + 2(f4 + f7 + f8)) . (3.71)

S přirozeným předpokladem uy = 0 pak urč́ıme neznámé distribučńı funkce
na hranici výpočtové oblasti. Zcela analogicky bychom postupovali při určo-
váńı okrajových podmı́nek na východńı stěně, viz obr. 3.5. Okrajovou pod-
mı́nku prostého odrazu na spodńı a horńı stěně užijeme podle principu, který
jsme nast́ınili v odstavci 3.4.1.

Výpočet zastavujeme v momentě, kdy je naplněna podmı́nka (3.59). Tu je
možné zjednodušit, přijmeme-li předpoklad, že y−psilonová složka rychlosti
je nulová, viz (3.70).

Sledujeme nenulovou složku rychlosti ux v př́ıčném řezu kanálu na obr. 3.16
a 3.17. Docháźıme k závěru, že numerické řešeńı problému se bĺıž́ı analy-
tickému řešeńı se zvyšuj́ıćı se hustotou výpočtové śıtě. Důvodem je fakt, že na
jemněǰśı śıti se výsledný rychlostńı parabolický profil může přesněji vykreslit.
Se zvyšuj́ıćı se jemnost́ı výpočtové śıtě nav́ıc roste relaxačńı čas τ , který se tak
vzdaluje od problematické hodnoty τ = 1

2
. O tom se přesvědč́ıme, vyjádř́ıme-

li z rovnice (3.14) kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovských jed-
notkách ν a dosad́ıme ji do rovnice (3.13), tedy

τ = 3
Ct
C2
l

νr +
1

2
⇒ τ = 3

Ct
l2r
l2νr +

1

2
. (3.72)

Odtud je patrné, že s rostoućım rozměrem l roste i relaxačńı čas τ .

Užit́ım okrajových podmı́nek typu
”

bounce-back“ na spodńı a horńı stěně
jsme uvažovali polohu stěny př́ımo procházej́ıćı čtvercovým shlukem o délce
hrany ∆x. Pro zvýšeńı přesnosti zejména pro př́ıpad slabě zahuštěné śıtě
(h = 10) je podle [28, 5] vhodné přidáńı daľśı podélné řady ’suchých’
shluk̊u a užit́ı okrajové podmı́nky typu

”
half-way bounce-back“. Tato okra-

jová podmı́nka pak uvažuje polohu stěny mezi ’suchými’ a jej́ımi sousedńımi
shluky.
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Obr. 3.16: Rychlostńı profil řešeného problému (okrajová podmı́nka typu
”

Zou-He“ ).
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Obr. 3.17: Rychlostńı profil řešeného problému v okoĺı maximálńı rychlosti (okrajová podmı́nka typu

”
Zou-He“ ).
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Řešeńı problému pomoćı periodických okrajových podmı́nek

V předcházej́ıćım odstavci jsme se přesvědčili, že pro variantu h = 60 se nu-
merické řešeńı problému pomoćı okrajových podmı́nek typu

”
Zou-He“ do-

statečně shoduje s analytickým. Při stejném nastaveńı š́ı̌rky kanálu h a okra-
jové podmı́nky na horńı a spodńı stěně řešme nyńı problém užit́ım perio-
dických okrajových podmı́nek, viz rovnice (3.30), a modifikovaných perio-
dických okrajových podmı́nek, viz rovnice (3.33), na vstupu a výstupu.

V př́ıpadě užit́ı periodických okrajových podmı́nek je nav́ıc nutné p̊usobit
na shluky částic silou, která je úměrná předepsanému tlakovému koeficientu.
Důsledkem p̊usobeńı této śıly jest rozpohybováńı těchto shluk̊u a potažmo
kapaliny na makroskopickém měř́ıtku. Toho doćıĺıme zavedeńım tlakové śıly
p̊usob́ıćı na jednotku objemu F = ∆p

2l
. Tu po uplatněńı okrajových podmı́nek

přičteme k distribučńı funkci lež́ıćı ve směru rychlosti předpokládaného prou-
děńı kapaliny (f2) a odečteme od distribučńı funkce lež́ıćı proti tomuto směru
(f4). Následně prob́ıhá algoritmus zcela standardně.
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Obr. 3.18: Rychlostńı profil řešeného problému okrajovými podmı́nkami typu
”

Zou-He“ a periodickými
okrajovými podmı́nkami.

Na obr. 3.18 sledujeme vyvinuté rychlostńı profily źıskané zmı́něnými př́ı-
stupy. Nejmarkantněǰśı rozd́ıly mezi těmito řešeńımi sledujeme v bĺızkosti
horńıch a spodńıch stěn. Řešeńı periodických a modifikovaných periodických
okrajových podmı́nek se zde sice jev́ı jako téměř totožné, ale rozcháźı se
v těchto mı́stech s řešeńım, které jsme v předcházej́ıćım odstavci źıskali
pomoćı okrajových podmı́nek typu

”
Zou-He“. Důvodem je pravděpodobně
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fakt, že řeš́ıme-li problém prouděńı pomoćı okrajových podmı́nek typu
”

Zou-
He“, muśıme věnovat zvláštńı pozornost shluk̊um nacházej́ıćım se v roźıch
výpočtové oblasti. Rohové shluky obsahuj́ı nav́ıc ve srovnáńı se shluky si-
tuovanými uvnitř stěny neznámé distribučńı funkce, které jsou na obr. 3.19
označeny zeleně. Autoři publikaćı [28, 52] popisuj́ı r̊uzné zp̊usoby, jak tyto
neznámé distribučńı funkce určit. My přij́ımáme předpoklad, že tyto dis-
tribučńı funkce maj́ı shodnou velikost, viz [28]. Pro př́ıpad zobrazený na obr.
3.19 s uvažováńım rovnice (3.55) potom docháźıme k závěru, že plat́ı

f6 =
1

12
ρvstup(uy + ux),

f8 = − 1

12
ρvstup(uy + ux).

(3.73)

Protože je tento rohový shluk součást́ı horńı stěny, kde uvažujeme obě složky
rychlosti nulové, plat́ı f6 = f8 = 0. Distribučńı funkci f5 potom urč́ıme užit́ım
teorie pro okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“ jako f5 = f3. Distribučńı

funkce f2 a f9 urč́ıme užit́ım rovnic (3.45) a (3.46), které se při uvažované
nulové rychlosti kapaliny na stěně zjednoduš́ı v f9 = f7 a f5 = f4.

V př́ıpadě užit́ı periodických okrajových podmı́nek jsou neznámé funkce prostě
určeny podle principu periodicity ze znalosti distribučńıch funkćı na protěǰśı
stěně kanálu. Užijeme-li tedy periodické okrajové podmı́nky, potom kanál
z podstaty žádné rohy nemá a neńı třeba formulovat daľśı předpoklad jako
v př́ıpadě řešeńı okrajovými podmı́nkami typu

”
Zou-He“.

Obr. 3.19: Shluk nacházej́ıćı se v rohu výpočtové oblasti. Neznámé distribučńı funkce jsou označeny ba-
revně.

Ukázali jsme, že okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ jsou při dostatečném
zahuštěńı śıtě vhodné pro řešeńı problému. Dále jsme ukázali, že je lze modi-
fikovat pro př́ıpad zadaného tlaku, resp. hustoty, na stěně. Proto budou užity
pro řešeńı problému prouděńı v cévńı bifurkaci.
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3.6.2 Prouděńı krve v idealizované cévńı bifurkaci

V tomto odstavci řeš́ıme problém prouděńı krve v idealizované cévńı bifur-
kaci. Krev uvažujeme jako nestlačitelnou vazkou homogenńı newtonskou ka-
palinu. Geometrie oblasti je zobrazena na obr. 3.20. Vyč́ıslené rozměry a cha-
rakteristiky krve zobrazuje tab. 3.2. Na vstupńı stěně bifurkace předepisujeme
konstantńı rychlost (u0)r po celé jej́ı délce. Na výstupńı stěnách uvažujme
předepsaný konstantńı tlak (p0)r, který je shodný s počátečńım tlakem
uvnitř výpočtové oblasti.

Obr. 3.20: Geometrie problému prouděńı v idealizované bifurkaci.

Zadané hodnoty veličin s fyzikálńım rozměrem zobrazené v tab. 3.2 muśıme
převést na veličiny lattice boltzmannovské. Přepočet geometrických para-
metr̊u hr a lr provedeme zcela analogicky, jako jsme to udělali v odstavci
3.6.1. Hodnotu š́ı̌rky kanálu v lattice boltzmannovských jednotkách voĺıme
v našem př́ıpadě h = 82 a lattice boltzmannovskou délku kanálu dopoč́ıtáme
zavedeńım bezrozměrového parametru λ, viz (3.65). Konverzńı faktor pro
rozměr urč́ıme dosazeńım do rovnice (3.6).

Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovských jednotkách voĺıme ν =
= 0,01. Konverzńı faktor pro čas pak dopoč́ıtáme dosazeńım do rovnice
(3.15). Rychlost u0 zadanou na vstupńı stěně výpočtové oblasti pak urč́ıme
z požadavku rovnosti Reynoldsových podobnostńıch č́ısel vyjádřených v lat-
tice boltzmannovských a fyzikálńıch jednotkách, tedy

Re =
(u0)rhr
νr

=
u0h

ν
⇒ u0 =

(u0)rhr
νr

ν

h
. (3.74)

Hustotu v lattice boltzmannovských jednotkách nastav́ıme rovnu jedné, tedy
ρ = 1. Počátečńı hodnotu tlaku pak dopoč́ıtáváme užit́ım rovnice (2.48) jako
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p = 1
3
. Uplatněńım rovnic (3.11) a (3.10) zjǐst’ujeme, že tomuto nastaveńı

odpov́ıdá hodnota tlaku s fyzikálńım rozměrem pr = 4556, 18 Pa. Nume-
rickou simulaćı budeme schopni určit tlakový spád ∆pr. Řeš́ıme-li problém
ustáleného prouděńı nestlačitelné kapaliny, tento spád se reálně neměńı i pro
jiné nastaveńı tlaku pr. Můžeme psát

pvstupr = pvystupr + ∆pr. (3.75)

Tab. 3.2: Zadáńı problému prouděńı krve v idealizované bifurkaci.

Veličina Rozměr Hodnota
lr [m] 0,25
hr [m] 0,0075
νr 10−6[m3 · s−1] 3,3
ρr 103[kg ·m−3] 1,056

(u0)r [m · s−1] 0,2

Před zahájeńım prvńıho časového kroku algoritmu identifikujeme neznámé
distribučńı funkce fi shluk̊u nacházej́ıćıch se na okraji výpočtové oblasti, pro
které je třeba zavést vyjádřeńı pomoćı okrajových podmı́nek.

Na výstupńı stěně uvažujeme konstantńı tlak pvystup, který je shodný s po-
čátečńım tlakem na celé výpočtové oblasti p. Pro určeńı distribučńıch funkćı
na těchto stěnách užijeme okrajové podmı́nky typu

”
Zou-He“ podrobně

představené v odstavci 3.4.4. V tomto př́ıpadě známe hustotu kapaliny na
stěně ρ = ρvystup a neznáme složky rychlost́ı ux a uy figuruj́ıćı v rovnićıch
okrajových podmı́nek. Uvědomme si, že složky rychlosti jsou pr̊umětem ve-
likosti rychlosti |u| do souřadnicových os x a y, viz obr. 3.21,

ux = |u|cos(α);

uy = |u|sin(α).
(3.76)

Obr. 3.21: Vektor rychlosti na horńım výstupu symetrické bifurkace.
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S t́ımto vědomı́m, podobně jako v př́ıpadě řešeného problému prouděńı v ob-
délńıkovém kanálu, vyjádř́ıme z rovnice popisuj́ıćı hustotu shluku na stěně
neznámou velikost rychlosti |u|. Následně urč́ıme složky rychlost́ı dosazeńım
do (3.76) a po uplatněńı propagačńıho kroku lattice Boltzmannovy metody
neznámé distribučńı funkce fi.

Na vstupńı stěně uvažujeme konstantńı zadanou rychlost ux = u0 a uy = 0
po celé jej́ı délce. Užijeme okrajové podmı́nky typu

”
Zou-He“ pro shluk

nacházej́ıćı se na západńı stěně, tedy rovnice (3.39), (3.44), (3.45) a (3.46).

Stěny cévy, které jsou na obr. 3.20 označeny modře, uvažujeme dokonale
tuhé, hladké a nepropustné. Neznámé distribučńı funkce urč́ıme aplikaćı okra-
jových podmı́nek typu

”
bounce-back“, které jsme podrobně představili v od-

stavci 3.4.1.

Tab. 3.3: Zadáńı problému prouděńı krve v idealizované bifurkaci vyjádřené v LB jednotkách.

Veličina Hodnota
l 2733
h 82
ν 0,01
ρ 1
u0 0,0554

Kolizńı krok lattice Boltzmannovy metody řeš́ıme implementaćı MRT mo-
delu s doporučeným nastaveńım prvk̊u matice S podle [10] jako

S = diag(1, 6/5, 6/5, 1, 11/10, 1, 11/10, 1/τ, 1/τ). (3.77)

Simulaci zastavujeme v momentě, kdy se rychlost kapaliny již významně
neměńı zastavovaćı podmı́nkou (3.59).

Uvažujme nejprve idealizovanou cévńı bifurkaci maj́ıćı úhel, který sv́ırá dceři-
ná větev bifurkace s osou x, α = 35◦. Tento úhel nazývejme od této chv́ıle
úhlem větveńı bifurkace. Sestavme dle výše zmı́něného postupu výpočtovou
oblast se 460840 shluky, proved’me numerickou simulaci a porovnejme naše
výsledky s těmi poskytnutými softwarem pracuj́ıćım na principu metody
konečných objemů (FVM). Za t́ımto účelem sestavme numerický model spus-
titelný v programu Ansys Fluent maj́ıćı 32258 buněk.

Předpokládáme, že vliv zvolené mř́ıžkové výpočtové oblasti užité řešičem
pracuj́ıćım na principu LBM se nejv́ıce projev́ı v bĺızkosti samotného větveńı
a v dceřiných větv́ıch bifurkace. Zde předpokládáme také největš́ı rozd́ıly
mezi numerickým výsledkem poskytnutým naš́ım a profesionálńım FVM ře-
šičem. Rychlostńı pole v bĺızkosti samotného větveńı porovnáváme na obr.
3.22. Pozorujeme kvalitativńı shodu. Největš́ı rozd́ıly sledujeme v bĺızkosti
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počátku lokálńıho souřadného systému Xi zavedeným na obr. 3.20. Na tomto
obr. jsme také zavedli osu k.

(a) LBM. (b) FVM.

Obr. 3.22: Porovnáńı rychlostńıch poĺı |ur|[m/s], α = 35◦.

Velikost rychlosti |ur| na ose k zobrazujeme na obr. 3.23. Povšimněme si,
že shluk nacházej́ıćı se v počátku souřadného systému Xi generuje nenulo-
vou rychlost. Důvodem je, že okrajovou podmı́nkou pro prostý odraz typu

”
bounce-back“ aplikujeme pouze na jednu neznámou distribučńı funkci, což

pro generováńı nulové rychlosti neńı dostatečné. Přesto hodnot́ıme shodu
jako vyhovuj́ıćı.
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Obr. 3.23: Rychlostńı profil na ose k, α = 35◦.

Velikost rychlosti |ur| na výstupu modelu sledujeme na obr. 3.24. Povšimneme
si, že výsledná rychlost poskytnutá lattice Boltzmannovou metodou je mı́rně
nadhodnocena ve srovnáńı s tou poskytnutou metodou konečných objemů.
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Obr. 3.24: Rychlostńı profil na výstupńı stěně bifurkace, α = 35◦.

Obr. 3.25 zobrazuje výsledná tlaková pole. Pomoćı obou př́ıstup̊u urč́ıme tla-
kový spád užit́ım rovnice (3.75) jako ∆pLB = 207, 20 Pa a ∆pFVM = 210, 58
Pa. Hodnoty tlakových spád̊u se tak nelǐśı o v́ıce než dvě procenta.

(a) LBM. (b) FVM.

Obr. 3.25: Porovnáńı tlakových poĺı pr [Pa], α = 35◦.

Uskutečnili jsme i daľśı numerické simulace prouděńı krve v cévńıch bifur-
kaćı s r̊uznými úhly větveńı α. Pozorujeme srovnatelnou shodu mezi výsledky
poskytnutými naš́ım a komerčńım řešičem jako v př́ıpadě již diskutované bi-
furkace dané úhlem α = 35◦. Na obr. 3.26 jsou zobrazeny rychlostńı pole |ur|
v bĺızkosti větveńı mateřské větve pro idealizované cévńı bifurkace s úhly
α = 10◦, α = 20◦ a α = 50◦. Na tyto výsledky se ještě odkážeme v následuj́ıćı
kapitole.

Přesto, že náš řešič použ́ıvá přibližnou aproximaci šikmé stěny na mř́ıžkové
výpočtové oblasti, pozorujeme uspokojivou shodu rychlostńıch a tlakových
poĺı, které jsme źıskali pomoćı našeho a profesionálńıho softwaru Ansys Flu-
ent. Ke komplikaćım docháźı, vyhodnocujeme-li makroskopickou veličinu smy-
kového napět́ı př́ımo na stěně, viz rovnice (3.62). Ukazuje se, že za t́ımto
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(a) LBM, α = 10◦. (b) FVM, α = 10◦.

(c) LBM, α = 20◦. (d) FVM, α = 20◦.

(e) LBM, α = 50◦. (f) FVM, α = 50◦.

Obr. 3.26: Porovnáńı rychlostńıch poĺı |ur|[m/s], α = 10◦; 20◦; 50◦.

účelem neńı zvolená aproximace šikmé stěny dostatečná. Autoři článku [42]
při použit́ı stejné aproximace šikmé stěny poukazuj́ı, že vliv schodovitého
charakteru šikmé stěny na smykové napět́ı se se zvyšuj́ıćı vzdálenost́ı od
ńı snižuje. Zároveň však velikost smykového napět́ı klesá se zvyšuj́ıćı se
vzdálenost́ı od stěny. Vyhodnoceńı smykového napět́ı na stěnách v dostatečné
vzdálenosti od stěny se tak jev́ı jako ne zcela vhodný př́ıstup, a proto se
obecně za t́ımto účelem doporučuje použit́ı jiných okrajových podmı́nek, tzv.
curved boundary condition. Vzhledem k těmto skutečnostem v následuj́ıćı ka-
pitole provedeme analýzu vlivu úhlu větveńı symetrické bifurkace a s ńı spo-
jené vyhodnoceńı smykového napět́ı na stěnách pomoćı numerických simu-
laćı uskutečněných v softwaru Ansys Fluent s d̊uležitou poznámkou, že vývoj
vhodných algoritmů lattice Boltzmannovy metody za účelem korektńıho vy-
hodnoceńı smykového napět́ı na šikmých stěnách je předmětem naš́ı po-
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tenciálńı budoućı práce.

3.6.3 Prouděńı krve v cévńı bifurkaci reálné geometrie

V tomto odstavci se pokuśıme námi představený algoritmus aplikovat na
problém prouděńı newtonské kapaliny v cévńı bifurkaci reálné geometrie.
Za t́ımto účelem byl pomoćı př́ıkazu imRead v programu MATLAB načten
obrázek karotidy (krkavice) ve formátu PNG, viz obr. 3.27. Byly označeny
barevné pixely obrázku za čtvercové shluky, v nichž bude realizován výpočet
lattice Boltzmannovy rovnice, viz obr. 3.28. Tak byla vytvořena kompletńı
výpočtová oblast obsahuj́ıćı 765 shluk̊u.

V prvńım časovém kroku algoritmu byly stejně jako v př́ıpadě řešeńı před-
cházej́ıćıho problému rozlǐseny shluky nacházej́ıćı se na okraji výpočtové ob-
lasti podle počtu a typu neznámých distribučńıch funkćı. Následně byly apli-
kovány okrajové podmı́nky typu

”
bounce-back“ na stěny, které jsou na obr.

3.27 označeny černě, okrajové podmı́nky typu
”

Zou-He“ pro zadanou rych-
lost na stěně, která je na obr. 3.27 označena červeně, a okrajové podmı́nky
typu

”
Zou-He“ pro zadanou hustotu na stěnách, které jsou na obr. 3.27

označeny zeleně.

Obr. 3.27: Geometrie problému prouděńı krve v cévńı bifurkaci.

Na červené stěně, tj. na vstupu společné krkavice (CC - common carotid),
uvažujme zadaný parabolický rychlostńı profil s amplitudou uCCr = 0, 276
m/s. Tlak na výstupu zevńı (EC - external carotid) karotidy uvažujeme
pECr = 0, 98(p0)r, kde (p0)r je počátečńı hodnota tlaku zkoumané kapaliny
na celé výpočtové oblasti. Tlak na výstupu vnitřńı karotidy (IC - internal
carotid) uvažujeme roven počátečńımu tlaku (p0)r, tj. pIC = (p0)r. Délku
pr̊usvitu společné krkavice uvažujeme hCCr = 0,0072 m a kinematickou visko-
zitu kapaliny uvažujeme νr =4,5 ·10−6m2s−1.

Délku krkavice v lattice boltzmannovských jednotkách aproximujeme šedesáti
shluky, tj. hCC = 60. Kinematickou viskozitu v lattice boltzmannovských
jednotkách voĺıme ν = 0,01 a rychlost kapaliny v lattice boltzmannovských
jednotkách dopoč́ıtáváme zavedeńım Reynoldsova podobnostńıho č́ısla zcela
analogicky jako v př́ıpadě řešeného problému prouděńı v idealizované cévńı
bifurkaci, viz (3.74).

55



Hustotu kapaliny v lattice boltzmannovských jednotkách ρ voĺıme rovnu
jedné. Inicializačńı tlak p pak se znalost́ı rovnice (2.48) vyč́ısĺıme roven
jedné třetině. Hodnotu inicializačńıho tlaku ve fyzikálńıch jednotkách (p)r od-
pov́ıdaj́ıćı tomuto nastaveńı urč́ıme stejně jako v př́ıpadě řešeného problému
prouděńı v idealizované cévńı bifurkaci užit́ım rovnic (3.10) a (3.11). Připo-
meňme, že v př́ıpadě řešeného problému ustáleného prouděńı z̊ustane tlakový
spád, který numerickým výpočtem identifikujeme, zachován i pro jiná zadáńı
tlaku pr. Prvky matice S, viz rovnice (3.20), užijeme totožné s těmi apliko-
vanými v př́ıpadě již řešeného problému prouděńı v idealizované bifurkaci,
viz (3.77).

Obr. 3.28: Načteńı obrázku a vytvořeńı mř́ıžkové výpočtové oblasti.

Zadané parametry a jejich vyjádřeńı v lattice boltzmannovských jednotkách
zobrazuje tab. 3.4. Zároveň jsou zde uvedeny velikosti úhl̊u αIC a αEC , viz
obr. 3.27, které je nezbytné znát pro správné užit́ı okrajových podmı́nek
typu

”
Zou-He“. Doplńıme, že červená vstupńı stěna na obr. 3.27 sv́ırá s osou

y úhel 0◦, tud́ıž stejně jako v př́ıpadě řešeného problému v idealizované cévńı
bifurkaci užijeme okrajové podmı́nky na vstupu (3.44), (3.45) a (3.46), kde
uy = 0 a ux je dána (parabolický profil s předepsanou amplitudou uCC).

V momentě, kdy se prouděńı s dostatečnou přesnost́ı ustáĺı a je zastaveno
podmı́nkou (3.59), sledujeme tlak a rychlost kapaliny. Na obr. 3.29 je zobra-
zeno rozložeńı velikosti rychlosti |ur| uvnitř karotidy a na obr. 3.30 je zobra-
zeno rozložeńı tlaku pr na zkoumané oblasti.

Na obr. 3.29 sledujeme oblast ńızkých rychlost́ı podél vněǰśı stěny vnitřńı ka-
rotidy, tzv. recirkulačńı zónu. Taková zóna je potenciálně nebezpečné mı́sto
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Tab. 3.4: Zadáńı problému prouděńı kapaliny v cévńı bifurkaci.

Veličina s fyzikálńım rozměrem s LB rozměrem

ν 4, 5 · 10−6[m2s−1] 0,01
hCC 7, 2 · 10−3[m] 60
ρ 1, 05 · 103[kgm−3] 1
uCC 0, 276[ms−1] 4, 906̄ · 10−2

p 4, 922103[Pa] 1
3

pIC 4, 922103[Pa] 1
3

pEC 4, 823103[Pa] 0, 326̄
αIC 20, 2[◦]
αEC 24, 3[◦]

pro vznik stenózy [30]. Na obr. 3.30 je patrný předpokládatelný tlakový spád
mezi vstupem a výstupy zkoumané oblasti. Tento tlakový spád je narušen
př́ıtomnost́ı maximálńı hodnoty tlaku v oblasti samotného větveńı společné
karotidy. Zvýšené hodnoty tlaku v tomto mı́stě jsme zaregistrovali i v př́ıpadě
řešeńı bifurkaćı idealizovaných tvar̊u, viz obr. 3.25. Dovoĺıme si předpokládat,
že v př́ıpadě užit́ı jemněǰśı śıtě by bylo toto maximum částečně potlačeno.

Obr. 3.29: Rozložeńı velikosti rychlosti |ur| [m/s] v karotidě.

Obr. 3.30: Rozložeńı tlaku pr [Pa] v karotidě.

Výše představené numerické simulace dokazuj́ı, že zde představený a následně
implementovaný algoritmus je možné už́ıt pro vyhodnoceńı rychlosti a tla-
ku ustáleného prouděńı nestlačitelné vazké kapaliny v rovinných oblastech
r̊uzných tvar̊u.
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Kapitola 4

Analýza vlivu úhlu větveńı
symetrické bifurkace na
proudové pole

V této kapitole představ́ıme výsledky numerických simulaćı prouděńı krve
v idealizované bifurkaci ve dvourozměrném prostoru. Následně budeme dis-
kutovat optimálńı úhel větveńı symetrické bifurkace i s přispěńım tzv. Murra-
yho teorie.

Hledáńı matematické teorie, která by jednoznačně popsala optimálńı geo-
metrii cévy vzhledem k rizikovosti vzniku patologických jev̊u, má dlouhou
historii. Cecil D. Murray v roce 1926 zveřejnil studii, ve které hledal op-
timálńı rozměr cév na základě principu minimálńı práce [35]. Tu definoval
jako součet výkonu krevńıho proudu (součinu tlakového gradientu ve větvi
a pr̊utokového objemu), který je potřený pro protlačeńı krve cévou, a meta-
bolického pod́ılu cévy potřebného k udržeńı daného objemu krve v cévách.
Důsledkem studie je pak tzv. Murrayho zákon (cubic law). Pokud se mateřská
větev o pr̊uměru a0 větv́ı do dvou dceřiných větv́ı o pr̊uměrech a1 a a2, tak
podle Murrayho zákona plat́ı

a3
0 = a3

1 + a3
2. (4.1)

V práci [50] byl pak později zaveden index γ a pomoćı něho byl Murrayho
zákon přepsán do podoby

aγ0 = aγ1 + aγ2 . (4.2)

Následně byl formulován vztah mezi pr̊uměrem pr̊usvitu cévy a, indexem
γ a smykovým napět́ım na stěnách cévy (Wall Shear Stress WSS) τw jako

τw ∼ aγ−3. (4.3)

Relace γ < 3 indikuje, že smykové napět́ı je větš́ı v cévě o menš́ım pr̊uměru,
což neodpov́ıdá reálné fyziologii. Relace γ > 3 naopak znač́ı fyziologicky
pravděpodobněǰśı stav, kdy smykové napět́ı je menš́ı v cévě o menš́ım pr̊uměru.
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Jako optimálńı se podle principu minimálńı práce jev́ı varianta pro γ = 3 -
tedy pro př́ıpad Murrayho zákona.

Výše uvedené závěry Murrayho zákona jsou ve shodě s experimentálńımi
studiemi [24]. Smykové napět́ı na stěnách cévy se jev́ı jako vhodný indikátor
vzniku patologických jev̊u. Nı́zké smykové napět́ı na stěnách cévy může být
problematické z d̊uvodu zvýšeného rizika vzniku stenózy (zúžeńı) cév. Nao-
pak vyšš́ı smykové napět́ı na stěnách cévy může vyústit až v jej́ı poškozeńı.

4.1 Numerické simulace

V softwaru Ansys Fluent, který stav́ı na principu metody konečných ob-
jemů, uskutečńıme několik numerických simulaćı prouděńı krve jako new-
tonské kapaliny v idealizované symetrické bifurkaci. Geometrie výpočtové
oblasti idealizované bifurkace je na obr. 3.20. Uvažované charakteristiky krve
a vyč́ıslené rozměry výpočtové oblasti jsou uvedeny v tab. 3.2. Po délce
vstupńı stěny uvažujeme předepsanou konstantńı rychlost (u0)r. Na výstupu
oblasti uvažujeme konstantńı tlak shodný s tlakem inicializačńım na celé ob-
lasti. V následuj́ıćıch odstavćıch se zaměř́ıme předevš́ım na analýzu extrém-
ńıch hodnot velikosti smykových napět́ı na stěnách bifurkace v ustáleném
stavu v závislosti na velikosti úhlu větveńı symetrické bifurkace α.

Na obr. 4.1 je zobrazen pr̊uběh smykového napět́ı na vnitřńı stěně dceřiné
větve bifurkace. Soustřed́ıme se na pr̊uběh smykového napět́ı v mı́stě větveńı,
kde identifikujeme maximálńı hodnoty smykového napět́ı na diskutované
stěně. Pozorujeme, že s rostoućım úhlem α roste vzdálenost tohoto extrému
od mı́sta větveńı. Totožný trend zaznamenáváme, sledujeme-li pr̊uběhy smy-
kového napět́ı a polohy minimálńıch hodnot smykového napět́ı na vněǰśı stěně
dceřiné bifurkace na obr. 4.2. Minimálńı hodnoty smykového napět́ı na vněǰśı
stěně dceřiné bifurkace odráž́ı ńızké hodnoty rychlosti v bĺızkosti těchto mı́st.
Naopak vysoké hodnoty smykového napět́ı na vnitřńı stěně bifurkace odráž́ı
polohu amplitudy rychlosti v bĺızkosti právě vnitřńı stěny. To deklaruj́ı jak
numerické výsledky źıskané pomoćı programu Ansys Fluent, tak výsledky
źıskané pomoćı vlastńıho řešiče, který pracuje na principu lattice Boltzman-
novy metody. Na obr. 3.26 je patrný rozšǐruj́ıćı se pás nižš́ıch rychlost́ı podél
vněǰśıch stěn cévy v okoĺı jej́ıho větveńı se zvyšuj́ıćım se úhlem α. S t́ımto
rozšǐruj́ıćım se pásem nižš́ıch rychlost́ı klesá i minimum smykového napět́ı na
stěně cévy.
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Obr. 4.1: Pr̊uběh τw na vnitřńı stěně dceřiné větve bifurkace.
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Obr. 4.2: Pr̊uběh τw na vněǰśı stěně dceřiné větve bifurkace.

Na obr. 4.3 a 4.4 pozorujeme závislost dř́ıve identifikovaných extrémńıch hod-
not smykových napět́ı v závislosti na velikosti úhlu větveńı α. Již jsme dř́ıve
v této práci zmı́nili, že ńızké hodnoty smykového napět́ı indikuj́ı zvýšenou
pravděpodobnost zúžeńı (stenózy) cév vlivem hromaděńı sraženin (tromb̊u)
a vmetk̊u (embol̊u) v těchto mı́stech. Nı́zké hodnoty smykových napět́ı τminw <
0,1 Pa jsme identifikovali pro úhly α větš́ı než 60◦. Naopak vysoké hodnoty
smykových napět́ı τmaxw > 10 Pa, které jsme identifikovali pro úhly α menš́ı
než 15◦, neodpov́ıdaj́ı biologické realitě, nebot’ experimentálńı studie vyč́ısluj́ı
hodnoty smykových napět́ı na stěnách cévy v řádu několika jednotek Pas-
cal̊u [17].
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Obr. 4.3: Maximálńı hodnota τw na vnitřńı stěně dceřiné větve bifurkace pro varianty dané úhlem α.
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Obr. 4.4: Minimálńı hodnota τw na vněǰśı stěně dceřiné větve bifurkace pro varianty dané úhlem α.
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4.1.1 Aplikace Murrayho teorie

Množinu tzv. optimálńıch úhl̊u α určeme ještě aplikaćı výše představené
Murrayho teorie. Za t́ımto účelem uvažujme platnost rovnice (4.3), resp. jej́ı
podobu v plné rovnosti

τw = aγ−3. (4.4)

Z této rovnice pak vyjádřeme koeficient γ jako

γ = loga τw + 3, (4.5)

kde a = hr
2

. Dosazeńım extrémńıch hodnot smykových napět́ı identifiko-
vaných na stěnách dceřiné větve uvažovaného modelu do rovnice (4.5) vyč́ısĺı-
me extrémńı hodnoty koeficientu γ. Ty jsou zobrazeny v závislosti na veli-
kosti úhlu α na obr. 4.5. Za optimálńı označ́ıme podle Murrayho teorie takové
konfigurace, pro které extrémńı hodnoty koeficientu γ jsou dostatečně bĺızké
třem.

Povšimněme si, že koeficient γ nabývá nejvyšš́ıch hodnot 3,2 a zároveň nej-
nižš́ıch hodnot 2,6 pro úhly α v intervalu [15◦; 40◦]. Konfigurace dané těmito
úhly proto označ́ıme za optimálńı. Uved’me dále, že smykové napět́ı na stěně
dceřiné větve bifurkace τust je v dostatečné vzdálenosti od mı́sta větveńı rovno
přibližně jednomu Pascalu pro všechny konfigurace dané velikost́ı úhlu α.
Koeficient γust, který urč́ıme dosazeńım τ = τust do rovnice (4.5), je pak
bĺızký právě třem, viz tab. 4.1.

Naše závěry jsou nejen v souladu s experimentálńımi studiemi, ale zároveň
jsou i v souladu s 1D Murrayho teoríı, která za optimálńı úhel větveńı syme-
trické bifurkace označuje úhel α = 37, 5◦.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

Obr. 4.5: Vyhodnoceńı extrémńıch hodnot koeficientu γ pro varianty dané úhlem α.

62



T
a
b

.
4
.1

:
V

ý
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Závěr
V této diplomové práci byly představeny vybrané studie r̊uzných autor̊u řeš́ıćı
konkrétńı problémy kardiovaskulárńı biomechaniky pomoćı lattice Boltzman-
novy metody. Za vhodný nástroj pro modelováńı prouděńı byla tato metoda
označena předevš́ım d́ıky možnosti snadné implementace i komplexńıch okra-
jových podmı́nek simuluj́ıćı r̊uzné fyziologické i patologické stavy. Z pro-
vedené rešerše dále vyplývá, že pomoćı lattice Boltzmannovy metody lze
relativně snadno modelovat nenewtonské efekty (vlastnosti) krve, interakci
pevných částic s kapalinou či vznik krevńıch sraženin.

V práci bylo stručně shrnuto teoretické pozad́ı lattice Boltzmannovy me-
tody včetně jej́ı výchoźı rovnice. Byl popsán zp̊usob implementace rovnice,
který lze už́ıt pro modelováńı ustáleného prouděńı nestlačitelné vazké new-
tonské kapaliny. Prostor byl věnován implementaci r̊uzných typ̊u okrajových
podmı́nek. Okrajové podmı́nky typu

”
Zou-He“ vycházej́ıćı z nerovnovážné

okrajové podmı́nky typu
”

bounce-back“ jsme aplikovali i na stěny s obecným
sklonem.

Numerickými simulacemi ustáleného prouděńı newtonské kapaliny v idea-
lizované bifurkaci jsme potom ověřili správnost implementace a navržených
algoritmů. I přes mř́ıžkový charakter výpočtové oblasti už́ıvaný lattice Boltz-
mannovou metodou pozorujeme dostatečnou shodu mezi výsledným rych-
lostńım a tlakovým polem poskytnutým naš́ım řešičem stavěj́ıćım na prin-
cipu lattice Boltzmannovy metody a profesionálńım programem Ansys Fluent
stavěj́ıćım na principu metody konečných objemů. Ukázali jsme, že náš řešič
lze už́ıt za účelem vyhodnoceńı rychlosti a tlaku tekutiny ve 2D oblastech
r̊uzných tvar̊u.

V závěru práce byla realizována vlastńı studie posuzuj́ıćı vliv velikosti úhlu α,
který sv́ırá dceřiná větev symetrické idealizované cévńı bifurkace s osou ma-
teřské cévy, na proudové pole. Byla provedena řada numerických simulaćı
vyhodnocuj́ıćıch smyková napět́ı na stěnách bifurkace v závislosti na ve-
likosti tohoto úhlu. Za problematické z hlediska pravděpodobnosti vzniku
stenózy v dceřiné větvi bifurkace pak byly označeny konfigurace s vyšš́ım
úhlem (α > 40◦). Výskyt konfiguraćı maj́ıćıch nižš́ı úhel (α < 15◦) jsme pak
na základě Murrayho teorie označili za nepravděpodobný.

Návazná práce může být věnována studiu a následnému zavedeńı speciálńıch
okrajových podmı́nek do stávaj́ıćıho algoritmu lattice Boltzmannovy metody
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za účelem vyhodnoceńı makroskopických veličin na šikmých stěnách (včetně
smykového napět́ı) nebo zefektivněńı v diplomové práci představeného vlast-
ńıho řešiče užit́ım paralelńıho programováńı.
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