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Abstrakt

Prace se zabyva S-pakovacim hranovym barvenim grafi. Necht S = (s, $2, s3, -..)
je neklesajici posloupnost prirozenych ¢isel. S-pakovacim hranovym barvenim grafu
se rozumi funkce f, kterd pfifazuje hranam grafu G barvy z mnoziny {1,2,3,...}
v zavislosti na dané sekvenci S tak, ze kazdé dvé hrany obarvené barvou ¢ jsou
ve vzajemné vzdalenosti alespon s;. S-pakovacim chromatickym indexem, ktery na-
lezi tomuto barveni, se rozumi minimalni pocet pouzitych barev k obarveni grafu
pravé timto typem hranového barveni. Cést prace je vénovana refersi pro sek-
venci S = (1,1,...,1), nebo-li pro pfipustné hranové barveni, déle pro sekvenci
S =1(2,2,...,2), nebo-li pro silné hranové barveni, pro sekvenci S = (d,d, ..., d),
nebo-li pro distan¢ni hranové barveni a nakonec obecné pro S-pakovaci hranové
barveni. Piipustnému hranovému barveni se prace vénuje jen letmo. V této praci
byly dale dokdzany nové vysledky S-pakovaciho chromatického indexu pro sekvence
obsahujici pouze hodnoty 1 a 2 pro ¢tvercovou a hexagondlni sit.

Klicova slova

Hranové barveni; pripustné hranové barveni; silné hranové barveni; distan¢ni hra-
nové barveni; S-pakovaci hranové barveni



Abstract

The thesis deals with S-packing edge colorings of graphs. For a non-decreasing
sequence of positive integers S = (sq, $9, s3, ...), an S-packing edge coloring of a graph
is a function f that assigns colors from {1,2,3,...} to the edges of the graph de-
pending on the sequence S so that the distance between two edges that have color
¢ is at least s;. The S-packing chromatic index of GG is the smallest number of co-
lors needed to color the edges of G by an S-packing edge coloring. First part of
the thesis summarizes some known results for sequences S = (1,1,...,1) (proper
edge coloring), S = (2,2,...,2) (strong edge coloring), S = (d,d,...,d) (distance
edge coloring) and finally for S-packing edge coloring. This thesis brings new results
on the S-packing edge coloring of square and hexagonal grids for sequences S that
contains only the values 1 and 2.

Keywords

Edge coloring; proper edge coloring; strong edge coloring; distance edge coloring;
S-packing edge coloring
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1 Uvod

Barveni grafii je jednim ze zakladnich problémi v teorii graft. Vrcholové i hra-
nové barveni grafi ma v praxi mnoho uplatnéni, at uz se jedna o sestavovani roz-
vrhii, planovani riznych procest, uskladinovani nebezpec¢nych latek nebo naptiklad
obarvovani map. Zde je znamy tzv. ,problém c¢tyt barev,” ktery resi otazku, zda
na obarveni libovolné mapy tak, aby zadné dva sousedici staty nebyly obarveny
stejnou barvou, sta¢i pouze Ctyfi barvy. Tento problém poprvé vyslovil F. Guthrie
v roce 1852 a v roce 1977 byl vyfesen Kenneth Appelem a Wolfgang Hakenem.

Cilem této prace je seznamit ¢tendfe s hranovym barvenim grafii, specidlné s S-
pakovacim hranovym barvenim. Nejprve jsou v této praci uvedeny zakladni pojmy
z teorie grafii, které budou v pribéhu prace zminény. Déle ve tfeti kapitole jsou
definovany jednotlivé druhy hranovych barveni - pripustné hranové barveni, silné
hranové barveni, distanc¢ni hranové barveni a S-pakovaci hranové braveni, které zo-
becnuje predchozi typy hranovych barveni. Tato kapitola je rozdélend na 4 podkapi-
toly a pravé v kazdé z nich se vénujeme jednomu z jiz zminénych druht hranovych
barveni. Déle jsou v této kapitole uvedeny jiz znadmé vysledky k témto druhtim hra-
novych barveni. Ve ¢tvrté kapitole uvadime vlastni vysledky pro S-pakovaci hranové
barveni siti. Tato kapitola je rozdélena na 2 podkapitoly. V prvni podkapitole zkou-
mame S-pakovaci hranové barveni ¢tvercové sité a ve druhé podkapitole se vénujeme
S-pakovacimu hranovému barveni Sestitthelnikové sité.

S-pakovacimu hranovému barveni vénovali pfedevsim pozornost N. Gastineau a O. To-
gni [14] ve svém ¢lanku, kde uvadéji nové vysledky pro S-pakovaci chromaticky in-
dex kubickych grafti a dale pak H. Hocquard, D. Lajou a B. Luzar [16], ktefi na né
navazali a zamérili se na S-pakovaci hranové barveni subkubickych grafi.



2 Zakladni pojmy z teorie grafi

V této praci pouzivime pojmy a definice, z nichz vétina byla pievzata z [7]. Nej-
prve ze vSeho uvedeme definici grafu. Omezime se zde na neorientované prosté grafy.
Prostym grafem je myslen graf bez nadsobnych hran a smycek. Graf G je usporadand
dvojice mnozin G = (V(G), E(G)), kde V(G) je mnozina vrcholt grafu G a F(G)
je jeho mnozina hran. Mnozina hran je podmnozinou mnoziny vSech moznych neu-
sporadanych dvojic riznych vrchold, tedy E(G) C (V(2G)). Stupen vrcholu v v grafu
G je pocet hran v grafu, které obsahuji vrchol v, znac¢ime dg(v). lzolovanym vr-
cholem nazyvame vrchol v grafu G, pro ktery plati, ze dg(v) = 0. Mazimalnim
stupném grafu G rozumime ¢islo rer%/e%){dg(v)}, znac¢ime ho A(G). Graf G nazveme

k-reqularni, pokud kazdy vrchol ma stupen pravé k. Kubicky graf je takovy graf,
v némz kazdy vrchol mé stupen pravé 3 a subkubicky graf je takovy graf, v némz
kazdy vrchol ma stupen nejvyse 3.

Podgraf grafu G je grat H, ktery vznikl tak, ze byly odebrany nékteré vrcholy
a hrany ptvodniho grafu G. Pti odebrani vrcholu je nezbytné smazat vSechny hrany
incidentni s timto vrcholem. Podgraf se nazyva indukovany, pokud byly odebrany
pouze tyto hrany. Pokud byly odebrany i jiné hrany, jedna se o podgraf grafu G.
Podgraf grafu G, ktery obsahuje vSechny jeho vrcholy se nazyva faktor grafu G.
Faktor grafu GG, v némz kazdy vrchol je stupné 2, nazveme 2-faktorem grafu G.

Cesta v grafu G je posloupnost vrcholt {zy,xs,...,z,}, pro kterou plati, ze
Vi= 1,.,n—1: {x;,z;,1} € E(G) a 7zaddné dva vrcholy (a tedy ani hrany)
se pritom neopakuji. O grafu G fekneme, ze je souvisly, jestlize pro kazdé jeho dva
vrcholy u a v existuje v G cesta mezi u a v. Komponenta grafu je maximéalni sou-
visly podgraf grafu G. Pro vrcholy u, v definujeme ¢islo distg(u, v), které znaéi délku
nejkratsi cesty mezi u a v v grafu G. Cislo distg(u, v) se nazyva vzddlenost vrcholi
uwa v v grafu G, pro u = v klademe diste(u, v) rovno nule. Vzddlenosti dvou hran
v grafu G je myslen pocet hran v nejkratsi cesté z vrcholu nalezejictho jedné hrané
do vrcholu nélezejiciho hrané druhé. Most je hrana gratu G, jejimz odstranénim
se pocet komponent zvysi o jednu.

Kruznice v grafu G je posloupnost vrcholia {xy,zo, ..., z,}, pro kterou plati, ze
Vi =1,...,n—1:{z;xi1} U{zy, 21}, kde {z;,2;11} € E(G). Nyni definujme
dalsi tiidu grafi, a to tfidu stromt. Graf G nazveme stromem, pokud je souvisly
a neobsahuje kruznici. Strom 7', ktery je faktorem grafu GG, nazyvame kostrou grafu
G. Graf G nazveme les, pokud je neorientovany a pro libovolné dva vrcholy plati,
ze jsou spojeny nejvyse jednou cestou. Obvod grafu G (znaci se g(G)) je délka jeho
nejkratsi kruznice. Pro stromy plati, Ze maji nekone¢ny obvod.

Nyni zminime specidlni t¥idy grafi. Rovinng graf je graf, ktery je mozné nakres-
lit do roviny tak, ze se zadné hrany nektizi. Bipartitnim grafem oznacujeme takovy
graf, jehoz mnozinu vrcholt 1ze rozdélit na dvé disjunktni mnoziny tak, ze zadné dva
vrcholy, které nalezi stejné mnoziné, nejsou spojeny hranou. Hranovy graf neorien-
tovaného grafu G je graf L(G), ktery reprezentuje sousednost mezi hranami grafu
G. V hranovém grafu L(G) vrcholy odpovidaji hranam ptvodniho grafu G a dva
vrcholy v grafu L(G) jsou spojeny hranou, pokud odpovidajici hrany v G maji spo-
le¢ny koncovy vrchol. Reknéme, Ze cesta na n vrcholech je graf P, = (V(P,), E(P,)),
kde V(P,) = {z1,29,....,x,} a E(P,) = {{z1,22},{22, 23}, ..., {Tn-1,2,}}. Délka
cesty P, je pocet hran v cesté P, a to je tedy n — 1. Nekonecnd cesta je graf



P = (V(Px),E(Py)), kde V(Pyx) = Z a E(Py) = {i,i + 1},i € Z. KruzZnice
na n vrcholech pro n > 3 je graf C, = (V(C,), E(C,)), kde V(C,) = V(P,)
a E(C,) = E(P,) U{{x,, x1}}.

Nyni se zaméfime na barveni grafu. Vrcholové barveni grafu definujeme jako
zobrazeni f : V(G) — N. Nejzndméjsi vrcholové barveni je ptipustné vrcholové
barveni. Pripustné vrcholové barveni je takové barveni, ze pro kazdé dva sousedni
vrcholy plati, Ze nesmi byt obarveny stejnou barvou. Chromatické cislo grafu G
oznacuje minimalni pocet barev potfebnych pro ptipustné vrcholové barveni grafu
G a znadi se x(G). Tato prace se zabyva riznymi typy hranovych barveni, a proto
takové barveni grafu definujme. Hranové barveni grafu G je zobrazeni f : E(G) — N.



3 Vybrané typy hranovych barveni

V této kapitole jsou popsany typy hranového barveni, které budou v této praci
zminény. Konkrétné se jedna o pripustné hranové barveni, silné hranové barveni,
distanc¢ni hranové barveni a S-pakovaci hranové barveni, které zobeciuje piedchozi
typy hranového barveni.

3.1 Pripustné hranové barveni

Prvnim a nejvice zkoumanym typem hranového barveni je pripustné hranové bar-
veni. Stejné jako barveni vrcholl v grafu, ma také barveni hran svilj ptivod v pro-
blému ,,¢tyt barev,” ktery tesi, zda kazda mapa muze byt obarvena ¢tyimi barvami
tak, aby sousedni zemé byly obarveny jinou barvou. Tento problém poprvé nastolil
Francis Guthrie v roce 1852. Nyni pripustné hranové barveni definujme.

Definice 3.1. Pripustnym hranovym barvenim grafu G budeme rozumét hranové
barveni, kdy kazdé dvé sousedni hrany (hrany se spole¢nym vrcholem) maji rizné
barvy. Chromaticky indezx grafu G oznacuje minimalni pocet barev potfebnych pro
piipustné hranové barveni grafu G. Znacime ho x/'(G).

O tomto typu hranového barveni je uz zndmo spoustu informaci a neni cilem této
prace. Z tohoto diivodu zminime jen par zakladnich poznatki, které se tohoto typu
hranového barveni tykaji. Jednim ze zdkladnich poznatki v této oblasti je Vizingova
véta [36].

Véta 3.2. [36] Necht G je graf, A(G) jeho mazimdlni stupen. Potom x'(G) = A(G)
nebo X'(G) = A(G) + 1.

Obecné grafy miizeme rozdélit do dvou tiid. O grafu G tekneme, ze je tiidy I,
pokud X'(G) = A(G) a tiidy 11, jestlize x'(G) = A(G) + 1. Dalsi vysledek dava
postacujici podminku pro to, aby byl graf tiidy I.

Véta 3.3. [13] Pokud G je graf, kde Zddné dva vrcholy mazimdlniho stupné nejsou
sousedict, pak G je tridy I.

Jak uvadi nasledujici véta, znama jako Kénigova véta [28] o barveni hran, kazdy
bipartitni graf je rovnéz tiidy I.

Véta 3.4. [28] Necht G je bipartitni graf, A(G) jeho mazimalni stupen. Potom
X'(G) = A(G).

3.2 Silné hranové barveni

Dal$im zkoumanym typem hranového barveni je silné hranové barveni. V souvislosti
s timto barvenim jsou predevsim zndma dvé jména Erdds a NesSettil, kteii v roce
1985 polozili jednu z nejznaméjsich otazek tykajicich se silného chromatického indexu
grafii. O tomto barveni je zndmo mnoho vysledki, ale i pfesto je v této oblasti jesté
mnoho nezodpovézenych otazek. Nejprve ale toto hranové barveni definujme. Tato
podkapitola byla inspirovdna ¢lanky [8], [31] a [38].



Definice 3.5. Silngm hranovym barvenim grafu je mysleno takové barveni, kdy
zadné dvé hrany ve vzdalenosti nejvySe 1 nejsou obarveny stejnou barvou. Silng
chromaticky index oznacuje minimalni pocet barev potfebnych pro silné hranové
obarveni grafu G. Zna¢ime ho \’(G).

Nejprve se zamérime na horni odhad pomoci maximélniho stupné, podobné jako
u Vizingovy véty pro piipustné hranové barveni. Erdds a Neset#il [10, 11] vyslovili
nasledujici hypotézu.

Hypotéza 3.6. [10, 11| Je-li G graf s mazimdlnim stupném A(G), potom plati:
e X,(G) < 2A(G)?, pokud A(G) je sudy,
e X,(G) < 1(BA(G)? = 2A(G) + 1), pokud A(G) je lichy.

Navzdory mnoha snaham je tato hypotéza stale Siroce oteviena. Jednim z prvnich
vysledkti ve sméru této hypotézy je nésledujici tvrzeni Molloy a Reed [32] z roku
1997.

Véta 3.7. [32] Pro kaZdy graf s dostatecné velkym A(G) plati, Ze x.(G) < 1.998A(G)2.

V roce 2015, Bruhn a Joos [5] dokazali silnéjsi hranici pro silny chromaticky
index. Pro kazdy graf s dostatetné velkym A(G) plati, ze \,(G) < 1.93A(G)>.
Bonamy, Perrett a Postle [3] v roce 2018 dokazali hranici pro silny chromaticky
index zlepsit a dokézali tak, ze pro kazdy graf s dostatecné velkym A(G) plati, ze
XA(G) < 1.835A(G)?. Nejnovéjsi znamy vysledek pro horni hranici silného chroma-
tického indexu pro graf s dostate¢né velkym maximalnim stupném dokazali Hurley
a spol. [24].

Véta 3.8. [24] Pro kaZdy graf s dostatecné velkym A(G) plati, Ze . (G) < 1.T72A(G)%.

Nyni uvedeme znamé vysledky pro malé A(G), tj. A(G) € {3,4}. Andersen
a Horak [1, 20] nezavisle na sobé dokazali prvni z nasledujicich vét, a tim dokazali
i hypotézu 3.6 pro subkubické grafy.

Véta 3.9. [1, 20] Pro kazdy graf s mazimdlnim stupném A(G) < 3 plati, Ze
Xs(G) < 10.

V roce 1990 Horak [19] dokazal horni hranici silného chromatického indexu pro
grafy s maximalnim stupném nejvyse ¢tyfi.

Véta 3.10. [19] Pro kazdy graf s mazimdlnim stupném A(G) < 4 plati, Ze
Xs(G) < 23.

Tento vysledek byl pozdéji vylepSen Cranstonem [6] v roce 2006, ktery ukazal,
ze pro silné hranové obarveni grafu s maximalnim stupném nejvyse ¢tyfi staci pouze
22 barev. Nejnovéjsi znamy vysledek silného chromatického indexu pro grafy s ma-
ximalnim stupném nejvyse 4 dokdzali Huang, Santana a Yu [21]. Ptiblizili se tak
hranici 20 barev, kterou uvadi hypotéza 3.6.

Véta 3.11. [21] Pro kazdy graf s mazimalnim stupném A(G) < 4 plati, Ze
\(G) < 21,



Dalsi véta uvadi horni hranici pro silny chromaticky index grafu po-
moci maximéalniho primérného stupné, ktery se znadi mad(G) a plati:

mad(G) = max{ﬁﬁ(g)il,l-lg G}.

Véta 3.12. [37] Je-li G graf s obvodem alespori 2A(G) a mad(G) < 2 +
kde A(G) > 4, potom plati: X.(G) < 2A(G) — 1.

1
3A(G)—2°

Déle zminime vysledky tykajici se rovinnych graft. Faudree a spol. [12] dokazali
nasledujici vétu.
Véta 3.13. [12] Je-li G rovinng graf s mazimdlnim stupem A(G), potom plati:
XL (G) < 4A(G) + 4.

Pokud navic G je rovinny graf s obvodem alespon 7, Hudak, LuZar, Sotak a Skre-
kovski [23] dokdzali, ze x%(G) < 3A(G).

Déle se budeme zabyvat poznatky v oblasti silného hranového barveni pro sub-
kubické grafy. Faudree a spol. [12] vyslovili nésledujici hypotézu.

Hypotéza 3.14. [12] Pro kazdy subkubicky graf G plati:

Xs(G) < 10,

pokud G je bipartitni, potom x,(G) <9,

pokud G je rovinng, potom x.(G) <9,

pokud G je bipartitni a soucet stupmi kazZdé hrany je nejvyse 5, potom
Xs(G) < 6,

pokud G je bipartitni s obvodem alespon 6, potom X.(G) <7,

e pokud G je bipartitni a md dostatecné velky obvod, potom x.(G) < 5.

-----

zminény. Posledni dva pfipady jsou ale stale oteviené.

Nasledujici véta poskytuje horni hranici silného chromatického indexu v zavislosti
na velikosti obvodu grafu a na velikosti maximalniho primérného stupné.

Véta 3.15. [9] Pro kazdy subkubicky graf G plati:
e pokud obvod je alespori 7 a mad(G) < 2 + %, potom X, (G) <7,
e pokud G je rovinng s obvodem alespon 28, potom x.(G) < 7.

Dalsi véta poskytuje také horni hranici silného chromatického indexu v zavislosti
na velikosti obvodu grafu a na velikosti maximalniho primérného stupné. Pfipousti
ale grafy s vét$im obvodem a s mensim maximalnim primérnym stupném nez véta
predchozi.

Véta 3.16. [37] Pro kazdy subkubicky graf G s obvodem alespori 9 a mad(G) < %
plati, Ze X.(G) < 5.



Nyni zminime posledni dvé véty, které uvadéji horni hranice silného chromatic-
kého indexu v zavislosti na velikosti maximalniho priimérného stupné. Hocquard
a Valicov [18] dokazali nasledujici vétu.

Véta 3.17. [18] Necht G je subkubicky graf
(G) < 15/7, potom X.(G) < 6,
e o mad(G) < 27/11, potom x.(G) <7,
e ¢ mad(G) < 13/5, potom x,(G) <8,
(G) < 36/13, potom x.(G) < 9.

Dalsi véta uvadi v této oblasti lepsi vysledky, nez véta predchozi.
Véta 3.18. [17] Necht G je subkubicky graf

e ¢ mad(G) < 7/3, potom \,(G) < 6,

e ¢ mad(G) < 5/2, potom \,(G) <7,

e o mad(G) < 8/3, potom x,(G) <8,

e ¢ mad(G) < 20/7, potom \,(G) < 9.

V disledku toho Hocquard a Valicov [18] ziskali nasledujici vysledky tykajici se
subkubickych rovinnych grafi.

Véta 3.19. [18] Necht G je subkubicky rovinng graf
G) > 30, potom x.(G) <6,

(G)

e 4 g(G) > 11, potom X.(G) <7,
(G) =9, potom x(G) <8,
(

[}

IS
Q
&8
v

8, potom x,(G) <9.

Pozdéji byly tyto vysledky vylepSeny na nasledujici.

Véta 3.20. [17] Necht G je subkubicky rovinnyg graf

Dalsi véta platici pro subkubické rovinné grafy dokazuje jeden z ptripadi zminé-
nych v hypotéze 3.14.

Véta 3.21. [29] Pro kazdy subkubicky rovinng graf plati,ze x.(G) < 9.
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Obréazek 1: Kubicky rovinny graf bez mostu, ktery potfebuje devét barev pro silné
obarveni hran.

Horni hranice je tésnd a existuje nekonené mnoho kubickych grafi (bez mostu),
které potiebuji devét barev pro silné obarveni hran. Prikladem je graf na obrazku 1
[16]. Davod je takovy, ze vzdalenost kazdych dvou hran v tomto grafu je rovna 1.

Nyni uvedeme nékolik znamych vysledki ohledné subkubickych bipartitnich
grafi. Nasledujici véty opét dokazuji nékteré pripady zminéné v hypotéze 3.14. Prvni
vétu ve svém ¢lanku dokazali Steger a Yu [35].

Véta 3.22. [35] Pokud G je subkubicky bipartitni graf, potom plati, Ze x.(G) < 9.

Lin a Wu [30] dokézali dalsi vétu, ve které je uvedena horni hranice silného chro-
matického indexu pro subkubické bipartitni grafy se souc¢tem stupini kazdé hrany
nejvyse 5.

Véta 3.23. [30] Pokud G je subkubicky bipartitni graf a soucet stupnii kazdé hrany
je nejvyse 5, potom plati, Ze x.(G) < 6.

V roce 1990 Faudree a spol. [12] vyslovili nésledujici hypotézu pro bipartitni
grafy, kterd uz se netyka jen subkubickych grafi.

Hypotéza 3.24. [12] Necht G je bipartitni graf. Potom x,(G) < A(G)?2.

Nyni se zminime o bipartitnich mnozindch X a Y grafu G. Symbolem A(X)

(popiipadé A(Y")) minime m%gc{dg(v)} (poptipadé megc{dg(v)}). Brualdi a Massey
vE ve

[4] domnénku 3.24 posilili.
Hypotéza 3.25. [4] Necht G je bipartitni graf s bipartitnimi mnoZinami X a Y,
potom x,(G) < ACX)A(Y).

Pfipomenime, 7e Steger a Yu hypotézu 3.25 vytesili pro A(X) = A(Y) = 3
ve veté 3.22. Brualdi a Massey dokazali tuto hypotézu pro graf, ktery neobsahuje
kruznici délky 4 a A(X) = 2.

Véta 3.26. [4] Necht G je bipartitni graf s bipartitnimi mnoZinami X a Y, necht
A(X) =2, A(Y) = A a G neobsahuje kruznici délky 4. Potom x.(G) < 2A.

Domnivali se také, ze v predchozi vété 1ze 2A nahradit A + 2.
V roce 2008, Nakprasit [33] dokdzal hypotézu 3.25 pro A(X) = 2.
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Véta 3.27. [33] Necht G je bipartitni graf s bipartitnimi mnoZinami X a Y, necht
A(X) =2, A(Y) = A. Potom x,(G) < 2A.

Bensmail, Lagoutte a Valicov [2] dokazali vysledek pro A(X) = 3 takovy, 7e
pokud G je bipartitni graf s bipartitnimi mnozinami X a Y, A(X) =3, A(Y) = A,
potom x.(G) < 4A. Nedokazuje to ovSem hypotézu 3.25. Lepsi vysledek uvadéji
Huang a spol [22]. Ve svém ¢lanku dokazali hypotézu 3.25 pro A(X) = 3.

Véta 3.28. [22] Necht G je bipartitni graf s bipartitnimi mnoZinami X a Y, necht
A(X) =3, A(Y) = A. Potom x,(G) < 3A.

3.3 Distanc¢ni hranové barveni

Dalsi hranové barveni, které zminime je distan¢ni hranové barveni, které zahrnuje jiz
zminéné piipustné hranové barveni a silné hranové barveni. O distan¢nim chroma-
tickém indexu poprvé uvazoval Skupien na pocatku 90. let. Narozdil od distan¢niho
barveni vrcholi, o distan¢nim barveni hran toho mnoho dokazano neni. Nyni dista-
néni hranové barveni a distan¢ni chromaticky index definujme. Tato podkapitola
byla inspirovana ¢lanky [15], [25] a [27].

Definice 3.29. Distancénim hranovym barvenim s parametrem d, kde d € N, (zkréa-
cené d-distanénim hranovym barvenim) minime funkci f, kterd pfifazuje mnoziné
hran barvy (hodnoty) z mnoziny N tak, ze hrany obarvené stejnou barvou jsou
ve vzajemné vzdalenosti alespon d. Distancni chromaticky index oznac¢uje minimalni
pocet barev potiebnych pro distanéni hranové obarveni grafu G. Znacime ho x/;(G).

Konkrétné pro d = 1 se jednd o pripustné hranové barveni zminéné vyse.
Pro d = 2 se jednd o silné hranové barveni grafu, které bylo vyse také zminéno.
Distan¢ni chromaticky index je spojen s vrcholovym barvenim mocnin grafu. Po-
znamenejme, 7e \4(G) = x((L(G))?9), kde x(.) zna¢i chromatické ¢islo grafu, L(.)
znaci hranovy graf a t-t4 mocnina grafu je graf ziskany pridanim hran mezi dvojicemi
vrchold ve vzdalenosti nejvyse t. Pokud graf G ma maximalni stupen A(G), potom
Xy(G) < 2 Z?Zl(A(G) — 1) + 1 je trivialn{ horn{ hranici d-distanéniho chromatic-
kého indexu grafu G, kde maximdlni stupeii (L(G))? je nejvyse 2 Z?ZI(A(G) — 1)

Kaiser a Kang [26] se ve svém ¢lanku zaméfili na horni hranici distanéniho chro-
matického indexu v zavislosti na maximalnim stupni grafu. Ukazali dvé horni hranice
pro distan¢ni chromaticky index. Prvni z nasledujicich vét uvadi hranici distan¢niho
chromatického indexu, ktera je analogii hranice silného chromatického indexu uve-
dené Molloy a Reedem [32] (viz véta 3.7).

Véta 3.30. [26] Necht ¢ = 0.00008 a necht d > 2. Pro graf G s dostatecné velkym
mazimdlnim stupném A(G) plati, Ze \43(G) < (2 — ) A(G)“.

Druhé véta uvadi horni hranici pro grafy s velkym obvodem.

Véta 3.31. [26] Necht' d > 2. Pro graf G s dostatecné velkym mazimdlnim stupném
A(G) a s obvodem alesponi 2d + 1 plati, Ze x,(G) = O(A(G)?/logA(G)).

Nyni se zaméiime na tvrzeni, které uvadi dolni hranici pro distanc¢ni chroma-
ticky index regularniho grafu G. Kang a Manggala [27] poznamenali, Ze existuji
grafy (zejména nékteré specifické Hammingovy grafy), které jsou regularni, libo-
volné velkého maximéalniho stupné a plati pro né nasledujici tvrzeni.



Tvrzeni 3.32. [27] Necht'd € N, d > 2. Ezxistuje requldarni graf G s libovolné velkym
A(G)?

mazimdlnim stupném A(G) takovy, Ze x')(G) > DT
Nasledujici tvrzeni je pro parametr d = 3, které ve svém clanku dokazali Kang
a Manggala [27].

Tvrzeni 3.33. [27] Ezistuje requldrni bipartitni graf G s libovolné velkym maxi-
mdlnim stupném A(G) takovy, Ze x5(G) = A(G)? — A(G)? + A(G).

Déle uvedeme znamé vysledky v oblasti distan¢niho hranového barveni stromi.
Necht T je strom. Symbolem S; zna¢ime maximalni podstrom 7' s mnozinou vr-
choli V'(S;) a mnozinou hran E(Sy) takovy, 7e vzdalenost mezi libovolnymi dvéma
hranami Sy je nejvyse rovna d.

Tvrzeni 3.34. [15] Necht d € N a T je strom o praméru diam(T) takovy, Ze
diam(T") < (d + 2). Pak X(T) = |E(T)].

Véta 3.35. [15] Necht d € N a T je strom o primeéeru diam(7T) takovy, Ze
diam(7T) > (d+ 2). Pak x4(T) = |E(S4)|.

Nyni uvedeme znamé vysledky v oblasti distan¢niho hranového barveni pro
tzv. ,n-dimenzionalni mtizku,“ znacime L,, tj. kartézsky soucin n nekonec¢nych
cest. Naptiklad Lo je ¢tvercova sit. Predpokladame, 7Ze mame n-rozmérnou miizku
L,, s obvyklym kartézskym systémem soutadnic takovym, ze euklidovska vzdalenost
libovolnych dvou sousednich vrchold je 1. Nasledujici véta se tyka silného chroma-
tického indexu n-dimenzionalni mrizky.

Véta 3.36. [25] Pro n > 2 plati, Ze x5(L,) = 4n.

Nasledujici vétu dokazali Tian a Chen [25]. Véta plati pro d > 2 a rozdéluje
vysledky pro distan¢ni chromaticky index ¢tvercové sité na pripad, kdy d je liché
a na pripad, kdy d je sudé.

Vé&ta 3.37. [25] Necht d > 2. Pokud d je liché, potom x';,(Ls) = (d + 1)%. Pokud d
je sudé, potom x)(Lo) = d(d + 2).

3.4 S-pakovaci hranové barveni

Poslednim zminénym hranovym barvenim grafu je tzv. S-pakovaci hranové barveni.
Pojem S-pakovaciho hranového barveni byl zaveden Goddardem a Xu jako zobecnéni
S-pakovaciho chromatického ¢isla a byl tak motivovan S-pakovacim vrcholovym
barvenim. Nyni se zaméfime na zapis sekvence S. Pro zjednoduseni lze opakovéani
Cisla v sekvenci S zapsat i pomoci mocnin. Napt. S = (1,2,2) lze zapsat pomoci
mocnin jako S = (1,22). Nejprve definujeme barvu typu ¢ a poté uz se zaméfime
na samotné S-pakovaci hranové barveni a S-pakovaci chromaticky index.

Definice 3.38. Barvou typu t je myslena barva, pro niz plati, ze kazdé dvé hrany
obarvené touto barvou museji byt od sebe ve vzdalenosti nejméné .
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Definice 3.39. Necht S = (s1, s9, 53, ...) je neklesajici posloupnost prirozenych ¢&i-
sel. Pojmem S-pakovaci hranové barveni grafu se rozumi funkce f, kterd ptirazuje
hrandm grafu G barvy z mnoziny {1,2,3,...} v zavislosti na dané sekvenci S tak, ze
kazdé dvé hrany obarvené barvou 7 jsou ve vzajemné vzdalenosti alespon s;. Nejme-
nsi prirozené ¢islo k, pro které existuje S-pakovaci hranové barveni grafu G' barvami
1,2,..., k, nazveme S-pakovacim chromatickym indexem a znacime ho x's(G).

V této casti uvedeme zndmé vysledky o S-pakovacim hranovém barveni
(sub)kubickych grafi. Pro subkubické grafy podle véty 3.2 plati, ze 3 < \/(G) < 4,
proto se budeme zabyvat sekvencemi obsahujicimi nejvyse tii jednicky. Jako prvni
uvazujme sekvenci (1,1,1,k,k,... k), tedy (1,1,1,k, k..., k)-pakovaci hranové
barveni grafu. Za¢néme vétou pro k = 2.

Véta 3.40. [34] Pro kazdy subkubicky graf existuje jeho (1,1, 1,2)-pakovaci hranové
barveni.

Ve vété 3.40 nelze 2 zménit na 3 kvili dvéma specidlnim grafim. Jedna se o Pe-
tersentv graf (zndzornén na obrazku 2 [16]) a Tietzeho graf (zndzornén na obrazku
3 [16]). Gastineau a Togni [14] vSak véii, Ze jejich nésledujici hypotéza je pravdiva.

Hypotéza 3.41. [14] Pro kazdy kubicky graf kromé Petersenova grafu a Tietzeho
grafu existuje jeho (1,1, 1,3)-pakovact hranové barveni.

Dale uvedeme vétu pro k = 3, kterou Gastineau a Togni [14] dokazali ve svém
¢lanku. Tato véta se tyka kubickych graft s 2-faktorem.

Véta 3.42. [14] Pro kazdy kubicky graf s 2-faktorem existuje jeho
(1,1,1, 3, 3)-pakovaci hranové barveni.

Obrazek 2: Petersentiv graf.

Pro k = 4 je také snaha minimalizovat pocet pozadovanych ¢tytek tak, aby pro
v8echny kubické grafy majici 2-faktor existovalo jeho (1,1,1,4,...,4)-pakovaci hra-
nové barveni. Nyni uvedeme prvni vysledek, ktery plati pro kubické grafy obsahujici
2-faktor.

Véta 3.43. [14] Pro kazZdy kubicky grof s 2-faktorem existuje jeho
(1,1,1,4%)-pakovaci hranové barveni.

V tom samém ¢lanku Gastineau a Togni [14] také uvedli nasledujici hypotézu.
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Obrazek 3: Tietzetv graf.

Hypotéza 3.44. [14] Pro kazdy kubicky graf existuje jeho (1,1,1,4,4)-pakovact
hranové barveni.

Nyni se zaméfime na sekvenci, kterda obsahuje dvé jednicky, tedy
na (1,1,k k... k)-pakovaci hranové barveni grafu. Zacneme tvrzenimi plat-
nymi pro k = 2. Prvni z téchto tvrzeni se tyka S-pakovaciho hranového barveni
kubickych grafi obsahujici 2-faktor. Pokud je kubicky graf s 2-faktorem navic
3-hranové obarvitelny (je ve t¥idé I), potom je sniZen pocet potfebnych barev
o jednu barvu.

Tvrzeni 3.45. [14] Pro kazdy kubicky graf obsahujici 2-faktor existuje jeho
(1,1, 2%)-pakovaci hranové barveni. Pro kaZdij 3-hranové obarvitelny kubicky graf
obsahugjici 2-faktor existuje jeho (1, 1, 2*)-pakovaci hranové braveni.

V nasledujicim tvrzeni jsou uvedeny vysledky tykajici se subkubickych grafi
s obvodem alespon 7, které jsou podgrafem rovinného grafu obsahujici 2-faktor.
Vysledky se o jednu barvu zlepsuji, pokud rovinny graf neobsahuje most.

Tvrzeni 3.46. [14] Jestlize subkubicky graf G s obvodem alespori 7 je podgrafem
rovinného grafu G' obsahugici 2-faktor, potom G je obarvitelny (1, 1,2%)-pakovacim
hranovym barvenim. Navic pokud G’ je graf bez mostu, potom G je obarvitelny
(1,1, 23)-pakovacim hranovijm barvenim.

V témze ¢lanku Gastineau a Togni vznesli ndsledujici domnénku, kterd se tyka
kubickych a 3-hranové obarvitelnych kubickych grafii.

Hypotéza 3.47. [14] Pro kazdy kubicky graf G existuje jeho (1,1,2,2,2,2)-pakovact
hranové barveni. Navie, je-li G 3-hranové obarvitelny, pak existuje jeho
(1,1,2,2,2)-pakovaci hranové barveni.

Gastineau a Togni ve svém ¢lanku vznesli prvni tii pripady z nasledujici hypo-
tézy. Hocquard, Lajou a Luzar se touto hypotézou zabyvali a pridali posledni piipad,
tykajici se S-pakovaciho hranového barveni subkubickych grafti pro S = (1,2°).

Hypotéza 3.48. [14, 16] Pro kazdy subkubicky graf G existuje jeho

o (1,1,2%)-pakovaci hranové barveni,
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o (1,1,23%)-pakovact hranové barvens, pokud G je ve tridé I,
e (1,2")-pakovaci hranové barvent,
e (1,2%-pakovaci hranové barveni, pokud G je ve t¥idé I.

Hocquard, Lajou a Luzar [16] ve sméru této hypotézy dokazali horni meze o 1
hor§i (pFipoustéji jednu barvu navic).

Tvrzeni 3.49. [16] Pro kazdy subkubicky graf G ezistuje jeho

o (1,1,2%)-pakovaci hranové barvent,

(
o (1,1,2%)-pakovaci hranové barveni, pokud G je ve t¥idé I,
(1, 28)-pakovaci hranové barvent,

(

o (1,2")-pakovaci hranové barveni, pokud G je ve t¥idé I.

Dokonc¢ime tuto ¢ast uvedenim obecnych vysledkl o pozadovaném poctu trojek
pro k = 3 a ¢tyfek pro k = 4 tak, aby pro vSechny kubické grafy s 2-faktorem existo-
valo jejich (1,1, 3, ..., 3)-pakovaci hranové barveni a (1,1,4, ...,4)-pakovaci hranové
barveni. Nejprve uvedeme tvrzeni, které dokazali Gastineau a Togni ve svém ¢lanku
a je platné pro k = 3.

Tvrzeni 3.50. [14] Pro kazdy kubicky graf G, ktery md 2-faktor, existuje jeho
(1,1, 3" -pakovaci hranové barveni. Navic, pokud graf G je 3-hranové obarvitelny,
pak existuje jeho (1,1, 3%)-pakovaci hranové barveni. Také existuje 3-hranové obar-
vitelny kubicky graf, pro ktery neezistuje jeho (1,1, 3%)-pakovaci hranové barveni.

Nasledujici tvrzeni bylo dokazano v téze ¢lanku jako predchozi tvrzeni, ale je
platné pro k = 4.

Tvrzeni 3.51. [14] Pro kazdy kubicky graf G, ktery md 2-faktor, existuje jeho
(1,1,4%)-pakovaci hranové barveni. Navic, pokud graf G je 3-hranové obarvitelny,
pak existuje jeho (1,1,4%")-pakovaci hranové barveni. Také existuje 3-hranové obar-
vitelnyj kubicky graf, pro kterj neexistuje jeho (1,1,4)-pakovaci hranové barveni.

Nyni se zaméfime na (1,k,k, ..., k)-pakovaci hranové barveni grafu, tj. na sek-
venci obsahujici pouze jednu jednicku. Pro k = 2 Gastineau a Togni poznamenali,
ze diky pouziti hranice silného chromatického indexu, pro kazdy kubicky graf ob-
sahujici 2-faktor existuje jeho (1,2°)-pakovaci hranové barveni. Pro k = 2 dokazali
i nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.52. [14] Pokud subkubicky graf G s obvodem alesponi 7 je podgra-
fem rovinného kubického grafu G’ obsahujici 2-faktor, potom pro G existuje jeho
(1,27)-pakovaci hranové barveni. Navic, pokud G' neobsahuje most, existuje pro G
jeho (1,2%)-pakovaci hranové barveni.

Na zavér uvedeme tvrzeni platné pro sekvence S = (1,3,...,3) nebo
S =(1,4,...,4), které prichazi s nasledujicimi vysledky.
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Tvrzeni 3.53. [14] Pro kaZdy kubicky graf G, ktery md 2-faktor, existuje jeho
(1,3%)-pakovaci hranové barveni a (1,4%7)-pakovaci hranové barveni. Navic, pokud
graf G je 3-hranové obarvitelny, pak existuje jeho (1,3'®)-pakovaci hranové barveni
a (1,4'%)-pakovaci hranové barveni. Také existuji dva 3-hranové obarvitelny kubické
grafy G' a G" takové, Ze pro G' neezistuje jeho (1,3)-pakovaci hranové barveni
a pro G neexistuje jeho (1,4%)-pakovaci hranové barveni.
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4 Vlastni vysledky v oblasti S-pakovaciho hrano-
vého barveni

V této kapitole se budeme zabyvat S-pakovacim hranovym barvenim pro sek-
vence S obsahujici pouze hodnoty 1 a 2, tedy budeme pouzivat barvy typu 1 a 2.
P¥ipomenme - je-li S = (1,1,1,...,1), jednd se o p¥ipustné hranové barveni, je-li
S =(2,2,2,...,2), jednd se o silné hranové barveni. Jak bylo zminéno v predchozi

kapitole, barvou typu ¢ je myslena barva, pro niz plati, Ze kazdé dvé hrany obarvené
touto barvou museji byt od sebe ve vzdalenosti nejméné ¢.

4.1 Ctvercova sit

Uvazujme nekoneénou ¢tvercovou sit C' v roviné s kartézskou soustavou, kterou tvori
dvé vzajemné kolmé osy, které se protinaji v pocatku. Mizeme tedy jednoznac¢né
popsat polohu vSech vrcholi ¢tvercové sité pomoci celociselnych soutadnic, které
se zapisuji ve tvaru [z,y]. Uvazujme C' = (Z* E(C)). Tedy C lze chépat tak, Ze
V(C) =7%a {i,j} € E(C) je-li (i = j, a i, = j, = 1) nebo naopak (i, = j, + 1
a iy = jy), kde i = [iz, )] a j = [jz, jy]-

4.1.1 S=(1,1,1,1)

Toto barveni grafu se nazyva pripustné hranové barveni, které je jiz zminéno v ka-
pitole 3 (definice 3.1). Nekoneéné ¢tvercova sit C' je bipartitni graf, jeji maximalni
stupeti je roven 4. Proto podle véty 3.4 plati x's(C) = 4. Toto obarveni je znazornéno
na obrazku 4.
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Obrazek 4: Obarveni nekone¢né ¢tvercové sité pro S = (1,1,1,1).

M4 tedy smysl se dale zabyvat pouze sekvencemi obsahujicimi nejvyse tii jed-
nicky, tj. S=1(1,1,1,2,...,2),S = (1,1,2,...,2),S = (1,2,...,2) a S = (2,2, ..., 2).
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4.1.2 S=(1,1,1,2,...,2)

Plati, ze kazdé dvé sousedni hrany musi byt obarvené jinou barvou, navic pokud
se jednd o barvy typu 2 (barvy 4, 5, ...), lze dvé hrany obarvit stejnou barvou,
jsou-li od sebe ve vzdalenosti nejméné 2.

Tvrzeni 4.1. Necht C je nekoneénd ctvercovd sit a S = (1,1,1,2,...,2). Potom
Xs(C) =5.
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Obrazek 5: Obarveni nekonecéné ¢tvercové sité pro S = (1,1,1,2,2).

Obrazek 6: Hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze 5 je minimdalni mozny pocet pouzitych barev. Urcité
vime, ze v tomto grafu existuje hrana obarvena barvou 1. Uvazujme mnozinu jejich
sousednich hran, kterou oznaéime N. Ziejmé |N| = 6 a kazdé dvé takové hrany jsou
od sebe ve vzdalenosti nejvyse 1. Podle podminek kladenych na barveni nelze barvu
1 zopakovat na zddnou hranu z N, barvy 2 a 3 lze na hrany z N pouzit nejvyse 2x.
Protoze vSsechny hrany z N jsou zde od sebe ve vzdalenosti maximalné 1, zadna dalsi
barva jiz nemtize byt zopakovana (jednd se o barvy typu 2), a proto potiebujeme
aspon 2 dalsi barvy. Tudiz 5 je minimalni pocet pouzitych barev na toto obarveni.
Na obrazku 6 je ukdzana hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

Nyni ukazeme, Ze 5 barev na piislusné obarveni postaci. Definujme obarveni hran
grafu C' (viz obréazek 5):
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1. Pro vodorovnou hranu {i, 5} = {[is, 1], [tz + 1,7,]} plati:

e je-li i, sudé, tak c{i,j} := 1.
e je-li 7, liché, tak c{i, j} := 2.

2. Pro svislou hranu: {i,j} = {[ix, ], [i2, 3, + 1]} plati:

o je-li i, sudé, tak {7, j} := 3.
e je-li iy, = 1(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i,j} =5,
— je-li i, liché, tak {3, j} := 4.
e je-li i, = 3(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i,j} := 4,
— je-li i, liché, tak c{i,j} := 5.

U hran obarvenych barvou 1,2 nebo 3 je z vyuziti sudosti a lichosti patrné, ze
vzdélenost kazdych dvou hran obarvenych jednou z téchto barev je vzdy alespon 1.
Barvami 4 a 5 jsou obarvené pouze svislé hrany. U kazdych dvou hran obarvenych
barvou 4, kde prvni hrana je ve tvaru {iy,j1} = {[iz1, %), [l21, 91 + 1]} a druhd
hrana je ve tvaru {is, jo} = {[ix2, iy2], [l22, iy2 + 1]}, mohou nastat tyto pfipady:

® |iy1 —izo| > 2, potom vzdalenost hrany {i1, j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® |i;1 — ize| = 1, potom z definice barveni je |i,, — i,,| > 2 a tedy vzdélenost
hrany {i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® i,1 = iy, potom z definice barveni je |i,, — 7,,| > 4 a tedy vzdélenost hrany
{i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 3.

Hrany obarvené barvou 5 jsou analogii hran obarvenych barvou 4. Proto popsané
hranové barveni je (1,1, 1,2, 2)-pakovacim hranovym barvenim.

4.1.3 S=(1,1,2,...,2)

Plati, ze kazdé dvé sousedni hrany musi byt obarvené jinou barvou, navic pokud
se jedna o barvu typu 2 (barvy 3,4,....) 1ze dvé hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdalenosti nejméné 2.

Tvrzeni 4.2. Nechl C je nekonecnd ctvercovd sit a S = (1,1,2,...,2). Potom

Xs(C) = 6.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze 6 je minimdalni mozny pocet pouzitych barev. Urcité
vime, Ze v tomto grafu existuje hrana obarvend barvou 1. Uvazujme mnozinu jejich
sousednich hran, kterou oznac¢ime N. Ziejmé |[N| = 6 a kazdé dvé takové hrany
jsou od sebe ve vzdalenosti nejvyse 1. Podle podminek kladenych na barveni nelze
barvu 1 zopakovat na zadnou hranu z N, barvu 2 1ze na hrany z N pouzit nejvyse 2x.
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Obrazek 7: Obarveni nekonecéné ¢tvercové sité pro S = (1,1,2,2,2,2).

Protoze vSechny hrany z N jsou zde od sebe ve vzdalenosti maximalné 1, zadna dalsi
barva jiz nemtize byt zopakovana (jednd se o barvy typu 2), a proto potiebujeme
aspon 4 dalsi barvy. Tudiz 6 je miniméalni pocet pouzitych barev na toto obarveni.
Na obrazku 8 je ukdzana hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

Nyni ukadzeme, ze 6 barev na piislusné obarveni postaci. Definujme obarveni hran
grafu C' (viz obrazek 7):

1. Pro vodorovnou hranu {i, j} = {[is, ], [iz + 1,4,]} plati:

e je-li i, sudé, tak c{i,j} := 1.
e je-li i, liché, tak c{i,j} := 2.

2. Pro svislou hranu: {4, j} = {[is, %], [tz 3y + 1]} plati:

e je-li i, = 0(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i,j} := 6,
— je-li i, liché, tak c{i,j} := 4.
e je-li iy, = 1(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i, j} =5,
— je-li 4, liché, tak c{i,j} := 3.
e je-li i, = 2(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i,j} =4,
— je-li i, liché, tak c{i,j} := 6.
e je-li i, = 3(mod 4):
— je-li i, sudé, tak ¢{i,j} := 3,
— je-li 4, liché, tak c{i,j} := 5.
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U hran obarvenych barvou 1 a 2 je z vyuziti sudosti a lichosti patrné, ze vzdale-
nost kazdych dvou hran obarvenych jednou z téchto barev je vzdy alesponi 1. Barvami
3,4, 5 a6 jsou obarvené pouze svislé hrany. U kazdych dvou hran obarvenych barvou
3, kde prvni hrana je ve tvaru {i1,j1} = {[lx1, %], [iz1,7%,1 + 1]} a drubd hrana je
ve tvaru {is, jo} = {[ix2, iy2], [l22, 42 + 1]}, mohou nastat tyto piipady:

® |iy1 —iz| > 2, potom vzdalenost hrany {i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® |i;1 — iz| = 1, potom z definice barveni je |i,, — 4,,| > 2 a tedy vzdéalenost
hrany {i1, j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® i, = iy, potom z definice barveni je |i,, —i,,| > 4 a tedy vzdélenost hrany
{i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 3.

Hrany obarvené barvou 4, 5 nebo 6 jsou analogii hran obarvenych barvou 3. Proto
popsané hranové barveni je (1,1,2,2,2,2)-pakovacim hranovym barvenim.

Obrazek 8: Hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

4.1.4 S=(1,2,...,2)

Plati, ze kazdé dvé sousedni hrany musi byt obarvené jinou barvou, navic pokud
se jedna o barvu typu 2 (barvy 2,3,...), Ize dvé hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdalenosti nejméné 2.

Tvrzeni 4.3. Necht C je nekonecnd ctvercovd sit a S = (1,2,...,2). Potom
Xs(C) =T7.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze 7 je minimdalni mozny pocet pouzitych barev. Urcité
vime, Ze v tomto grafu existuje hrana obarvend barvou 1. Uvazujme mnozinu jejich
sousednich hran, kterou oznac¢ime N. Ziejmé |N| = 6 a kazdé dvé takové hrany jsou
od sebe ve vzdalenosti nejvyse 1. Podle podminek kladenych na barveni nelze barvu
1 zopakovat na zadnou hranu z N. Protoze vSechny hrany z N jsou zde od sebe
ve vzdalenosti maximdlné 1, zadn4 dalsi barva jiz nemize byt zopakovana (jedna se
o barvy typu 2), a proto pot¥ebujeme aspon 6 dalgich barev. TudiZ 7 je minimalni
pocet pouzitych barev na toto obarveni. Na obrazku 10 je ukdzana hrana s obarvenim
1 a jeji sousedni hrany.

Nyni ukdzeme, ze 7 barev na prislusné obarveni postaci. Definujme obarveni hran
grafu C' (viz obrazek 9):

1. Pro vodorovnou hranu {i, j} = {[is, ], [iz + 1,4,]} plati:

19



1 Z 1 5 T 2 T 5 1 2 1 5 1

3 6 B ¢ 3 3 3 6 3 €
- 5 - 2 - 5 1 2 : o 5 - 2 : -

4 4 4 1 4 4 7 4 4 7
1 2 T 5 T 2 T 5 T 2 1 5 T

b 3 b B 6 6 3 6 B 6 3
T 5 T 2 T 5 T 2 T 5 T 2 T

7 1 4 4 7 7 4 7 4 7 4
T 2 T 5 T 2 T 5 T 2 T 5 T

[¢ B 6 3 ) 6 3 6 3 ]
1 5 1 2 T 5 1 2 1 5 1 2 1

4 4 4 1 4 4 7 4 4 7
24+ 51t {21512t 511

¢ 3 3 6 B 6 3 6 B 6 3
T 5 T 2 T 5 T 2 T 5 T 2 T

7 1 4 4 vV 7 4 7 4 7 4
T 2 T 5 T 2 T 5 T 2 T 5 T

Obréazek 9: Obarveni nekoneéné ¢tvercové sité pro S = (1,2,2,2,2,2,2).

Obréazek 10: Hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

e je-li i, sudé, tak c{i,j} := 1.

e je-li i, = 1(mod 4):

— je-li i, sudé, tak c{i,j} = 2,
— je-li 4, liché, tak c{i, j} := 5.

e je-li i, = 3(mod 4):

— je-li 4, sudé, tak c{i,j} := 5,
— je-li i, liché, tak c{i,j} = 2.

2. Pro svislou hranu: {i,j} = {[iz, 4], [iz, 7, + 1]} plati:

e je-li i, = 0(mod 4):

— je-li i, sudé, tak c{i,j} =7,
— je-li 4, liché, tak c{i,j} := 4.

e je-li i, = 1(mod 4):

— je-li i, sudé, tak c{i,j} := 6,
— je-li i, liché, tak {3, j} := 3.

e je-li i, = 2(mod 4):

— je-li i, sudé, tak c{i, j} =4,
— je-li 4, liché, tak c{i,j} :=T.
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e je-li i, = 3(mod 4):
— je-li i, sudé, tak c{i,j} =3,
— je-li i, liché, tak c{i,j} := 6.

U hran obarvenych barvou 1 je z vyuziti sudosti patrné, ze vzdalenost kaz-
dych dvou hran obarvenych touto barvou je vzdy alespon 1. Barvami 2 a 5 jsou
obarvené pouze vodorovné hrany. U kazdych dvou hran obarvenych barvou 2, kde
prvni hrana je ve tvaru {i1, j1} = {[z1, %], [iz1 + 1,7,1]} a drubd hrana je ve tvaru
{iz, 72} = {[ta2,%y2], [iz2 + 1,742]}, mohou nastat tyto ptipady:

® |iy1 — iy2| > 2, potom vzdélenost hrany {71, 71} od hrany {is, j>} je alespoii 2,

® |i,3 —iy2| = 1, potom z definice barveni je |iy, — is,| > 2 a tedy vzdalenost
hrany {41, j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® i, = iy, potom z definice barveni je |i,, — i,,| > 4 a tedy vzdélenost hrany
{i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 3.

Hrany obarvené barvou 5 jsou analogii hran obarvenych barvou 2. Barvami 3, 4,
6 a 7 jsou obarvené pouze svislé hrany. U kazdych dvou hran obarvenych barvou
3, kde prvnf hrana je ve tvaru {i1,j1} = {[ix1,%1], [fz1, %1 + 1]} a druhd hrana je
ve tvaru {is, jo} = {[ix2, iy2], [l22, iy2 + 1]}, mohou nastat tyto pfipady:

® |iy1 —izo| > 2, potom vzdalenost hrany {iy, j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® |i;1 — ize| = 1, potom z definice barveni je |i,, — i,,| > 2 a tedy vzdélenost
hrany {i,j1} od hrany {is, jo} je alespon 2,

® i,1 = iy, potom z definice barveni je |i,, — 7,,| > 4 a tedy vzdélenost hrany
{i1,j1} od hrany {is, jo} je alespon 3.

Hrany obarvené barvou 4, 6 nebo 7 jsou analogii hran obarvenych barvou 3. Proto
popsané hranové barveni je (1,2,2,2,2,2,2)-pakovacim hranovym barvenim.

[ |
4.1.5 S=(2,2,...,2)

Tomuto barveni se ¥1ka silné barveni, které je zminéno v kapitole 3 (definice 3.5).

Tvrzeni 4.4. Necht C je nekonecna ctvercova sit a existuje jeji S-pakovaci hranové
barveni tak, Ze S = (2,2, ...,2). Potom x's(C) = 8.

Toto tvrzeni je v souladu s vétou 3.36 uvedenou u distan¢niho hranového barveni

v kapitole 3. Obarveni ¢tvercové sité pro S = (2,2,2,2,2,2,2,2) je zndzornéno
na obrazku 11.
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Obrazek 11: Obarveni ¢tvercové sité pro S = (2,2,2,2,2,2,2,2).

4.2 Sestithelnikova sit

Povazujme rovinu rozdélenou na pravidelné Sestithelniky za Sestitthelnikovou sit.
Nekonecéna Sestinhelnikova sit je rovinny graf, v némz kazdy vrchol ma stupen 3.

4.2.1 S=(1,1,1)

Sestitthelnikova sit H je bipartitni graf, jeho maximalni stupei je roven 3. Proto
podle véty 3.4 plati x's(H) = 3. Toto obarveni je znazornéno na obrézku 12. M&
tedy smysl se dale zabyvat pouze sekvencemi obsahujicimi nejvyse dvé jednicky,
tj. S=(1,1,2,...,2),S =(1,2,...,2) a S = (2,2, ..., 2).
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Obréazek 12: Obarveni Sestitthelnikové sité pro S = (1,1, 1).
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4.2.2 S=(1,1,2,...,2)

Plati, ze kazdé dvé sousedni hrany musi byt obarvené jinou barvou, navic pokud
se jednd o barvu typu 2 (barvy 3,4,...), Ize dvé hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdalenosti nejméné 2.

Tvrzeni 4.5. Necht H je nekonecnd Sestithelnikovd sit a S = (1,1,2,...,2). Potom

Xs(H) = 4.

Obréazek 13: Hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.
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Obréazek 14: Zvyraznéni pasu na obarvené nekone¢né Sestitthelnikové siti pro S =
(1,1,1).

Dikaz. Nejprve dokdzeme, Ze 4 je minimalni mozny pocet pouzitych barev. Vime,
ze v tomto grafu existuje hrana obarvena barvou 1. Uvazujme mnozinu jejich sou-
sednich hran, kterou oznacime N. Ziejmé |N| = 4 a kazdé dvé takové hrany jsou
od sebe ve vzdalenosti nejvyse 1. Podle podminek kladenych na barveni nelze barvu
1 zopakovat na zaddnou hranu z N, barvu 2 lze na hrany z N pouzit nejvyse 2x.
Protoze vSechny hrany z N jsou od sebe ve vzdalenosti maximalné 1, barva 3 uz byt
zopakovana nemize, nebot je typu 2. Proto musi byt pouzita dalsi barva 4. Proto
4 je minimalni pocet pouzitych barev na toto barveni. Na obrazku 13 je ukazana
hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

Nyni ukédZeme, Ze 4 barvy na pfislusné obarveni postaci. Uvazujme obarveni
uvedené na obrazku 12 pro S = (1,1,1). Vime, Ze kazdé dvé hrany obarvené barvou
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Obrazek 15: Vysttizek obarveni Sestitihelnikové sité

1,2 nebo 3 jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné 1. Povazujme Cervené zvyraznéni
hran na obrazku 14 za nekone¢nou cestu tvorenou hranami, které jsou stiidave
obarveny barvou 1 a 2. Dale povazujme zelené zvyraznéni hran na obrazku 14 také
za nekonecnou cestu tvorenou hranami, které jsou stiidavé obarveny barvou 1 a 2.
Tyto dvé cesty jsou navzajem spojeny hranami obarvenymi barvou 3. Tyto dvé cesty
spolu se zminovanymi hranami obarvenymi barvou 3 nazveme pasem Sestitthelnikové
sité. Nyni barvu oznacenou ¢islem 3 rozlozime na 3 a 3’. Rozlozime ji tak, ze pokud
v jednom pasu jsou spojujici hrany obarvené barvou 3, tak pas nad nim a pas
pod nim bude mit spojujici hrany obarvené barvou 3’. To znamena, ze dva sousedici
pasy nemohou mit spojujici hrany obarvené stejnou barvou 3 nebo 3’. Tudiz hrany
s obarvenim 3 budou od sebe ve vzdalenosti alesponn 2 a totéz plati i pro hrany
obarvené barvou 3’. Proto barvu 3’ miizeme nahradit barvou ¢islo 4, pro kterou je
tedy urcité splnéno, ze hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné
2. Vystrizek obarveni Sestitthelnikové sité timto postupem, ktery se na nekonecné
Sestitthelnikové siti neustale opakuje je znazornén na obrazku 15, obarveni vétSiho
useku hexagondlni sité je pak uvedeno na obrazku 16. |

Obréazek 16: Obarveni Sestitthelnikové sité pro S = (1,1,2,2).
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4.2.3 S=(1,2,...,2)

Plati, ze kazdé dvé sousedni hrany musi byt obarvené jinou barvou, navic pokud
se jednd o barvu typu 2 (barvy 2,3,...), Ize dvé hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdalenosti nejméné 2.

Tvrzeni 4.6. Necht H je nekonecnd Sestiihelnikova sit a S = (1,2,...,2). Potom

Xs(H) = 5.

Obréazek 17: Hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni hrany.

Obrazek 18: Zvyraznéni pasu na obarvené nekonecné Sestitthelnikové siti pro S =
(1,1,2,2).

Diikaz. Nejprve dokdzeme, zZe 5 je minimalni mozny pocet pouzitych barev. Vime,
ze v tomto grafu existuje hrana obarvena barvou 1. Uvazujme mnozinu jejich sou-
sednich hran, kterou oznac¢ime N. Zfejmé |N| = 4 a kazdé dvé takové hrany jsou
od sebe ve vzdalenosti nejvyse 1. Podle podminek kladenych na barveni nelze barvu
1 zopakovat na zadnou hranu z N. Protoze vsechny hrany z /N jsou od sebe ve vzda-
lenosti maximalné 1, zadné dalsi barvy uz byt zopakovany nemohou, nebot jsou
typu 2. Proto musi byt pouzity dalsi 4 barvy. Proto 5 je minimalni pocet pouzitych
barev na toto barveni. Na obrazku 17 je ukdzana hrana s obarvenim 1 a jeji sousedni
hrany.

Nyni ukdzeme, ze 5 barev na ptislusné obarveni postaci. Uvazujme obarveni
uvedené na obrazku 16 pro S = (1,1,2,2). Vime, 7e kazdé dvé hrany obarvené
barvou 1 a 2 jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné 1 a kazdé dvé hrany obarvené
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Obrazek 19: Vysttizek obarveni Sestitthelnikové sité

barvou 3 a 4 jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné 2. Povazujme Cervené zvyraznéni
hran na obrazku 18 za nekonecnou cestu tvorenou hranami, které jsou stiidave
obarveny barvami 1,4,1,3. Dale povazujme zelené zvyraznéni hran na obrazku 18 také
za nekonecnou cestu tvorenou hranami, které jsou stiidavé obarveny barvami 3,1,4,1.
Tyto dvé cesty jsou navzajem spojeny hranami obarvenymi barvou 2. Tyto dvé cesty
spolu se zminovanymi hranami obarvenymi barvou 2 nazveme pasem Sestitithelnikové
sité. Nyni barvu oznacenou c¢islem 2 rozlozime na 2 a 2’. Rozlozime ji tak, ze pokud
v jednom pasu jsou spojujici hrany obarvené barvou 2, tak pas nad nim a pas
pod nim bude mit spojujici hrany obarvené barvou 2’. To znamena, zZe dva sousedici
pasy nemohou mit spojujici hrany obarvené stejnou barvou 2 nebo 2’. Tudiz hrany
s obarvenim 2 budou od sebe ve vzdalenosti alespon 2 a totéz plati i pro hrany
obarvené barvou 2’. Proto barvu 2’ mtizeme nahradit barvou c¢islo 5, pro kterou je
tedy urcité splnéno, ze hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné
2. Vystrizek obarveni Sestitthelnikové sité timto postupem, ktery se na nekonecné
Sestitthelnikové siti neustdle opakuje je zndzornén na obrazku 19, obarveni vétsiho
useku hexagondlni sité je pak uvedeno na obrazku 20.
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Obrazek 20: Obarveni Sestithelnikové sité pro S = (1,2,2,2,2).
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424 S=(2,2,...,2)
Tomuto barveni se i1kd silné barveni, které je zminéno v kapitole 3 (definice 3.5).

Tvrzeni 4.7. Necht H je nekonecnd Sestithelnikovd sit a S = (2,2,...,2). Potom
Xs(H) < 6.
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Obréazek 21: Zvyraznéni pasu na obarvené nekone¢né Sestitthelnikové siti pro S =
(1,2,2,2,2).

Obréazek 22: Vystrizek obarveni Sestithelnikové sité.

Dikaz. Nyni ukdzeme, ze 6 barev na prislusné obarveni postaci. Uvazujme obarveni
uvedené na obrazku 20 pro S = (1,2,2,2,2). Vime, 7e kazdé dvé hrany obarvené
barvou 1 jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné 1 a kazdé dvé hrany obarvené barvou
2, 3, 4 a 5 jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné 2. Povazujme Cervené zvyraznéni
hran na obrazku 21 za nekoneCnou cestu tvorenou hranami, které jsou stridave
obarveny barvami 3,2,4,5. Dale povazujme zelené zvyraznéni hran na obrazku 21 také
za nekonecnou cestu tvorenou hranami, které jsou stfidaveé obarveny barvami 2,3,5,4.
Tyto dvé cesty jsou navzajem spojeny hranami obarvenymi barvou 1. Tyto dvé cesty
spolu se zminovanymi hranami obarvenymi barvou 1 nazveme pasem Sestitithelnikové
sité. Nyni barvu oznacenou ¢islem 1 rozlozime na 1 a 1’. Rozlozime ji tak, ze pokud
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v jednom péasu jsou spojujici hrany obarvené barvou 1, tak pas nad nim a pas pod
nim bude mit spojujici hrany obarvené barvou 1’. To znamena, Ze dva sousedici
pasy nemohou mit spojujici hrany obarvené stejnou barvou 1 nebo 1’. Tudiz hrany
s obarvenim 1 budou od sebe ve vzdalenosti alesponn 2 a totéz plati i pro hrany
obarvené barvou 1’. Proto barvu 1’ miizeme nahradit barvou ¢islo 6, pro kterou je
tedy urcité splnéno, ze hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdalenosti nejméné
2. Vystrizek obarveni Sestitthelnikové sité timto postupem, ktery se na nekonecné
Sestitthelnikové siti neustale opakuje je znazornén na obrazku 22, obarveni vétsiho
useku hexagondlni sité je pak uvedeno na obrazku 23.

[ |

Pokud bychom dosazeny vysledek porovnali se zndmymi vysledky uvedenymi
ve treti kapitole, dostali bychom pro hexagondlni sit o 3 barvy lepsi vysledek nez
uvadi véty 3.21 a 3.22. Také jsme pro hexagonélni sit ziskali hodnotu o 1 nizsi, nez
je uvedeno v patém podbodu hypotézy 3.14.
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Obréazek 23: Obarveni Sestithelnikové sité pro S = (2,2,2,2,2,2).
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5 Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo sezndmit ¢tendfe s nékterymi variantami hrano-
vého barveni grafi. Nejprve byly definovany zakladni pojmy z teorie grafii, které
byly v této praci pouzity. Dale jsme se ve tieti kapitole zamérili na jednotlivé typy
hranovych barveni grafii. Tato kapitola byla rozdélena na 4 podkapitoly. Prvni pod-
kapitola byla vénovana pripustnému hranovému barveni. Nejprve jsme toto barveni
a k nému prislusny chromaticky index definovali. Poté jsme se zamérili na jiz znamé
vysledky. O tomto barveni je uz znadmo spoustu informaci a nebylo pfimo cilem
této prace a z tohoto divodu jsme uvedli pouze par zakladnich poznatki, které
se tohoto typu hranového barveni tykaly. Ve druhé podkapitole jsme predstavili
silné hranové barveni a silny chromaticky index. Po definici téchto pojmi zde byly
uvedeny obecné vysledky a poté se tato podkapitola zamérila na vysledky v ob-
lasti silného hranového barveni pro rovinné, (sub)kubické a bipartitni grafy. Ve tieti
podkapitole bylo definovano distan¢ni hranové barveni a s nim i distan¢ni chroma-
ticky index. Toto barveni zahrnovalo i predchozi typy barveni - pripustné hranové
barveni a silné hranové barveni. Nejprve jsme opét uvedli obecné znamé vysledky
o distan¢nim chromatickém indexu a poté jsme se zamérili na distancni hranové
barveni pro stromy a pro n-dimenzionalni miizky. V posledni podkapitole jsme se
sezndmili s S-pakovacim hranovym barvenim, které zobeciiuje predchozi typy hra-
novych barveni. V této podkapitole byla opét uvedena definice S-pakovaciho hra-
nového barveni a S-pakovaciho chromatického indexu a poté znamé vysledky pro
(sub)kubické grafy. Nékteré z téchto vysledki byly nésledné porovnény s vlastnimi
vysledky. Ve ¢tvrté kapitole byly uvedeny vlastni vysledky pro S-pakovaci hranové
barveni siti. Tato kapitola byla rozdélena na 2 podkapitoly. V prvni podkapitole
bylo zkouméano S-pakovaci hranové barveni pro ¢tvercové sité a druhd podkapitole
se vénovala S-pakovacimu hranovému barveni Sestitthelnikové sité.
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