
Západoèeská univerzita v Plzni

Fakulta aplikovaných vìd

Katedra matematiky

Bakaláøská práce

S-pakovací hranové barvení grafù

2022 Karolína Baborová







Prohlá¹ení

Prohla¹uji, ¾e jsem pøedlo¾enou práci vypracovala samostatnì s pou¾itím literatury,
její¾ úplný seznam je uveden na konci práce.

V . . . . . . . . . dne . . . . . . . . . . . . Podpis autora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Podìkování

Touto cestou bych ráda podìkovala panu doc. RNDr. Pøemyslu Holubovi Ph.D.
za vedení mé práce a za ve¹kerou pomoc a èas, který mi vìnoval pøi pøípravì mé
bakaláøské práce.



Abstrakt

Práce se zabývá S-pakovacím hranovým barvením grafù. Nech» S = (s1, s2, s3, ...)
je neklesající posloupnost pøirozených èísel. S-pakovacím hranovým barvením grafu
se rozumí funkce f , která pøiøazuje hranám grafu G barvy z mno¾iny {1, 2, 3, . . . }
v závislosti na dané sekvenci S tak, ¾e ka¾dé dvì hrany obarvené barvou i jsou
ve vzájemné vzdálenosti alespoò si. S-pakovacím chromatickým indexem, který ná-
le¾í tomuto barvení, se rozumí minimální poèet pou¾itých barev k obarvení grafu
právì tímto typem hranového barvení. Èást práce je vìnována re¹er¹i pro sek-
venci S = (1, 1, . . . , 1), nebo-li pro pøípustné hranové barvení, dále pro sekvenci
S = (2, 2, . . . , 2), nebo-li pro silné hranové barvení, pro sekvenci S = (d, d, . . . , d),
nebo-li pro distanèní hranové barvení a nakonec obecnì pro S-pakovací hranové
barvení. Pøípustnému hranovému barvení se práce vìnuje jen letmo. V této práci
byly dále dokázány nové výsledky S-pakovacího chromatického indexu pro sekvence
obsahující pouze hodnoty 1 a 2 pro ètvercovou a hexagonální sí».

Klíèová slova

Hranové barvení; pøípustné hranové barvení; silné hranové barvení; distanèní hra-
nové barvení; S-pakovací hranové barvení



Abstract

The thesis deals with S-packing edge colorings of graphs. For a non-decreasing
sequence of positive integers S = (s1, s2, s3, ...), an S-packing edge coloring of a graph
is a function f that assigns colors from {1, 2, 3, . . . } to the edges of the graph de-
pending on the sequence S so that the distance between two edges that have color
i is at least si. The S-packing chromatic index of G is the smallest number of co-
lors needed to color the edges of G by an S-packing edge coloring. First part of
the thesis summarizes some known results for sequences S = (1, 1, . . . , 1) (proper
edge coloring), S = (2, 2, . . . , 2) (strong edge coloring), S = (d, d, . . . , d) (distance
edge coloring) and �nally for S-packing edge coloring. This thesis brings new results
on the S-packing edge coloring of square and hexagonal grids for sequences S that
contains only the values 1 and 2.

Keywords

Edge coloring; proper edge coloring; strong edge coloring; distance edge coloring;
S-packing edge coloring
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1 Úvod

Barvení grafù je jedním ze základních problémù v teorii grafù. Vrcholové i hra-
nové barvení grafù má v praxi mnoho uplatnìní, a» u¾ se jedná o sestavování roz-
vrhù, plánování rùzných procesù, uskladòování nebezpeèných látek nebo napøíklad
obarvování map. Zde je známý tzv. þproblém ètyø barev,ÿ který øe¹í otázku, zda
na obarvení libovolné mapy tak, aby ¾ádné dva sousedící státy nebyly obarveny
stejnou barvou, staèí pouze ètyøi barvy. Tento problém poprvé vyslovil F. Guthrie
v roce 1852 a v roce 1977 byl vyøe¹en Kenneth Appelem a Wolfgang Hakenem.

Cílem této práce je seznámit ètenáøe s hranovým barvením grafù, speciálnì s S-
pakovacím hranovým barvením. Nejprve jsou v této práci uvedeny základní pojmy
z teorie grafù, které budou v prùbìhu práce zmínìny. Dále ve tøetí kapitole jsou
de�novány jednotlivé druhy hranových barvení - pøípustné hranové barvení, silné
hranové barvení, distanèní hranové barvení a S-pakovací hranové bravení, které zo-
becòuje pøedchozí typy hranových barvení. Tato kapitola je rozdìlená na 4 podkapi-
toly a právì v ka¾dé z nich se vìnujeme jednomu z ji¾ zmínìných druhù hranových
barvení. Dále jsou v této kapitole uvedeny ji¾ známé výsledky k tìmto druhùm hra-
nových barvení. Ve ètvrté kapitole uvádíme vlastní výsledky pro S-pakovací hranové
barvení sítí. Tato kapitola je rozdìlena na 2 podkapitoly. V první podkapitole zkou-
máme S-pakovací hranové barvení ètvercové sítì a ve druhé podkapitole se vìnujeme
S-pakovacímu hranovému barvení ¹estiúhelníkové sítì.

S-pakovacímu hranovému barvení vìnovali pøedev¹ím pozornost N. Gastineau a O. To-
gni [14] ve svém èlánku, kde uvádìjí nové výsledky pro S-pakovací chromatický in-
dex kubických grafù a dále pak H. Hocquard, D. Lajou a B. Lu¾ar [16], kteøí na nì
navázali a zamìøili se na S-pakovací hranové barvení subkubických grafù.
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2 Základní pojmy z teorie grafù

V této práci pou¾íváme pojmy a de�nice, z nich¾ vìt¹ina byla pøevzata z [7]. Nej-
prve ze v¹eho uvedeme de�nici grafu. Omezíme se zde na neorientované prosté grafy.
Prostým grafem je my¹len graf bez násobných hran a smyèek. Graf G je uspoøádaná
dvojice mno¾in G = (V (G), E(G)), kde V (G) je mno¾ina vrcholù grafu G a E(G)
je jeho mno¾ina hran. Mno¾ina hran je podmno¾inou mno¾iny v¹ech mo¾ných neu-
spoøádaných dvojic rùzných vrcholù, tedy E(G) ⊆

(
V (G)

2

)
. Stupeò vrcholu v v grafu

G je poèet hran v grafu, které obsahují vrchol v, znaèíme dG(v). Izolovaným vr-
cholem nazýváme vrchol v grafu G, pro který platí, ¾e dG(v) = 0. Maximálním
stupnìm grafu G rozumíme èíslo max

v∈V (G)
{dG(v)}, znaèíme ho ∆(G). Graf G nazveme

k-regulární, pokud ka¾dý vrchol má stupeò právì k. Kubický graf je takový graf,
v nìm¾ ka¾dý vrchol má stupeò právì 3 a subkubický graf je takový graf, v nìm¾
ka¾dý vrchol má stupeò nejvý¹e 3.

Podgraf grafu G je graf H, který vznikl tak, ¾e byly odebrány nìkteré vrcholy
a hrany pùvodního grafu G. Pøi odebrání vrcholu je nezbytné smazat v¹echny hrany
incidentní s tímto vrcholem. Podgraf se nazývá indukovaný, pokud byly odebrány
pouze tyto hrany. Pokud byly odebrány i jiné hrany, jedná se o podgraf grafu G.
Podgraf grafu G, který obsahuje v¹echny jeho vrcholy se nazývá faktor grafu G.
Faktor grafu G, v nìm¾ ka¾dý vrchol je stupnì 2, nazveme 2-faktorem grafu G.

Cesta v grafu G je posloupnost vrcholù {x1, x2, ..., xn}, pro kterou platí, ¾e
∀i = 1, ..., n − 1 : {xi, xi+1} ∈ E(G) a ¾ádné dva vrcholy (a tedy ani hrany)
se pøitom neopakují. O grafu G øekneme, ¾e je souvislý, jestli¾e pro ka¾dé jeho dva
vrcholy u a v existuje v G cesta mezi u a v. Komponenta grafu je maximální sou-
vislý podgraf grafu G. Pro vrcholy u, v de�nujeme èíslo distG(u, v), které znaèí délku
nejkrat¹í cesty mezi u a v v grafu G. Èíslo distG(u, v) se nazývá vzdálenost vrcholù
u a v v grafu G, pro u = v klademe distG(u, v) rovno nule. Vzdáleností dvou hran
v grafu G je my¹len poèet hran v nejkrat¹í cestì z vrcholu nále¾ejícího jedné hranì
do vrcholu nále¾ejícího hranì druhé. Most je hrana grafu G, jejím¾ odstranìním
se poèet komponent zvý¹í o jednu.

Kru¾nice v grafu G je posloupnost vrcholù {x1, x2, ..., xn}, pro kterou platí, ¾e
∀i = 1, ..., n − 1 : {xi, xi+1} ∪ {xn, x1}, kde {xi, xi+1} ∈ E(G). Nyní de�nujme
dal¹í tøídu grafù, a to tøídu stromù. Graf G nazveme stromem, pokud je souvislý
a neobsahuje kru¾nici. Strom T , který je faktorem grafu G, nazýváme kostrou grafu
G. Graf G nazveme les, pokud je neorientovaný a pro libovolné dva vrcholy platí,
¾e jsou spojeny nejvý¹e jednou cestou. Obvod grafu G (znaèí se g(G)) je délka jeho
nejkrat¹í kru¾nice. Pro stromy platí, ¾e mají nekoneèný obvod.

Nyní zmíníme speciální tøídy grafù. Rovinný graf je graf, který je mo¾né nakres-
lit do roviny tak, ¾e se ¾ádné hrany nekøí¾í. Bipartitním grafem oznaèujeme takový
graf, jeho¾ mno¾inu vrcholù lze rozdìlit na dvì disjunktní mno¾iny tak, ¾e ¾ádné dva
vrcholy, které nále¾í stejné mno¾inì, nejsou spojeny hranou. Hranový graf neorien-
tovaného grafu G je graf L(G), který reprezentuje sousednost mezi hranami grafu
G. V hranovém grafu L(G) vrcholy odpovídají hranám pùvodního grafu G a dva
vrcholy v grafu L(G) jsou spojeny hranou, pokud odpovídající hrany v G mají spo-
leèný koncový vrchol. Øeknìme, ¾e cesta na n vrcholech je graf Pn = (V (Pn), E(Pn)),
kde V (Pn) = {x1, x2, ..., xn} a E(Pn) = {{x1, x2}, {x2, x3}, ..., {xn−1, xn}}. Délka
cesty Pn je poèet hran v cestì Pn a to je tedy n − 1. Nekoneèná cesta je graf
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P∞ = (V (P∞), E(P∞)), kde V (P∞) = Z a E(P∞) = {i, i + 1}, i ∈ Z. Kru¾nice
na n vrcholech pro n ≥ 3 je graf Cn = (V (Cn), E(Cn)), kde V (Cn) = V (Pn)
a E(Cn) = E(Pn) ∪ {{xn, x1}}.

Nyní se zamìøíme na barvení grafu. Vrcholové barvení grafu de�nujeme jako
zobrazení f : V (G) → N. Nejznámìj¹í vrcholové barvení je pøípustné vrcholové
barvení. Pøípustné vrcholové barvení je takové barvení, ¾e pro ka¾dé dva sousední
vrcholy platí, ¾e nesmí být obarveny stejnou barvou. Chromatické èíslo grafu G
oznaèuje minimální poèet barev potøebných pro pøípustné vrcholové barvení grafu
G a znaèí se χ(G). Tato práce se zabývá rùznými typy hranových barvení, a proto
takové barvení grafu de�nujme. Hranové barvení grafu G je zobrazení f : E(G)→ N.
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3 Vybrané typy hranových barvení

V této kapitole jsou popsány typy hranového barvení, které budou v této práci
zmínìny. Konkrétnì se jedná o pøípustné hranové barvení, silné hranové barvení,
distanèní hranové barvení a S-pakovací hranové barvení, které zobecòuje pøedchozí
typy hranového barvení.

3.1 Pøípustné hranové barvení

Prvním a nejvíce zkoumaným typem hranového barvení je pøípustné hranové bar-
vení. Stejnì jako barvení vrcholù v grafu, má také barvení hran svùj pùvod v pro-
blému þètyø barev,ÿ který øe¹í, zda ka¾dá mapa mù¾e být obarvena ètyømi barvami
tak, aby sousední zemì byly obarveny jinou barvou. Tento problém poprvé nastolil
Francis Guthrie v roce 1852. Nyní pøípustné hranové barvení de�nujme.

De�nice 3.1. Pøípustným hranovým barvením grafu G budeme rozumìt hranové
barvení, kdy ka¾dé dvì sousední hrany (hrany se spoleèným vrcholem) mají rùzné
barvy. Chromatický index grafu G oznaèuje minimální poèet barev potøebných pro
pøípustné hranové barvení grafu G. Znaèíme ho χ′(G).

O tomto typu hranového barvení je u¾ známo spoustu informací a není cílem této
práce. Z tohoto dùvodu zmíníme jen pár základních poznatkù, které se tohoto typu
hranového barvení týkají. Jedním ze základních poznatkù v této oblasti je Vizingova
vìta [36].

Vìta 3.2. [36] Nech» G je graf, ∆(G) jeho maximální stupeò. Potom χ′(G) = ∆(G)
nebo χ′(G) = ∆(G) + 1.

Obecnì grafy mù¾eme rozdìlit do dvou tøíd. O grafu G øekneme, ¾e je tøídy I,
pokud χ′(G) = ∆(G) a tøídy II, jestli¾e χ′(G) = ∆(G) + 1. Dal¹í výsledek dává
postaèující podmínku pro to, aby byl graf tøídy I.

Vìta 3.3. [13] Pokud G je graf, kde ¾ádné dva vrcholy maximálního stupnì nejsou
sousedící, pak G je tøídy I.

Jak uvádí následující vìta, známá jako K}onigova vìta [28] o barvení hran, ka¾dý
bipartitní graf je rovnì¾ tøídy I.

Vìta 3.4. [28] Nech» G je bipartitní graf, ∆(G) jeho maximální stupeò. Potom
χ′(G) = ∆(G).

3.2 Silné hranové barvení

Dal¹ím zkoumaným typem hranového barvení je silné hranové barvení. V souvislosti
s tímto barvením jsou pøedev¹ím známá dvì jména Erd}os a Ne¹etøil, kteøí v roce
1985 polo¾ili jednu z nejznámìj¹ích otázek týkajících se silného chromatického indexu
grafù. O tomto barvení je známo mnoho výsledkù, ale i pøesto je v této oblasti je¹tì
mnoho nezodpovìzených otázek. Nejprve ale toto hranové barvení de�nujme. Tato
podkapitola byla inspirována èlánky [8], [31] a [38].
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De�nice 3.5. Silným hranovým barvením grafu je my¹leno takové barvení, kdy
¾ádné dvì hrany ve vzdálenosti nejvý¹e 1 nejsou obarveny stejnou barvou. Silný
chromatický index oznaèuje minimální poèet barev potøebných pro silné hranové
obarvení grafu G. Znaèíme ho χ′s(G).

Nejprve se zamìøíme na horní odhad pomocí maximálního stupnì, podobnì jako
u Vizingovy vìty pro pøípustné hranové barvení. Erd}os a Ne¹etøil [10, 11] vyslovili
následující hypotézu.

Hypotéza 3.6. [10, 11] Je-li G graf s maximálním stupnìm ∆(G), potom platí:

� χ′s(G) ≤ 5
4
∆(G)2, pokud ∆(G) je sudý,

� χ′s(G) ≤ 1
4
(5∆(G)2 − 2∆(G) + 1), pokud ∆(G) je lichý.

Navzdory mnoha snahám je tato hypotéza stále ¹iroce otevøená. Jedním z prvních
výsledkù ve smìru této hypotézy je následující tvrzení Molloy a Reed [32] z roku
1997.

Vìta 3.7. [32] Pro ka¾dý graf s dostateènì velkým ∆(G) platí, ¾e χ′s(G) ≤ 1.998∆(G)2.

V roce 2015, Bruhn a Joos [5] dokázali silnìj¹í hranici pro silný chromatický
index. Pro ka¾dý graf s dostateènì velkým ∆(G) platí, ¾e χ′s(G) ≤ 1.93∆(G)2.
Bonamy, Perrett a Postle [3] v roce 2018 dokázali hranici pro silný chromatický
index zlep¹it a dokázali tak, ¾e pro ka¾dý graf s dostateènì velkým ∆(G) platí, ¾e
χ′s(G) ≤ 1.835∆(G)2. Nejnovìj¹í známý výsledek pro horní hranici silného chroma-
tického indexu pro graf s dostateènì velkým maximálním stupnìm dokázali Hurley
a spol. [24].

Vìta 3.8. [24] Pro ka¾dý graf s dostateènì velkým ∆(G) platí, ¾e χ′s(G) ≤ 1.772∆(G)2.

Nyní uvedeme známé výsledky pro malé ∆(G), tj. ∆(G) ∈ {3, 4}. Andersen
a Horák [1, 20] nezávisle na sobì dokázali první z následujících vìt, a tím dokázali
i hypotézu 3.6 pro subkubické grafy.

Vìta 3.9. [1, 20] Pro ka¾dý graf s maximálním stupnìm ∆(G) ≤ 3 platí, ¾e
χ′s(G) ≤ 10.

V roce 1990 Horák [19] dokázal horní hranici silného chromatického indexu pro
grafy s maximálním stupnìm nejvý¹e ètyøi.

Vìta 3.10. [19] Pro ka¾dý graf s maximálním stupnìm ∆(G) ≤ 4 platí, ¾e
χ′s(G) ≤ 23.

Tento výsledek byl pozdìji vylep¹en Cranstonem [6] v roce 2006, který ukázal,
¾e pro silné hranové obarvení grafu s maximálním stupnìm nejvý¹e ètyøi staèí pouze
22 barev. Nejnovìj¹í známý výsledek silného chromatického indexu pro grafy s ma-
ximálním stupnìm nejvý¹e 4 dokázali Huang, Santana a Yu [21]. Pøiblí¾ili se tak
hranici 20 barev, kterou uvádí hypotéza 3.6.

Vìta 3.11. [21] Pro ka¾dý graf s maximálním stupnìm ∆(G) ≤ 4 platí, ¾e
χ′s(G) ≤ 21.
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Dal¹í vìta uvádí horní hranici pro silný chromatický index grafu po-
mocí maximálního prùmìrného stupnì, který se znaèí mad(G) a platí:
mad(G) = max{2|E(H)|

|V (H)| , H ⊆ G}.

Vìta 3.12. [37] Je-li G graf s obvodem alespoò 2∆(G) a mad(G) < 2 + 1
3∆(G)−2

,
kde ∆(G) ≥ 4, potom platí: χ′s(G) ≤ 2∆(G)− 1.

Dále zmíníme výsledky týkající se rovinných grafù. Faudree a spol. [12] dokázali
následující vìtu.

Vìta 3.13. [12] Je-li G rovinný graf s maximálním stupìm ∆(G), potom platí:
χ′s(G) ≤ 4∆(G) + 4.

Pokud navíc G je rovinný graf s obvodem alespoò 7, Hudák, Lu¾ar, Soták a ©kre-
kovski [23] dokázali, ¾e χ′s(G) ≤ 3∆(G).

Dále se budeme zabývat poznatky v oblasti silného hranového barvení pro sub-
kubické grafy. Faudree a spol. [12] vyslovili následující hypotézu.

Hypotéza 3.14. [12] Pro ka¾dý subkubický graf G platí:

� χ′s(G) ≤ 10,

� pokud G je bipartitní, potom χ′s(G) ≤ 9,

� pokud G je rovinný, potom χ′s(G) ≤ 9,

� pokud G je bipartitní a souèet stupòù ka¾dé hrany je nejvý¹e 5, potom
χ′s(G) ≤ 6,

� pokud G je bipartitní s obvodem alespoò 6, potom χ′s(G) ≤ 7 ,

� pokud G je bipartitní a má dostateènì velký obvod, potom χ′s(G) ≤ 5.

První ètyøi pøípady z této hypotézy u¾ byly dokázány a budou v této práci je¹tì
zmínìny. Poslední dva pøípady jsou ale stále otevøené.

Následující vìta poskytuje horní hranici silného chromatického indexu v závislosti
na velikosti obvodu grafu a na velikosti maximálního prùmìrného stupnì.

Vìta 3.15. [9] Pro ka¾dý subkubický graf G platí:

� pokud obvod je alespoò 7 a mad(G) < 2 + 2
13
, potom χ′s(G) ≤ 7,

� pokud G je rovinný s obvodem alespoò 28, potom χ′s(G) ≤ 7.

Dal¹í vìta poskytuje také horní hranici silného chromatického indexu v závislosti
na velikosti obvodu grafu a na velikosti maximálního prùmìrného stupnì. Pøipou¹tí
ale grafy s vìt¹ím obvodem a s men¹ím maximálním prùmìrným stupnìm ne¾ vìta
pøedchozí.

Vìta 3.16. [37] Pro ka¾dý subkubický graf G s obvodem alespoò 9 a mad(G) < 48
23

platí, ¾e χ′s(G) ≤ 5.
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Nyní zmíníme poslední dvì vìty, které uvádìjí horní hranice silného chromatic-
kého indexu v závislosti na velikosti maximálního prùmìrného stupnì. Hocquard
a Valicov [18] dokázali následující vìtu.

Vìta 3.17. [18] Nech» G je subkubický graf

� a mad(G) < 15/7, potom χ′s(G) ≤ 6,

� a mad(G) < 27/11, potom χ′s(G) ≤ 7,

� a mad(G) < 13/5, potom χ′s(G) ≤ 8,

� a mad(G) < 36/13, potom χ′s(G) ≤ 9.

Dal¹í vìta uvádí v této oblasti lep¹í výsledky, ne¾ vìta pøedchozí.

Vìta 3.18. [17] Nech» G je subkubický graf

� a mad(G) < 7/3, potom χ′s(G) ≤ 6,

� a mad(G) < 5/2, potom χ′s(G) ≤ 7,

� a mad(G) < 8/3, potom χ′s(G) ≤ 8,

� a mad(G) < 20/7, potom χ′s(G) ≤ 9.

V dùsledku toho Hocquard a Valicov [18] získali následující výsledky týkající se
subkubických rovinných grafù.

Vìta 3.19. [18] Nech» G je subkubický rovinný graf

� a g(G) ≥ 30, potom χ′s(G) ≤ 6,

� a g(G) ≥ 11, potom χ′s(G) ≤ 7,

� a g(G) ≥ 9, potom χ′s(G) ≤ 8,

� a g(G) ≥ 8, potom χ′s(G) ≤ 9.

Pozdìji byly tyto výsledky vylep¹eny na následující.

Vìta 3.20. [17] Nech» G je subkubický rovinný graf

� a g(G) ≥ 14, potom χ′s(G) ≤ 6,

� a g(G) ≥ 10, potom χ′s(G) ≤ 7,

� a g(G) ≥ 8, potom χ′s(G) ≤ 8,

� a g(G) ≥ 7, potom χ′s(G) ≤ 9.

Dal¹í vìta platící pro subkubické rovinné grafy dokazuje jeden z pøípadù zmínì-
ných v hypotéze 3.14.

Vìta 3.21. [29] Pro ka¾dý subkubický rovinný graf platí,¾e χ′s(G) ≤ 9.
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Obrázek 1: Kubický rovinný graf bez mostu, který potøebuje devìt barev pro silné
obarvení hran.

Horní hranice je tìsná a existuje nekoneènì mnoho kubických grafù (bez mostu),
které potøebují devìt barev pro silné obarvení hran. Pøíkladem je graf na obrázku 1
[16]. Dùvod je takový, ¾e vzdálenost ka¾dých dvou hran v tomto grafu je rovna 1.

Nyní uvedeme nìkolik známých výsledkù ohlednì subkubických bipartitních
grafù. Následující vìty opìt dokazují nìkteré pøípady zmínìné v hypotéze 3.14. První
vìtu ve svém èlánku dokázali Steger a Yu [35].

Vìta 3.22. [35] Pokud G je subkubický bipartitní graf, potom platí, ¾e χ′s(G) ≤ 9.

Lin a Wu [30] dokázali dal¹í vìtu, ve které je uvedena horní hranice silného chro-
matického indexu pro subkubické bipartitní grafy se souètem stupòù ka¾dé hrany
nejvý¹e 5.

Vìta 3.23. [30] Pokud G je subkubický bipartitní graf a souèet stupòù ka¾dé hrany
je nejvý¹e 5, potom platí, ¾e χ′s(G) ≤ 6.

V roce 1990 Faudree a spol. [12] vyslovili následující hypotézu pro bipartitní
grafy, která u¾ se netýká jen subkubických grafù.

Hypotéza 3.24. [12] Nech» G je bipartitní graf. Potom χ′s(G) ≤ ∆(G)2.

Nyní se zmíníme o bipartitních mno¾inách X a Y grafu G. Symbolem ∆(X)
(popøípadì ∆(Y )) míníme max

v∈X
{dG(v)} (popøípadì max

v∈Y
{dG(v)}). Brualdi a Massey

[4] domnìnku 3.24 posílili.

Hypotéza 3.25. [4] Nech» G je bipartitní graf s bipartitními mno¾inami X a Y,
potom χ′s(G) ≤ ∆(X)∆(Y ).

Pøipomeòme, ¾e Steger a Yu hypotézu 3.25 vyøe¹ili pro ∆(X) = ∆(Y ) = 3
ve vìtì 3.22. Brualdi a Massey dokázali tuto hypotézu pro graf, který neobsahuje
kru¾nici délky 4 a ∆(X) = 2.

Vìta 3.26. [4] Nech» G je bipartitní graf s bipartitními mno¾inami X a Y, nech»
∆(X) = 2, ∆(Y ) = ∆ a G neobsahuje kru¾nici délky 4. Potom χ′s(G) ≤ 2∆.

Domnívali se také, ¾e v pøedchozí vìtì lze 2∆ nahradit ∆ + 2.
V roce 2008, Nakprasit [33] dokázal hypotézu 3.25 pro ∆(X) = 2.
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Vìta 3.27. [33] Nech» G je bipartitní graf s bipartitními mno¾inami X a Y, nech»
∆(X) = 2, ∆(Y ) = ∆. Potom χ′s(G) ≤ 2∆.

Bensmail, Lagoutte a Valicov [2] dokázali výsledek pro ∆(X) = 3 takový, ¾e
pokud G je bipartitní graf s bipartitními mno¾inami X a Y, ∆(X) = 3, ∆(Y ) = ∆,
potom χ′s(G) ≤ 4∆. Nedokazuje to ov¹em hypotézu 3.25. Lep¹í výsledek uvádìjí
Huang a spol [22]. Ve svém èlánku dokázali hypotézu 3.25 pro ∆(X) = 3.

Vìta 3.28. [22] Nech» G je bipartitní graf s bipartitními mno¾inami X a Y, nech»
∆(X) = 3, ∆(Y ) = ∆. Potom χ′s(G) ≤ 3∆.

3.3 Distanèní hranové barvení

Dal¹í hranové barvení, které zmíníme je distanèní hranové barvení, které zahrnuje ji¾
zmínìné pøípustné hranové barvení a silné hranové barvení. O distanèním chroma-
tickém indexu poprvé uva¾oval Skupien na poèátku 90. let. Narozdíl od distanèního
barvení vrcholù, o distanèním barvení hran toho mnoho dokázáno není. Nyní dista-
nèní hranové barvení a distanèní chromatický index de�nujme. Tato podkapitola
byla inspirována èlánky [15], [25] a [27].

De�nice 3.29. Distanèním hranovým barvením s parametrem d, kde d ∈ N, (zkrá-
cenì d-distanèním hranovým barvením) míníme funkci f , která pøiøazuje mno¾inì
hran barvy (hodnoty) z mno¾iny N tak, ¾e hrany obarvené stejnou barvou jsou
ve vzájemné vzdálenosti alespoò d. Distanèní chromatický index oznaèuje minimální
poèet barev potøebných pro distanèní hranové obarvení grafu G. Znaèíme ho χ′d(G).

Konkrétnì pro d = 1 se jedná o pøípustné hranové barvení zmínìné vý¹e.
Pro d = 2 se jedná o silné hranové barvení grafu, které bylo vý¹e také zmínìno.
Distanèní chromatický index je spojen s vrcholovým barvením mocnin grafu. Po-
znamenejme, ¾e χ′d(G) = χ((L(G))d), kde χ(.) znaèí chromatické èíslo grafu, L(.)
znaèí hranový graf a t-tá mocnina grafu je graf získaný pøidáním hran mezi dvojicemi
vrcholù ve vzdálenosti nejvý¹e t. Pokud graf G má maximální stupeò ∆(G), potom
χ′d(G) ≤ 2

∑d
j=1(∆(G)− 1)j + 1 je triviální horní hranicí d-distanèního chromatic-

kého indexu grafu G, kde maximální stupeò (L(G))d je nejvý¹e 2
∑d

j=1(∆(G)− 1)j.
Kaiser a Kang [26] se ve svém èlánku zamìøili na horní hranici distanèního chro-

matického indexu v závislosti na maximálním stupni grafu. Ukázali dvì horní hranice
pro distanèní chromatický index. První z následujících vìt uvádí hranici distanèního
chromatického indexu, která je analogií hranice silného chromatického indexu uve-
dené Molloy a Reedem [32] (viz vìta 3.7).

Vìta 3.30. [26] Nech» ε = 0.00008 a nech» d ≥ 2. Pro graf G s dostateènì velkým
maximálním stupnìm ∆(G) platí, ¾e χ′d(G) ≤ (2− ε)∆(G)d.

Druhá vìta uvádí horní hranici pro grafy s velkým obvodem.

Vìta 3.31. [26] Nech» d ≥ 2. Pro graf G s dostateènì velkým maximálním stupnìm
∆(G) a s obvodem alespoò 2d+ 1 platí, ¾e χ′d(G) = O(∆(G)d/log∆(G)).

Nyní se zamìøíme na tvrzení, které uvádí dolní hranici pro distanèní chroma-
tický index regulárního grafu G. Kang a Manggala [27] poznamenali, ¾e existují
grafy (zejména nìkteré speci�cké Hammingovy grafy), které jsou regulární, libo-
volnì velkého maximálního stupnì a platí pro nì následující tvrzení.
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Tvrzení 3.32. [27] Nech» d ∈ N, d ≥ 2. Existuje regulární graf G s libovolnì velkým
maximálním stupnìm ∆(G) takový, ¾e χ′d(G) > ∆(G)d

(2(d−1)d−1)
.

Následující tvrzení je pro parametr d = 3, které ve svém èlánku dokázali Kang
a Manggala [27].

Tvrzení 3.33. [27] Existuje regulární bipartitní graf G s libovolnì velkým maxi-
málním stupnìm ∆(G) takový, ¾e χ′3(G) = ∆(G)3 −∆(G)2 + ∆(G).

Dále uvedeme známé výsledky v oblasti distanèního hranového barvení stromù.
Nech» T je strom. Symbolem Sd znaèíme maximální podstrom T s mno¾inou vr-
cholù V (Sd) a mno¾inou hran E(Sd) takový, ¾e vzdálenost mezi libovolnými dvìma
hranami Sd je nejvý¹e rovna d.

Tvrzení 3.34. [15] Nech» d ∈ N a T je strom o prùmìru diam(T ) takový, ¾e
diam(T ) ≤ (d+ 2). Pak χ′d(T ) = |E(T )|.

Vìta 3.35. [15] Nech» d ∈ N a T je strom o prùmìru diam(T ) takový, ¾e
diam(T ) > (d+ 2). Pak χ′d(T ) = |E(Sd)|.

Nyní uvedeme známé výsledky v oblasti distanèního hranového barvení pro
tzv. þn-dimenzionální møí¾ku,ÿ znaèíme Ln, tj. kartézský souèin n nekoneèných
cest. Napøíklad L2 je ètvercová sí». Pøedpokládáme, ¾e máme n-rozmìrnou møí¾ku
Ln s obvyklým kartézským systémem souøadnic takovým, ¾e euklidovská vzdálenost
libovolných dvou sousedních vrcholù je 1. Následující vìta se týká silného chroma-
tického indexu n-dimenzionální møí¾ky.

Vìta 3.36. [25] Pro n ≥ 2 platí, ¾e χ′2(Ln) = 4n.

Následující vìtu dokázali Tian a Chen [25]. Vìta platí pro d ≥ 2 a rozdìluje
výsledky pro distanèní chromatický index ètvercové sítì na pøípad, kdy d je liché
a na pøípad, kdy d je sudé.

Vìta 3.37. [25] Nech» d ≥ 2. Pokud d je liché, potom χ′d(L2) = (d+ 1)2. Pokud d
je sudé, potom χ′d(L2) = d(d+ 2).

3.4 S-pakovací hranové barvení

Posledním zmínìným hranovým barvením grafu je tzv. S-pakovací hranové barvení.
Pojem S-pakovacího hranového barvení byl zaveden Goddardem a Xu jako zobecnìní
S-pakovacího chromatického èísla a byl tak motivován S-pakovacím vrcholovým
barvením. Nyní se zamìøíme na zápis sekvence S. Pro zjednodu¹ení lze opakování
èísla v sekvenci S zapsat i pomocí mocnin. Napø. S = (1, 2, 2) lze zapsat pomocí
mocnin jako S = (1, 22). Nejprve de�nujeme barvu typu t a poté u¾ se zamìøíme
na samotné S-pakovací hranové barvení a S-pakovací chromatický index.

De�nice 3.38. Barvou typu t je my¹lena barva, pro ni¾ platí, ¾e ka¾dé dvì hrany
obarvené touto barvou musejí být od sebe ve vzdálenosti nejménì t.
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De�nice 3.39. Nech» S = (s1, s2, s3, ...) je neklesající posloupnost pøirozených èí-
sel. Pojmem S-pakovací hranové barvení grafu se rozumí funkce f , která pøiøazuje
hranám grafu G barvy z mno¾iny {1, 2, 3, ...} v závislosti na dané sekvenci S tak, ¾e
ka¾dé dvì hrany obarvené barvou i jsou ve vzájemné vzdálenosti alespoò si. Nejme-
n¹í pøirozené èíslo k, pro které existuje S-pakovací hranové barvení grafu G barvami
1, 2, ..., k, nazveme S-pakovacím chromatickým indexem a znaèíme ho χ′S(G).

V této èásti uvedeme známé výsledky o S-pakovacím hranovém barvení
(sub)kubických grafù. Pro subkubické grafy podle vìty 3.2 platí, ¾e 3 ≤ χ′(G) ≤ 4,
proto se budeme zabývat sekvencemi obsahujícími nejvý¹e tøi jednièky. Jako první
uva¾ujme sekvenci (1, 1, 1, k, k, . . . , k), tedy (1, 1, 1, k, k, . . . , k)-pakovací hranové
barvení grafu. Zaènìme vìtou pro k = 2.

Vìta 3.40. [34] Pro ka¾dý subkubický graf existuje jeho (1, 1, 1, 2)-pakovací hranové
barvení.

Ve vìtì 3.40 nelze 2 zmìnit na 3 kvùli dvìma speciálním grafùm. Jedná se o Pe-
tersenùv graf (znázornìn na obrázku 2 [16]) a Tietzeho graf (znázornìn na obrázku
3 [16]). Gastineau a Togni [14] v¹ak vìøí, ¾e jejich následující hypotéza je pravdivá.

Hypotéza 3.41. [14] Pro ka¾dý kubický graf kromì Petersenova grafu a Tietzeho
grafu existuje jeho (1, 1, 1, 3)-pakovací hranové barvení.

Dále uvedeme vìtu pro k = 3, kterou Gastineau a Togni [14] dokázali ve svém
èlánku. Tato vìta se týká kubických grafù s 2-faktorem.

Vìta 3.42. [14] Pro ka¾dý kubický graf s 2-faktorem existuje jeho
(1, 1, 1, 3, 3)-pakovací hranové barvení.

Obrázek 2: Petersenùv graf.

Pro k = 4 je také snaha minimalizovat poèet po¾adovaných ètyøek tak, aby pro
v¹echny kubické grafy mající 2-faktor existovalo jeho (1, 1, 1, 4, . . . , 4)-pakovací hra-
nové barvení. Nyní uvedeme první výsledek, který platí pro kubické grafy obsahující
2-faktor.

Vìta 3.43. [14] Pro ka¾dý kubický graf s 2-faktorem existuje jeho
(1, 1, 1, 45)-pakovací hranové barvení.

V tom samém èlánku Gastineau a Togni [14] také uvedli následující hypotézu.
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Obrázek 3: Tietzeùv graf.

Hypotéza 3.44. [14] Pro ka¾dý kubický graf existuje jeho (1, 1, 1, 4, 4)-pakovací
hranové barvení.

Nyní se zamìøíme na sekvenci, která obsahuje dvì jednièky, tedy
na (1, 1, k, k, . . . , k)-pakovací hranové barvení grafu. Zaèneme tvrzeními plat-
nými pro k = 2. První z tìchto tvrzení se týká S-pakovacího hranového barvení
kubických grafù obsahující 2-faktor. Pokud je kubický graf s 2-faktorem navíc
3-hranovì obarvitelný (je ve tøídì I), potom je sní¾en poèet potøebných barev
o jednu barvu.

Tvrzení 3.45. [14] Pro ka¾dý kubický graf obsahující 2-faktor existuje jeho
(1, 1, 25)-pakovací hranové barvení. Pro ka¾dý 3-hranovì obarvitelný kubický graf
obsahující 2-faktor existuje jeho (1, 1, 24)-pakovací hranové bravení.

V následujícím tvrzení jsou uvedeny výsledky týkající se subkubických grafù
s obvodem alespoò 7, které jsou podgrafem rovinného grafu obsahující 2-faktor.
Výsledky se o jednu barvu zlep¹ují, pokud rovinný graf neobsahuje most.

Tvrzení 3.46. [14] Jestli¾e subkubický graf G s obvodem alespoò 7 je podgrafem
rovinného grafu G′ obsahující 2-faktor, potom G je obarvitelný (1, 1, 24)-pakovacím
hranovým barvením. Navíc pokud G′ je graf bez mostu, potom G je obarvitelný
(1, 1, 23)-pakovacím hranovým barvením.

V tém¾e èlánku Gastineau a Togni vznesli následující domnìnku, která se týká
kubických a 3-hranovì obarvitelných kubických grafù.

Hypotéza 3.47. [14] Pro ka¾dý kubický graf G existuje jeho (1, 1, 2, 2, 2, 2)-pakovací
hranové barvení. Navíc, je-li G 3-hranovì obarvitelný, pak existuje jeho
(1, 1, 2, 2, 2)-pakovací hranové barvení.

Gastineau a Togni ve svém èlánku vznesli první tøi pøípady z následující hypo-
tézy. Hocquard, Lajou a Lu¾ar se touto hypotézou zabývali a pøidali poslední pøípad,
týkající se S-pakovacího hranového barvení subkubických grafù pro S = (1, 26).

Hypotéza 3.48. [14, 16] Pro ka¾dý subkubický graf G existuje jeho

� (1, 1, 24)-pakovací hranové barvení,
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� (1, 1, 23)-pakovací hranové barvení, pokud G je ve tøídì I,

� (1, 27)-pakovací hranové barvení,

� (1, 26)-pakovací hranové barvení, pokud G je ve tøídì I.

Hocquard, Lajou a Lu¾ar [16] ve smìru této hypotézy dokázali horní meze o 1
hor¹í (pøipou¹tìjí jednu barvu navíc).

Tvrzení 3.49. [16] Pro ka¾dý subkubický graf G existuje jeho

� (1, 1, 25)-pakovací hranové barvení,

� (1, 1, 24)-pakovací hranové barvení, pokud G je ve tøídì I,

� (1, 28)-pakovací hranové barvení,

� (1, 27)-pakovací hranové barvení, pokud G je ve tøídì I.

Dokonèíme tuto èást uvedením obecných výsledkù o po¾adovaném poètu trojek
pro k = 3 a ètyøek pro k = 4 tak, aby pro v¹echny kubické grafy s 2-faktorem existo-
valo jejich (1, 1, 3, ..., 3)-pakovací hranové barvení a (1, 1, 4, ..., 4)-pakovací hranové
barvení. Nejprve uvedeme tvrzení, které dokázali Gastineau a Togni ve svém èlánku
a je platné pro k = 3.

Tvrzení 3.50. [14] Pro ka¾dý kubický graf G, který má 2-faktor, existuje jeho
(1, 1, 311)-pakovací hranové barvení. Navíc, pokud graf G je 3-hranovì obarvitelný,
pak existuje jeho (1, 1, 39)-pakovací hranové barvení. Také existuje 3-hranovì obar-
vitelný kubický graf, pro který neexistuje jeho (1, 1, 36)-pakovací hranové barvení.

Následující tvrzení bylo dokázáno v té¾e èlánku jako pøedchozí tvrzení, ale je
platné pro k = 4.

Tvrzení 3.51. [14] Pro ka¾dý kubický graf G, který má 2-faktor, existuje jeho
(1, 1, 426)-pakovací hranové barvení. Navíc, pokud graf G je 3-hranovì obarvitelný,
pak existuje jeho (1, 1, 421)-pakovací hranové barvení. Také existuje 3-hranovì obar-
vitelný kubický graf, pro který neexistuje jeho (1, 1, 414)-pakovací hranové barvení.

Nyní se zamìøíme na (1, k, k, . . . , k)-pakovací hranové barvení grafu, tj. na sek-
venci obsahující pouze jednu jednièku. Pro k = 2 Gastineau a Togni poznamenali,
¾e díky pou¾ítí hranice silného chromatického indexu, pro ka¾dý kubický graf ob-
sahující 2-faktor existuje jeho (1, 29)-pakovací hranové barvení. Pro k = 2 dokázali
i následující tvrzení.

Tvrzení 3.52. [14] Pokud subkubický graf G s obvodem alespoò 7 je podgra-
fem rovinného kubického grafu G′ obsahující 2-faktor, potom pro G existuje jeho
(1, 27)-pakovací hranové barvení. Navíc, pokud G′ neobsahuje most, existuje pro G
jeho (1, 26)-pakovací hranové barvení.

Na závìr uvedeme tvrzení platné pro sekvence S = (1, 3, ..., 3) nebo
S = (1, 4, ..., 4), které pøichází s následujícími výsledky.
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Tvrzení 3.53. [14] Pro ka¾dý kubický graf G, který má 2-faktor, existuje jeho
(1, 320)-pakovací hranové barvení a (1, 447)-pakovací hranové barvení. Navíc, pokud
graf G je 3-hranovì obarvitelný, pak existuje jeho (1, 318)-pakovací hranové barvení
a (1, 442)-pakovací hranové barvení. Také existují dva 3-hranovì obarvitelný kubické
grafy G′ a G′′ takové, ¾e pro G′ neexistuje jeho (1, 313)-pakovací hranové barvení
a pro G′′ neexistuje jeho (1, 429)-pakovací hranové barvení.
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4 Vlastní výsledky v oblasti S-pakovacího hrano-
vého barvení

V této kapitole se budeme zabývat S-pakovacím hranovým barvením pro sek-
vence S obsahující pouze hodnoty 1 a 2, tedy budeme pou¾ívat barvy typu 1 a 2.
Pøipomeòme - je-li S = (1, 1, 1, ..., 1), jedná se o pøípustné hranové barvení, je-li
S = (2, 2, 2, ..., 2), jedná se o silné hranové barvení. Jak bylo zmínìno v pøedchozí
kapitole, barvou typu t je my¹lena barva, pro ní¾ platí, ¾e ka¾dé dvì hrany obarvené
touto barvou musejí být od sebe ve vzdálenosti nejménì t.

4.1 Ètvercová sí»

Uva¾ujme nekoneènou ètvercovou sí» C v rovinì s kartézskou soustavou, kterou tvoøí
dvì vzájemnì kolmé osy, které se protínají v poèátku. Mù¾eme tedy jednoznaènì
popsat polohu v¹ech vrcholù ètvercové sítì pomocí celoèíselných souøadnic, které
se zapisují ve tvaru [x, y]. Uva¾ujme C = (Z2, E(C)). Tedy C lze chápat tak, ¾e
V (C) = Z2 a {i, j} ∈ E(C) je-li (ix = jx a iy = jy ± 1) nebo naopak (ix = jx ± 1
a iy = jy), kde i = [ix, iy] a j = [jx, jy].

4.1.1 S=(1,1,1,1)

Toto barvení grafu se nazývá pøípustné hranové barvení, které je ji¾ zmínìno v ka-
pitole 3 (de�nice 3.1). Nekoneèná ètvercová sí» C je bipartitní graf, její maximální
stupeò je roven 4. Proto podle vìty 3.4 platí χ′S(C) = 4. Toto obarvení je znázornìno
na obrázku 4.

Obrázek 4: Obarvení nekoneèné ètvercové sítì pro S = (1, 1, 1, 1).

Má tedy smysl se dále zabývat pouze sekvencemi obsahujícími nejvý¹e tøi jed-
nièky, tj. S = (1, 1, 1, 2, ..., 2), S = (1, 1, 2, ..., 2), S = (1, 2, ..., 2) a S = (2, 2, ..., 2).
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4.1.2 S=(1,1,1,2,. . .,2)

Platí, ¾e ka¾dé dvì sousední hrany musí být obarvené jinou barvou, navíc pokud
se jedná o barvy typu 2 (barvy 4, 5, . . .), lze dvì hrany obarvit stejnou barvou,
jsou-li od sebe ve vzdálenosti nejménì 2.

Tvrzení 4.1. Nech» C je nekoneèná ètvercová sí» a S = (1, 1, 1, 2, ..., 2). Potom
χ′S(C) = 5.

Obrázek 5: Obarvení nekoneèné ètvercové sítì pro S = (1, 1, 1, 2, 2).

Obrázek 6: Hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e 5 je minimální mo¾ný poèet pou¾itých barev. Urèitì
víme, ¾e v tomto grafu existuje hrana obarvená barvou 1. Uva¾ujme mno¾inu jejích
sousedních hran, kterou oznaèíme N . Zøejmì |N | = 6 a ka¾dé dvì takové hrany jsou
od sebe ve vzdálenosti nejvý¹e 1. Podle podmínek kladených na barvení nelze barvu
1 zopakovat na ¾ádnou hranu z N , barvy 2 a 3 lze na hrany z N pou¾ít nejvý¹e 2x.
Proto¾e v¹echny hrany z N jsou zde od sebe ve vzdálenosti maximálnì 1, ¾ádná dal¹í
barva ji¾ nemù¾e být zopakována (jedná se o barvy typu 2), a proto potøebujeme
aspoò 2 dal¹í barvy. Tudí¾ 5 je minimální poèet pou¾itých barev na toto obarvení.
Na obrázku 6 je ukázána hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Nyní uká¾eme, ¾e 5 barev na pøíslu¹né obarvení postaèí. De�nujme obarvení hran
grafu C (viz obrázek 5):

16



1. Pro vodorovnou hranu {i, j} = {[ix, iy], [ix + 1, iy]} platí:

� je-li ix sudé, tak c{i, j} := 1.

� je-li ix liché, tak c{i, j} := 2.

2. Pro svislou hranu: {i, j} = {[ix, iy], [ix, iy + 1]} platí:

� je-li iy sudé, tak c{i, j} := 3.

� je-li iy ≡ 1(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 5,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 4.

� je-li iy ≡ 3(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 4,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 5.

U hran obarvených barvou 1,2 nebo 3 je z vyu¾ití sudosti a lichosti patrné, ¾e
vzdálenost ka¾dých dvou hran obarvených jednou z tìchto barev je v¾dy alespoò 1.
Barvami 4 a 5 jsou obarvené pouze svislé hrany. U ka¾dých dvou hran obarvených
barvou 4, kde první hrana je ve tvaru {i1, j1} = {[ix1, iy1], [ix1, iy1 + 1]} a druhá
hrana je ve tvaru {i2, j2} = {[ix2, iy2], [ix2, iy2 + 1]}, mohou nastat tyto pøípady:

� |ix1 − ix2| ≥ 2, potom vzdálenost hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� |ix1 − ix2| = 1, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2| ≥ 2 a tedy vzdálenost
hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� ix1 = ix2, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2| ≥ 4 a tedy vzdálenost hrany
{i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 3.

Hrany obarvené barvou 5 jsou analogií hran obarvených barvou 4. Proto popsané
hranové barvení je (1, 1, 1, 2, 2)-pakovacím hranovým barvením.

�

4.1.3 S=(1,1,2,. . .,2)

Platí, ¾e ka¾dé dvì sousední hrany musí být obarvené jinou barvou, navíc pokud
se jedná o barvu typu 2 (barvy 3,4,. . . .) lze dvì hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdálenosti nejménì 2.

Tvrzení 4.2. Nech» C je nekoneèná ètvercová sí» a S = (1, 1, 2, ..., 2). Potom
χ′S(C) = 6.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e 6 je minimální mo¾ný poèet pou¾itých barev. Urèitì
víme, ¾e v tomto grafu existuje hrana obarvená barvou 1. Uva¾ujme mno¾inu jejích
sousedních hran, kterou oznaèíme N . Zøejmì |N | = 6 a ka¾dé dvì takové hrany
jsou od sebe ve vzdálenosti nejvý¹e 1. Podle podmínek kladených na barvení nelze
barvu 1 zopakovat na ¾ádnou hranu z N , barvu 2 lze na hrany z N pou¾ít nejvý¹e 2x.
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Obrázek 7: Obarvení nekoneèné ètvercové sítì pro S = (1, 1, 2, 2, 2, 2).

Proto¾e v¹echny hrany z N jsou zde od sebe ve vzdálenosti maximálnì 1, ¾ádná dal¹í
barva ji¾ nemù¾e být zopakována (jedná se o barvy typu 2), a proto potøebujeme
aspoò 4 dal¹í barvy. Tudí¾ 6 je minimální poèet pou¾itých barev na toto obarvení.
Na obrázku 8 je ukázána hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Nyní uká¾eme, ¾e 6 barev na pøíslu¹né obarvení postaèí. De�nujme obarvení hran
grafu C (viz obrázek 7):

1. Pro vodorovnou hranu {i, j} = {[ix, iy], [ix + 1, iy]} platí:

� je-li ix sudé, tak c{i, j} := 1.

� je-li ix liché, tak c{i, j} := 2.

2. Pro svislou hranu: {i, j} = {[ix, iy], [ix, iy + 1]} platí:

� je-li iy ≡ 0(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 6,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 4.

� je-li iy ≡ 1(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 5,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 3.

� je-li iy ≡ 2(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 4,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 6.

� je-li iy ≡ 3(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 3,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 5.
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U hran obarvených barvou 1 a 2 je z vyu¾ití sudosti a lichosti patrné, ¾e vzdále-
nost ka¾dých dvou hran obarvených jednou z tìchto barev je v¾dy alespoò 1. Barvami
3, 4, 5 a 6 jsou obarvené pouze svislé hrany. U ka¾dých dvou hran obarvených barvou
3, kde první hrana je ve tvaru {i1, j1} = {[ix1, iy1], [ix1, iy1 + 1]} a druhá hrana je
ve tvaru {i2, j2} = {[ix2, iy2], [ix2, iy2 + 1]}, mohou nastat tyto pøípady:

� |ix1 − ix2| ≥ 2, potom vzdálenost hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� |ix1 − ix2| = 1, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2 | ≥ 2 a tedy vzdálenost
hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� ix1 = ix2, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2| ≥ 4 a tedy vzdálenost hrany
{i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 3.

Hrany obarvené barvou 4, 5 nebo 6 jsou analogií hran obarvených barvou 3. Proto
popsané hranové barvení je (1, 1, 2, 2, 2, 2)-pakovacím hranovým barvením.

Obrázek 8: Hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

�

4.1.4 S=(1,2,. . .,2)

Platí, ¾e ka¾dé dvì sousední hrany musí být obarvené jinou barvou, navíc pokud
se jedná o barvu typu 2 (barvy 2,3,. . .), lze dvì hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdálenosti nejménì 2.

Tvrzení 4.3. Nech» C je nekoneèná ètvercová sí» a S = (1, 2, ..., 2). Potom
χ′S(C) = 7.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e 7 je minimální mo¾ný poèet pou¾itých barev. Urèitì
víme, ¾e v tomto grafu existuje hrana obarvená barvou 1. Uva¾ujme mno¾inu jejích
sousedních hran, kterou oznaèíme N . Zøejmì |N | = 6 a ka¾dé dvì takové hrany jsou
od sebe ve vzdálenosti nejvý¹e 1. Podle podmínek kladených na barvení nelze barvu
1 zopakovat na ¾ádnou hranu z N . Proto¾e v¹echny hrany z N jsou zde od sebe
ve vzdálenosti maximálnì 1, ¾ádná dal¹í barva ji¾ nemù¾e být zopakována (jedná se
o barvy typu 2), a proto potøebujeme aspoò 6 dal¹ích barev. Tudí¾ 7 je minimální
poèet pou¾itých barev na toto obarvení. Na obrázku 10 je ukázána hrana s obarvením
1 a její sousední hrany.

Nyní uká¾eme, ¾e 7 barev na pøíslu¹né obarvení postaèí. De�nujme obarvení hran
grafu C (viz obrázek 9):

1. Pro vodorovnou hranu {i, j} = {[ix, iy], [ix + 1, iy]} platí:
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Obrázek 9: Obarvení nekoneèné ètvercové sítì pro S = (1, 2, 2, 2, 2, 2, 2).

Obrázek 10: Hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

� je-li ix sudé, tak c{i, j} := 1.

� je-li ix ≡ 1(mod 4):

{ je-li iy sudé, tak c{i, j} := 2,

{ je-li iy liché, tak c{i, j} := 5.

� je-li ix ≡ 3(mod 4):

{ je-li iy sudé, tak c{i, j} := 5,

{ je-li iy liché, tak c{i, j} := 2.

2. Pro svislou hranu: {i, j} = {[ix, iy], [ix, iy + 1]} platí:

� je-li iy ≡ 0(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 7,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 4.

� je-li iy ≡ 1(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 6,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 3.

� je-li iy ≡ 2(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 4,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 7.
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� je-li iy ≡ 3(mod 4):

{ je-li ix sudé, tak c{i, j} := 3,

{ je-li ix liché, tak c{i, j} := 6.

U hran obarvených barvou 1 je z vyu¾ití sudosti patrné, ¾e vzdálenost ka¾-
dých dvou hran obarvených touto barvou je v¾dy alespoò 1. Barvami 2 a 5 jsou
obarvené pouze vodorovné hrany. U ka¾dých dvou hran obarvených barvou 2, kde
první hrana je ve tvaru {i1, j1} = {[ix1, iy1], [ix1 + 1, iy1]} a druhá hrana je ve tvaru
{i2, j2} = {[ix2, iy2], [ix2 + 1, iy2]}, mohou nastat tyto pøípady:

� |iy1 − iy2| ≥ 2, potom vzdálenost hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� |iy1 − iy2| = 1, potom z de�nice barvení je |ix1 − ix2 | ≥ 2 a tedy vzdálenost
hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� iy1 = iy2, potom z de�nice barvení je |ix1 − ix2| ≥ 4 a tedy vzdálenost hrany
{i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 3.

Hrany obarvené barvou 5 jsou analogií hran obarvených barvou 2. Barvami 3, 4,
6 a 7 jsou obarvené pouze svislé hrany. U ka¾dých dvou hran obarvených barvou
3, kde první hrana je ve tvaru {i1, j1} = {[ix1, iy1], [ix1, iy1 + 1]} a druhá hrana je
ve tvaru {i2, j2} = {[ix2, iy2], [ix2, iy2 + 1]}, mohou nastat tyto pøípady:

� |ix1 − ix2| ≥ 2, potom vzdálenost hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� |ix1 − ix2| = 1, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2| ≥ 2 a tedy vzdálenost
hrany {i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 2,

� ix1 = ix2, potom z de�nice barvení je |iy1 − iy2| ≥ 4 a tedy vzdálenost hrany
{i1, j1} od hrany {i2, j2} je alespoò 3.

Hrany obarvené barvou 4, 6 nebo 7 jsou analogií hran obarvených barvou 3. Proto
popsané hranové barvení je (1, 2, 2, 2, 2, 2, 2)-pakovacím hranovým barvením.

�

4.1.5 S=(2,2,. . .,2)

Tomuto barvení se øíká silné barvení, které je zmínìno v kapitole 3 (de�nice 3.5).

Tvrzení 4.4. Nech» C je nekoneèná ètvercová sí» a existuje její S-pakovací hranové
barvení tak, ¾e S = (2, 2, ..., 2). Potom χ′S(C) = 8.

Toto tvrzení je v souladu s vìtou 3.36 uvedenou u distanèního hranového barvení
v kapitole 3. Obarvení ètvercové sítì pro S = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) je znázornìno
na obrázku 11.
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Obrázek 11: Obarvení ètvercové sítì pro S = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2).

4.2 ©estiúhelníková sí»

Pova¾ujme rovinu rozdìlenou na pravidelné ¹estiúhelníky za ¹estiúhelníkovou sí».
Nekoneèná ¹estiúhelníková sí» je rovinný graf, v nìm¾ ka¾dý vrchol má stupeò 3.

4.2.1 S=(1,1,1)

©estiúhelníková sí» H je bipartitní graf, jeho maximální stupeò je roven 3. Proto
podle vìty 3.4 platí χ′S(H) = 3. Toto obarvení je znázornìno na obrázku 12. Má
tedy smysl se dále zabývat pouze sekvencemi obsahujícími nejvý¹e dvì jednièky,
tj. S = (1, 1, 2, ..., 2), S = (1, 2, ..., 2) a S = (2, 2, ..., 2).

Obrázek 12: Obarvení ¹estiúhelníkové sítì pro S = (1, 1, 1).
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4.2.2 S=(1,1,2,. . .,2)

Platí, ¾e ka¾dé dvì sousední hrany musí být obarvené jinou barvou, navíc pokud
se jedná o barvu typu 2 (barvy 3,4,. . .), lze dvì hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdálenosti nejménì 2.

Tvrzení 4.5. Nech» H je nekoneèná ¹estiúhelníková sí» a S = (1, 1, 2, ..., 2). Potom
χ′S(H) = 4.

Obrázek 13: Hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Obrázek 14: Zvýraznìní pásu na obarvené nekoneèné ¹estiúhelníkové síti pro S =
(1, 1, 1).

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e 4 je minimální mo¾ný poèet pou¾itých barev. Víme,
¾e v tomto grafu existuje hrana obarvená barvou 1. Uva¾ujme mno¾inu jejích sou-
sedních hran, kterou oznaèíme N . Zøejmì |N | = 4 a ka¾dé dvì takové hrany jsou
od sebe ve vzdálenosti nejvý¹e 1. Podle podmínek kladených na barvení nelze barvu
1 zopakovat na ¾ádnou hranu z N , barvu 2 lze na hrany z N pou¾ít nejvý¹e 2x.
Proto¾e v¹echny hrany z N jsou od sebe ve vzdálenosti maximálnì 1, barva 3 u¾ být
zopakována nemù¾e, nebo» je typu 2. Proto musí být pou¾ita dal¹í barva 4. Proto
4 je minimální poèet pou¾itých barev na toto barvení. Na obrázku 13 je ukázána
hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Nyní uká¾eme, ¾e 4 barvy na pøíslu¹né obarvení postaèí. Uva¾ujme obarvení
uvedené na obrázku 12 pro S = (1, 1, 1). Víme, ¾e ka¾dé dvì hrany obarvené barvou
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Obrázek 15: Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì

1,2 nebo 3 jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì 1. Pova¾ujme èervené zvýraznìní
hran na obrázku 14 za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì
obarveny barvou 1 a 2. Dále pova¾ujme zelené zvýraznìní hran na obrázku 14 také
za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì obarveny barvou 1 a 2.
Tyto dvì cesty jsou navzájem spojeny hranami obarvenými barvou 3. Tyto dvì cesty
spolu se zmiòovanými hranami obarvenými barvou 3 nazveme pásem ¹estiúhelníkové
sítì. Nyní barvu oznaèenou èíslem 3 rozlo¾íme na 3 a 3'. Rozlo¾íme ji tak, ¾e pokud
v jednom pásu jsou spojující hrany obarvené barvou 3, tak pás nad ním a pás
pod ním bude mít spojující hrany obarvené barvou 3'. To znamená, ¾e dva sousedící
pásy nemohou mít spojující hrany obarvené stejnou barvou 3 nebo 3'. Tudí¾ hrany
s obarvením 3 budou od sebe ve vzdálenosti alespoò 2 a toté¾ platí i pro hrany
obarvené barvou 3'. Proto barvu 3' mù¾eme nahradit barvou èíslo 4, pro kterou je
tedy urèitì splnìno, ¾e hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì
2. Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì tímto postupem, který se na nekoneèné
¹estiúhelníkové síti neustále opakuje je znázornìn na obrázku 15, obarvení vìt¹ího
úseku hexagonální sítì je pak uvedeno na obrázku 16. �

Obrázek 16: Obarvení ¹estiúhelníkové sítì pro S = (1, 1, 2, 2).
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4.2.3 S=(1,2,. . .,2)

Platí, ¾e ka¾dé dvì sousední hrany musí být obarvené jinou barvou, navíc pokud
se jedná o barvu typu 2 (barvy 2,3,. . .), lze dvì hrany obarvit stejnou barvou, jsou-li
od sebe ve vzdálenosti nejménì 2.

Tvrzení 4.6. Nech» H je nekoneèná ¹estiúhelníková sí» a S = (1, 2, ..., 2). Potom
χ′S(H) = 5.

Obrázek 17: Hrana s obarvením 1 a její sousední hrany.

Obrázek 18: Zvýraznìní pásu na obarvené nekoneèné ¹estiúhelníkové síti pro S =
(1, 1, 2, 2).

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e 5 je minimální mo¾ný poèet pou¾itých barev. Víme,
¾e v tomto grafu existuje hrana obarvená barvou 1. Uva¾ujme mno¾inu jejích sou-
sedních hran, kterou oznaèíme N . Zøejmì |N | = 4 a ka¾dé dvì takové hrany jsou
od sebe ve vzdálenosti nejvý¹e 1. Podle podmínek kladených na barvení nelze barvu
1 zopakovat na ¾ádnou hranu z N . Proto¾e v¹echny hrany z N jsou od sebe ve vzdá-
lenosti maximálnì 1, ¾ádné dal¹í barvy u¾ být zopakovány nemohou, nebo» jsou
typu 2. Proto musí být pou¾ity dal¹í 4 barvy. Proto 5 je minimální poèet pou¾itých
barev na toto barvení. Na obrázku 17 je ukázána hrana s obarvením 1 a její sousední
hrany.

Nyní uká¾eme, ¾e 5 barev na pøíslu¹né obarvení postaèí. Uva¾ujme obarvení
uvedené na obrázku 16 pro S = (1, 1, 2, 2). Víme, ¾e ka¾dé dvì hrany obarvené
barvou 1 a 2 jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì 1 a ka¾dé dvì hrany obarvené
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Obrázek 19: Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì

barvou 3 a 4 jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì 2. Pova¾ujme èervené zvýraznìní
hran na obrázku 18 za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì
obarveny barvami 1,4,1,3. Dále pova¾ujme zelené zvýraznìní hran na obrázku 18 také
za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì obarveny barvami 3,1,4,1.
Tyto dvì cesty jsou navzájem spojeny hranami obarvenými barvou 2. Tyto dvì cesty
spolu se zmiòovanými hranami obarvenými barvou 2 nazveme pásem ¹estiúhelníkové
sítì. Nyní barvu oznaèenou èíslem 2 rozlo¾íme na 2 a 2'. Rozlo¾íme ji tak, ¾e pokud
v jednom pásu jsou spojující hrany obarvené barvou 2, tak pás nad ním a pás
pod ním bude mít spojující hrany obarvené barvou 2'. To znamená, ¾e dva sousedící
pásy nemohou mít spojující hrany obarvené stejnou barvou 2 nebo 2'. Tudí¾ hrany
s obarvením 2 budou od sebe ve vzdálenosti alespoò 2 a toté¾ platí i pro hrany
obarvené barvou 2'. Proto barvu 2' mù¾eme nahradit barvou èíslo 5, pro kterou je
tedy urèitì splnìno, ¾e hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì
2. Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì tímto postupem, který se na nekoneèné
¹estiúhelníkové síti neustále opakuje je znázornìn na obrázku 19, obarvení vìt¹ího
úseku hexagonální sítì je pak uvedeno na obrázku 20.

�

Obrázek 20: Obarvení ¹estiúhelníkové sítì pro S = (1, 2, 2, 2, 2).
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4.2.4 S=(2,2,. . .,2)

Tomuto barvení se øíká silné barvení, které je zmínìno v kapitole 3 (de�nice 3.5).

Tvrzení 4.7. Nech» H je nekoneèná ¹estiúhelníková sí» a S = (2, 2, ..., 2). Potom
χ′S(H) ≤ 6.

Obrázek 21: Zvýraznìní pásu na obarvené nekoneèné ¹estiúhelníkové síti pro S =
(1, 2, 2, 2, 2).

Obrázek 22: Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì.

Dùkaz. Nyní uká¾eme, ¾e 6 barev na pøíslu¹né obarvení postaèí. Uva¾ujme obarvení
uvedené na obrázku 20 pro S = (1, 2, 2, 2, 2). Víme, ¾e ka¾dé dvì hrany obarvené
barvou 1 jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì 1 a ka¾dé dvì hrany obarvené barvou
2, 3, 4 a 5 jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì 2. Pova¾ujme èervené zvýraznìní
hran na obrázku 21 za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì
obarveny barvami 3,2,4,5. Dále pova¾ujme zelené zvýraznìní hran na obrázku 21 také
za nekoneènou cestu tvoøenou hranami, které jsou støídavì obarveny barvami 2,3,5,4.
Tyto dvì cesty jsou navzájem spojeny hranami obarvenými barvou 1. Tyto dvì cesty
spolu se zmiòovanými hranami obarvenými barvou 1 nazveme pásem ¹estiúhelníkové
sítì. Nyní barvu oznaèenou èíslem 1 rozlo¾íme na 1 a 1'. Rozlo¾íme ji tak, ¾e pokud
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v jednom pásu jsou spojující hrany obarvené barvou 1, tak pás nad ním a pás pod
ním bude mít spojující hrany obarvené barvou 1'. To znamená, ¾e dva sousedící
pásy nemohou mít spojující hrany obarvené stejnou barvou 1 nebo 1'. Tudí¾ hrany
s obarvením 1 budou od sebe ve vzdálenosti alespoò 2 a toté¾ platí i pro hrany
obarvené barvou 1'. Proto barvu 1' mù¾eme nahradit barvou èíslo 6, pro kterou je
tedy urèitì splnìno, ¾e hrany s touto barvou jsou od sebe ve vzdálenosti nejménì
2. Výstøi¾ek obarvení ¹estiúhelníkové sítì tímto postupem, který se na nekoneèné
¹estiúhelníkové síti neustále opakuje je znázornìn na obrázku 22, obarvení vìt¹ího
úseku hexagonální sítì je pak uvedeno na obrázku 23.

�

Pokud bychom dosa¾ený výsledek porovnali se známými výsledky uvedenými
ve tøetí kapitole, dostali bychom pro hexagonální sí» o 3 barvy lep¹í výsledek ne¾
uvádí vìty 3.21 a 3.22. Také jsme pro hexagonální sí» získali hodnotu o 1 ni¾¹í, ne¾
je uvedeno v pátém podbodu hypotézy 3.14.

Obrázek 23: Obarvení ¹estiúhelníkové sítì pro S = (2, 2, 2, 2, 2, 2).

28



5 Závìr

Cílem této bakaláøské práce bylo seznámit ètenáøe s nìkterými variantami hrano-
vého barvení grafù. Nejprve byly de�novány základní pojmy z teorie grafù, které
byly v této práci pou¾ity. Dále jsme se ve tøetí kapitole zamìøili na jednotlivé typy
hranových barvení grafù. Tato kapitola byla rozdìlena na 4 podkapitoly. První pod-
kapitola byla vìnována pøípustnému hranovému barvení. Nejprve jsme toto barvení
a k nìmu pøíslu¹ný chromatický index de�novali. Poté jsme se zamìøili na ji¾ známé
výsledky. O tomto barvení je u¾ známo spoustu informací a nebylo pøímo cílem
této práce a z tohoto dùvodu jsme uvedli pouze pár základních poznatkù, které
se tohoto typu hranového barvení týkaly. Ve druhé podkapitole jsme pøedstavili
silné hranové barvení a silný chromatický index. Po de�nici tìchto pojmù zde byly
uvedeny obecné výsledky a poté se tato podkapitola zamìøila na výsledky v ob-
lasti silného hranového barvení pro rovinné, (sub)kubické a bipartitní grafy. Ve tøetí
podkapitole bylo de�nováno distanèní hranové barvení a s ním i distanèní chroma-
tický index. Toto barvení zahrnovalo i pøedchozí typy barvení - pøípustné hranové
barvení a silné hranové barvení. Nejprve jsme opìt uvedli obecnì známé výsledky
o distanèním chromatickém indexu a poté jsme se zamìøili na distanèní hranové
barvení pro stromy a pro n-dimenzionální møí¾ky. V poslední podkapitole jsme se
seznámili s S-pakovacím hranovým barvením, které zobecòuje pøedchozí typy hra-
nových barvení. V této podkapitole byla opìt uvedena de�nice S-pakovacího hra-
nového barvení a S-pakovacího chromatického indexu a poté známé výsledky pro
(sub)kubické grafy. Nìkteré z tìchto výsledkù byly následnì porovnány s vlastními
výsledky. Ve ètvrté kapitole byly uvedeny vlastní výsledky pro S-pakovací hranové
barvení sítí. Tato kapitola byla rozdìlena na 2 podkapitoly. V první podkapitole
bylo zkoumáno S-pakovací hranové barvení pro ètvercové sítì a druhá podkapitole
se vìnovala S-pakovacímu hranovému barvení ¹estiúhelníkové sítì.
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