Z APADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA APLIKOVANYCH VED
KATEDRA MATEMATIKY

EVOLUCNI HRY NA GRAFECH

BAKALARSKA PRACE

2022 TEREZA MOTLIKOVA



4

Prohlaseni

Predkladam timto k posouzeni a obhajobé bakalafskou préaci zpracovanou na zavér ba-
kalarského studia na Fakulté aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni.

Prohlasuji, Ze jsem tuto bakalafkou préci vypracovala samostatné a vyhradné s pouZzitim
odborné literatury, jejichZ Gplny seznam je jeji soucasti.

V Plzni, dne 24. kvétna 2022

vlastnorucni podpis



Podékovani

Rada bych timto podékovala RNDr. Vladimiru éviglerovi, Ph.D. za vstficnost, trpélivost a
odborné rady pfi konzultacich a psani této prace. Také bych chtéla podékovat své rodiné
a prateldm za podporu a trpélivost.



Abstrakt

Bakalédfskd prace se zabyva evolu¢nimi hrami na grafech. Standardni modely evolu¢-
nich her (napf. replikdtorova dynamika) neuvazuji Zddnou strukturu populace. Vyuzitim
grafi zavedeme do evolu¢ni hry strukturu, kterd mtize ovlivnit dynamiku hry. Cilem
préce je zjistit, za jakych podminek ma hra pevny bod v zavislosti na tom, zda vyuZzijeme
imita¢ni, Birth-Death nebo Death-Birth dynamiku a na jakém grafu se pohybujeme. Dy-
namiky mezi sebou porovname.

Klic¢ova slova: graf, evolu¢ni hra, evolu¢ni hra na grafu, teorie her, pevny bod



Abstract

This bachelor thesis deals with evolutionary games on graphs. Standard models of
evolutionary games (e.g., replicator dynamics) do not consider any population struc-
ture. Using graphs, we introduce a structure into the evolutionary game which can affect
the dynamics of the game. The aim of the thesis is to find out under which conditions
the game has a fixed point depending on whether we use imitation, birth-death or death-
birth dynamics and which graph we are using. We compare the dynamics with each other.

Keywords: graph, evolutionary game, evolutionary game on graph, game theory,
fixed point
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Kapitola 1
Uvod

Teorie her popisuje a analyzuje situace, pfi nichz dochézi ke stretu zjmua. M4 tak uplatnéni
nejen v biologii a ekonomii, ale také v sociologii nebo psychologii a dalsich védnich obo-
rech. Jednou ze soudasti teorie her jsou evolué¢ni hry, které se zamétuji na vyvoj populace v
¢ase. Evolu¢ni hry jsou vyuZivané zejména v biologii. Zdkladnim modelem, ktery popisuje
evolu¢ni hry, je replikdtorovd dynamika. Tento model neuvazuje strukturu hry. Tu do hry
zaneseme vyuZzitim grafi, a tim miZzeme ovlivnit dynamiku evoluc¢nich her. V préci se
zaméfime na nékteré hry na grafu a budeme zkoumat, za jakych podminek méa dand hra
pevny bod, pokud uvaZujeme imita¢ni, Birth-Death nebo Death-Birth dynamiku.

V kapitole 2 piedstavime zakladni pojmy teorie graf(i a teorie her. Zaméiime se na
zékladni definice teorie grafti a dale rozebereme statickou hru, socidlni dilemata a v ne-
posledni fadé také evolu¢ni hru na grafu jako samostatnou strukturu.

V kapitole 3 se zaméfime na hry, pro které pevny bod neexistuje. Nejdfive se zaméfime
na obecny souvisly graf, ve kterém kazdy z vrcholti mé za sousedy pouze vrcholy s
opacnou strategii. Dalsim grafem, ktery rozebereme, je Gplny graf.

V kapitole 4 se budeme podrobnéji vénovat hie na souvislém grafu, v jehoZ jedné ¢asti
se vyskytuji pouze vrcholy s jednou strategii a v druhé ¢asti pouze vrcholy s opacnou
strategii. Tato hra bude postupné rozebrana z pohledu vSech dynamik.



Kapitola 2
Zikladni pojmy

V préci se zabyvame evolu¢nimi hrami na grafech, pro jejichZ pochopeni je potieba zna-
lost teorie grafti a teorie her. V nasledujici kapitole shrneme potiebné zakladni poznatky
z téchto dvou oblasti.

2.1 Teorie grafi

Graf je zakladni strukturou teorie grafti. Jednd se o objekt, ktery je sestaven z vrchola
a hran, které zndzornuji vzdjemnou relaci mezi vrcholy. RozliSujeme grafy orientované
a neorientované. V nasi praci se budeme zabyvat pouze neorientovanymi grafy. Pro tuto
podkapitolu budeme ¢erpat z [3].

Definice 2.1 ([3], Def. 2.1.1.). Necht V je konetna mnozina. Dvojice G = (V, H), kde H C
(%), se nazyva neorientovany graf.

Poznamka. Je-li graf G specifikovan, lze pouZit znateni V = V(G) a H = H(G). Utelem
je odliSeni mnoZiny vrcholt a mnoZiny hran pfi praci s raznymi grafy.

Pozniamka. Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}.
Definice 2.2. Vrcholy spojené hranou budeme nazyvat sousednimi vrcholy.
Definice 2.3 ([3]). Necht G je graf, v € V(G). Potom mnoZinu
NM(v) ={u e V(G):{u,v} € HG)}
nazyvadme mnozinou sousedt vrcholu v v grafu G a
N<1(v) = Np(v) U{v}.

Definice 2.4 ([3], Def. 2.1.11.). Nechf Gy, G, jsou grafy. Reknéme, Ze G; je podgrafem grafu
Gy, znatime Gy C Gy, jestlize V(Gy) C V(Gy) a soucasné H(G1) C H(Gy).

Nésledné si zadefinujeme pojem uplny graf, se kterym se v dalSich ¢dstech prace
setkdme. Tento graf je zobrazen na obrazku 2.1.
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Definice 2.5 ([3]). Graf K, nan > 1 vrcholech se strukturou

. ({1,2,...,71}/ <{1,2,.2. .,n}))

nazyvame uplny graf.

Obrazek 2.1: Uplny graf

2.2 Teorie her

V préci se budeme vénovat evoluénim hrdm na grafech. Graf budeme uvaZzovat pouze
neorientovany, jeho vrcholy budou reprezentovat hrace a hrany mezi vrcholy budou re-
prezentovat interakci mezi jednotlivymi hréci. JelikoZ evoluéni hry tizce souvisi s hrami
statickymi, budeme se nejdfive vénovat pravé hrdm statickym. Pro tuto ¢ast prace bu-
deme Cerpat z [1], [2] a [4].

2.2.1 Staticka hra

Hrou rozumime situaci, kdy dva nebo vice hraca ¢ini rozhodnuti, interaguji mezi sebou,
a uzitek (odmeéna) kazdého z nich zdvisi na tom, jakou si jednotlivi hraci vyberou strategii.
Staticka hra je specidlni typ hry, ve které hraci voli strategii bez pfedchozi znalosti volby
ostatnich hraca.

Jako hru miizeme oznacit jakoukoli interakci napiiklad mezi zvifaty, na pracovnich
jednénich, ¢i prostou domluvu mezi kamarady:.

Definice 2.6 ([4], Def. 4.1). Staticka hra je hra, ve které kazdy z hra¢h ¢ini rozhodnuti, aniz
by znal rozhodnuti ostatnich.

Ke kazdé hie mohou hraci pristupovat s urcitou strategii. Jednd se o zptisob chovani
pfi interakci s protihrd¢em. Hra¢ tedy mtize zvolit napfiklad strategii spolupracovat, tzn.
vyhovét protihraci, byt mirny a bezkonfliktni. Naopak strategie nespolupracovat mtze
znamenat agresivni chovani vii¢i protihraci, nevyhoveéni v pozadavcich apod.



Definice 2.7 ([4], Def. 2.2). Strategie je pravidlem pro rozhodnuti vzdy, kdy je potieba ho
ulinit. Cista strategie je takova, kterd nebyla zvolena ndhodné. Soubor vSech moZnych
Cistych strategii budeme oznacovat X.

Poznamka. V nasi préci budeme uvaZovat pouze populaci stejnych jedincti, kde vSichni
jedinci maji totoZnou mnoZzinu ¢istych strategii X.

Pokud bude strategie zvolena ndhodné s néjakou pravdépodobnosti, budeme mluvit
0 smiSené strategii.

Definice 2.8. SmiSena strategie ¢ je pravdépodobnostni vektor a specifikuje pravdépo-
dobnost p(x), se kterou je kazda ¢ista strategie x € X volena. Mnozinu vSech moznych
smiSenych strategii ozna¢ime ¥ = [[;X;, kde X; je mnoZina smiSenych strategii i-tého
hrace.

Odménou (¢i trestem) hréce za interakci s ostatnimi hréci je uZitek. Jednd se o ¢iselné
vyjadieni odmény (trestu), kterou kazdy hra¢ ziskd. Uzitek kazdého hrace je ovlivnén
nejen jeho strategii, ale také strategii ostatnich hraca.

Definice 2.9. UZitkova funkce pfifazuje vektoru strategii uzitky, tj.
u: X" =R,
kde XV je vektor strategif a R" je vektor uZitkd.

Pokud budeme uvaZovat pouze dva hréace, ktefi maji stejné moznosti, uzitek prvniho
z hract je vysledek kombinace i-té strategie prvniho hrace a j-té strategie druhého hréce.
UZzitek prvniho hrace potom oznacime w1 (s;, s;).

Statické hry Ize nasledné feSit dvéma zptlisoby. Prvnim zptisobem je eliminace domi-
novanych strategii. Tento zptlisob je zaloZen na principu, Ze hrac¢i nebudou hrat strategii,
kterd je jasné nevyhodna oproti jiné strategii, a mtizeme ji proto vyloudit.

Definice 2.10 ([4], Def. 4.11). Strategie prvniho hréace o7 je silné dominovéna strategii o7,
pokud
uy(oy,02) > uy(oq,02), Vou € Lp.

Podobné pro druhého hréce, strategie 0> je silné dominovéna strategii o, pokud
M2(0'1,0'§) > u2(0'1,0'2), Vo, € Z4.

JelikoZ nékteré hry nemohou byt vyfeSeny pomoci eliminace dominovanych strategii,
je potteba zavést jiny zptsob feSeni statickych her. Tim je hledani Nashovy rovnovéhy.
Jedna se o takovou kombinaci strategii, pfi které si ani jeden z hra¢ti nemtzZe svoji volbou
polepsit, tedy zvysit sviyj uZitek.

z v 0O

Definice 2.11 ([4], Def. 4.17). Nashova rovnovéha (pro hru dvou hraci) je dvojice strategii
(of,05) takova, Ze
l/ll(O'l*,O'z*) Zul(al,aﬁ‘), VUl 621

uz(O'ik,O';) > uz(O'ik,(Tz), \V/O'Z c Zz.
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2.2.2 Socialni dilema

V této podkapitole se budeme zabyvat socidlnimi dilematy. Jednd se o druh her, ve kterych
hraje skupina hrac¢h statickou hru a kazdy ma na vybér pravé ze dvou strategii - spolu-
pracovat (S) nebo nespolupracovat (N). MnozZinu moZznych strategii budeme znacit jako

X = {S,N} = {1,0}.

Na zdkladé zvolenych strategii hrace a jeho souseda v grafu je poté kazdému hraci
pfifazen uZitek dle nasledujici tabulky.

S N

Sla b
Nic d

Hrac ma tedy uzitek a, pokud oba hréci spolupracuji, uZitek b, pokud on spolupracuje,
ale jeho protivnik nespolupracuje, uZitek ¢, pokud hra¢ nespolupracuje, ale protivnik ano
a nakonec uZitek d, pokud oba nespolupracuji.

Parametry a, b, c,d poté musi spliiovat nasledujici podminky, aby hry odpovidaly so-
cidlnim dilemattm.

1. Pro zjednoduseni budeme pfedpoklddat, Ze zddné dva parametry si nejsou rovné.

2. Je vzdy lepsi, pokud oba hraci spolupracuji, nezZ kdyZz oba nespolupracuji, tedy a >
d.

3. Pokud pouze jeden z hract spolupracuje, je vidy vyhodnéjsi byt ten, ktery nespolu-
pracuje, tedy ¢ > b.

4. Nezavisle na tom, jakou hrac zvoli strategii, je pro n&j vzdy lepsi, kdyz jeho partner
spolupracuje, tedy a > bac > d.

5. Parametry a a cjsou kladné, kooperace soupefie je tedy odménéna kladnym uzitkem.
Spojenim téchto péti podminek v jednu ziskdme
min{a, c} > max{b,d,0}. (2.1)

Definice 2.12 ([1], Def. 7). Rekneme, Ze vektor parametrd (a,b,c,d) je piipustny, pokud
splituje podminku (2.1), a # c a b # d. MnoZina P C R* v8ech téchto ¢tvefic se nazyva
mnoZina piipustnych parametrt.

MnoZinu P nésledné rozdélime do ¢tyt oblasti, odpovidajici scéndftim, kterymi jsou
PIna spoluprace (PS), Jestfabi a holubice (JH), Lov na jelena (L]) a Vézriovo dilema (VD):
Pps = {(a,b,c,d) e R*:a > c > b>d},
P = {(a,b,c,d) eR*:c>a>b>d},
Py ={(abcd) eR*:a>c>d>b},
Pvp = {(a,b,c,d) e R*:c >a>d > b}.



Sjednocenim téchto ¢tyt oblasti ziskdme ptivodni mnoZinu, tedy
P = Pps U P]H U PL] U Pvp.

JelikoZ se nachdzime ve ¢tyfdimenziondlnim prostoru, bylo by sloZité tyto oblasti za-
kreslit. Zafixujeme tedy 2 = 1 a d = 0. Nésledné je jiz moZzné zakreslit oblasti ve dvou

Vs

dimenzich, coz je jiz o mnoho jednodussi. Tyto oblasti jsou zobrazeny na obrazku 2.2.

4 ‘
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Obréazek 2.2: MnoZzina ¢tyt piipustnych scénédit proa =1ad = 0.

PIna spoluprace

PIna spolupréce je hra zvyhodnujici kooperaci nad nespolupraci. Pomoci eliminace do-
minovanych strategii miiZzeme nalézt pravé jednu rovnovahu, a to (S, S), tedy oba hrédi
spolupracuji.

Jesttabi a holubice

Jesttabi a holubice je antikoordinac¢ni hra, ve které se hraci nechtéji setkat ve stejné kom-
binaci strategii. Ve hfe miZeme nalézt dvé ¢isté rovnovahy a jednu smiSenou rovnovahu.
Cisté rovnovéhy spliiuji kombinace (S, N) a (N, S). SmiSend rovnovaha ma tvar

e d-b
Ca—c+d-Vb
Lov na jelena

Lov na jelena je hra, ve které se hra¢im vyplati zvolit stejnou strategii, preferovand je
ovSem spoluprace. Jednd se tedy o koordina¢ni hru se shodnou preferenci. Pokud se stra-
tegie jednotlivych hract neshoduji, maji uZitek nejmensi.



Tato hra ma opét dvé &isté Nashovy rovnovéhy a jednu smisenou. Cisté NR jsou kom-
binace (S,S) a (N, N) a smi$end rovnovéha ma tvar

e d-b
Ca—cH+d-0b
Véznovo dilema

Hra Véziiovo dilema je hra zvyhodiiujici nespolupraci. Eliminaci dominovanych strategii
ziskame pravé jednu rovnovihu (N, N), tedy oba hra¢i nespolupracuji.

2.2.3 Evolu¢ni hra na grafu
Zavedeni pojmu dynamicky systém ndm umoZzni zabyvat se vyvojem hry v ¢ase.
Definice 2.13 ([1], Def. 1). Autonomni dynamicky systém definujeme jako funkci
¢: Ny x XV — XY,
kterd splnuje
e ¢(0,x) =1x,
o Vs,t € Ng,Vx € XV : (s +t,x) = ¢(t, (¢(s,x)).

Evolu¢ni hru na grafu potom budeme definovat jako strukturu sloZzenou z grafu, pa-
rametr(i, uzitkové funkce a dynamického systému. V dalSich ¢astech prace se budeme
jednotlivym prvkiam vénovat detailnéji.

Definice 2.14. Evolu¢ni hra na grafu je struktura urena jako (G, p, u, ¢), kde
e G = (V, H) jesouvisly graf,
e p=(a,b,c,d)jsou parametry dané hry,
e u: X" — R"je uzitkova funkce,
e ¢:Njyx XV = XV je autonomni dynamicky systém.

Kazdému z vrcholll v grafu pfifazujeme jeho uZitek, k ¢emuZ vyuZzivame uZitkové
funkce. Existuji dva nejcastéjsi pfistupy k uzitkové funkci, a to souctova uzitkova funkce
a prameérnd uzitkova funkce.

Definice 2.15 ([2]). Souctovou uzitkovou funkci mtiZeme definovat jako

u? (x) =a ) Xixj+b ) xi(1—xj) +c ) (1—x;)xj+d )y (1—x)(1—x),

jeN(i) jeM(i) JEN(P) jeN(i)
pro x € X = {0,1}. Primérnou uzitkovou funkci ndsledné muzeme definovat jako

WP(x) =
SATAG]

7
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V nasi praci budeme pracovat pouze s primérnou uzitkovou funkci, kterd je ddna
pomérem celkového souctu uzitkti vrcholu a poc¢tem jeho sousedti.

Pfi praci s primeérnou uZitkovou funkci se miZe stat, Ze uzitek nékterych vrcholi
viibec nebude zaviset na poc¢tu sousedti daného vrcholu. Tyto situace budou pfiblizeny
v lemma 2.1.

Lemma 2.1. Mé&me vrchol A sousedici s vrcholy, které maji vSechny stejnou strategii
a uvazujeme primeérnou uzitkovou funkci. Pokud plati néjaky z nasledujicich ¢ty scénéit

1. xy=1laVie M(A):
2. xpa=1aVie Mi(A):
3. xg=0aVie Mi(A):x;=1,
4. x4y =0aVie Nqi(A):
potom uzitek vrcholu A nezavisi na stupni tohoto vrcholu.
Diikaz. Dtikaz budeme provadét pro kazdy z uvedenych scénéiti zv1ast.

1. Uzitek vrcholu A je uy = ]% = a, kde k je stupen vrcholu A. JelikoZ k mtZeme

zkratit, uZitek vrcholu A na ném nijak nezavisi.
2. Uzitek vrcholu Ajeuy = k—]'(b = b, kde k je stupeni vrcholu A.
3. Uzitek vrcholu Ajeuy = % = ¢, kde k je stupen vrcholu A.

4. Uzitek vrcholu Ajeuy = % = d, kde k je stupeni vrcholu A.

2.24 Dynamicky systém

V nasi préci se budeme zabyvat pouze tim, co se stane, kdyZ postoupime vpfed o jeden
krok, tj. ¢(1, x), jelikoZ nés zajima existence pevnych bodti po uplynuti jednoho ¢asového
okamzZiku. Pro zjednoduseni budeme oznacovat

(1, x) =2 @ (x),
a tedy
9(t,x) = 9.(x),

kde * odpovida jedné z dynamik, a to imita¢ni dynamice (ID), Birth-Death dynamice (BD)
nebo Death-Birth dynamice (DB), které budou bliZe popsany v nasledujici casti.



Imitaéni dynamika

V imita¢ni dynamice kazdy vrchol ,imituje”, tedy piebira strategii od svého souseda,
ktery ma nejvy3si uzitek. V jednotlivych krocich je tedy potteba se podivat na kazdy vr-
chol zvlast a vyhodnotit, jakou strategii bude mit v nasledujicim ¢asovém okamzZiku.

Definice 2.16 ([1], Def. 3). Imita¢ni dynamiku definujeme jako funkcis ¢ = (91, @2,..., ¢|v)),
kde ¢; : SV — S, nasledovné

oD (x) = Xmax pokud |A;(x)| =1a Aj(x) = {Xmax},
l X jinak,

kde A;(x) je mnozina strategii sousednich vrchol x, které maji nejvyssi uZzitek a je dana
jako
Ai(x) = {x¢ - k € argmax{u;(x) : j € N<1(i) }}.

Birth-Death dynamika

V této dynamice je vyhledan vrchol, ktery ma globadlné nejvyssi uzitek. Nésledné se tento
vrchol ,rozmnozi” a nahradi nejslabsi vrchol ze svych sousedti. Pokud ma tedy nejvyssi
uzitek napftiklad spolupracujici vrchol a v jeho okoli je nejslabsim vrcholem naopak ne-
spolupracujici jedinec, je strategie nespolupracujictho nahrazena strategii spolupracuji-
ctho. Pokud se v okoli néjakého vrcholu vyskytuje vice vrchol@i s nejvyssim uzitkem
a riznou strategii, vrchol si zachovava svou ptvodni strategii. Pro definici vyuZijeme

variantu této dynamiky z [1].

Definice 2.17. Birth-Death dynamiku definujeme jako funkci ¢ = (¢1, ¢2, ..., ¢|y|), kde
¢; : SV — S, nasledovné

Xmax pokud |A;(x)| =1, max u]-(x) = max u]-(x),Ai(x) = {Xmax}

jeEN1(i) jev
BD _ in u;(x)=u;(x éjaké k € B;(x),
PP (x) = a min 15(x) = 1(x) prongjake k € B(x
: kud |A; > 1neb i(x) < i(x),
X pokud |A;(x)| nebo jén/\%)((i) u;(x) rjrg/xu](x)

kde
Ai(x) = {xx : k € Bi(x)}

Bi(x) = {k : k € argmax{u;(x) : j € N<1(i)}}.

Death-Birth dynamika

V této dynamice je naopak nejdfive vyhledan vrchol, ktery mé z celé populace uZitek
nejmensi. Tento vrchol ,zemfe” a je ndsledné nahrazen vrcholem ze svych sousedd, ktery
ma uZitek nejvétsi. Pokud ma tedy nejniZsi uzitek napfiklad vrchol, ktery spolupracuje,



a v jeho nejblizs§im okoli je uZitkové nejsilnéjsi vrchol nespolupracujici, potom dojde k na-
hrazeni ptivodni spolupracujici strategie za novou nespolupracujici. Pokud se v okoli nej-
slabsiho vrcholu vyskytuje vice vrcholil s nejvy3sim uZitkem a rtiznou strategii, vrchol si
zachovava svou ptivodni strategii.

Definice 2.18 ([1]). Death-Birth dynamiku definujeme jako funkci ¢ = (@1, 92, ..., ¢|v|),
kde ¢; : SV — S, nasledovné

Xmax pokud u;(x) = min u]-(x), |A;(x)] =1a Aj(x) = {Xmax},

PP (x) = e’

! X pokud u;(x) > mi‘? uj(x) nebo |A;(x)| > 1,
je

kde

Ai(x) = {xg - k € argmax{u;j(x) : j € N<1(i)}}.

Cilem prace je studovat stavy, ve kterych spoluprace a nespoluprace koexistuje, a za
jakych podminek vyuzitim dynamiky ¢. nedojde ke zméné. Hleddme tedy pevny bod
evoluc¢ni hry na grafu, ktery je ddn nésledujici definici.

Definice 2.19 ([2], Def. 2.2). Rekneme, Ze stav x € X" je koexistenénim pevnym bodem
evolu¢ni hry na grafu (G, p, u, ¢), pokud

* je pevnym bodem, tj. ¢(x) = x pro vechna t € N,

* je koexistentnim stavem, . 0 < Y ;e x; < | V.

2.2.5 Hranice shlukt

Vrcholy s pfifazenymi strategiemi maZeme rozdélit do ¢tyf rtiznych skupin v zavislosti
na tom, jakou ma strategii on sdm a jaké maji strategie jeho sousedi. Tyto skupiny budeme
oznacovat jako vnitini spolupracujici (VS), vnitini nespolupracujici (VN), hrani¢ni spolu-
pracujici (HS) a hrani¢ni nespolupracujici (HN). DiileZitou vlastnosti ,vnitfnich” vrchol
je, Ze nemtZou zménit svou strategii. Této vlastnosti budeme vyuzivat v dalsich kapi-
tolach.

Definice 2.20 ([2]). Spolupracujici vrchol, jehoZ sousedi také pouze spolupracuji, ozna-
¢ime jako vnitfni spolupracujici vrchol (VS). Pro dany stav x € X" zavadime mnozinu
vnitinich spolupracujicich jako

VWs(x) :={i € V:x; =1ax;=1provsechnajec N(i)}.

Definice 2.21 ([2]). Nespolupracujici vrchol, jehoZ sousedé pouze nespolupracuji, budeme
oznatovat jako vnitini nespolupracujici vrchol (VN). Pro dany stav x € X" zavadime
mnoZinu vnitfnich nespolupracujicich jako

Vyn(x) :={i € V:x; = 0ax; = 0 pro viechna j € Ni(i)}.
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Definice 2.22 ([2]). Spolupracujici vrchol, ktery md alesporn jednoho nespolupracujictho
souseda, budeme oznacovat jako hrani¢ni spolupracujici vrchol. Pro dany stav x € XV
definujeme mnoZinu hrani¢nich spolupracujicich jako

Vis(x) :={i € V: x; = 1 a existuje j € N1(i) s x; = 0}.

Definice 2.23 ([2]). Nespolupracujici vrchol, ktery ma alespori jednoho spolupracujiciho
souseda, budeme oznacovat jako hrani¢ni nespolupracujici vrchol. Pro dany stav x € XV
definujeme mnoZinu hrani¢nich nespolupracujicich jako

Vin(x) := {i € V: x; = 0 a existuje j € N1(i) s x; = 1}.
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Kapitola 3

Hry bez pevnych bodu

V nésledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat nékolika vétami, které popisuji cho-
vani v konkrétné rozloZené populaci.

V této kapitole se zaméfime na hry, pro které dany stav neni pevnym bodem pro
zaddnou z dynamik.

3.1 Obecny souvisly graf

Jako prvni se budeme vénovat hie na souvislém grafu, ve kterém kazdy z vrchola sousedi
pouze s vrcholem s opacnou strategii.

Véta 3.1. M&me evoluéni hru na grafu (G, p, u®, @), kde
* G = (V, H) jelibovolny souvisly grafa |[V| > 1,
* p=(a,b,cd) € Pje mnoZina piipustnych parametrd,
* ¢ je libovolny dynamicky systém voleny z ¢'®, pBP a ¢PP,
a vektor strategii x = (x1,xp,..., x‘v‘) e XV takovy, ze
Vie V,Vk € N1(i) : x; # xi.
Potom ¢(x) # x.

Diikaz. Nejprve uréime uZitky jednotlivych vrchold. Jelikoz kazdy z vrcholt sousedi pou-
ze s vrcholy, které maji vSechny stejnou strategii, mtZeme vSechny spolupracujici vrcholy
oznacit C a nespolupracujici vrcholy oznacit D (viz lemma 2.1). UZitek vrcholuCjeug = b
a uzitek vrcholu D je up = c.

Nyni dokédZzeme pro kazdy dynamicky systém zvlast, Ze x neni pevnym bodem, .

¢(x) # x.

1. Necht ¢ = ¢'P. Diikaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze ¢'°(x) = x, tedy
plati, Ze ani jeden z vrcholti nezméni svou strategii.

Aby vrchol C nezménil svou strategii, je potfeba splnit b > ¢, coZ je ovSsem v rozporu
s podminkou (2.1) omezujici socialn{ dilemata, tedy ¢'™(x) # x.
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2. Nechf ¢ = ¢PP. Dikaz opét provedeme sporem. Predpokldddme, Ze ¢BP(x) = x,
tedy ani jeden z vrcholi nezméni svou strategii. Budeme se nasledné zabyvat dvéma
ruznymi situacemi - nejvyssi uzitek ma bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
u;(x) =ue =0b,
max j(x) =uc
plati b > ¢, coZ je v rozporu podminkou (2.1) kladenou na socialni dilemata. Pokud

maxu;(x) =up ==«¢
jev ]() D 7

tak ¢ > b. Plati xp = 0 a Ap(x) = {1}, tedy ¢BP(x) # x.

3. Necht ¢ = ¢@PP a dtikaz opét provedeme sporem. Predpoklddejme, e ¢PB(x) = x,
tj. zadny z vrcholi nezméni svou strategii. Budeme se opét zabyvat dvéma situacemi
- nejnizsi uzitek ma bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
1]21‘51uj(x) =up=c,
plati ¢ < b, coZ neodpovida podmince (2.1) kladené na socidlni dilemata. Pokud

inu;(x) =us="=

tak b < c. Dale plati x¢ = 1 a zaroveri Ac(x) = {0} a tedy ¢PB(x) # «x.

3.2 Uplny graf

Dale se budeme vénovat hfe na tplném grafu, kde alesponi jeden z vrcholh ma jinou
strategii, neZ ostatni. V této hfe vSichni hraci interaguji s kazdym z ostatnich hraca.

Véta 3.2. Nechf n > 3, n € IN. M&me evoluéni hru na grafu (K,, p, u®, ¢), kde
* K, je uplny graf,
* p=(a,b,cd) € Pje mnozina pfipustnych parametrd,
* ¢je libovolny dynamicky systém voleny z ¢, ¢BP a ¢P?,

a libovolny vektor strategif x = (x1,x2,...,%y|) € XV takovy, Ze x je koexisten¢ni stav.
Potom pro skoro v8echna (a,b,¢,d) € P plati ¢(x) # x.

Diikaz. Tvrzeni budeme dokazovat pro kazdou z dynamik zvlast. JelikoZ je graf uplny,
vSechny spolupracujici vrcholy maji stejny uzitek a vSechny nespolupracujici vrcholy majf
stejny uzitek. Oznacime tedy libovolny spolupracujici vrchol C a libovolny nespolupra-
cujici vrchol D.
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Uzitek vrcholu C je
ka +1b
k+17
kde k je pocet sousedtr vrcholu C se strategii x = 1 a I je pocet sousedti vrcholu C se
strategii x = 0.
Uzitek vrcholu D je

Uec =

u _ mc+nd
D — m+n/

kde m je pocet sousedti vrcholu D se strategii x = 1 a n je pocet sousedil vrcholu D se
strategii x = 0. JelikoZ v8echny vrcholy maji stejny pocet sousedi, uzitek vrcholu D se da
také zapsat jako
(k+1)c+(1-1)d

k+1

Uup =
Zde predpokladejme, Ze uc # up.

1. Necht ¢ = ¢BP. Dtikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, ze ¢®P(x) = «x, .
plati, Ze Zadny z vrcholt nezméni svou strategii. Mohou nastat dvé rtizné moZznosti
- maximadlni uzitek ma vrchol C nebo vrchol D.

Pokud
max uj(x) = uc,
pak plati
Uc > Up.

Aby nedoslo ke zméné, musi mit nejslabsi sousedni vrchol strategii x = 1, tj.
Uec < up,

coZ je spor s prvni nerovnosti, tedy ¢®P(x) # x.

Pokud ma maximalni uzitek vrchol D, pak plati
up > uc.

Aby nedoslo ke zméné, musi mit nejslabsi sousedni vrchol strategii x = 0, tj.
up < uc,

coZ je ale v rozporu s prvni podminkou, tedy ¢®P(x) # x.

2. Necht ¢ = ¢PB. Dikaz opét provedeme sporem. Predpoklddame, ze ¢PB(x) = x,
tj. zddny vrchol nezméni svou strategii. Opét mohou nastat dvé rtizné situace - mi-
nimalni uZitek ma bud’ vrchol C nebo vrchol D.

Pokud ma minimalni uZzitek spolupracujici vrchol, plati

Ue < uUp.
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Vrchol C pfebira strategii od svého nejsilnéjstho souseda a aby nedoslo ke zméné,
musi platit
uc > up,

coZ je ovéem v rozporu s prvni podminkou, tedy ¢PB(x) # x.

Pokud ma minimaln{ uZzitek vrchol D, plati
up < uc.
Aby nedoslo ke zméné, musi platit
up > ue,
coZ je v rozporu s ptedchozi podminkou a tedy ¢PP(x) # x.
3. Necht ¢ = ¢'P. Dtikaz i zde provedeme sporem. Znovu predpokladame, e ¢'°(x) =
x, tj. Zddny z vrcholt nezméni strategii. Aby Zadny ze spolupracujicich vrchola

nezménil strategii, musi platit
Ue > Up.

Aby ani Zadny z nespolupracujicich vrcholti nezménil strategii, musi platit
up > uc.
Tyto dvé nerovnosti nemtiZou platit zaroven, proto ¢'(x) # x.
Nyni vyfesime zbylé ptipady, pro které ¢(x) = x. Stane se tak, pokud
Uc = up,

tedy
ka+1b  (k+1)c+(I-1)d
k+1 k+1

Tato situace tedy nastane v prostoru R* na nadroviné

ka+1b = (k+1)c+ (I —1)d,

kterou pro nas piiklad vynechdme. O
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Kapitola 4

Pevny bod na specidalnim typu grafu

Nasledujici tfi tvrzeni se budou tykat hry, kterd ma pocatecni rozloZeni strategii takové,
Ze v jedné ¢asti grafu se nachdzi vrcholy pouze se strategii spolupracovat a v druhé ¢asti
pouze vrcholy se strategii nespolupracovat. Graf této hry je ilustrovan na obrazku 4.1.

SR
\\/\%\
‘\ /C D
S

7/

Obrazek 4.1: Graf G, v jehoZ jedné ¢ésti maji vSechny vrcholy strategii S a v druhé ¢asti
maji vSechny vrcholy strategii N. Tyto dveé ¢asti jsou spojené pouze jednou hranou.

Tento graf se z nejvétsi ¢asti sklada pouze z vnitinich spolupracujicich vrcholt a vniti-
nich nespolupracujicich vrcholii a pouze dva vrcholy (jeden ze skupiny spolupracujicich
a jeden ze skupiny nespolupracujicich) interaguji i s vrcholem s opacnou strategii.

Situaci bychom si mohli predstavit jako setkdni dvou skupin, z nichZ kazda ma jiny
nazor a obé vyslou svého ,vyjednavace”, ktery si jako jediny miize vyslechnout ndzor
opacné skupiny.

PouZitim jedné z dynamik muze dojit k ovlivnéni ostatnich hraca v populaci a tim
ke zméné jejich strategie. Zde budeme zkoumat, za jakych podminek na grafu k tomu
nedojde a vsichni hréci si zanechaji svoji ptivodni strategii.

Vrcholy z grafu Gy (kromé vrcholu C) odpovidaji vnitinim spolupracujicim (viz Defi-
nice 2.20), tedy

Ws(x) = V(G)\{C},
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podobné vrcholy z grafu G, (kromé vrcholu D) odpovidaji vnitfnim nespolupracujicim
vrcholm (viz Definice 2.21), tedy

VN (x) = V(G2)\{D}.

Aby se nam s vrcholy lépe pracovalo, budeme pro vrcholy z mnoziny Vys(x) pouzivat
znaleni VS a vrcholy z mnoziny Vyn(x) budeme znaédit VN.

4.1 Birth-Death dynamika

Jako prvni se budeme vénovat Birth-Death dynamice, ve které dochazi k tomu, Ze uZzitkové
nejsilngjsi vrchol se snaZzi zaplnit své okoli a zménit strategii svych sousedi. V nasledujici
vété a dlikazu si ukdZeme, pro jaké parametry Zadny z vrcholti nezméni svou strategii.

Véta 4.1. M&me evoluéni hru na grafu (G, p,u’, ®P), kde G = (V, H) je souvisly graf
takovy, ze V. = V(G1) UV(Gy) a H = H(Gy) UH(G) U{C,D},kde C € V(Gy), D €
V(Gy), G1 a Gy jsou souvislé grafy a |[V(Gy)| > 1, [V(Gy)| > 1 a vektor strategii x =
(xl, X7, .. .,x|V|) e XV takOVY, ze

Vi € V(Gl) cx; =1,
Vk € V(Gy) : x = 0.

Mnozina pfipustnych parametrai p = (a,b,c,d) € P spliuje
b>(1—k)a+kd, 4.1)

nebo
c<la+(1-1)d, (4.2)

kdek = |[N1(C)|al = |N1(D)]| pravé tehdy, kdyz ¢PP(x) = x.

Diikaz. Nejprve provedeme dtikaz postacujici podminky, tj. nechf p = (a,b,¢,d) € P
splituje (4.1) nebo (4.2), potom ¢PP(x) = x.

Zatneme uréenim uzitkt jednotlivych vrcholt. JelikoZ vsechny vrcholy mnozin Vyg(x)
a Vyn(x) sousedi pouze s vrcholy, které maji vSechny stejnou strategii, mtizeme uzitky
urcit jednoduse podle lemma 2.1.

Uzitek v8ech vrcholt z mnoziny Vys(x) je uys = a a uzitek vSech vrcholti z mnoziny
VN (x) je uyn = d. UZitek vrcholu C je

b+ (k—1)a
P L)
a uzitek vrcholu D je
c+(1—-1)d
Up = ]
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Pro zjednoduseni si ptivodni oblast parametrt (a, b, ¢, d) rozdélime na dvé mensi ob-
lasti a dtikaz provedeme pro kazdou z nich zvlasf. Oblast PP je proa = 1ad = 0
zobrazena na obrdzku 4.2a a definujeme ji jako

PP = {(a,b,c,d) €P: (b> (1 —k)a+kd)A(c>la+ (1-1)d)},
a oblast PBP definujeme jako
PP = {(a,b,c,d) € P: c<la+ (1-1)d}

aproa =1ad = 0je zobrazena na obrazku 4.2b.

(a) Oblast PPP (b) Oblast PSP

Obrazek 4.2: Oblasti PPP a PP proa = 1ad = 0. Hranice b = 1 — k a ¢ = [ jsou meze
oblasti pfipustnych parametr.

1. Nechf
b>(1—k)a+kd, (4.3)
c>la+ (1-1)d, (4.4)
tj. oblast PPP. Diky platnosti (4.3) vime, Ze uc > d. Podobné diky platnosti (4.4),
up > a.
Dohromady tedy plati

Up > Uuyg > Uc > UyN-

Maximalni uzitek ma tedy vrchol D, ktery pfeda svoji strategii svému nejslabSimu
sousedovi, coz je kazdy vrchol z mnoziny Vyn(x), tedy ¢(x) = x.

2. Necht
c<la+(1-1)d, (4.5)
tj. oblast PYP. Z (2.1) plyne, Ze uc < a. Podobné diky platnosti (4.5) vime, Ze up < a.
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Dohromady plati bud

uys > max{uyn, up, lc}

nebo
uys = uUup > max{uVN, Mc}.

Vrchol s nejvys$im uzitkem je tedy libovolny vrchol z mnoziny Vyg(x), ktery urcité
sousedi pouze s vrcholem se stejnou strategii, tedy ¢(x) = x. Pokud je uZitek libo-
volného vrcholu z mnoziny Vys(x) shodny s uzitkem vrcholu D a zéroven vétsi neZ
uzitky ostatnich vrcholf, ke zméné strategie vrcholu u¢ také nedojde.

Nyni provedeme diikaz nutné podminky, tj. necht ¢BP(x) = x, potom p = (a,b,¢,d) €
P splituje (4.1) nebo (4.2).

Dtikaz mtiZeme rozdélit na pét riznych situaci - maximélni bude vrchol C nebo vrchol
D nebo libovolny vrchol z mnoziny Vys(x) nebo libovolny vrchol z mnoZiny Vyn(x). Po-
sledni moZnosti je, Ze nejvyssi uzitek bude mit vrchol D a vrchol mnoziny Vyg(x) zaroven.

1. Pokud bude mit nejvyssi uzitek vrchol C, nedojde ke splnéni podminky (2.1), tedy
9P (x) # x.

2. Maximélni uzitek bude mit vrchol D, tj.
up > max{uc, uys, UyN },

w > max{w/ald}‘

Upravou téchto tfi nerovnosti ziskdme dvé podminky

L 1ot 1k —1)a

X +(1-1)d a c>la+(1-1)d.
Tteti nerovnost je diky platnosti (2.1) splnéna vZdy. Aby nedoslo ke zméné, musi
platit
i< b+ (k— 1)a’
k
tedy po tpraveé

b> (1—k)a+kd.

Sjednocenim prvnich dvou nerovnosti a naslednym priinikem s posledni nerovnosti
ziskame oblast ohrani¢enou

c>la+(1-1)d a b>(1—k)a+kd,

coz odpovid4 oblasti PPP.
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Vv s

3. Nejvyssi uzitek md vrchol z mnoziny Vyg(x), tedy

uys > max{uc, up, uyn},
b+ (k—1)a c+(I—1)d d}

a>max{ . , i

Upravou ziskdme
c<la+(1-1)d.

Zbylé dvé nerovnosti jsou diky platnosti (2.1) splnény vzdy. JelikoZ vSechny vr-
choly z mnoziny Vys(x) sousedi pouze s vrcholy se stejnou strategii, nemuze dojit
ke zméné a neni nutné splnit dalsi nerovnost. Ziskali jsme oblast

c<la+(1-1)d.
4. Zadny vrchol z mnoziny Vyn(x) nemfize mit nejvyssi uzitek, protoze by nebyla
splnéna podminka (2.1).
5. Nejvyssi uzitek maji vrchol D a vrcholy z mnoziny Vys(x), tedy
c=la+(1-1)d.
Pro tuto oblast ke zméné strategie zddného z vrchold nedojde.

Zkombinovanim téchto moznosti ziskdme jednu oblast pro parametry p = (a,b,¢,d) €
P, splitujici

b>(1—k)a+kd nebo c<la+(1-1)d.

4.2 Death-Birth dynamika

V nésledujici podkapitole se zaméfime na Death-Birth dynamiku, ve které naopak uZit-
kové nejslabsi vrchol piebira strategii od svého nejsilnéjsiho souseda.

Véta 4.2. Mé&me evoluéni hru na grafu (G, p,u’, PP), kde G = (V, H) je souvisly graf
takovy, Ze V = V(G1) UV(Gy) a H = H(G1) UH(Gy) U{C,D}, kde C € V(Gi)aD €
V(Gy), G1 a G; jsou souvislé grafy a |[V(Gy)| > 1, |[V(Gy)| > 1 a vektor strategii x =
(xl, X2, .. .,X|V|) e XV takOV}’f, ze

Vi e V(Gl) x; =1,
Vk € V(Gz) cx =0.
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Mnozina pfipustnych parametra p = (a,b,c,d) € P spliuje
b>(1—k)a+kd, (4.6)

nebo
c<la+(1-1)d, 4.7)

kdek = |[N1(C)|al = |N1(D)| pravé tehdy, kdyZ ¢PB(x) = x.

Diikaz. Jako prvni dokdZeme postalujici podminku, tj. necht p = (a,b,¢,d) spliiuje (4.6)
nebo (4.7), potom ¢PB(x) = x. Zatneme ur¢enim uZitkd jednotlivych vrcholé. Uzitek
v8ech vrcholt mnozin Vyg(x) a Vyn(x) opét jednoduse uréime podle lemma 2.1.

Uzitek vrcholit mnoziny Vys(x) je uys = a a uZitek v8ech vrcholt z mnoziny Vyn(x)
je uyn = d. UZitek vrcholu C je

b+ (k—1)a

NS )
a uzitek vrcholu D je

c+(1—1)d

Up = ———5——

Podobné jako v pfedchozim dikazu, ptivodni oblast parametrt (a, b, c,d) rozdélime
na dvé mensf oblasti a ditkaz provedeme pro kazdou z nich zvlast. Oblast PPP je pro
a =1ad = 0 zobrazena na obrazku 4.3a a definujeme ji jako

PPP = {(a,b,c,d): (b<(1—Ka+kd)A(c<la+(1-01d)},
a oblast PPP definujeme jako
PPB = {(a,b,c,d): b> (1—k)a+kd}

aproa =1ad = 0je zobrazena na obrazku 4.3b.

(a) Oblast PPB (b) Oblast PP?

Obrézek 4.3: Oblasti PPP a PPP proa = 1ad = 0. Hranice b = 1 — k a ¢ = I jsou meze

oblasti pfipustnych parametrt.
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1. Nechf

b<(1—k)a+kd, (4.8)
c<la+(1-1)d, (4.9)
tj. oblast PPB. Diky platnosti (4.8) vime, Ze u¢ < d. Dale diky platnosti (4.9) vime, Ze
up < a.
Dohromady plati

uec < uyn < up < uys.

Nejmensi uzitek ma tedy vrchol C, ktery prebird strategii od svého nejsilnéjsiho sou-
seda, vrcholu z mnoziny Vyg(x), ktery ma urcité stejnou strategii. Tedy ¢(x) = x.

2. Necht
b> (1—Ka+kd, (4.10)

tj. oblast P?B. Jelikoz plati (4.10), tak u¢ > d. Z platnosti (2.1) vime, Ze up > d.
Dohromady tedy plati

uyN < min{up, uc, uys}.

Minimélni uzitek mé tedy libovolny vrchol z mnoZziny Vyn(x), ktery piebira strate-
gii od svého nejsilngjsiho souseda, ktery ma urcité stejnou strategii, tedy ¢(x) = x.

Déle provedeme dfikaz nutné podminky, tj. nechf ¢P®(x) = x, potom p = (a,b,c,d) € P

spliiuje (4.6) nebo (4.7). Opét zde mohou nastat ¢tyfi riizné moZnosti - nejnizsi uZitek bude
mit vrchol C, vrchol D, vrchol z mnoziny Vys(x) nebo vrchol z mnoziny Vyn(x).

1. Minimdlni uZitek ma vrchol C, tj.

uc < min{up, uys, uyn},

bt(k=1)a (kk_ DL < min {—C T (ll_ 1)d,a,d}.

Upravou téchto nerovnic ziskdme nasledujici hranice oblasti

c>bl+l(kﬂ-l—(1—l)d a b < (1—K)a+kd
Tteti nerovnost je diky platnosti (2.1) splnéna vzdy. Aby nedoslo ke zméné, musi

déle platit
St (I— 1)d,
- I
po uprave
c<la+(1-1)d.
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Pokud bude mit minimélni uzitek zéroven vrchol C a vrchol mnoziny Vyn(x), §.
b= (1—k)a+kd,

ke zméné strategii Zddného vrcholu také nedojde. Sjednocenim prvnich dvou nerov-
nosti a ndslednym priinikem s posledni nerovnosti ziskdme oblast ohrani¢enou

c<la+(1-1)d, a zéroven b<(1—k)a+kd,
coZ odpovid4 oblasti PPB.

2. Minim4lni uZitek m4 vrchol D, potom neni splnéna podminka (2.1), tedy ¢PP(x) #
X.

3. Z&dny vrchol z mnoZiny Vys(x) nemiiZe byt nejslabsi kvili podmince (2.1).

4. Minimélni uzitek ma vrchol z mnoziny Vyn(x), 4.

uyN < min{uc, up,uys},

e min{b+ (kk— Da o+ (zl— 1)(1,&}.

Upravou téchto nerovnosti ziskdme hranici oblasti nasledovné
b> (1—k)a+kd.

Ostatni nerovnosti jsou diky platnosti (2.1) spInény vzdy. JelikoZ libovolny vrchol z
mnoziny Vyn sousedi pouze s vrcholy se stejnou strategii, ke zméné nemtize dojit a
ziskali jsme oblast

b>(1—k)a+kd,

coz odpovida oblasti PPP.
Zkombinovanim oblasti PPB a P?B ziskdme oblast ohrani¢enou
b>(1—k)a+kd, nebo c<la+(1-1)d.

O

Jak jsme si ukézali, pfedchozi dvé evolucni hry na grafu se vysledkem odlisuji pouze v
pouzité dynamice, oblast parametrti p = (a, b, ¢, d) je pro obé hry stejna. V obou p¥ipadech
ale tuto oblast parametrti ziskdme sjednocenim jinych mensich oblasti. Zatimco pro Birth-
Death dynamiku jsou rozhodujici vrcholy z mnoziny Vyy a vrchol C, v Death-Birth dyna-
mice je to presné naopak. Oblasti P; a P, se tak pro obé dynamiky lisi.
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4.3 Imitacni dynamika

Nakonec se budeme vénovat imitacni dynamice, kterd je zaloZena na zméné strategie
kazdého hrace v zavislosti na jeho nejsilnéjsim sousedovi. Tato dynamika se na rozdil
od Birth-Death a Death-Birth dynamik chova pouze lokalné a nikoli glob&lné.

Véta 4.3. M&me evoluéni hru na grafu (G, p,u’, ¢'®), kde G = (V, H) je souvisly graf
takovy, ze V = V(G1) UV(Gy) a H = H(Gy) UH(G2) U{C,D}, kde C € V(G1)aD €
V(Gy), G1 a G; jsou souvislé grafy a |[V(Gy)| > 1, [V(Gy)| > 1 a vektor strategii x =
(x1,%2,...,Xy|) € XV takovy, ze

Vi € V(Gl) x; =1,
Vk € V(Gz) s x = 0.

Existuje mnozina pfipustnych parametrti p = (a,b,c,d) € P takové, ze

c> w +(1—1)d (4.11)

c<la+(1-1)d, 4.12)
kde k = |[N1(C)|al = |[N1(D)|, pravé tehdy, kdyz ¢'°(x) = x.

Diikaz. Nejprve provedeme dikaz postatujici podminky, tj. necht PP = (a, b, c, d) spltiuje
(4.11) a (4.12), potom ¢'P(x) = x. Oblast P'P je zobrazena na obrazku 4.4.

=
Of---r- O -------
N
.
.

Obrazek 4.4: Oblast P'P

Zacneme urcenim uzitki jednotlivych vrchold.
Uzitek vrcholu C je
b+ (k—1)a
e = —————

Jelikoz plati (4.11), tak up > uc.
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Uzitek vrcholu D je
c+(1—-1)d
Uup = —l .
JelikoZz plati (4.12), tak up < a.
Uzitek vrcholti mnoziny Vyg(x) je uys = a a uZitek vrcholti mnoziny Vyn(x) je uyn =
d.
Dohromady plati
uys = Up > Uc,
tedy ¢'P(x) = x.
Nyni provedeme diikaz nutné podminky, j. ¢'°(x) = x, potom pro p = (a,b,c,d) € P
plati (4.11) a (4.12).
Zadny vrchol z mnoziny Vys(x) ani z mnoziny Vyn(x) uréité nezméni svou strategii,
protoZe sousedi pouze s vrcholy se stejnou strategii.
Aby nezmeénil svou strategii vrchol C, je potfeba, aby bylo spInéno nésledujici

b+ (k—1)a o b+ (k—1a _ c+(1—1)d
# >a a zaroven K > ]

) (4.13)
nebo

c+(I—1)d

pu l .

Zde nemiiZe byt splnéna prvni ¢ast, proto ziskdvdme oblast

la+(1—1)d>c.

a

Aby ani vrchol D nezménil svou strategii, musi platit ndsledujici

c+ (ll— 1)d >4 2 Zdroved c+ (ll— 1)d > b+ (kk— 1)a,

nebo
b+ (k—1)a

k
JelikoZ mtizou nastat vSechny uvedené nerovnosti, ziskdvame dvé rtizné oblasti, jejichz
sjednocenim ziskavame oblast

d>

Ib+1(k—1)a
> -~
k
Zkombinovanim téchto oblasti ziskdme oblast
c> lb—l—l(llcc—l)a

+(1-1)d.

+(1-0d a zéroven c<la+ (1-1)d. (4.14)
0

Jelikoz imita¢ni dynamika funguje pouze lokdlné (zkoumame vzdy pouze chovani
samostatného vrcholu v zavislosti na sousednich vrcholech), dochazi zde k velké odlis-
nosti také v oblasti parametrii P oproti pfedchozim dynamikam. Kazdy z vrcholt mtze
zménit svou strategii. Aby nebyla zménéna strategie Zadného z nich, je potfeba splnit vice
podminek, které zdsadné omezuji vyslednou oblast pfipustnych parametru.
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Kapitola 5
Zaver

Tato prace se vénovala evolu¢nim hrdm na grafech. Graf zde pfedstavoval strukturu, kterd
nam umoznila zménit dynamiku hry. Vrcholem v grafu jsme rozuméli hra¢e a hranou
interakci mezi jednotlivymi hraéi.

Postupné byly predstaveny zdkladni pojmy jak z teorie graffi, tak také z teorie her.
V poslednich kapitoldch jsme se vénovali existenci ¢i neexistenci pevného bodu evolu¢ni
hry na grafu a srovnali jsme jednotlivé dynamiky.

Prvni hrou, kterou jsme se zabyvali, byla hra na souvislém grafu, v némz kazdy z vr-
cholt sousedi pouze s vrcholy s opa¢nou strategii. Pro tuto hru pevny bod pochopitelné
neexistuje, a to z divodu, Ze vrcholy nemaji ,podporu” v zddném ze svych sousedti. Pro
kazdou z dynamik tedy dochazi k tomu, Ze vZdy alespon jeden z vrcholti musi zménit
svou strategii.

Dalsi hrou, kterou jsme se zabyvali, je hra na tplném grafu, kde alespor jeden z vr-
cholti mé jinou strategii nez ostatni. Kazdy z vrcholt tak interaguje jak s vrcholem se shod-
nou strategii, tak s vrcholem s opa¢nou strategii. Nezabyvali jsme se situaci, kdy vSechny
vrcholy maji stejnou strategii, a tak Zadny svou strategii nezméni. Pokud vSechny vrcholy
nemaji stejnou strategii, neni mozné, aby pro tuto hru existoval pevny bod.

V celé posledni kapitole jsme se zabyvali jednim typem hry z pohledu vsech tfi dy-
namik. Jednalo se o hru na grafu, v jehoZ jedné ¢asti mély vSechny vrcholy strategii spo-
lupracovat a v jeho druhé casti strategii nespolupracovat, a tyto dvé ¢asti byly spojeny
pouze jednou hranou. Pro tuto hru jsme jiz dokazali najit nutné a postacujici podminky
takové, aby pevny bod existoval. Nejlépe je moZzné srovnat Birth-Death a Death-Birth dy-
namiku. Pro tyto dvé dynamiky totiZ existuje totoZnd mnoZzina p¥ipustnych parametr,
pro které pevny bod existuje. Cim se tyto dvé dynamiky li&i, je to, ktery vrchol rozho-
duje o pfipustnych parametrech. Zatimco pro Birth-Death dynamiku je ,dominantnim”
vrcholem vrchol s nespolupracujici strategii a celd mnoZina vnitfnich spolupracujicich,
pro Death-Birth dynamiku je tomu pfesné naopak.

JelikoZ jsme se v nasi préci zabyvali pouze primérnou uzitkovou funkci, zajimavym
srovnanim by mohlo byt zkoumdni stejnych her ovSem za pouZiti souctové uZitkové
funkce. U nékterych z her, by tak mohlo dojit ke zméné chovani, a tim vzniku nebo zéniku
pevnych bodt.
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