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Abstrakt

V této praci se zabyvame oekdvanym ¢asem pokryti ndhodné prochdzky na grafu. Oceka-
vany cas pokryti chdpeme jako primérny pocet krokt potfebnych k navstiveni vSech vr-
cholti daného grafu. UkaZeme si odvozeni ocekdvaného ¢asu pokryti ndhodné prochazky
na uplném grafu a cesté. Prace je doplnéna numerickymi vypocty ocekdvaného ¢asu po-
kryti pro konkrétni typy graft a nastinéni vlivu miniméIniho stupné grafu na o¢ekdvany
¢as pokryti grafu.

Klicova slova: nahodna prochazka, graf, ¢as pokryti, ocekavany cas pokryti.



Abstract

In the thesis, we study expected cover time of a random walk on a graph. We consider
expected cover time as an average number of steps which takes to visit all vertices of the
graph. We will show the derivation of an expected cover time formula for the complete
graph and the path graph. Furthermore, there are numerical calculations of expected
cover time of the random walk on several types of graphs. We will use the numerical
calculations to show the relation between the expected cover time and the minimal degree
of graph.
Keywords: random walk, graph, cover time, expected cover time.
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Kapitola 1
Uvod

Néahodné prochazky na grafech nasly Siroké uplatnéni v mnoha védnich oborech, jako
je fyzika, ekonomie nebo biologie. Déale se ndhodné prochazky vyuZivaji pfi zkoumani
dopravnich infrastruktur, socidlnich siti nebo internetu. Ndhodnd prochédzka na grafech se
pouZiva ke zkoumani redlnych struktur, které jsou rozsahlé a jejichZ strukturu lze popsat
pomoci grafu.

Jednou z aplikaci ndhodné prochazky pfi zkoumadni je naptiklad odhalovani komunit
v rdmci rozsdhle sité. Zde se pouzivaji tzv. kratké ndhodné prochédzky, které maji tendenci
zustavat v komunitach [5].

V této préci se zaméfime na oc¢ekdvany cas pokryti nahodné prochdzky na grafu a jeho
odvozeni pro tplny graf a cestu. Zakladni pojmy a definice nutné pro tato odvozeni jsou
uvedeny v kapitole 2, kterd je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni podkapitole zavadime defi-
nice z teorie graft a druha podkapitola se vénuje definicim a pojmtm z teorie ndhodnych
procesul.

V kapitole 3 se vénujeme metodé odvozeni ocekdvaného casu pokryti ndhodné pro-
chéazky, kterd vyuziva indukovany Markoviiv fetézec, ktery sleduje mnoZzinu jiz pokry-
tych vrcholti. Nésledné si ukdZeme odvozeni ocekdvaného ¢asu pokryti ndhodné pro-
chazky na tplném grafu. V tomto pripadeé si uvedeme dva zptisoby, jak postupovat. Prvni
zptisob vychazi ze specifické struktury tplného grafu, ve druhém zplisobu vyuzZzivdme
postup odvozeny z indukovaného Markovova fetézce. Dale si ukdZeme odvozeni oce-
kavaného ¢asu pokryti ndhodné prochdzky na cesté, i zde vyuzijeme postup vyuzivajici
indukovany Markoviuv fetézec. Na rozdil od tipIného grafu bude o¢ekdvany ¢as pokryti
ndhodné prochazky na cesté zavisly na volbé pocate¢niho vrcholu ndhodné prochazky.

V kapitole 4 uvedeme numerické vypocty ocekdvaného casu pokryti ndhodné pro-
chdzky na specifickych grafech (Gplny graf, cesta, kruznice a wheel graf). Na zavér si na-
stinime vztah minimalniho stupné grafu a ocekdvaného ¢asu pokryti ndhodné prochazky
na grafu, vychdzejici z ¢lanku [3].



Kapitola 2
Zikladni pojmy

V praci budeme pouZivat poznatky zejména ze dvou oblasti matematiky, a to teorie grafti
a teorie ndhodnych procesii. Tato kapitola slouZzi jako stru¢ny prehled definic a vét, které
vyuzivame v textu.

2.1 Teorie grafi

Préace pojednédva o ndhodnych prochdzkéach na grafech, proto se v této podkapitole vénu-
jeme definicim a pojmtm tykajicich se grafi. Budeme zde vychdazet zejména z materidlu

[2].

Definice 2.1.1 ([2], Def. 2.1.1). Graf G je uspofddana dvojice mnozin V a H, kde V je ko-
ne¢nd mnoZina. Pokud H C (‘2/), potom graf G nazveme neorientovanym (prostym) gra-
fem, a pokud H C V x V, pak G nazveme orientovanym grafem.

V redlném svéte lze pomoci grafu reprezentovat pocitacové, socidlni nebo biologické
sité. V praxi jsou tyto struktury velice rozsahlé, a proto pfipada v tiivahu zkoumat pouze
¢asti téchto siti. Jako socidlni sit’ chdpeme spolecenskou strukturu jedincti, skupin nebo
organizaci, které znazormniujeme pomoci vrchold. Vzdjemné interakce, pfatelstvi nebo vy-
ménu informaci znazorfiujeme hranou.

Definice 2.1.2 ([2], Def. 2.1.10). Necht' G, G; jsou grafy, potom G je podgrafem grafu G,
(znatime G; C Gy), jestlize V (Gy) C V(G,) a soucasné H(G1) C H(Gy).

V nadchézejicich definicich se zabyvame okolim vrchol@i. V socidlnich sitich 1ze sou-
sedy chédpat napfiklad jako jedince, se kterymi jsme ve vzajemné interakci.

Definice 2.1.3 ([2], Def. 2.2.1.). Necht' G je neorientovany grafa v € V(G), potom ¢&islo
dg(v) = {u e V(G) : {v,u} € H(G)}|
se nazyva stupen vrcholu v v grafu G.

Definice 2.1.4 ([2], Def. 2.2.10). Necht' G je neorientovany graf. Potom ¢&islo dpin (G) =
min,cy(g){dc(v) } nazveme minimélnim stupném grafu G a dmax(G) = max,cy(c){dc(v)}
nazveme maximalnim stupném grafu G.



Interakci vrcholli 1ze reprezentovat pomoci matice sousednosti, ve které sledujeme to,
zda spolu dva vrcholy sousedi nebo ne. Vztah vrcholti i a j uddva prvek matice na pozici
i, j. V pfipadé vzajemné interakce je na dané pozici 1 jinak 0.

Definice 2.1.5 ([2], Def. 2.7.1). Necht G = (V, H) je neorientovany graf, potom matice
sousednosti je ¢tvercova matice A = (a;j)|y|«|v| j€jiZ Cleny jsou dany pfedpisem
. 1 {i,j} € HG),
771 0 jinak.
Definice 2.1.6 ([2], Def. 2.1.4). Necht G; a G, jsou neorientované grafy. Zobrazeni f :
V(Gy) — V(Gy) nazveme homomorfizmus grafu G; a G, pokud plati
{x,y} € H(G1) = {f(x), f(y)} € H(Ga).

Definice 2.1.7 ([2], Def. 1.1.11). Zobrazeni f : X — Y je prosté, pokud x1, x, € X, x1 # x2,
f(x1) # f(x2). Zobrazeni f je z mnoziny X na mnozinu Y, pokud

VyeYdxeX: f(x)=uy.
Zobrazeni f je vzajemné jednoznacné (bijekci), pokud je zéroveti prosté a na.

Definice 2.1.8 ([2], Def 2.1.6). Izomorfismus grafu G do grafu G’ je bijekce f : V(G) —
(G') a zaroven plati, Ze f, f ! jsou homomorfismy. Izomorfismus grafu G do sebe sama
nazyvame automorfismus.

Poznamka 2.1.9. V rdmci prace budeme zkoumat specifické typy grafii napt. cesta, aplny
graf, kruZnice a wheel graf.

e Necht G = (V, H) je graf, ve kterém jsou vrcholy spojeny vzdy s pfedchozim a na-
sledujicim vrcholem. Takovyto graf nazyvdme (neorientovanou) cestou a znacime
jej Pn, kde N je pocet vrchold, tj.

Py=({12,..., N}, {{ii+1},i=1,..., N—1}).

e Necht G = (V, H) je graf, ve kterém jsou kazdé dva rtizné vrcholy spojené hranou.
Takovyto graf nazyvadme Gplnym grafem a znacime jej Ky, kde N je pocet vrchold,

' = (1200, (020

e Necht G = (V, H) je graf, ve kterém jsou vrcholy spojené vzdy s pfedchozim a na-
sledujicim vrcholem a posledni vrchol je spojen s prvnim. Takovyto graf nazyvame
kruZnici a zna¢ime jej Cy, kde N je pocet vrchold, tj.

Cy=({1,2,...,N, {{i,i+1},i=1,...,N—=1}U{{N,1}}).

e Necht G = (V,H) je graf, ktery je tvofen kruznici Cy_1 a vrcholem spojenym se
vSemi vrcholy této kruznice. Takovyto graf nazyvdme wheel graf a zna¢ime jej Wy,
kde N je pocet vrchold.

Tyto specifické grafy jsou uvedeny na obrazku 2.1.
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Obrézek 2.1: Pfehled specifickych grafi uvedenych v poznamce 2.1.9. Na obrdzku zleva
cesta, tplny graf, kruZnice a wheel graf.

Poznamka 2.1.10. UvaZujme rotaci vrchold grafu

(01, U2..., UNflva) — (UN, 01..., UN—ZIUNfl)

a reflexi vrchold grafu

(01, 0y..., UN—l/vN) — (UN, ON—-1-.-., 02, 01),
potom pro specifické grafy plati:
¢ libovolnad permutace vrcholi tplného grafti Ky je automorfismus,
¢ libovolna rotace a reflexe vrcholti kruznice Cy je automorfismus,

¢ libovolna reflexe vrcholti cesty Py je automorfismus.

2.2 Nahodné procesy a pravdépodobnost

V této podkapitole se budeme zabyvat zakladnimi pojmy z oblasti teorie ndhodnych pro-
cest1 a teorie pravdépodobnosti. Pojmy jsou pfevzaty z materidlt [1], [6], [7] a [8].

Definice 2.2.1 ([1], §1.1). Neprazdnou mnoZzinu vSech vysledki ndhodného pokusu zna-
¢ime () . Ndhodnym jevem nazveme jakoukoli podmnoZinu mnoZiny ().

Jako ndhodny pokus oznacujeme pokus, jehoz vysledek neni jednozna¢né urcen pod-
minkami, za kterych je pokus uskutec¢nén.

Definice 2.2.2 ([1], §1.2). Systém A podmnoZin mnoZziny () se nazyvéa ¢ — algebrou, pokud
* Qe A,
e Ac A= O\Ac A,
o A,Ay,--- e A= JUA; € A.



Definice 2.2.3 ([1], §1.3). Pravdépodobnostni mirou rozumime redlnou funkci P definova-
nou na ¢ — algebfe A jevii (), kterd splituje

e P mé hodnoty z intervalu (0, 1),
e P(O) =1,
e pro disjunktni mnoziny Aq, Ay, --- € Aje P(UA;) = Y P(A)).
Definice 2.2.4 ([1], §1.3). Trojice (€}, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Definice 2.2.5 ([1], §1.6). Pravdépodobnost jevu C za pfedpokladu, Ze nastal jev D (s prav-
dépodobnosti P(D) > 0) nazyvdme podminénou pravdépodobnosti definovanou jako

P(CND)

P(C|D) = “PD)

Definice 2.2.6 ([1], §2.1). Funkce X : (3 — R definovana na neprdzdném prostoru (2 se
o — algebrou A se nazyva ndhodna veli¢ina, pokud

X 1B) ={w: X(w) € (a,b)} € A
pro libovolné —co < a < b < oo, B=(a, b).

Definice 2.2.7 ([1], §2.2). Mé&me ndhodnou veli¢inu X definovanou na prostoru (Q, A, P).
Pak rozdélenim (distribuci) této veli¢iny chapeme pravdépodobnostni miru Q

Q(B) = P(X € B),B € B(R),

na vhodném systému podmnozin R, tzv. Borelovské o — algebie B(R), kterd oznacuje
nejmensi ¢ — algebru v R obsahujici vSechny intervaly.

Definice 2.2.8 ([1], §2.3). Distribu¢ni funkce F : R — (0, 1) je funkce, ktera spliiuje
* Fjeneklesajici a zprava spojitd,

e lim F(x)=0,

x——00

o lim F(x) = 1.

X—0

Definice 2.2.9 ([1], §2.3). Mé&me (redlnou) ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Q na R.
Distribu¢ni funkci této veli¢iny rozumime funkci

F(x) =P(X <x),x €R.

Definice 2.2.10 ([1], §2.4). Mé&me ndhodnou veli¢inu X definovanou na spocetné mnoziné
M = {x1,x2,x3...} C R. Takovouto ndhodnou veli¢inu budeme oznalovat jako diskrétni
nahodnou veli¢inu.

V této praci budeme nadale uvazovat pouze diskrétni ndhodné veliciny.
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Definice 2.2.11 ([1], §2.5). Pravdépodobnostni funkci rozumime nezdpornou funkci nulo-
vou vsude s vyjimkou spocetné bodt x1, x2, ... € R, v nichZ nabyva postupné hodnot

p1, P2, ... € (0, 1), pficemz )_p; = 1.
Definice 2.2.12 ([1], §2.9). Stfedni hodnotu diskrétni ndhodné veli¢iny X definujeme jako

le = x;).

Lemma 2.2.1 ([1], §2.9). Mé&jme konstanty «, B € R a dvé nahodné veli¢iny X a Y, potom
plati
E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

Tato rovnost se nazyva linearitou stfedni hodnoty.

Nadchézejici lemma fika, Ze pokud maji dvé ndhodné veli¢iny stejnou distribuci, po-
tom maji i stejnou stfedni hodnotu, ¢ehoz vyuZijeme v pozdéjsich vypoctech.
Lemma 2.2.2. Mé&me dvé ndhodné veli¢iny X a Y s diskrétnim rozdélenim, které majf
stejnou distribuci, tj.

xLy,
potom tyto ndhodné veli¢iny maji stejné sttedni hodnoty
E(X) = E(Y).

Diikaz. Mame diskrétni ndhodné proménné X a Y, které maji stejnou distribuci. Z toho
plyne, Ze maji stejnou pravdépodobnostni funkci. Plati tedy

P(X=x;)) =P(Y =y;) proi=1,2,...
Dale bude platit

in-P( Zyl Y=y,
E(X) = E(Y).
OJ

Dalsi pojmy a definice se tykaji teorie ndhodnych procest, a to zejména Markovovych
fetézcu.
Definice 2.2.13 ([7], Def. 1.1). Necht' (Q), A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R,
potom rodinu ndhodnych veli¢in {X;,t € T} v prostoru (), A, P) nazyvdme ndhodnym
procesem.

Z hlediska hodnoty mnoziny T rozliSujeme ndhodné procesy v diskrétnim case (T =
Z) a ve spojitém ¢ase (T = (a,b), kde —o0 < a < b < ).

Zvlastnim piipadem ndhodného procesu je tzv. Markoviv fetézec. Mé&me opét prav-
dépodobnostni prostor (), A, P) a uvazujme posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,, n € No}
na tomto prostoru, které nabyvaji pouze celo¢iselnych hodnot. Necht’ S je mnoZina stavil
ndhodného procesu, tj. mnozina celych ¢&isel i, pro které plati, Ze kdyz n € IN tak P(X,, =
i) > 0. Prvky této mnoziny budeme oznacovat jako stavy.
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Definice 2.2.14 ([7], Def. 2.1). Posloupnost ndahodnych veli¢in {X};, n € INp} s celo¢iselnymi
hodnotami se nazyva Markovtv fetézec s diskrétnim ¢asem a mnozinou stavl S, pokud

P(Xyt1=jlXn=10,Xp-1=1y-1,.... X0 =1p) = P(Xp41 = j|Xu = 1), (2.2.1)

pro véechnan € Ngoaproi,j, iy—1,...,1p € S, takova, ze P(X,, = i, Xyy—1 = ip—1, ..., Xo =
ip) > 0. Pokud je mnozina stavu S kone¢nd, jednd se o tzv. kone¢ny Markoviv fetézec.

Rovnost (2.2.1) vyjadfuje tzv. markovskou vlastnost, tj. Ze stav Markovova fetézce za-
visi pouze na stavu predchozim.

Definice 2.2.15 ([7], Str. 15). Podminéné pravdépodobnosti
P(Xn1 = j|Xn = i) = pij
nazyvame pravdépodobnostmi pfechodu Markovova fetézce.

Definice 2.2.16 ([7], Def. 2.1). Stochasticka matice je takova matice, ktera spliiuje
pij >0, i,jes Y p;=1 i€Ss. (2.2.2)
jes

Pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce muZeme sestavit do ¢tvercové ma-
tice P.

Definice 2.2.17 ([7], Str. 16). Matice pravdépodobnosti pfechodu je ¢tvercovd matice P,
kterd je tvofena jednotlivymi pravdépodobnostmi ptechodu P = {p;; : i,j € S}.

Je zfejmé, ze tato matice spliiuje vlastnost (2.2.2), tedy matice pravdépodobnosti pfe-
chodu P Markovova fetézce je stochastickd matice.

Definice 2.2.18 ([7], Str. 16). Pravdépodobnostni rozdéleni p = {P(Xy = i), i € S} nazy-
vame pocatecni rozdéleni.

Definice 2.2.19. Mé&me neorientovany graf G = (V, H). Markovuv fetézec s mnozinou
stavii S = V(G) nazveme ndhodnou prochdzkou na grafu G, pokud pro pravdépodob-

nosti pfechodu plati
1 ..
pij=1{ %0 {i,j} € H(G),
’ 0 jinak.

Ndahodna prochédzka je tedy Markoviiv fetézec, kde za stavy uvaZujeme vrcholy pat-
fiéného grafu G. Nachazime-li se ve vrcholu u € V(G), tak se stejnou pravdépodobnosti
pfejdeme do kteréhokoli souseda tohoto vrcholu (napf. pokud jsme ve stavu, ktery sou-
sedi se ¢tyfmi vrcholy, pak do kazdého z nich se dostaneme s pravdépodobnosti }1).

Dale u ndhodné prochazky uvazujeme, Ze za¢neme v urcitém vrcholu. Tento vrchol
nazveme pocdtecnim vrcholem.

Definice 2.2.20. M&me neorientovany graf G = (V,H) a vrchol v € V(G). Potom tento
vrchol nazveme pocate¢nim vrcholem ndhodné prochdzky, pokud bude platit

) 1, i=o,
P(XOZZ):{O, i # 0.
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Cas pokryti nam vyjadiuje pocet krokii, které jsou potieba udélat, abychom navstivili
(tzn. pokryli) v8echny vrcholy daného grafu.

Pro definovani ocekdvaného ¢asu pokryti musime nejprve definovat ndhodnou veli-
¢inu ¢asu pokryti, k ¢emuz pouZijeme nahodnou veli¢inu poctu pokrytych vrchold.
Definice 2.2.21. Méjme ndhodnou prochdzku na grafu, potom Y; je ndhodna veli¢ina vy-
jadfujici pocet pokrytych uzla v Case i.

Definice 2.2.22. Mé&me ndhodnou prochdzku na grafu G = (V, H) s pocate¢nim vrcholem

v € V(G). Potom diskrétni ndhodnou veli¢inu ¢asu pokryti 7, vyjadiime jako
To={n>0:Y,=|V))AN(Yy1=|V|-1)}.

Definice 2.2.23. Mé&me ndhodnou prochdzku na grafu a diskrétni ndhodnou veli¢inu ¢asu

pokryti 7. Potom stfedni hodnotu této veli¢iny nazveme o¢ekdvanym ¢asem pokryti (cover
time) a budeme jej znacit

Co(G) = E(w) = 21‘ Pty =1), (2.2.3)

kde index v vyjadfuje poc¢ate¢ni vrchol ndhodné prochazky.

Ocekavanym c¢asem pokryti chdpeme priimérny pocet kroki, které je potteba udélat,
abychom v ramci ndhodné prochdzky navstivili vSechny vrcholy grafu G = (V, H), kdyz
zatneme ve vrcholu v € V(G).

Dale si uvedeme definice tykajici se klasifikaci stavi a jejich vlastnosti, které budeme
potfebovat.

Definice 2.2.24 ([6], Def. 9). Mé&me Markoviv fetézec s mnoZinou stavi S, pak ¢as prv-
niho vstupu resp. ndvratu do stavu j € S definujeme jako

Pi(1) = inf{n > 0: X,, = j}.

Definice 2.2.25 ([6], Def. 10). Stav j se nazyva pfechodnym, jestliZe fetézec, ktery vychazi
z j, se s kladnou pravdépodobnosti do j nikdy nevréti, to znamena

P(lpj(l) = +OO|X0 = ]) > 0.
Definice 2.2.26 ([6], Def. 12). Stav j nazveme absorp¢nim pravé tehdy, kdyz plati

To znamend, Ze jakmile Markovtv fetézec dosdhne absorp¢niho stavu, uz ho neopusti.

Nyni zavedeme fundamentdlni matici, kterou vyuZijeme v pozdéjsim vypoctu. Pro de-
finici fundamentalni matice uvaZzujeme matici pravdépodobnosti pfechodu ve specidlnim

tvaru
Puij = (%%) , (2.2.4)

kde uvazujme 7 jako mnoZinu pfechodnych stavii Markovova fetézce, pak P* = {p;; :

Lj€THQ=Apij:i€T,j&ETraR={pj:i,jeT}
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Definice 2.2.27 ([6], Def. 17). Fundamentalni matice Markovova fetézce je matice, pro
kterou plati
F=(I-R)L

Véta 2.2.3 ([8]). Mé&me Markovtiv fetézec s fundamentdlni matici F = (I — R) ™!, potom
suma prvka na fddku i fundamentalni matice vyjadfuje primérny pocet kroka do ab-
sorpce, pokud zac¢indme v i-tém prechodném stavu Markovova fetézce.

Nyni si uvedeme definice a pojmy potiebné k numerickym vypoctim.

Definice 2.2.28 ([1], §6.1). Ndhodnym vybérem rozsahu n budeme nazyvat posloupnost
stejné rozdélenych a nezdvislych ndhodnych veli¢in (X, ..., X;).

Definice 2.2.29 ([1], §6.2). Méfitelnou funkci pozorovanych hodnot (obvykle z ndhodného
vybéru) nazyvame statistikou.

Definice 2.2.30 ([1], §6.3). Odhadem parametrické funkce g(&) rozumime libovolnou sta-
tistiku S(Xj, ..., X,) na zdkladé pozorovani Xj, ..., X, nezavislouna ¢.



Kapitola 3

Ocekavany cas pokryti aplného grafu
a cesty

3.1 Metoda odvozeni

V této podkapitole si nastinime myslenku vypoctu oc¢ekdvaného ¢asu pokryti.

Mégjme neorientovany graf G (V, H) a ndhodnou prochdzku na tomto grafu podle de-
finice 2.2.18. Nahodna prochédzka na grafu ndm definuje indukovany Markovtiv fetézec,
jehoz stavy se sklddaji z indexu aktudlné navstiveného vrcholu j € V(G) (4. pozice né-
hodné prochédzky) a navic z mnoziny jiz pokrytych vrcholtt Z C V(G). Stavy indukova-
ného Markovova fetézce oznacime jako S;;,;.

Dale si zavedeme ndhodnou proménnou xz,;, kterd vyjadiuje ¢as do pokryti pfi po-
kryté mnoziné vrcholti Z a poloze j. Pro lepsi pochopeni stavi indukovaného Markovova
fetézce si uvedeme nasledujici ptiklad.

Pfiklad 1. Uvazujme ndhodnou prochdzku na grafu G = (V,H), kde V = {1, 2, 3, 4},
H = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4} } (viz obrézek 3.1) a déle mé&me pocatetni vrcholv = 1.
Z definice 2.2.18 plyne, ze: S = V(G) = {1, 2, 3, 4}.

P o

Obrazek 3.1: Graf z prikladu 1.

Stavy indukovaného Markovova fetézce S;,; a pfechody mezi témito stavy ilustruje
néasledujici obrdzek 3.2, kde zelené vrcholy vyjadiuji jiZ pokryté vrcholy a ¢erveny vrchol
zna¢i aktudlni pozici (tzn. Z = {'mnozina zelenych vrcholt” U "¢erveny vrchol’'} a j =
"Cerveny vrchol’).

o
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T T T {1,2,3},3 I
\
K\ {1,2,4},1 // i N {1,2,3}, 2//

{1,2,3,4}, 3 {1,2,3,4}, 2 {1,2,3,4}, 4

I — i L) i
{1,2,3,4}, 1/

()

Obrazek 3.2: Schéma dosaZitelnych stavti indukovaného Markovova fetéze S;,; a jejich

prechodti pro ndhodnou prochédzku s poc¢atecnim vrcholem v = 1.

Na obrézku 3.2 jsou pouze dosazitelné stavy Markovova fetézce indukovaného z na-

hodné prochdzky zac¢inajici ve vrcholu 1, mnozina dosazitelnych stavti S;;,4 se vétSinou lisi
v zavislosti na poc¢ate¢nim vrcholu ndhodné prochazky. Je tedy patrné, Ze mnoZina stavii
indukovaného Markovova fetézce je rozsahlejsi nez stavy ndhodné prochazky a prace
s nimi v rdmci obecnych grafd je sloZitd. AvSak u grafti se specifickou strukturou (napf.
uplny graf a cesta) mtiZeme sjednotit stavy indukovaného Markovova fetézce, pro které

ma ndhodna veli¢ina x7 ; stejné pravdépodobnostni rozdélen.
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Pozorovani 3.1.1. V pfipadé tplného grafu Ky sjednotime stavy indukovaného Marko-
vova fetézce se stejnou velikosti mnoziny Z. Potom ziskdme ndhodnou veli¢inu yx;, kde
i = |Z| (4. ¢as do pokryti pti pokrytych i vrcholech).

Pozorovani 3.1.2. UvaZujeme-li ndhodnou prochdzku na cesté Py s krajnim pocéte¢nim
vrcholem v = 1, sjednotime stavy indukovaného Markovova fetézce se stejnou pozici j
a ziskdme ndhodnou veli¢inu y; (t. ¢as do pokryti, kdyZ se nachdzime ve vrcholu j).

Poznamka 3.1.3. Mé&me nahodnou prochazku na grafu G s poc¢ate¢nim vrcholem v, potom
plati
d
X{1},1 = To,
a tedy
E(X{l},l) = E(w) = Co(G),

viz Lemma 2.2.2.

3.2 Uplny graf

Uplny graf je graf, ve kterém je kazdy vrchol spojen s kazdym. U tplného grafu je ¢as
pokryti pro vSechny pocatecni vrcholy stejny, to plyne z pozndmky 2.1.10.

Véta 3.2.1. Méjme tplny graf Ky, potom oc¢ekavany cas pokryti plati

N 11
— 3.2.1
T, 321)

Co(Kn) = (N— 1) 21

pro libovolné v € V(Ky).
V této préci si ukdZeme dva dtikazy véty 3.2.1.

Diikaz 1. Mé&me tplny graf K. Diky struktufe Gplného grafu mtZeme z jakéhokoliv vr-
cholu pokryt kterykoli dalsi vrchol, mtizeme tedy vZdy opustit jiZ pokryty podgraf grafu
KCn. Kazdy vrchol aplného grafu u € V(Ky) ma stupen di, (1) = N — 1. Z kazdého
vrcholu tedy mame N — 1 moZnosti, kam jit. Pokud si oznacime pocet pokrytych uzlt
jako n, mdme N — n nepokrytych sousedt vrcholu u a n — 1 je pocet pokrytych sousedii
vrcholu u. Ziskame tedy pravdépodobnosti

P(’ztistanu uvnitt jiz pokrytého grafu’) = n_—l/
N-1
N —n (3.2.2)
P("pokryji dalsi vrchol’) = N1

Ozna¢me si ndhodnou proménnou ¢asu pokryti pro tplny graf Ky jako 7. Nyni za-
vedeme pomocnou ndhodnou proménnou T,_, (,1) pokryti dalstho vrcholu, kdyZ mame
pokryto n vrcholt. Pak plati

To=T-2+ o3+ +Tn-2)»v-1) T TN-1)=N- (3.2.3)

12



Pouzijeme lemma 2.2.1 a ziskdme ocekédvany as pokryti E(Ty) ve tvaru

Co(Kn) = E(T) = E(ti2) + E(2—3) + - - + E(tn—2)»(v—1) + E(Tv—1)=n)/
N-1
=Y E(Tusnsn) (3.2.4)
n=1

znazornény na obrazku 3.3.

E(ty)
N A
Q)@x\ %@D ?)K’(”) %@) Y)(w\?)\"\“)( e %\m\
E(Ti-2) E(T;H(nﬂ)) E(T(Nfl)aN)
E(T2—>3)
E(T35)

Obrazek 3.3: Oc¢ekdvany cas pokryti jako suma ocekdvanych mezic¢asti pokryti dalsiho
vrcholu vyjadfené v rovnosti (3.2.4).

Jednotlivé stfedni hodnoty zapiSeme ve tvaru (2.2.3) jako

[e0]

E(Tna(nJrl)) = Zi : P(Tl’l*)(ﬂ+1) = i). (3.2.5)
i=1
Nyni vyjadfime pravdépodobnosti P(T,_,(,4+1) = i) z vyrazu (3.2.5). K tomu pouzi-
jeme pravdépodobnosti odvozené ve vyrazu (3.2.2). Abychom pokryli dalsi vrchol v i-tém
kroku, musime (i — 1)-krat ztstat v pokrytém podgrafu a v poslednim i-tém kroku pokryt
libovolny stale nepokryty vrchol. ZapiSeme tedy jednotlivé pravdépodobnosti ve tvaru

—1\"1 N—
" ) N (3.2.6)

Pravdépodobnost vyjadfenou ve vyrazu (3.2.6) dosadime do rovnosti (3.2.5), to celé
zakomponujeme do ptivodni sumy (3.2.4). Tim ziskdme oc¢ekdvany cas pokryti ve tvaru

ColKn) = E(r) = 1 |

N
N-1 ~1 i
N —n n—1 ) n—1
T N-1 N—l) 'Z”(N—J‘ (32.7)



Upravime vnitfni sumu rovnosti (3.2.7) pomoci souctu aritmeticko-geometrické fady,

tj.

y krk = 4
k_zi (1—r)2

pro 0 < r < 1. Po tpraveé ziskame

- — )t
RSl ?\11_71117\11_11 N=T o N-1

T a1 (Nem\2 Yo wm = (N1 ) N (3.2.8)
n=l N=1° (m) n=1 N-1 n=1

V rovnosti (3.2.8) si zavedeme substituci k = N — n a ziskame
N-1 1
Colkin) = E(w) = (N~ 1) 1
k=1

cozje vyraz (3.2.1).
O

Nyni si ukdZeme druhy postup, jak dokédzat vétu 3.2.1. Zde budeme vychédzet z mys-
lenky indukovanych Markovovych fetézcli uvedené v piedchozi kapitole 3.1.

Diikaz 2. Méjme ndhodnou proménnou x; odvozenou v pozorovani 3.1.1. Po prvnim kroku
jisté pokryjeme dalsi vrchol. Bude tedy platit

d
X1=xz2+1 (3.2.9)

To znamend, Ze ndhodna proménna pfi pokrytém jednom vrcholu ma stejnou distribuci
jako ndhodna proménna pfi pokrytych dvou vrcholech posunuté o jeden krok, ktery jsme
jiz provedli. Pokud mame pokryté 2 vrcholy a vice, mohou nastat v dal$im kroku dvé
varianty - vratime se do jiz pokrytého vrcholu nebo pokryjeme dalsi vrchol. ZapiSeme

rovnost pro ndhodnou veli¢inu x; pro i > 1, kde s pravdépodobnosti 1(]__11 ziistaneme

jiz v pokrytém podgrafu a s pravdépodobnosti %:i pokryjeme dalsi vrchol (to odpovida
pravdépodobnostem ve vyrazu (3.2.2), zde vSak pouZivdme pro pokryté uzly index i na-

misto n) jako

X E S ) 4yt G 1), 3:2.10)

JelikoZ jsou ndhodné proménné na levé i pravé strané rovnosti stejné rozdélené, bu-
dou mit stejnou stfedni hodnotu (viz lemma 2.2.2). Ndmi hledany oc¢ekdvany cas pokryti
je E(x1), neboli otekavany &as pokryti pfi pokrytém jednom vrcholu (pocate¢ni vrchol).
Zajisté plati, Ze pokud jsme jiz pokryli cely graf, hodnota pro zbyvajici kroky na pokryti
je nulova, tj.

E(xn) = 0. (3.2.11)
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K tpraveé vyrazu (3.2.10) pouzZijeme lemma 2.2.2 a lemma 2.2.1, ziskame tedy

i—1 N—i
E(Xz)—E<N_1'(Xi+1)+m'(2ci+1+1)>/

i—1 N—i
=E(yg—g xity—qg xintl

i—1 N —i
=57 Ed) + 5= Exi) + 1. (3.2.12)

Nyni upravime rovnost (3.2.12) a vyjadiime si samotné E(x;) jako

Bx) = =7 B0 + = Einn) +1,
E(n) — o —5 EOi) = 7 Egin) +1,
( ;{1) N () +1,
E(xi) - z:i IZ\\]]_; E(xit1) + 1,

N -1

Exi) = E(xivn) + (3.2.13)

—i

Do vyrazu ve tvaru (3.2.13) za¢neme dosazovat. Diky podmince (3.2.11) za¢neme od-

zadu proi = (N — 1) a postupné se dostaneme az ki =1

i=(N—-1):E(xn-1) = E()(N)—l—% = (N-1),
i=(N—-2):E(xn-2) = E(xn-1) +$ = (N-1) +¥,
i=(N-3):E(xn-3) :E(XN—2)+$: (N—1)+Nz_1 +N3_1,

. ) . N-1 B N—-1 N-1 N-1
1= (N_4)'E(XN—4)—E(XN73)+m—(N 1)+ 5 + 3 + i

Timto zpusobem ziskdme E(x1) jako

_ N-1
i =1:Cy(Kn) = E(v) = E(n) = E(x) + y—1 = (N~ 1) 3 L

coz odpovidd vyrazu (3.2.1).
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3.3 Cesta

V této kapitole se budeme vénovat odvozeni ocekdvaného ¢asu ndhodné prochazky na
cesté. Na rozdil od tplného grafu se zde bude lisit ocekdvany cas pokryti v zavislosti na
pocéatecnim vrcholu. Déle z poznamky 2.1.10 plyne, Ze o¢ekdvany cas pokryti bude stejny
pro vrcholy, které jsou stejné vzdalené od kraje (tzn. prvni a posledni, druhy a predpo-
sledni atd.).

Nejprve si odvodime pfipad pro krajni pocate¢ni vrchol. VyuZijeme zde opét mys-
lenku indukovaného Markovova fetézce. Pokud zacneme v nékterém z ostatnich vrchol,
pokryjeme nejprve s jistotou jeden z krajnich vrchold a aZ poté celou cestu. Ocekavany
¢as pokryti se tedy bude sklddat z ocekdvaného ¢asu pokryti cesty se zacadtkem na kraji
a z ¢asu nutného k pokryti krajnitho vrcholu.

3.3.1 Cesta se zacatkem na kraji

1 2 3 N-2 N-1 N
oo 0 o6 o °

Obrazek 3.4: Ilustrace k vété 3.3.1 tykajici se o¢ekdvaného casu pokryti ndhodné pro-
chazky na cesté pfi pocatetnim vrcholu v € {1, N}, které jsou zvyraznény na obrdzku
modfe.

Véta 3.3.1. Mé&me cestu Py, potom pro o¢ekavany cas pokryti plati

Co(Pn) = (N —1)? (3.3.1)
prov € {1, N}.

Diikaz. Mé&me cestu Py z obrazku 3.4 a ndhodnou proménnou x; odvozenou v pozo-
rovani 3.1.2. UvaZzujeme-li poc¢ate¢ni vrchol ndhodné prochazky v = 1, potom pifi pokryti
opacného krajniho vrcholu N mame pokrytou celou cestu. Z pocatecniho krajniho vrcholu
pokryjeme s jistotou vrchol 2. JelikoZ se jednd o cestu, kazdy nekrajni vrchol mé pravé dva
sousedy. Z toho plyne, Ze s pravdépodobnosti § navitivime vrchol j + 1 a se stejnou prav-
dépodobnosti se vratime o krok zpatky do stavu j — 1. Ziskdme tedy ndasledujici rovnost
distribuci

d

xn=x2+1 (3.3.2)
! 1

X = 5 -1+ 1)+ 5 (K +1). (3.33)

Zajisté i na cesté bude platit vyraz E(xn) = 0. Podobnou tpravou rovnosti (3.3.2)
a (3.3.3) jako u tplného grafu (viz odvozeni (3.2.12)) pomoci lemma 2.2.2 a lemma 2.2.1
ziskdme nésledujici systém rovnosti:
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1 1

E(xj) = EE(Xj—l) + EE(Xj—H) +1, (3.34)
E(x1) = E(x2) +1, (3.3.5)
E(xn) = 0.

Pro vyfeSeni soustavy zavedeme nésledujici substituci

AT = E(xj) — E(xj-1)- (3.3.6)

PfepiSeme a upravime rovnost (3.3.4) a (3.3.5) tak, abychom pouzili substituci (3.3.6).
Prvni rovnost (3.3.4) upravime a ziskdme

1 1
—5E(-1) + E(x)) — 5E(xj1) =1,
—E(xj-1) + E(xj) + E(xj) — E(xj+1) = 2. (33.7)
Rovnost (3.3.5) upravime jako
E(x1) — E(x2) = L. (3.3.8)

Nyni médme vyraz (3.3.7) a (3.3.8) ve tvaru, pro ktery Ize pouZit substituce (3.3.6) a zis-
kédme soustavu ve tvaru

AT; — ATy =2, (3.3.9)
AT, = —1. (3.3.10)

Soustavu rovnosti (3.3.9) a (3.3.10) mlizeme prepsat jako
AT; = —2(j—2) - 1. (3.3.11)

Nyni mame vse potfebné k tomu, abychom vyjad¥ili ocekdvany ¢as pokryti E(x1) jako

E(x1) = E(x1) + (E(x2) — E(x2)) + -+ (E(xn-1) — E(xn-1)) — E(xn),
= E(x1) — E(x2) + E(x2) —--- — E(xn-1) + E(xn-1) — E(xn),
:—ATZ—ATg—...—ATN:i—ATj:ﬁz-(j—Z)Jrl. (3.3.12)
= =

Sumu (3.3.12) upravime pomoci souctu aritmetické fady, tj.

n-(ay+ay)

STZ: 2 7

kde a; oznacuje prvni ¢len aritmetické posloupnosti a a, n-ty ¢len aritmetické posloup-
nosti.
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Ocekdvany cas pokryti je soucet aritmetické fady (3.3.12), ziskame tedy

_1+(2N—4+1)

Co(Pn) = E(x1) = 22 (j—3 > (N-1),
:2N2 2-(N—1):(N—l)-(N—l):(N—1)2 (3.3.13)
prov € {1, N}. Toje vyraz (3.3.1).
O

3.3.2 Cesta nezacinajici na kraji

1 2 3
oo o o6 o o

Obrazek 3.5: Ilustrace k vété 3.3.2 tykajici se otekdvaného casu pokryti ndhodné pro-
chazky na cesté pii pocate¢nim vrcholu v = {2, 3, 4,..., N — 1}, které jsou zvyraznény
na obrazku modfe.

V této podkapitole se budeme vénovat odvozeni o¢ekdvaného ¢asu pokryti cesty ne-
zacinajici na kraji. Budeme pfedpoklddat ¢islovéani vrcholli z kraje viz obrdzek 3.5.

Véta 3.3.2. Mé&jme cestu Py, potom pro ocekdvany cas pokryti plati

N9 NP2 (N o)

Co(Pn) = (N —1)%+ L N1 L N1 (3.3.14)
j=1 j=v
prov=1{234,..., N—1}.
V diikazu véty 3.3.2 pouZijeme definice a véty pfevzaté z ¢lanku [9].
Méjme tii-diagonalni matici ve tvaru
bl (o] O
a1 bz Co
ap by ¢
A, = SRR (3.3.15)
| bn—l Cn—1
O an by

Definice 3.3.1 ([9], §1.3). Vektor 6, pfislusny matici ve tvaru (3.3.15) je vektor spliujici

0, = bnen—l
0_1=0,

— AyCp—10p—2
0p = 1.
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Definice 3.3.2 ([9], §1.4). Vektor ¢; pfislusny matici ve tvaru (3.3.15) je vektor splrujici

¢i = bipi1 —ai1cipiyr  i=n,n—1,...,2,1,
(Pn—H - 1/ ¢n+2 — O; (3.3.17)

Véta 3.3.3 ([9], Theorem 1). Mé&me symetrickou tfi-diagonalni matici ve tvaru (3.3.15)
o velikosti n x 1, kde a; = ¢;. Potom &leny inverzni matice «;; jsou dany pfedpisem

i 0 1pii1 .
V)Y a qa; 0.0 i=12... n—1,
O A LA i el & (3.3.18)
/] 0—19i11 .
Gn ] — n.

proa; #0,i >japroi=nn—-1,n-2,...,3,2,1
Diikaz. Diikaz je uveden ve ¢lanku [9] na strané 61. O
Nyni provedeme dtikaz véty 3.3.2.

Diikaz véty 3.3.2. Ocekavany cas pokryti ndhodné prochazky na cesté nezacinajici v kraj-

nim vrcholu (viz obrazek 3.5) se sklddd z ocekavaného ¢asu pokryti cesty se zacdtkem na

kraji a ¢asu nutného k pokryti krajniho vrcholu. JelikoZ z véty 3.3.1 zname oc¢ekavany cas

pokryti cesty zac¢inajici z kraje, sta¢i nam odvodit ¢as potfebny k pokryti krajniho vrcholu.
Matice pfechodu ndhodné prochazky na cesté P ma tvar

0 1
vot 0
2 2
P: ’..
1
2

Ni— O

0

_ O NI=
(@] S

JelikoZ nds zajima pramérny pocet krokt potfebny k pokryti krajniho vrcholu, bu-
deme povazovat krajni vrcholy za absorpéni vrcholy. Tim si pfevedeme tlohu na vypocet
pramérného poctu krokti do absorpce, k ¢emuz vyuZijeme fundamentalni matici. Matice

7z M 2z

prechodu ziistane aZ na prvni a posledni fddek stejnd. Prvni fddek matice bude mit hod-

notu 1 na pozici p1,1 a na ostatnich pozicich 0. Obdobné posledni fddek m& hodnotu 1 na
pozici py, N a jinak 0. Takovouto matici 1ze preusporddat do tvaru (2.2.4), ¢imzZ ziskdme
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10/00 0 0 -0
0 1/0 0 0 -+ 0
1 1
2 010 3
00/ 0 3 0
Paj=10 0" 1 0 1
oo/ 0 I 0 3
1 1
|0 3 2 0

Pomoci Definice 2.2.27 si vyjddiime fundamentalni matici F jako ¢tvercovou matici
nxn,kden =N — 2, ve tvaru

_1 _% - -1
-1 -1 0
41 -
F=(I-R)'= S
41
0 -1 -1
! -3 1]

Matice (I — R) je ve tvaru (3.3.15), kde koeficienty a, = ¢, = —% a b, = 1. Vyjadiime
si vektor 0, (3.3.16) pomoci diferen¢ni rovnice ve tvaru

1 2
0h=1-0,1— (E) “Op2,

s pocédtecni podminkou
0_1=0, 6 = 1.

Spocteme koteny charakteristické rovnice (viz [4], Theorém 3.6, str. 55), ¢imz ziskame

1 1
MNoA+o=0 = Ma =3,

4
1\" 1\"
Gn:cl-(§> +c2-n-(§) .

Vyjadiime konstanty c¢; a c; z pocatecnich podminek jako

Brar@ens () e () s

C1:1, 2-C1—2-C2:0,
C2:1.

ziskdme obecné feSeni
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Ziskame partikuldrni feSeni ve tvaru

1\" 1\" 1\"
Z definice 3.3.1 a definice 3.3.2 plyne

i =0piv1- (3.3.20)

Obecny tvar inverze matice (I — R) vyjadfime pomoci vyrazu (3.3.18), do kterého do-
sadime vyrazy (3.3.19), (3.3.20) a koeficienty a;.
Pro j < i upravime prvni ¢édst vyrazu (3.3.18):

4

iy = (1), (_%y—j | (1) a+i- (%)n(m)ﬂ A fn—(i+1)+1)

n—i+i—j .
) (A —i)  oig opj 24

—~
I
SN—
N}
/N
N

= = T (3.3.21)
(1) "4t
Pro j =i (prvky na diagondle) upravime druhou ¢ast a dostaneme
i—1 n—(i+1)+1 '
(%) (14+i-1) (%) (A4+n—(Gi+1)+1)
061'/] = ’
(3)"a+m
1 i—1 1 n—i
(z) <z> (it ni =) iy opi— 22
- 1 i—1 1 n—i 1 - 1+n (3.3.22)
Dosazenim j = i do vyrazu (3.3.21) ziskdme vyraz (3.3.22), budeme tedy déle pracovat
s vyrazem (3.3.21).

Timto zptisobem jsme ziskali prvky fundamentélni matice pod diagonalou a na di-
agondle. JelikoZ je matice symetrickd, 1ze zbyvajici prvky na fddcich snadno dopocitat.
Ozna¢me si prvky fundamentélni matice jako f; ;, potom plati

2j-(n—i+1) 0 < i
fij=wij= { 21'.(;11J—r?+1) P ] ) (3.3.23)
T T proj > 1.

Vrat'me se nyni k ndhodné prochdzce na cesté Py nezacinajici v krajnim vrcholu. Ve
fundamentalni matici F suma i-tého fadku odpovidd primérnému poctu krokt do ab-
sorpce z i-tého pfechodného stavu (viz véta 2.2.3). Pfechodné stavy odpovidaji nekrajnim
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vrcholtm cesty, proto vrchol cesty u € {2,3...,N — 1} odpovida pfechodnému stavu
i=u-—1

Ocekavany cas pokryti ndhodné prochdzky na cesté nezacinajici na kraji ziskame jako
soucet vyrazu (3.3.1) a sumy prvkd f; ; vyjadfené v rovnosti (3.3.23). Ziskdme tedy

L2j-(n—i+1) & 2i-(n—j41)
_ 12 ] J
Co(Pn) = (N-1) +; T +;Z T
j=1 j=i+1
”‘121'-(1\7—0)+N‘22(v—1)-(N—j—1)

= N-1 ];) N-1

= (N-1)*+

prov =2,3,..., N —1,coZje vyraz (3.3.14).
H

Poznamka 3.3.3. Pro pocatecni vrchol v = N — 1 odpovidajicimu poslednimu piechod-
nému stavu lze vyraz (3.3.14) zjednodusit. Vynechdme druhou sumu, kterd je pro dopocet
fadku pro prvky j > i (v poslednim fadku matice jsou vSechny prvky i < j). Dosadime za
v = N — 1 a upravime pomoci souctu aritmetické fady, ¢imz ziskame

N=22i. (N-N+1)
N-1 ’

Co(Pn) = (N—-1)2+

= (N-1)2+(N-2). (3.3.24)

JelikoZ je ocekdvany cas pokryti pro pfedposledni vrchol stejny jako o¢ekavany cas po-
kryti pro druhy vrchol (viz pozndmka 2.1.10), plati vyraz prov € {2, N — 1}.
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Kapitola 4
Numerické vypocty

Numerické vypocty byly provedeny v programu Matlab.

4.1 Metoda numerického vypoctu ocekavaného casu
pokryti

Metoda numerického vypoctu ocekdvaného ¢asu pokryti je zaloZena na opakovaném ge-
nerovani realizace ndhodné prochazky (tzn. trajektorie ndhodné prochazky). Generovani
realizace ndhodné prochazky se ukonci poté, co trajektorie ndhodné prochazky zahrnuje
vSechny vrcholy daného grafu. V takovém ptipadé je délka trajektorie ndmi hledany oce-
kdvany cas pokryti.

Soubor simulovanych ocekdvanych ¢asti pokryti ndhodné prochazky je ndhodnym vy-
bérem {x1,x2, ..., X, }. Oekdvany ¢as pokryti ma distribuci se stfedni hodnotou p, potom
odhadem stfedni hodnoty bude vybérovy primeér pozorovéani x ve tvaru

n
2 X;.
i=1

Pro zastaveni této metody pouZijeme podminku pro rozdil dvou po sobé o¢ekdvanych
¢asti pokryti (tzn. vybérovych priméra).

Tato simulace splriuje vSechny vlastnosti metody Monte Carlo, kterd spocivd v nale-
zeni feSeni pomoci opakovaného generovani realizaci ndhodného pokusu.

Na obrédzku 4.1 je pouZita tato metoda pro vypocet ocekavanych ¢asti pokryti specific-
kych typt grafii (Gplny graf, cesta, kruznice a wheel graf) s rostoucim poc¢tem vrcholt.

X =

S|
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Obrézek 4.1: Numerické ocekdvané casy pokryti specifickych grafii s rostoucim poctem
vrchol N.

4.2 Zavislost ocekavaného casu pokryti na minimdalnim
stupni grafu

Tato kapitola pojedndvéd o numerickém vypoctu o¢ekdvaného casu pokryti grafu G =
(V, H) v zavislosti na jeho minimalnim stupni. Pro libovolny pocétetni vrchol v € V(G)
plati nasledujici odhad ([3], Theorem 2.)
VI~ [H]
Cyo(G) <16 din(G)’ (4.2.1)
Z této nerovnosti lze usuzovat, Ze s rostoucim miniméaInim stupném grafu G bude kle-
sat o¢ekavany c¢as pokryti. Toto tvrzeni se pokusime oveéfit pomoci specidlni konstrukce
série graffi, ve které bude pfi neménném poctu vrcholdi rist minimdlni stupen grafu G pfi-
danim dodate¢né hrany.
Na obrédzku 4.2 je zndzornéna kvalita tohoto odhadu pro tplny graf a cestu, kterou
zkoumédme porovnanim numerickych o¢ekdvanych ¢ast pokryti a horntho odhadu oce-
kavaného casu pokryti (4.2.1) ndhodné prochazky pro tplny graf a cestu. Z obrazk je
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patrné, Ze horni mez oc¢ekdvaného casu pokryti je velmi vzdalend od numerickych hod-
not o¢ekavaného casu pokryti.

800 ‘ ‘ ‘ — 1500

== Horni mez
- |=e=Cas pokryti

=—Horni mez
~o—Cas pokryti

(o2}
o
o

Ocekavany cas pokryti
S
o
Ocekavany ¢as pokryti

—
o
o
o

500

N
o
o

PR S ] ] ——— —— 9
4 6 8 10 4 6 8 10
N (pocet vrchol() N (pocet vrchol()

Obrazek 4.2: Porovndni numerickych o¢ekdvanych ¢asti pokryti tplného grafu Ky (v le-
vém bloku) a cesty Py (v pravém bloku) s odhadem horni meze o¢ekdvaného ¢asu pokryti

(4.2.1) pti rostoucim poctu vrchola N.

Qo

4.2.1 Konstrukce posloupnosti grafti

Pro simulaci budeme konstruovat posloupnost grafti {G, n } Zl\]:_ll, kde N je fixnim poctem
vrcholti pro danou posloupnost a d je minimalnim stupném grafu. Postup pro konstrukci

posloupnosti:

1. Spojime (N — 1) vrcholt mezi sebou hranami tak, aby vznikl tplny graf jakoZto
podgraf grafu G a posledni N-ty vrchol spojime libovolné pouze s jednim vrcholem,
tim vznikne prvni graf posloupnosti, a to Gy, y.

2. V kazdém kroku propojime N-ty vrchol hranou s dal$im vrcholem z podgrafu.

3. Opakujeme, dokud nevznikne tplny graf o N vrcholech.

Je patrné, Ze timto postupem budeme vytvéfet grafy, které budou mit minimalni stu-
pent grafu vzdy o 1 vétsi pfi neménném poctu vrcholtt N a s rostoucim poctem hran.
Posledni graf vytvoreny timto postupem je tplny graf Ky = Gn_1,N-

Pro lepsi pfedstavu si postup ukdZeme na obrédzcich konstrukce posloupnosti graft
{Gaa} 5

Zvolime si vrcholy, které mezi sebou spojime hranami tak, aby vznikl tplny podgraf
na 3 vrcholech (v nasem pfipadé budeme uvaZzovat vrcholy 2, 3 a 4). Zbyvajici vrchol 1
spojime libovolné s jednim z téchto vrcholt tplného podgrafu (v naSem pripadé spojime
vrchol 1 a 2). Tento krok je uveden na obrazku 4.3.
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Obrazek 4.3: Gy 4: prvni graf posloupnosti vznikly pfidanim hrany {1, 2}.

V dalsim kroku spojime vrchol 1 s dalsim vrcholem naseho tplného podgrafu (viz
obrazek 4.4).

a0

Obrézek 4.4: Gy 4: druhy graf posloupnosti vznikly pfiddnim hrany {1, 3}.

Tento postup opakujeme, dokud nevznikne tGplny graf. V nasem piipadé sta¢i doplnit
posledni chybéjici hranu a konstrukce celé série graft je hotova (viz obrazek 4.5).

Obrézek 4.5: G3 4: tieti a posledni graf posloupnosti vznikly pfidanim hrany {1, 4}.

422 Vysledky
Nyni si ukdZeme ocekavané Casy pokryti pro sérii grafi na 5 vrcholech. Z niZe uvede-
ného obrazku 4.6 je patrné, Ze pfi nizkém minimdlnim stupni grafu je dalezitd volba
pocétecniho vrcholu ndhodné prochazky. V pripadé, zZe zatneme ve vrcholu s minimal-
nim stupném, pokryjeme graf nejrychleji. Dalsi zajimavosti je, Ze v tomto piipadé dochazi
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s rostoucim minimdlnim stupném k navysSovani ocekdvaného casu pokryti. Naopak po-
zorujeme, Ze pro pocatecni vrchol s vys$im stupném je nutno udélat vice krokt k pokryti
celého grafu.

Z obrazku 4.6 je déle patrné, Ze ocekavany cas pokryti klesd s rostoucim minimalnim
stupném grafu (kromé pfipadu, kdy zac¢iname ve vrcholu s minimalnim stupném). Tim
jsme ovéfili nasi domnénku vychdzejici z vyrazu (4.2.1).

18 T T
L —— Pocatecni vrchol s minimalnim stupném
—&— Poéatecéni vrchol s primérnym stupném
160 Pocéateéni vrechol s maximalnim stupném |
[
o
w
3
¥
> 12 r \ i
= N
@© %
=
-0 ey
s 5
@O
o 10 | 1
O
B ~ 4
S—" .
6 1 1
1 2 3 4

d -minimalni stupen grafu

Obrézek 4.6: Na tomto obrazku zndzorfiujeme numericky ocekdvany cas pokryti v pii-
padé ndhodné prochdzky na posloupnosti grafii {Gys}5_;, ve kterém rozliSujeme 3 pfi-
pady podle stupné pocdtecniho vrcholu. Modra kfivka zndzortiuje numerické ocekdvané
¢asy pokryti ndhodné prochazky, kdyz za¢neme ve vrcholu s minimalnim stupném. Oran-
zova kfivka zndzorniuje pfipad, kdy pocédte¢ni vrchol ma primérny stupen (v nasem pii-
padé stupeti 3). Zluta k¥ivka znazortiuje piipad, kdy pocatetni vrchol ma maximalni stu-
pen. Pro d = 3 nastane situace, kdy minimalni stuperi grafu bude stejny jako primérny.
Nakonec pro d = 4, dojde k rovnosti minimélniho a maximalniho stupné grafu.
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Kapitola 5
Zaver

V této prdci jsme si piedstavili o¢ekdvany ¢as pokryti grafu, ktery jsme ddle odvodili pro
uplny graf a cestu. U tplného grafu jsme ukézali dva zptisoby odvozeni véty 3.2.1. Prvni
dikaz vychdzel z myslenky fetézeni o¢ekdvanych mezicast pokryti, které vyjadfuji oce-
kdvany ¢as na pokryti dalsiho vrcholu (tento pfistup ilustruje obrdzek 3.3). Druhy postup
odvozeni je zaloZen na myslence indukovaného Markovova fetézce uvedené v podkapi-
tole 3.1.

Tento postup byl pouZit i pro odvozeni o¢ekdvaného ¢asu pokryti cesty zacinajici na
kraji (viz véta 3.3.1). V pifipadé nekrajovych vrcholt jsme zjist'ovali oéekdvanou dobu
pokryti jednoho z krajnich vrcholt, jelikoZ ocekavany ¢as pokryti cesty z krajniho vrcholu
jiz zndme (viz véta 3.3.2).

Posledni kapitola 4 byla vénovana numerickému vypoctu o¢ekdvaného casu pokryti
pomoci simulace v programu Matlab. Uvedli jsme numerickou metodu pro vypocet oce-
kavaného ¢asu pokryti. Vysledky této metody jsou ilustrovany na obrazku 4.1, ve kterém
porovnadvame ocekdvané casy pokryti pro tplny graf, cestu, kruZznici a wheel graf. Déle
jsme zkoumali, jak minimdlni stupeti grafu ovlivni o¢ekdvany ¢as pokryti ndhodné pro-
chazky na grafu.

Pomoci podobnych postupti prezentovanych v této praci by mohly byt dopocteny oce-
kavané casy pokryti pro dalsi typické graty, jako je kruZnice nebo wheel graf.

V neposledni fadé vyvstavaji otdzky ohledné dalsich vlastnosti grafu, které by mohly
ovlivnit otekdvany cas pokryti. Za timto ti¢elem by mohl byt pouzit numericky vypocet
ocekdvaného ¢asu pokryti (viz kapitola 4).
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