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Abstrakt

Tato prace se vénuje L(i, j, k)-ohodnoceni grafu, se specidlnim zaméfenim na L(3,2,1)-
ohodnoceni, a hledd minimalni rozpéti A ), piipadné horni ¢i dolni odhady tohoto
rozpéti, kterym lze dany graf ohodnotit. Pro i, j,k € N, L(i, j, k)-ohodnocenim grafu G
rozumime pfitazeni celych nezapornych ¢isel vrcholum grafu G tak, ze sousedni vrcholy
museji byt ohodnoceny hodnotami s rozdilem aspon ¢, vrcholy ve vzdalenosti 2 museji
byt ohodnoceny hodnotami s rozdilem aspon j a vrcholy ve vzdélenosti 3 museji byt
ohodnoceny hodnotami s rozdilem aspon k. V prvni ¢asti prace jsou shrnuty jiz znamé
vysledky z oblasti zdkladnich tiid grafu. Vlastni vyzkum, o némz pojednava kapitola 4,
se zaméfuje na L(i, j, k)-ohodnoceni zobecnénych Petersenovych grafu.
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Abstract

This bachelor thesis deals with L(i, j, k)-labelling of graphs with special focus on L(3, 2, 1)-
labelling, and searches for minimal spread of A(;;x) or upper and lower bounds on this
spread by which the graph can be evaluated. For i, j, k € N, L(i, j, k)-labelling of a graph
GG is a mapping of non-negative integers to vertices of G such that the difference between
the values of neighbouring vertices has to be at least i, the difference between the values
of vertices at distance 2 has to be at least 7, and the difference between the values of ver-
tices at distance 3 has to be at least k. Already known results for basic families of graphs
are summarized in the first part of the thesis. Our own research, which concentrates
on L(i, j, k)-labelling of generalized Petersen graphs, is described in Chapter 4.
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1 Uvod

V této praci se pracuje predevsim s pojmem L(3, j, k)-ohodnoceni grafu. Jde o prifazovani
nezapornych celych hodnot vrcholum ptislusného grafu tak, ze sousednim vrcholim jsou
pritazeny hodnoty s rozdilem aspon ¢, hodnoty vrcholu ve vzdalenosti 2 se pak musi lisit
aspon o j a hodnoty vrcholu ve vzdalenosti 3 se musi lisit aspon o k. Maximalni hodnotu,
ktera je pouzita pro prislusné ohodnoceni daného grafu G, budeme nazyvat ,rozpéti“.
Snahou je toto rozpéti minimalizovat, toto minimalni rozpéti pak budeme znacit A¢; ;1) (G).

Pritazovani hodnot grafu vychézi z praktického problému, ktery se objevil na pocatku
20. stoleti — pritazovani frekvenci. Vzhledem k tomu, ze stdle vice stanic vyzadovalo
frekvence, na nichz by mohly vysilat, bylo obtizné najit volné frekvence, aniz by nové
stanice nerusily vysilani ostatnich stanic v okoli. Poprvé byl problém formulovan v roce
1980 jako problém barveni grafu W. K. Halem (viz ¢lanek [7]). O jedenéct let pozdéji F.
S. Roberts prisel s variantou zohlednujici vzdalenost vysilacu, totiz ze ,blizké“ vysilace
musi vysilat na rozdilnych kmitoctech a ,,velmi blizké“ vysilace musi vysilat na kmitoctech
lisicich se asponi o dva. V teorii grafii se jednéd o vrcholy ve vzdélenosti 2, resp. sousedni
vrcholy, a minimalni rozsah kmito¢tt odpovida éislu Ag1). S piislusnou definici L(2,1)-
ohodnoceni grafu pfisli Griggs a Yeh (viz clanek [8]). Historii této problematiky pak
shrnuje ¢lanek [1].

Prakticky muzeme tento problém rozsitit o dalsi droven — a rozliSovat vysilace jak
,velmi blizké“ a | blizké“, tak i vysilace ,relativné blizké*; opét aplikovano na teorii grafu
se jednéa o vrcholy sousedni, vrcholy ve vzdalenosti 2 a vrcholy ve vzdalenosti 3. O tom,
o kolik se budou muset lisit hodnoty danych vrcholu, pak rozhoduji parametry i, j a k.
Obvykle pracujeme s ¢ > j > k, kde 4, j, k jsou pfirozend cisla. Nejvétsi duraz bude
kladen na hodnoty i = 3, j =2 a k = 1. S timto zobecnénim pfisli Liu a Shao [11].

V této praci se zaméfime predeviim na hledani rozpéti A3 2,1y (tedy hodnoty sousednich
vrcholu se musi lisit aspon o 3, hodnoty vrcholu ve vzdéalenosti 2 se musi lisit aspon o 2
a hodnoty vrcholu ve vzdalenosti 3 se musi lisit aspon o 1) pro zobecnéné Petersenovy
grafy. Ty vychazeji z Petersenova grafu, ktery je zachycen na obrazku 1.

Obrazek 1: Petersenuv graf



2 Definice zakladnich pojmu

V tomto textu budeme pracovat s nasledujicimi pojmy (vétsina pojmu a definic byla
prevzata z [5]). Grafem G rozumime neorientovany graf bez smycek a ndsobnych hran.
Symboly V(G) a E(G) budeme znacit mnozinu vrcholu, resp. hran piislusnou k danému
grafu G. Hranu mezi vrcholy = a y budeme zapisovat xy. Ze zakladnich tiid grafi budeme
pracovat s uplnymi grafy, dplnymi bipartitnimi grafy, cestami, kruznicemi, (r-arnimi)
stromy, (uniformnimi) housenkami, dale pak s kartézskym produktem grafu ¢i s moc-
ninami grafu. Stupen vrcholu z budeme znacit deg(z), maximélni stupen grafu G pak
budeme znacit A(G). Vzdélenosti dvou vrcholu z, y budeme rozumét délku nejkratsi
cesty mezi vrcholy z a y, zna¢ime distg(x,y). Graf H je podgrafem grafu G, jestlize
V(H) C V(G) a E(H) C E(G).

Znaceni 2.1. Dale budeme pouzivat toto znaceni:

e f(u)... hodnota piislusna vrcholu u
e f,... s-ta hodnota

® fraz ... maximalni hodnota

Zapis |f(u) — f(v)| uréuje absolutni rozdil hodnot pfifazenych k vrcholim u a v.

Necht n je pfirozené ¢islo a oznacme [n] = {1,...,n}.

Definice 2.2 [5].  Uping graf K,, je graf s V(K,) = [n] a E(K,) = (@) Cesta P,

na n vrcholech je graf s V(P,) = [n] a E(P,) = {l(l+1):1<1<n}. Kruznice C,, kde
n >3, je graf s V(C,) = [n| a E(C,) = E(P,) U{ln}.

Definice 2.3 [3].  Graf, ktery md vrcholovou mnoZinu rozdélenu na dvé neprdzdné
disjunktni podmnoziny M a N, pricemz |M| = m,|N| = n, a ktery obsahuje vSech m -n
hran xy takovych, Ze x € M ay € N, nazgvame uplny bipartitni graf (kompletni bipartitni
graf) a znacime jej K, . KaZdy podgraf iplného bipartitniho grafu je bipartitni graf.

Specidlnim pifpadem tplného bipartitniho grafu je hvézda, kde je |M| = 1. Znacime
Sn - Klﬂ.

Definice 2.4 [12].  Konecny souvisly graf, ktery jako podgraf neobsahuje Zadnou kruz-
nici, se nazyvd strom. Housenka je strom s alespon tremi vrcholy takovy, Ze odstranénim
vSech vrcholu stupné 1 a vsech hran s nimi incidentnich vznikne cesta, nebo graf s jedinym
vrcholem.

Specidlnim stromem je tzv. r-arni strom. To je zakofenény strom 7' takovy, ze kotfen
mé& stupen r a vSechny vnitini uzly maji stupen r + 1 = A(T).

Definice 2.5 [12].  Graf, ktery je mozno v roviné zndzornit tak, Ze vrcholy jsou body
roviny a hrany jsou oblouky (lomené c¢ary) takové, Ze Zdadné dvé nemaji spoleény vnitind
bod, se nazyjvd rovinny (plandrni).



Definice 2.6 [12]. Mdme ddn graf G = [V(G), E(G)], dva rizné vrcholy x,y a pri-
rozené ¢islo n. Definujeme n-tou mocninu grafu G (znacime G™) takto: V(G™) = V(QG)
a hrana vy ezxistuje v G™ pravé tehdy, plati-li vztah 1 < distg(z,y) < n.

3 L(i,j, k)-ohodnoceni graft

Meéjme déan graf G a i,j,k € N, kde ¢ > j > k. Potom L(i, j, k)-ohodnocenim grafu G
rozumime ohodnoceni vrcholu grafu G se specialnim pozadavkem na hodnoty pfitazené
sousednim vrcholum a vrcholum ve vzdalenosti 2 a 3.

Nésledujici definice byla prevzata z [4] a upravena pro L(i, j, k)-ohodnoceni.

Definice 3.1 [4].  Necht G je graf. Pak L(i, j, k)-ohodnocenim grafu G rozumime funkci
f: V(G) = NU{0} takovou, Ze pro kazdou dvojici u,v € V(G) plati:

o je-liuv € E(G), pak |f(u) = f(v)| >4,
o je-li distg(u,v) =2, pak |f(u) — f(v)| > J,
o je-li distg(u,v) =3, pak |f(u) — f(v)| > k.

Zavedeme znaceni p-L(i, j, k)-ohodnoceni, rozumime tim L(i, j, k)-ohodnoceni takové,
ze zadna z hodnot prirazena vrcholum daného grafu neni vétsi nez p, kde p je nezaporné
¢islo. Ohodnocovacim ¢éislem nazveme ¢islo A(; ;1) (G), které oznacuje nejmensi cislo p ta-
kové, ze graf G lze ohodnotit pomoci p-L(i, j, k)-ohodnoceni, v tom piipadé hovoiime
o minimélnim ohodnoceni. Toto znaceni bylo prevzato z [4] s L(3,2,1)-ohodnocenim
a upraveno pro L(i, 7, k)-ohodnoceni.

Poznamka 3.2. Ve ¢lancich [1], [6], [9] je vSak na rozdil od této prace (a ¢lanku [4])
pouzito ohodnocovani grafii od ¢isla 1. Vyslednym A(; ;) pifslusného grafu tak neni roz-
sah hodnot, nybrz pocet hodnot. Proto jsou vysledky z téchto ¢lanku v této praci trans-
formovany tak, aby odpovidaly nasemu ohodnocovani.

Tvrzeni 3.3 [4]. Necht H je podgraf grafu G. Pak Az 21)(H) < A321)(G).

Tvrzeni 3.4 [4]. Pokud funkce f je p-L(3,2,1)-ohodnocenim grafu G, pak i funkce
o V(G) — {0,1,...,p}, definovand jako f'(v) = p — f(v), je také p-L(3,2,1)-
ohodnocenim grafu G.

Je evidentni, Ze obé tyto tvrzeni lze zobecnit i pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceni grafu
pro piipustné parametry i, j, k.

Poznamka 3.5 [1].  Jestlize hodnotu 0 nepfifadime zadnému vrcholu v G pii L(3, 2, 1)-
ohodnoceni grafu G, pak hodnoty pfitazené vSem vrcholim muzeme zmensit o 1. Navic
pii minimalnim L(3, 2, 1)-ohodnoceni nutné musi byt 0 pouzita pii ohodnoceni vrcholu.



[ tuto poznamku lze zobecnit pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceni grafu pro piipustné
parametry 1, j, k.

V nésledujicich dvou podkapitolach nas bude zajimat L(i, 2, 1)-ohodnoceni zakladnich
tiid grafu, ptficemz ¢ > 3. Sem patii naptiklad dplné grafy, iplné bipartitni grafy, hvézdy,
cesty, kruznice, housenky, r-arni stromy atp.

3.1 L(3,2,1)-ohodnoceni zakladnich t¥id grafta

Nejprve se podivdame na zcela konkrétni a také nejvice zkoumané L(3,2,1)-ohodnoceni.
Zde Cerpame predevsim ze clanku [1] a [4].

Liu a Shao [11] studovali L(3, 2, 1)-ohodnoceni plandrnich grafi. Povedlo se jim ukézat,
ze A32,)(G) < 15(A? — A + 1), pokud G je plandrni graf s maximélnim stupném grafu
A. Clipperton a kolektiv [1] pak ukézali, ze A3 21)(G) < A* 4+ A? +3A — 1 pro libovolny
graf GG. Jak ukazuje nasledujici véta, byl tento odhad jiz vylepsen.

Véta 3.6 [4]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A. Pak X321)(G) < A® + 2A.

Nyni se podivame na nékteré zdkladni tiidy grafi a jejich hodnotu A2 1). Zacneme
s iplnymi a iplnymi bipartitnimi grafy, o nichz mj. pojedndva ¢ldnek [1].

Véta 3.7 [1].  Kazdy iplny graf K, s n vrcholy md A 21)(Ky) = 3(n —1).

Véta 3.8 [1].  Kazdyj iplng bipartitni graf Ky, , md Az 2.1)(FKmy) = 2(m +n) — 1.

)
Z predchézejici véty vyplyvé, ze hvézda, S,, ma A321)(Sn) = 2n + 1. Navic, pokud
f je (2n + 1)-L(3, 2, 1)-ohodnocenim S, pak f(v) = 0 nebo f(v) = 2n + 1, kde v je
centralni vrchol hvezdy [4].

Disledek 3.9 [4].  Kazdy graf s mazimdlnim stupném A(G) = A > 0 md A321)(G) >
2A + 1. Navic, pokud A321)(G) = 2A + 1 a pokud f je (2A + 1)-L(3,2,1)-ohodnocenim
grafu G, pak pro viechny vrcholy v € V(G) s deg(v) = A je f(v) € {0,2A + 1}.

Dusledek 3.10 [4].  Necht G je graf s mazimdinim stupném A(G) = A. Pokud existuji
vrcholy vy, ve, vz € V(G) takové, Ze deg(v,) = A a distg(v,,vs) < 3 pro vSechna 1 <
r,s <3, pak A321)(G) > 2A + 2.

Nyni budeme zkoumat dalsi dulezité zakladni grafy: cesty a kruznice. L(3,2,1)-ohod-
noceni téchto zakladnich t¥id grafi bylo opét zkoumano v ¢lanku [1].

Véta 3.11 [1].  Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, plati:
0, pokud n = 1;

3, pokud n = 2;

Aaon(Pn) =< 5, pokudn = 3,4; (1)
6, pokudn = 5,6,7;
7, pokudn > 8.



Chia a spol. [4] pak zkoumali mocniny cesty, tj. grafy Pr.
Véta 3.12 [4].  Necht n,r > 1. Pak pro graf P, plati:

3n — 3, pokudn < r+1;
n + 2r, pokudr +2 <n < 3r;
A2 (Pr) = < br, pokudn = 3r + 1, (2)
5r 4+ 1, pokud 3r +2 < n < 5r + 2;
or + 2, pokudn > br + 3.

Nésledujici znaceni pro pfifazovéani hodnot vrcholim daného grafu G je prevzato z [1],
hovoii o pfifazovani hodnot vrcholum grafu G pii L(3, 2, 1)-ohodnoceni. Znaceni je mozné

prevést i pro obecné L(i, j, k)-ohodnoceni. Necht Vg = {vy,vs,...,v,} je mnozina vsech
vrcholu grafu G. Zobrazeni f pak prifadi vrcholu vs hodnotu fs (s = 1,2,...,n). Posloup-
nost prvku Fg = (f1, f2, .- ., fn) pak nazveme posloupnosti hodnot pfifazenych k danym

vrcholum v grafu G, zkracené posloupnosti hodnot. Zapisovat budeme jako f: Vg — Fg
nebo f(Vg) = Fg.

Pokud navic free = A321)(G), pak f(Vi) nazveme optimalni posloupnosti hodnot
prifazenych k danym vrcholum v grafu G pii L(3,2, 1)-ohodnoceni, zkrdcené optimdlni
posloupnosti hodnot pfi L(3,2, 1)-ohodnoceni. Zapisovat budeme jako fo: Vg — Fg nebo
fo(Vg) = F.

Nésledujici véta hovoii o optimalnich posloupnostech hodnot pii L(3, 2, 1)-ohodnoceni
pro kruznice s konkrétnim poctem vrcholu.

Véta 3.13 [1].  Necht G = Cy. Pak fo(Ve) = (0,5,2,7) pri L(3,2,1)-ohodnocent.
Necht G = Cs. Pak fo(Va) = (4,0,6,2,8) pri L(3,2,1)-ohodnocent.
Necht G = Cg. Pak fo(Vg) = (0,3,6,1,4,7) pri L(3,2,1)-ohodnocent.
Necht G = Cy. Pak fo(Vg) = (0,5,2,7,4,0,8,5,1,7,3) pri L(3,2,1)-ohodnocend.
Dalsi véta hovoii o optimalni posloupnosti hodnot pro libovolnou kruznici s urc¢itym

poctem vrcholu.

Véta 3.14 [1].  Kazdy graf, ktery je kruznici o sudém poctu vrcholin (n > 4), lze ohod-
notit pomoci slozent fo(Ve,) a fo(Vieg). Vicholy kruznice budeme ohodnocovat kopirovdanim
vzoru pro fo(Ve,) a v pripadé, Ze n =4k + 2, k € N, priddme jedenkrdt vzor fo(Ve,).
Kazdy graf, ktery je kruznici o lichém poctu vrcholu n, kde n > 9 a n # 11, lze ohodnotit
pomoci slozeni fo(Ve,) a fo(Ves).

Véta 3.15 [1].  Pro kaZdou kruznici C,, kde n > 3, plati:

pokud n = 3;

pokud n je sudé; (3)
pokudn je liché a pokud n # 3,7;

pokudn =17.

A2 (Cr) =

© 0o



Nyni prejdeme ke stromum. A za¢neme r-arnim stromem.

Véta 3.16 [1].  Necht T je r-drni strom. Pak A3 2.1)(T) = 2r + 5.

Véta 3.17 [4]. Necht T je strom s mazimdlnim stupném A(T) = A. Pak 2A +1 <
A2 (T) <2A + 3.

Dalsim typem stromu jsou housenky. Uniformni housenka G = Clat,, je housenka, kde
vrcholy maji stupeit bud’ 1, nebo A(Cat,), kde A(Cat,) je maximdln{ stupen uniformni
housenky a n znac¢i pocet vrcholu na patefi této housenky, tj. to jsou vrcholy s maximélnim
stupném.

Véta 3.18 [1].  Necht G = Cat,, je uniformni housenka na n vrcholech, kde n > 2.
Pak A\32,1)(G) > 2A 4 1. Pokud navic A > 2, A321)(G) = 2A + 2.

Nésledujici véty hovoii o L(3, 2, 1)-ohodnocovéni kartézského produktu (soucinu) gra-
fia, hlavné cest a kruznic. Mame dano t grafu Gy, G, ..., Gy, potom Kartézskym produk-
tem téchto grafu (zna¢ime G;0G,0---0OG;), rozumime graf [4]:

V(GIDGQD s DGt> = V(G1> X V(GQ) X o+ X V(Gt),
E(GOG.O---0Gy) = {(u1,ug, ..., ue)(v1, v, . .., v¢) |ug, v € V(G))
pro vSechna [, 1 <[ < t,u,v, € E(G,) pro néjaké r a us = v, pro vsechna s # r}.

Véta 3.19 [4].  Pro vSechna n > 2 plati:

7, pokud n = 2;
A2 (POP,) = 8, pokudn = 3, 4; (4)
9, pokudn > 5.

Neohodnoceny graf G = P[P zachycuje obrazek 2.

Obrazek 2: Graf G = P,[1P;5

Véta 3.20 [4].  Pro vSechna m,n takovd, Ze n > m > 2, plati:

7, pokud (m,n) = (2,2);
8, pokud (m,n) = (2,3),(2,4);
A2 (Pr0P,) = ¢ 9, pokud (m,n) = (3,3) nebom = 2,n > 5; (5)
10,  pokud (m,n) = (3,4),(3,5);
11, pokud m = 3,n > 6, nebon >m > 4.



Véta 3.21 [4].  Pro P,,00C, plati A\;321)(P,0C,) = 11, pokudn =0 (mod 4) am > 3.

Véta 3.22 [4].  Pro C,,00C, plati \321)(Cr,dC,) = 11, pokud m =0 (mod 4) an =0
(mod 12).

Dalsi tii veéty hovori o kartézském produktu cesty P, a kruznice C,,, kde n nabyva
postupné ruznych hodnot.

Veéta 3.23 [4]. Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, je kartézsky produkt cesty
a kruznice. Pak A\32.1)(P20C,) =9 tehdy a jen tehdy, je-lin =0 (mod 10).

Veéta 3.24 [4]. Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, je kartézsky produkt cesty
a kruznice. Pokud n je sudé, n # 0 (mod 10) a n # 6, pak A1) (P0C,) = 10.

Veéta 3.25 [4].  Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, je kartézsky produkt cesty
a kruznice. Pak A\321)(P.0C,) < 11, pokud n = 1 (mod 4) a n > 21, nebo n = 3
(mod 4) an > 11.

Meéjme danu n-rozmérnou krychli @), definovanou jako @, = PUOPR---UF;, kde

n
n je piirozené ¢islo. O L(3,2, 1)-ohodnoceni n-rozmérné krychle hovoii nésledujici véta.

Véta 3.26 [4]. Necht n > 3. Pak 2n+3 < A321)(Qn) < 4n + 3.

3.2 L(i,2,1)-ohodnoceni zakladnich tiid grafa

Clének [6] zkoumad stejné tiidy grafii jako clanek [1], ale zabyvé se L(i, 2, 1)-ohodnocenim,
pricemz ¢ > 3, tj. sousedni vrcholy maji ptifazeny hodnoty s rozdilem aspon .

Véta 3.27 [6].  KaZdy tplny graf K,, md A 2q1)(Ky) =i(n —1).

Véta 3.28 [6].  Kazdy dplng bipartitni graf Kp,, md Ai21)(Kmn) = 2(m+n—2) 4.

Z predchazejici véty vyplyva, ze hvézda, S,, ma A;2,1)(S,) = i + 2n — 2. Navic, obé
tyto véty jdou zobecnit pro L(i, j, k)-ohodnoceni, viz podkapitola 3.3.

Véta 3.29 [6]. Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde i > 4, plati:

0, pokudn = 1;

1, pokud n = 2; (6)
1+ 2, pokudn = 3,4;

144, pokud n > 5.

/\(i,Q,l) (Pn) -
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7. O tom hovoti nasledujici dvé véty.
Véta 3.30 [6]. Pro kazdou kruznici C,,, kde n > 3, plati:

8, pokudn # 6,7,11;
>\(4,2,1)(C'n) = 9, pokudn = 6,11, (7)
10, pokudn = T7.

Véta 3.31 [6]. Pro kaZdou kruznici C,,, kde n > 3 a kde i > 5, plati:

1+ 4, pokudn = 4l,1 € N;
A ) i+6, pokudn = 20,1 € N1 > 2, ale n# 4p,pro p € N;
Ati2,1)(Cn) = 20+1,  pokudn="7a i=>5; (8)

21, pokudn =20+ 1,1 e N[ > 1, kroméen =7 a1 =>5.

3.3 L(i,j, k)-ohodnoceni grafia

Tato podkapitola se zabyvéa obecnym piipadem, totiz L(i, j, k)-ohodnocenim grafu. Clének
[9] se vénuje L(i, j, k)-ohodnoceni a zkouma minimélni a surjektivni ohodnoceni zaklad-
nich ttid grafu.

I v tomto pripadé se ve ¢lanku pouziva ohodnocovani vrcholu prislusnych grafu pti-
rozenymi ¢isly (ne nulou); proto i zde jsou vysledky ,prepocitdny” a uvadime je zde
s ohodnocovanim od 0.

3.3.1 L(i,j, k)-ohodnoceni zdkladnich tiid grafa

Nejprve se opét podivdme na L(3, j, k)-ohodnoceni tplnych a tplnych bipartitnich grafu.

Véta 3.32 [9]. Necht i,5,k € N ai > j > k. Kazdy iplny graf K, s n vrcholy md
)\(i,j,k)(Kn> = Z(n — 1)

Véta 3.33 [9].  Necht i,j,k € N ai > j > k. Kazdy dpiny bipartitni graf K,,, md
M) (Kmn) = j(m+n—2) +1i.

Viimnéme si, ze vysledné \(; j x) u téchto grafii viibec nereflektuje parametr k (a v pii-
padé dplného grafu dokonce i parametr 7). Duvodem je pochopitelné to, ze vzdélenost
dvou ruznych vrcholu x a y je v uplném bipartitnim grafu maximalné 2 a v uplném grafu
je pravé 1. Oba vysledky jsou téz v souladu s konkrétnim L(3, 2, 1)-ohodnocenim téchto
grafu.

V posledni ¢ésti nds budou zajimat cesty a kruznice a jejich L(i, j, k)-ohodnoceni.
Nebude se vsak jednat o uplné obecné ptipady, nybrz jen nékteré specidlni. Zacneme
s nastavenim ¢ = mj pro néjaky ptipustny parametr m.



Véta 3.34 [9].  Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde j > 2, m > 2 a kde m a j
jsou prirozend c¢isla, plati:

0, pokudn = 1;
B _ mj, pokudn = 2;
Atmijn) (Pn) = mj + j, pokud n = 3, 4; (9)

mj + 27, pokudn > 5.

Véta 3.35 [9].  Pro kaZdou kruznici C,, kde n > 3 a kde j > 2, plati:
47, pokudn # 6,7,11;

A2jjn(Cn) = ¢ 47+1,  pokudn =6,11; (10)
45 +2,  pokudn =T.

Véta 3.36 [9]. Pro kazdou kruznici C,,, kde n >3 a kde j > 2 am > 3, plati:

mj + 27, pokudn = 4l, pro | € N;
Amjj)(Cn) = ¢ mj =+ 37, pokudn =21, pro l € NJI >2,n#4p,p € N; (11)
2myj, pokud n je liché.

Tentokrat se podivame na vysledky ziskané opét v ¢lanku [9] pro L(j + m,j,1)-
ohodnoceni cest, kde m je opét néjaky pripustny parametr.

Véta 3.37 [9].  Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde j > m > 0 plati:

0, pokudn = 1;
J+m, pokud n = 2;

AG4mojn) (Pn) = 25 +m, pokudn = 3, 4; (12)
27 + 2m, pokudn = 5,6,7,

2] +2m+1, pokudn > 8.

Véta 3.38 [9].  Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde m > j > 2, plati:

0, pokud n = 1;
J+m, pokud n = 2;
27 +m, pokud n = 3,4;
37 +m, pokud n > 5.

AGmgn) (Fn) = (13)



Zminime zde jesté vysledky dosazené pro cesty libovolné délky a kruznice délky nejvyse
9 s parametry i = (m + 1)k a j = mk, kde m > 2.

Véta 3.39 [9]. Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde k > 1 a m > 2, plati:

0, pokudn = 1;
mk + k, pokud n = 2;
A(m41)kmb k) (Pn) = & 2mk + k, pokudn = 3, 4; (14)

2mk + 2k, pokudn =5,6,7,
2mk + 3k, pokudn > 8.

Véta 3.40 [9].  Pro kaZdou kruznici C,,, kde n > 3 a kde k > 1 a m > 2, plati:

( 2mk + 2k, pokud n = 3;
3mk + k, pokud n = 4;
dmk, pokud n = 5;

im0k mi ) (Cn) = 2mk + 3k,  pokudn = 6;

3Imk + 3k, pokudn = T7;

2mk + 4k, pokudn = 9.

(15)

\

Na zavér zminime vétu, ve které se pocita s postupné jdoucimi parametry; totiz
1t = k+2aj=k+1.

Véta 3.41 [9].  Pro kaZdou cestu P, na n vrcholech, kde k > 2, plati:

0, pokud n = 1;
k+ 2, pokud n = 2;
A2 t1,6)(Pn) = ¢ 2k +3,  pokudn = 3; (16)

3k + 2, pokudn = 4;
3k + 4, pokudn > 5.

3.3.2 Surjektivni L(i, j, k)-ohodnoceni zdkladnich tiid grafa

Nyni nebudeme zjistovat minimalni rozpéti A\ ), ale budeme hledat takové grafy, ze
jejich vrcholy pii L(i, j, k)-ohodnoceni ptjde ohodnotit hodnotami 0,...,n — 1 s tim, Ze
kazda hodnota bude pouzita pravé jednou; n znaci pocet vrcholu ptislusného grafu.

Definice 3.42 [9].  Necht graf G md n vrcholi. Surjektivnim ohodnocenim grafu G
rozumime takové ohodnoceni vrcholu tohoto grafu, Ze kazZdd z hodnot 0,1,2,...,n — 1 je
pouzita prdavé jednou.

V nasem piipadé budeme hovofit o surjektivnim L(3,2, 1)-ohodnoceni, resp. surjek-
tivnim L(4, j, k)-ohodnoceni.

Véta 3.43 [10].  Nejkratsi netrividlni cesta, kterou mizeme ohodnotit surjektivnim
L(3,2,1)-ohodnocenim, je cesta na 7 vrcholech, P;.

10



7 ptredchozi véty vyplyva, ze uniformni housenka C'at,, s maximalnim stupném A = 2
muze byt ohodnocena surjektivnim L(3,2, 1)-ohodnocenim, pouze pokud n > 5 [9] (pfi-
pomindme, ze n v tomto piipadé znacéi pocet vrcholu s maximéalnim stupném).

Véta 3.44 [9]. KazZdou cestu délky asponi 7 lze ohodnotit surjektivnim L(3,2,1)-
ohodnocenim.

Vime tedy, ze zadnou cestu P,, kde n < 6, nelze ohodnotit surjektivnim L(3,2,1)
ohodnocenim. Naopak kazdou cestu P,, kde n > 7 lze ohodnotit surjektivnim L(3,2,1)
ohodnocenim. Nyni se podivame, jakych vysledku dosahneme u kruznic.

Véta 3.45 [10].  Nejkratsi kruznice, kterou lze ohodnotit surjektivnim L(3,2,1)-ohod-
nocenim, je kruznice na 8 vrcholech, Cg.

Véta 3.46 [10].  KaZdou kruznici C,,, kde n > 8, lze ohodnotit surjektivnim L(3,2,1)-
ohodnocenim.

Nésledujici dvé véty shrnuji, které uniformni housenky lze a které nelze ohodnotit
surjektivnim L(3, 2, 1)-ohodnocenim.

Véta 3.47 [9].  Uniformni housenku Cat, s n < 3 nelze ohodnotit surjektivnim
L(3,2,1)-ohodnocenim.
Véta 3.48 [9]. KazZdou uniformni housenku Cat, sn > 4 a s A > 3 lze ohodnotit

surjektivnim L(3,2,1)-ohodnocenim.

Na zaveér této podkapitoly se podivame na obecnéjsi pripady pro cesty P,, totiz surjek-
tivni L(i, j, k)-ohodnoceni cest.

Véta 3.49 [9].  Pokud existuje surjektioni L(i,2,1)-ohodnoceni cesty P,, pak pro cestu
P!, kde n' > n, také existuje surjektioni L(i,2,1)-ohodnocent.

O zobecnéni této véty hovoii véta néasledujici.

Véta 3.50 [9].  Pokud existuje surjektioni L(i, j, k)-ohodnocent cesty P,, pak pro cestu
P!, kde n’ > n, také existuje surjektioni L(i, j, k)-ohodnocent.

Na tplny zavér pak zde jesté zminime tfi hypotézy tykajici se surjektivniho L(i, 2, 1)-
ohodnocenti, surjektivniho L(myj, j, 1)-ohodnoceni a surjektivntho L(j+m, j, 1)-ohodnoceni
u cest s pripustnymi parametry.

Hypotéza 3.51 [9].  Nejkratsi cesta P,, kterou lze ohodnotit surjektivnim L(i,2,1)-
ohodnocenim, kde © > 3, je cesta Pa;yo, pokud n je sudé, a Py;yq1, pokud n je liché.

Hypotéza 3.52 [9]. Necht j > 2 a m € N. Pak nejkratsi cesta, kterou lze ohodnotit
surjektivnim L(mj, j, 1)-ohodnocenim, je cesta Papjtj.

Hypotéza 3.53 [9]. Necht j > 2, m > 2 a j = m. Pak nejkratsi cesta, kterou lze
ohodnotit surjektivnim L(j + m, j, 1)-ohodnocenim, je cesta Ps,y,.
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4 [L(3,2,1)-ohodnoceni zobecnénych Petersenovych
grafu

Definice 4.1 [2].  Zobecnény Petersenuv graf G = GPG(p1,p2) je graf s V(G) =
{U(), ceeyUpi—1,00, - 7Up1—1} as E(G) = El(G)UEQ(G)UEg(G), kde El(G) = {UtUH_l,t =
0,...,p1 — 1}, E5(GQ) = {vivrsp,, t = 0,...,p1 — 1} a E3(G) = {wv,t = 0,...,p; — 1}
a kde pri presahu indexi jsou indexy ¢teny jako modulo py. Zdroven plati ps < p/2.

V dalsim textu budeme dodrzovat nésledujici terminologii a znaceni vrcholi. Vnéjsi
kruznici budeme nazyvat podgraf H; grafu G = GPG(p1,p2) s V(Hy) = {uo, ..., up,—1}
a FE(Hy) = Ey(G). Jestlize p; a py jsou nesoudélnd ¢isla, vnitini kruznici budeme nazyvat
podgraf Hy s V(Hsz) = {vo,...,vp—1} a E(Hy) = Ey(G). Jestlize p; a py jsou soudélnd
¢isla, vznikne vice vnitinich kruznic. Na obrazku 3 jsou znazornény grafy GPG(5,1),
GPG(5,2) aGPG(6,2) s oznacenymi vrcholy u, a v;. Modfe je u kazdého grafu znédzornéna
vnéjsi kruznice a ¢ervené naopak vnitini. V piipadé grafu GPG(6,2) vzniknou dvé vnitin{
kruznice — zvyraznény cervené a zelené.

u u 7
3 3 4 Uy
uo u1 UU u1 UO u1

Obrazek 3: Grafy GPG(5,1), GPG(5,2) a GPG(6,2)

Nejprve se podivame na zobecnéné Petersenovy grafy s parametrem p, = 1. Jednd se
vlastné o kartézsky produkt cesty P, a kruznice C,,, tedy: GPG(p1, 1) = (ROC,,).

4.1 L(3,2,1)-ohodnoceni na GPG(p1,1)

Na tvod ptripomenme jiz zminéné vysledky Chia a spol. [4]. Pro n € N;n > 3 a pro
G = R,OC, plati: A\321)(G) = 9 pravé tehdy, kdyz n = 0 (mod 10); je-li n sudé, n #Z 0
(mod 10) a n # 6, je A32,1)(G) = 10; je-lin =1 (mod 4) an > 21, nebo n =3 (mod 4)
an>11, je Az21)(G) < 11.

V této ¢asti jsou pro grafy G = GPG(py, 1) prezentovany dosazené vysledky ohodno-
covaciho ¢isla A32,1)(G), kde p; < 10. Jsou zde zafazeny i grafy GPG(4,1), GPG(8,1)
a GPG(10,1), o nichz hovoii i Chia a spol. [4]. Pro kazdy graf G je tvrzeni o pfesné hod-
noté A(s21)(G) nalezité dokazano a je pfipojen obrazek grafu s pifslusnym ohodnocenim.
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Tvrzeni 4.2. Necht G = GPG(3,1). Pak \321)(G) = 10.

N

Obrazek 4: Graf GPG(3,1) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 10

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(3,1).
Na obrazku 4 je znazornén G spolu s piislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0 -+ 10.

Nyni ukdzeme, Ze A32,1)(G) > 9. Zfejmé plati: pro vSechny dvojice z,y € V(G) je
distg(z,y) < 2, tedy pro kazdé dva ruzné vrcholy z,y € V(G) musi platit, ze |f(z) —
f(y)| > 2. Graf G mé 6 vrcholu. Sporem budeme predpoklddat, ze existuje L(3,2,1)-
ohodnoceni tohoto grafu hodnotami v rozsahu 0 <+ 9. Proto musime ohodnotit dva ruzné
vrcholy z,y € V(G) hodnotami, pro néz plati: |f(x) — f(y)| < 1. Coz je ale spor. Tedy
graf GG nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 < 9. U

Nyni se podivame na graf G = GPG(4,1).
Tvrzeni 4.3 [4]. Necht G = GPG(4,1). Pak \321)(G) = 10.

Dikaz tohoto tvrzeni je popsan v [4]. Pro tplnost a vétsi ndzornost aspon prikladdme
obrézek 5 zobrazujici G = GPG(4, 1) s ohodnocenim vrcholu hodnotami 0 =+ 10.

Obrazek 5: Graf GPG(4, 1) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 10
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Nyni pfejdeme ke grafu G = GPG(5,1).
Tvrzeni 4.4. Necht G = GPG(5,1). Pak \321)(G) = 13.

12 6

0 3

Obrazek 6: Graf GPG(5,1) ohodnoceny hodnotami 0 <+ 13

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(5,1).
Na obréazku 6 je zndzornén G spolu s prislusnym ohodnocenim vrcholu hodnotami 0+ 13.

Nyni ukazeme, ze A321)(G) > 12. Dikaz provedeme sporem. Je patrné, ze pro kazdou
dvojici z,y € V(G) je distg(z,y) < 3. Tedy pro kazdé dva ruzné vrcholy x,y € V(G)
plati, ze | f(z) — f(y)| > 1, proto nemuzeme dvéma ruznym vrcholum z,y € V(G) priradit
stejnou hodnotu. Graf G ma 10 vrcholu. Nyni predpokladejme, ze graf G 1ze ohodnotit
hodnotami 0 =+ 12. Za tohoto predpokladu musi v G existovat tii ruzné vrcholy s ohod-
nocenim fs, fsi1 a fsyo pro néjaké s = 0,1,...,10. Pro dany vrchol z € V(G) existuji
pravé dva ruzné vrcholy y, z € V(G) takové, ze distg(x,y) = 3 a distg(x, 2) = 3, pricemz
vrcholy y a z jsou nutné sousedni. Jedna se napiiklad o vrcholy ug, vy a v3 (diky symetrii
lze dalsi trojici vrcholu vybrat analogicky jen s konstantnim posunem indexu u kazdého
z vrcholu), piipadné vy, us a us (pro nalezeni dalsi trojice vrcholu lze opét pouzit kon-
stantni posun indexu u kazdého z vrcholu). Jelikoz jsou dva z takto tif nalezenych vrcholu
sousedni, nelze dané vrcholy ohodnotit hodnotami fs, fsi1 a fsio. Dostavame spor. Tedy
neni mozné graf G ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 =+ 12. O

Tvrzeni 4.5. Necht G = GPG(6,1). Pak \321)(G) = 11.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(6,1).
Na obrazku 7 je zndzornén G spolu s prislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0=+ 11.

Nyni ukazeme, ze A\32.1)(G) > 10. Pocet vrcholt grafu G je roven 12. Tedy abychom
graf ohodnotili hodnotami 010, musime aspon dvéma ruznym vrcholum pritadit stejnou
hodnotu f,. Pokud ohodnotime vrchol uy hodnotou f, pak stejnou hodnotu f; muzeme
pritadit pouze vrcholu vs. Potom kazdy vrchol grafu G je od ug nebo vz ve vzdalenosti
mensi nebo rovna 2, tedy zadny dalsi vrchol nebudeme moci ohodnotit hodnotou fs 1, fs
ani fo11. Evidentné tedy As2,1)(G) > 10.
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Obrazek 7: Graf GPG(6, 1) ohodnoceny hodnotami v rozsahu 0 = 11

Ukazali jsme tedy, ze abychom graf ohodnotili hodnotami s rozsahem 0 -+ 10, musime
aspon dva ruzné vrcholy ohodnotit stejnou hodnotou f,. Ohodnotime-li dva vrcholy hod-
notou 0, hodnotu 1 nebudeme moci pouzit. Zbylych 10 vrcholi tak musime ohodnotit
9 hodnotami. Déle, pouzijeme-li hodnotu 2 na dalsi dva vrcholy, opét nebudeme moci hod-
notu 3 pouzit a na zbylych 8 vrcholi ndm bude zbyvat 7 hodnot atd., az nam na posledni
dva vrcholy bude zbyvat jedind hodnota. Jedinou moznosti, jak ohodnotit graf G' s roz-
sahem hodnot 0 =+ 10, je tedy pouziti kazdé z hodnot 0,2,4,6,8 a 10 pravé dvakrat. Nyni
ukazeme, ze takto graf ohodnotit nepujde. Ptritadime dvéma ruznym vrcholum v grafu G
hodnotu 0 (BGNO jako na obr. 7). Pak vrcholy, jimz ptfitadime hodnoty 2,2, 4 a 4, lezi jako
na obr. 7 (nebo vrcholy muzeme symetricky prohdzet). Pak ale kazdy dalsi vrchol, ktery
jesté neni ohodnocen zadnou hodnotou, je sousedni s vrcholem, jemuz uz jsme priradili
hodnotu 4. A tak kazdému takovému vrcholu nemuzeme pritadit hodnotu 6. Proto nelze
graf ohodnotit hodnotami 0,2, 4, 6,8 a 10 s tim, ze kazdou z nich pouzijeme pravé dvakrat.
Tedy neni mozné graf G ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 -+ 10. U

Tvrzeni 4.6. Necht G = GPG(7,1). Pak \321)(G) = 12.

Obrézek 8: Graf GPG(7,1) ohodnoceny hodnotami v rozsahu 0 + 12
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Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(7,1).
Na obrézku 8 je zndzornén G spolu s prislusnym ohodnocenim vrcholu hodnotami 0 =+ 12.

Nyni ukazeme, ze A\32.1)(G) > 11. Pocet vrcholt grafu G je roven 14. Tedy abychom
graf ohodnotili hodnotami 0+ 11, musime aspon dva ruzné vrcholy z,y € V(G) ohodnotit
stejnou hodnotou f;, pricemz v grafu G bude muset existovat i vrchol z s hodnotou f,_1, fs
nebo f,1, jinak bychom nedostali ohodnoceni grafu s rozsahem hodnot 11. Pro libovolny
vrchol = € V(@) existuji pravé dva ruzné vrcholy y;, y2 € V(G) takové, ze distg(z, y,) = 4
(t =1,2). Jednd se napiiklad o vrcholy uy a vs (resp. vy), které ohodnotime hodnotou f;
(na obrazku 8 se jedna napiiklad o oba vrcholy ohodnocené hodnotou 0). Pak ale neexis-
tuje vrchol z € V(G) takovy, ze distg(x,z) > 3 a zdroven distg(y, 2) > 3. Proto vrchol
z nelze ohodnotit hodnotou fs 1, fs, ani fs11. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami
v rozsahu 0 = 11. O

Tvrzeni 4.7 [4].  Necht G = GPG(8,1). Pak \321)(G) je 10.

Dikaz tohoto tvrzeni je popsan v [4]. Pro tuplnost a vétsi ndzornost aspon prikladdame
obrézek 9 zobrazujici G = GPG(8,1) s ohodnocenim vrcholi hodnotami 0 + 10.

Obrazek 9: Graf G = GPG(8,1) ohodnoceny hodnotami v rozsahu 0 =+ 10

Tvrzeni 4.8. Necht G = GPG(9,1). Pak \321)(G) je 12.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3, 2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(9,1).
Na obrazku 10 je znazornén G spolu s prislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0-+12.

Nyni ukdzeme, ze A(32,1)(G) > 11. Graf G ma 18 vrcholt, tedy abychom ohodnotili graf
GG s rozsahem 11, musime aspon 6 hodnot pouzit na ohodnoceni grafu G dvakrat. Je totiz
evidentni, ze v G neexistuje trojice vrcholu z, y, z takova, ze distg(z,y) > 4,distg(x, z) >
4 a distg(y, z) > 4, tj. v G nelze pouzit hodnotu f; na ohodnoceni 3 ruznych vrcholu.
Ohodnotime-li vrchol ug hodnotou fs, pak stejnou hodnotou f; muzeme ohodnotit pouze
jeden z vrcholl uy, us, vs, vy, Us a vg, nebot vzdélenost vrcholu 1y od libovolného z téchto
vrcholt je aspon 4. Ohodnotime-li vrchol vy hodnotou f;, pak stejnou hodnotou f; muzeme
ohodnotit pouze jeden z vrcholit vy, vs, us, u4, us a ug, nebot vzdalenost vrcholu vy od li-
bovolného z téchto vrcholu je aspon 4.
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Obrézek 10: Graf G = GPG(9, 1) ohodnoceny hodnotami v rozsahu 0 + 12

Abychom graf GG ohodnotili v rozsahu 011, musi v G existovat aspon 6 vrcholu, které
ohodnotime hodnotami 0,1,2,3 s tim, ze z této ctverice hodnot pouzijeme minimélné
dvé hodnoty dvakrat. Zacneme tim, ze pravé dvé hodnoty pouzijeme dvakrat. Nejprve
se pokusme dvakrét pouzit hodnoty 0 a 1. Ohodnotime-li vrchol ug (resp. vy) hodnotou 0
a déle hodnotu 0 pritadime néjakému vrcholu v, (resp. u;), pak v G nenajdeme takovou
dvojici vrcholu, kterou bychom mohli ohodnotit hodnotou 1. Ohodnotime-li hodnotou 0
vrcholy ug a uy (nebo us), pak hodnotu 1 muzeme priradit vrcholim v (nebo vs) a vy (vg).
V ani jednom piipadé vSak v G nenajdeme takovy vrchol, ktery bychom mohli ohodnotit
hodnotou 2. Stejny problém nastane, ohodnotime-li hodnotou 0 nejprve vrcholy v, a v
a nasledné hodnotou 1 napt. vrcholy ug a uy.

Piejdéme k varianté, ze dva vrcholy ohodnotime hodnotou 0 a dva vrcholy hodnotou 2
s tim, ze dalsi dva vrcholy v G ohodnotime hodnotami 1 a 3. Ohodnotime-li ale dva vrcholy
hodnotou 0 a dalsi dva vrcholy hodnotou 2, nenalezneme v grafu G zadny vrchol, ktery by
byl ve vzdalenosti aspon 3 od vSech jiz ohodnocenych vrcholt, a tedy hodnotu 1 nebudeme
moci pouzit. Podivejme se nyni na variantu, ze bychom dvakrat pouzili hodnoty 0 a 3. Ta-
kové ohodnocenti je jiz mozné, napi.: f(ug) = 0, f(ug) =0, f(va) =1, f(vr) = 2, f(us) =3
a f(u1) = 3. V G tedy musi existovat dalsich aspon 6 vrcholu ohodnocenych hodnotami
4,5,6,7. Za tohoto ohodnocent ale hodnotu 4 nebudeme moci pouzit dvakrat (ze stejného
diuvodu jako je nemozné pouzit hodnoty 0,0, 1,1, 2 nelze pouzit ani hodnoty 2,3, 3,4,4),
ale maximdlné jednou, a tedy z hodnot 4,5,6,7 budeme muset dvakrat pouzit prave
dvé hodnoty z hodnot 5,6 a 7. Ani jednu z téchto moznosti vSak nelze vyuzit z duvodu
analogickych pro hodnoty 0,1, 2, 3.

Nastava tedy posledni moznost, a to ohodnoceni prvni Sestice vrcholu hodnotami
0,1,2,3 s tim, ze pravé tii hodnoty zopakujeme dvakrat. Jelikoz nelze pouzit dvakrat
tFi po sobé jdouci hodnoty, Sestici vrcholu ohodnotime pomoci hodnot 0,0,1, 1,3, 3. Po-
kud nyni hodnotu 4 pouzijeme na ohodnoceni pouze jednou, nastane stejny problém
jako v predchozim piipadé. Proto nutné na dalsi Sestici vrcholu musime pouzit hod-
noty 4,4,6,6,7,7. Nyni ale nemuzeme pouzit hodnotu 8, a tedy posledni Sestici vrcholu
nemuzeme ohodnotit pouze hodnotami 8,9,10 a 11. Tedy graf G nelze ohodnotit hodno-
tami v rozsahu 0 + 11. U
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Tvrzeni 4.9 [4]. Necht G = GPG(10,1). Pak A\;321)(G) je 9.

Obrazek 11: Grat G = GPG(10,1) ohodnoceny hodnotami v rozsahu 0 =9

Dikaz tohoto tvrzeni je popsan v [4]. Pro tplnost a vétsi ndzornost aspon prikladdme
obréazek 11 zobrazujici G = GPG(10,1) s ohodnocenim vrcholu hodnotami 0 + 9. Plati
dokonce silnéjsi tvrzeni [4], totiz: Ag21)(H) =9, kde H = GPG(py, 1), pficemz p; = 10p
pro né&jaké p € N. Dukaz tohoto tvrzeni vyuzivd ohodnoceni grafu G' = Pjo0P,, ktery
je zachycen na obrazku 12. Opakovanim tohoto vzoru dostaneme piipustné ohodnoceni
grafu H.

() (P— OO

o
(=)
0
P2
g/
ca
¥

Obréazek 12: Graf G' = PP

4.2 L(i,j,k)-ohodnoceni na GPG(p;,1)
Tvrzeni 4.10. Necht G = GPG(3,1) ai > 2j. Pak X\ jx)(G) =20+ j.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze existuje takové L(i, j, k)-ohodnoceni grafu G = GPG(3,1).
Na obrazku 13 je znazornén G spolu s ptislusnym ohodnocenim vrcholu hodnotami 0 +
(2¢ + j). Z podminek plynoucich z L(i, j, k)-ohodnoceni je vidét, ze musi platit nerovnost
i > 2j (dostaneme ji z hodnot vrcholu, které jsme ohodnotili hodnotami i a j, resp. 2i
ai+j).

Nyni ukdzeme, ze \; ;i (G) > (20 + j — 1). Pozorovani: kazdé dva ruzné vrcholy grafu
G jsou ve vzdalenosti maximalné 2, tudiz na parametru k vubec nezéalezi. Dale vime,
ze pro pifpustné parametry i, 7,k je A; ) (Cs) = 2i. Tedy hodnoty pfifazené vrcholim
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Obrazek 13: Graf GPG(3, 1) ohodnoceny hodnotami 0 <+ (2i + j) pro ¢ > 2j

na vnitini (resp. i vnéjsi) kruznici grafu G jsou v rozsahu aspon 2i. BUNO nulou ohod-
notme vrchol ug, tak jako na obrazku 13. Nejmens{ hodnotu, kterou pak muzeme pouzit
na ohodnoceni dalsiho vrcholu, je hodnota j. Tou lze ohodnotit pouze vrchol v; nebo
vy. Pak hodnoty prifazené vrcholum lezici na vnitini kruznici o trech vrcholech maji mi-
nimalni hodnoty 7,7 + j a 2i + j. Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu
0= (20+75—1). O

Tvrzeni 4.11. Necht G = GPG(3,1) ai < 2j. Pak A jx)(G) = 5.

0 2
Obrézek 14: Graf GPG(3,1) ohodnoceny hodnotami 0 = 55 pro ¢ < 2j

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze existuje takové L(i, j, k)-ohodnoceni grafu G = GPG(3,1).
Na obrazku 14 je znazornén G spolu s ptislusnym ohodnocenim vrcholi hodnotami 0-+55.
Z podminek plynoucich z L(i, j, k)-ohodnoceni je vidét, ze musi platit nerovnost 25 > i.
Nyni ukdzeme, ze A ;i (G) > (55 — 1). Ohodnotme napf. vrchol uy hodnotou 0.
Jelikoz plati 25 > i > j, nejmensi hodnotu, kterou muzeme pouzit na ohodnoceni dalsiho
vrcholu, je hodnota j. Takto ohodnocenym vrcholem bude vrchol napt. vy. Kazdy dalsi
dosud neohodnoceny vrchol je pak jiz nutné sousedni s alespon jednim z jiz ohodnocenych
vrcholi. Nejmensi hodnota f,,, , kterou nyni muzeme pouzit, musi spliiovat tyto podminky:
|fu, — 0| =i alfy, —jl > J. S vyuzitim 25 > i > j dostavame, ze tato nejmensi hodnota,
kterou muzeme pouzit, je rovna 2j. Touto hodnotou muze byt ohodnocen pouze vrchol
u1. Analogickym postupem s vyuzivanim nerovnosti 2j > ¢ > j dostaneme, Ze nejmensi
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moznd maximélni pouzitd hodnota je 57, tj. Ze neexistuje L(i, j, k)-ohodnoceni grafu G
s rozsahem méné nez 5. U

Obe tato tvrzeni lze shrnout nésledujici vétou. Vsimnéme si, ze tvrzeni 4.2 je v souladu
se zobecnénym vysledkem.

Véta 4.12. Necht G = GPG(3,1) ai > j > k jsou prirozend c¢isla. Pak plati:

A ) 2i+ 7, pokud i > 2j;
At (G) = { 57, pokud i < 2j. (17)
Diikaz. Thned vyplyva z tvrzeni 4.10 a z tvrzeni 4.11. U

Nez odpovime na otédzku, jaké je A;21)(G), kde G = GPG(4,1), v zavislosti na para-
metru i, vyslovime a dokazeme nésledujici pomocnd tvrzeni.

Tvrzeni 4.13. Necht mdme graf G = GPG(4,1) a mnozinu Ny. Pak pri L(i,2,1)-
ohodnocent, kde 1 > 4, lze na ohodnoceni vrcholi, grafu G pouZit mazximdlné 2 hodnoty
z kazdyjch 4 po sobé jdoucich ¢isel mnoZiny Ny.

Diikaz. Ukazeme, ze z hodnot s,s + 1,5 + 2 a s + 3 nelze pii L(i, 2, 1)-ohodnoceni grafu
G = GPG(4,1), kde ¢ > 4, pouzit tii (nebo dokonce ¢tyti) hodnoty. Pouzitim hodnot
s a s+ 1 ohodnotime vrcholy uy a vy. Pak jakykoliv dalsi vrchol je jiz sousedni s vrcholem
up nebo vy, a tedy nelze jej ohodnotit hodnotou s 4 2 nebo s + 3. Pouzijeme-li hodnoty
s a s+ 2 (na ohodnoceni vrcholi ug a vy nebo uy a v1), nenajdeme v G zadny vrchol
ve vzdalenosti aspon 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s a zaroven ve vzdalenosti
aspon 2 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s 4 2. Tedy hodnotu s + 3 nebudeme moci
pouzit. Tudiz z hodnot s,s + 1,5 + 2 a s + 3 muzeme pii L(i,2,1)-ohodnoceni grafu
G = GPG(4,1) pouzit nejvyse dvé hodnoty. O

Z tohoto tvrzeni mj. vyplyva, Ze Au21)(G) > 13, kde G = GPG(4,1). Nalezenim
pifslusného ohodnoceni lze ukazat, ze A(12,1)(G) = 13. Nastane tak pii pouziti hodnot
0,1,4,5,8,9,12 a 13. Bude ukézano pozdéji.

Tvrzeni 4.14. Necht mdme graf G = GPG(4,1) a v G existuje vrchol ohodnoceny hod-
notou aspon i, kde i > 3 je parametr vystupujici v L(i,2,1)-ohodnoceni. Pak v G ezistuje
bud’ vrchol s ohodnocenim aspori 2i, nebo v G existuji prdvé ctyri vrcholy s pritazenou
hodnotou zdvislou na parametru i a s koeficientem 1 u parametru i a pravé ctyri vrcholy,
kterym je prirazena ciselnd hodnota nezdvisla na 1.

Diikaz. Budeme ohodnocovat vrcholy grafu G = GPG(4, 1), dokud néjaky vrchol = neo-
hodnotime hodnotou aspon i (v zavislosti na i). Mohou nastat dva ptipady. Prvni ptipad
nastava, jestlize v G existuje vrchol y sousedni s z, ktery jesté neni ohodnocen. V ta-
kovém piipadé je nejmensi hodnota, kterou muzeme vrcholu y pfifadit, rovna 2i. Druhy
piipad nastane, jestlize vSechny sousedni vrcholy vrcholu x jsou jiz ohodnoceny (hodnotou
nezdvislou na 7). Paklize jiz nelze na zadny z dosud neohodnocenych vrcholu pouzit hod-
notu nezavislou na 4, nejsou zadné dva ze zbyvajicich neohodnocenych vrcholu sousedni,
a lze je tedy ohodnotit pouze pomoci hodnoty zavislé na parametru ¢ s koeficientem 1 u ¢
nebo aspon jeden z nich bude ohodnocen hodnotou aspon 2i. O
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Diky tomuto tvrzeni a snaze najit takové ohodnoceni, kde nejvétsi hodnota pouzita
pii L(i,2,1)-ohodnoceni grafu G zavisi pouze na parametru i s koeficientem 1 u i, lze
tvrdit, Ze A 2,1)(G) = i + ¢ pro dostatecné velké i a néjakou konstantu ¢ (¢ € N). Zbyva
zjistit, jak velké ¢ musi byt, a najit nejmensi takovou konstantu c.

Tvrzeni 4.15. Necht G = GPG(4,1). Jestlize i > 10, pak \;21)(G) =i + 10.

i+4 2

0 i+6

Obrazek 15: Graf GPG(4, 1) ohodnoceny hodnotami 0 <+ (i + 10)

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze existuje takové ohodnoceni grafu G = GPG(4, 1). Na obrazku
15 je znazornén graf G s ohodnocenim vrcholu hodnotami 0 < (7 + 10). Pro ¢ > 10 plati:
1+ 10 < ¢, kde ¢ > 2 je prirozené cislo. Zbyva ukazat, ze G nelze ohodnotit hodnotami
0=+ (i +9). Musime ohodnotit 4 vrcholy hodnotami, které jsou nezavislé na i. Jednd se
napi. o vrcholy ug, ug, v1,v3 (nebo jejich posun). Vzdalenost kazdych dvou téchto vrchola
je 2, a tak rozsah hodnot pii ohodnoceni hodnotami 0,2,4,6 jako na obrazku 15 (hod-
noty na téchto vrcholech lze libovolné promichat) je minimélni. Na zbylé ¢tyii vrcholy
uz budeme muset pouzit hodnotu zévislou na 7, nebot jsou sousedni s nékterym z jiz
ohodnocenych vrcholi. Nejmensi hodnotu, kterou lze pouzit, je hodnota i + 4. A jelikoz
vSechny dosud neohodnocené vrcholy jsou po dvou ve vzdalenosti 2, dosahneme ohodno-
ceni s nejmensim rozsahem pfii pouziti hodnot ¢ + 6,7 + 8,7 + 10. Il

Pro 4 < i < 10 (pro i = 3 mdme jiz vyfeSeno) muze byt hodnota A;21)(G) jina.
Néekdy muze byt vyhodnéjsi, kdyz koeficient u i je vétsi nez 1. Tedy zkoumame hodnoty
koeficientu ¢ (¢ > 2 je pfirozené ¢islo) takové, ze c¢i < 10 + 4, kde i > 4. Jednoduchou
tpravou zjistujeme, Ze ¢ < 4. Konkrétné proc = 3,jei =4 aproc=2jei =4,...,9.
Zbyva tedy dofesit otdzku, jak je to s Aj2,1)(G) pro 4 <4 < 10.

Tvrzeni 4.16. Necht G = GPG(4,1). Jestlize i = 3 nebo i =4, pak Ni21)(G) = 3i + 1.

Diikaz. Pro i = 3 vyplyva z dukazu tvrzeni 4.3. Téz jsme pod tvrzenim 4.13 ukézali, ze
Aa,21)(G) > 13. Zbyva nalézt ohodnoceni G = GPG(4,1) s takovymto ohodnocenim.
Obrézek 16 znézornuje graf G ohodnoceny hodnotami 0 <+ (3i + 1), kde i = 3 nebo ¢ = 4.
Tedy )\(3’271)(G) =10 a )\(4,271)(0) =13. O
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2i+1 3i+1

Obrazek 16: Graf GPG(4,1) ohodnoceny hodnotami 0 + (3i + 1)

Predchazejici tvrzeni vyusti v nasledujici vétu.

Véta 4.17. Necht G = GPG(4,1) a i > 3. Pak plati:

) 3+ 1, pokud i < 4;
Az (@) = { i+10,  pokudi > 10. (18)
Diikaz. Piimo vyplyva z predchozich tvrzeni. O

Zbyva nalézt hodnotu A;21)(G), kde 5 < i@ < 10. Kandiddtem na A;21)(G) pro
5 < i < 10 je hodnota i + 10. Zbyvajici moznosti, jak hodnotu A;21)(G) vylepsit, je
najit ohodnoceni grafu G s maximalni pouzitou hodnotou ve tvaru 2¢ + ¢, kde ¢ je néjaka
nezaporna celd konstanta spliujici 2: + ¢ < 7 + 10. Tedy ¢ < 5. V nésledujici hypotéze
je vyslovena domnénka, Ze takovéto ohodnoceni neexistuje, tedy, ze A;21)(G) = i+ 10
pro ¢ > 5.

Hypotéza 4.18. Necht G = GPG(4,1) a i > 3. Pak plati:

3 +1,  pokudi < 4;
Ai2n(G) = { i+10,  pokudi > 5.

4.3 L(3,2,1)-ohodnoceni na GPG(p,2)
Tvrzeni 4.19. Necht G = GPG(5,2). Pak A\32.1)(G) = 18.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(5,2).
Na obrazku 17 je znazornén G spolu s prislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0+ 18.

Nyni ukdzeme, Ze A32,1)(G) > 17. Dukaz provedeme analogicky jako pro graf G =
GPG(3,1). I pro graf G = GPG(5,2) ziejmé plati: pro vsechny dvojice z,y € V(G) je
distg(z,y) < 2, tedy pro kazdé dva ruzné vrcholy z,y € V(G) musi platit, ze |f(z) —
f(y)| > 2. Graf G ma 10 vrcholu. Sporem budeme predpokladat, ze existuje L(3,2,1)-
ohodnoceni tohoto grafu hodnotami v rozsahu 0+-17. Pak ale musime ohodnotit dva rtuzné
vrcholy z,y € V(G) hodnotami, pro néz plati: |f(z) — f(y)] < 1. Coz je ale spor. Tedy
graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 =+ 17. U
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0 4
Obrazek 17: Graf GPG(5,2) ohodnoceny hodnotami 0 = 18

Tvrzeni 4.20. Necht G = GPG(6,2). Pak \321)(G) = 13.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2,1)-ohodnoceni grafu G = GPG(6,2).
Na obrézku 18 je znazornén G spolu s piislusnym ohodnocenim vrcholti hodnotami 0= 13.
Nyni ukdzeme, Ze Ai321)(G) > 12. Vrcholy vy, a stejné tak vrcholy vg,y1, kde p =
0,1,2, indukuji kruznici (na obrazku 18 je jedna znazornéna modie, druhéd cervené).
Vzdalenost dvou vrcholu, z nichz pravé jeden lezi na modré kruznici a druhy na cervené,
je bud 3, nebo 4. Ohodnotime-li vrcholy, pro néz je distg(z,y) = 4 hodnotou f,, pak
zadny dalsi vrchol G nebudeme moci ohodnotit hodnotou fs;; ani hodnotou f,_;.

Graf G méa 12 vrcholu. Sporem predpokladejme, ze existuje L(3, 2, 1)-ohodnocent s roz-
sahem 12, tj. hodnotami 0 <+ 12. Mohou nastat dvé moZnosti: musime bud’to 5 ruznych
vrcholi ohodnotit péti po sobé jdoucimi hodnotami fs, ..., fsi4, nebo dvéma riznym
vrcholum prifadit stejnou hodnotu f;.

10 13

><
3 <.’ 5
4
[\

0 8

Obrazek 18: Graf GPG(6,2) ohodnoceny hodnotami 0 = 13

Nejprve ukazeme, ze prvni varianta vubec nemuze nastat. I nyni nastdva nékolik
moznosti, jaké vrcholy muzeme ohodnotit. Kdyz hodnotou f; ohodnotime vrchol ug a hod-
notu f,41 pfitadime vrcholu usz, pak hodnotu fsys nebudeme moci pouzit, nebot kazdy
dalsi vrchol je ve vzdélenosti nejvyse 2 od ug nebo uz. Dalsi moznost je takova, ze hod-
notou fs ohodnotime vrchol uy a hodnotou fs,1 ohodnotime vrchol v3 (nebo analogicky
opacné). Na obrazku 18 tuto moznost reprezentuji napiiklad vrcholy ohodnocené hod-
notami 0 a 1. Pak hodnotu fs;o musime pfifadit vrcholu vs (nebo v4). Potom vrchol,
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ktery ohodnotime hodnotou f,,3 musi lezet na vnéjsi kruznici a musi byt sousedni s vr-
cholem wug. V nasem znazornéni se jedna o vrchol us. Jediny dosud neohodnoceny vrchol
ve vzdalenosti 3 od vrcholu us je vrchol ug, ten je ale sousedni s vy, jemuz jsme priradili
hodnotu f, 9, tedy vrchol us nemuze byt ohodnocen hodnotou fs,4. Ohodnotime-li hod-
notou fs vrchol vy a vrcholu vy pritadime hodnotu f.1, pak hodnotu fs,5 budeme muset
pritadit vrcholu wuy. Pak ale jediny dosud neohodnoceny vrchol ve vzdalenosti aspon 3
od uy je vrchol u;. Ten je ale sousedni s vrcholem vy, jemuz jsme uz prifadili hodnotu
fsi1, a tedy hodnotu f,,3 nebudeme moci pouzit. Proto v grafu G neexistuje pét ruznych
vrcholu, které bychom dokézali ohodnotit péti po sobé jdoucimi hodnotami.

Druha moznost nastava, ohodnotime-li dva vrcholy stejnou hodnotou f; — nutné
se jedna o vrcholy lezici na vnitinich kruznicich. Ohodnotme tedy napi. vrcholy vy a v
hodnotou 0. Pak hodnota 1 nemuze byt pouzita a hodnotou 2 muze byt ohodnocen vrchol
na vnéjsi kruznici nesousedni s vy a vs, tedy napt. u;. Hodnotu 2 na ohodnoceni dalsiho
vrcholu jiz nemuzeme pouzit. Déle vime, ze nemuzeme pouzit pét po sobé jdoucich hod-
not, a proto jedinou moznosti, jak ohodnotit graf G v rozsahu 0 = 12, je néjakou dalsi
hodnotu pouzit dvakrat. Kdybychom ted ohodnotili hodnotou 3 vrchol w4, nemuzeme
hodnotu 4 viubec pouzit (jediny vrchol ve vzdalenosti aspon 3 od wuy je totiz vrchol vy,
ktery je sousedni s vrcholem wu;, ktery je jiz ohodnocen hodnotou 2). Hodnotu 3 tedy
prifadime vrcholu vy. Jediny vrchol, ktery ted muzeme ohodnotit hodnotou 4, je vrchol
vs. Je patrné, ze jedinymi dosud neohodnocenymi vrcholy na vnitinich kruznicich jsou
vrcholy v; a vy, a ty nelze ohodnotit stejnymi hodnotami. Proto ani timto zpusobem
neohodnotime graf G' v rozsahu 0 + 12.

Jesté musime ukazat, co se stane, kdyz pti pouziti hodnot 0,0, 2 nepouzijeme hodnotu
bud 3, nebo 4, piicemZ stdle budeme muset pouzit jesté aspon jednu hodnotu dvakrat.
Kdybychom pouzili dvakrat hodnotu f; # fiee = 12, nesméli bychom na ohodnoceni
grafu G pouzit hodnoty 1, fs_1, fs11 a jednu z hodnot 3 nebo 4, a tedy nutné hodnota
fs = 4 (pti vynechani hodnoty 3) nebo f; =5 (pfi vynechdni hodnoty 4). Hodnoty, které
tedy muzeme pouzit, jsou 0,0, 2,4, 4 nebo 0,0, 2, 3,5, 5. Pfi pouziti hodnot 0,0, 2,4, 4 pak
musime pouzit hodnoty 6,7,8,9, ale hodnotu 10 uz nemuzeme pouzit. A posledni tfi
dosud neohodnocené vrcholy nebudeme moci ohodnotit pouze pomoci hodnot 11 a 12.
Pouzijeme-li hodnoty 0,0, 2,3,5,5, dale nutné budeme muset pouzit hodnoty 7,8, 9, 10.
A tedy nutné posledni dva neohodnocené vrcholy musime ohodnotit hodnotou 12. Hod-
notami 0,0, 5, 5,12, 12 ohodnotime obé vnitini kruznice, a tedy ¢tyimi po sobé jdoucimi
hodnotami 7, 8,9 a 10 budeme muset ohodnotit vrcholy na vnéjsi kruznici, coz evidentné
neni mozné.

Posledni moznost nastane, budou-li jedinymi opakujicimi se hodnotami hodnoty 0
& fmar = 12. Za této situace nesmime pouzit hodnoty 1, 11 a jednu z hodnot 3 nebo 4.
Kvuli nemoznosti pouziti péti po sobé jdoucich hodnot bychom vSak nemohli pouzit aspon
jednu dalsi hodnotu, a tak ani tento zpusob ohodnocovani nam neda ohodnoceni grafu G
v rozsahu hodnot 0 =+ 12. Tedy graf GG nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 - 12. [J
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Tvrzeni 4.21. Necht G = GPG(7,2). Pak \32.1)(G) = 13.

Obrazek 19: Graf GPG(7,2) ohodnoceny hodnotami 0 + 13

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(7,2).
Na obrézku 19 je znazornén G spolu s piislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0+ 13.

Nyni ukdzeme, Ze A321)(G) > 12. Graf G ma 14 vrcholi. Abychom tedy mohli ohod-
notit graf hodnotami 012, museli bychom v grafu G najit 2 rizné vrcholy x, y takové, ze
distg(z,y) = 4. Pak bychom tyto vrcholy mohli ohodnotit stejnou hodnotou. Jelikoz ale
pro vSechny vrcholy z,y plati: distg(z,y) < 3, takové vrcholy nenajdeme. Tedy v G nee-
xistuji vrcholy se stejnym ohodnocenim. Tedy graf GG nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu
0-+12. U

Tvrzeni 4.22. Necht G = GPG(8,2). Pak \321)(G) = 14.

6 0

14 /e \ 8
/

P

N,
A

0 6
Obrazek 20: Graf GPG(8,2) ohodnoceny hodnotami 0 + 14

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(8,2).
Na obrézku 20 je znazornén G spolu s piislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0= 14.

Nyni ukdzeme, Ze A32,1)(G) > 13. Graf G md 16 vrcholi. Abychom ohodnotili graf G
v rozsahu 0+ 13, musime ohodnotit dva ruzné vrcholy x, y stejnou hodnotou f, a zdroven
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musi existovat tteti vrchol z s ohodnocenim f, i, fs nebo fs.1. Vzdalenost libovolného
vrcholu u; a vrcholu v, je nejvyse 3, tedy vrcholy u; a v, nelze ohodnotit stejnou hod-
notou. V grafu G proto existuji pouze dvé moznosti, jak ohodnotit dva riuzné vrcholy
stejnou hodnotou f,. Prvni moznosti je ohodnotit hodnotou fs dva vrcholy ve vzdalenosti
4 na vnéjsi kruznici (na obrazku 20 tuto moznost reprezentuji napt. vrcholy ohodnocené
hodnotou 0). Druhou moznosti je pak ohodnotit hodnotou fs dva vrcholy v, a v, které
jsou od sebe ve vzdalenosti 4, na obrazku 20 tuto moznost reprezentuji napi. vrcholy
ohodnocené hodnotou 2. V kazdé z téchto moznosti vsak v grafu G neexistuje tfeti vrchol
takovy, ze vzdalenost tohoto vrcholu od kazdého z vrcholu ohodnocenych hodnotou f; je
aspon 3, tedy nelze zadny dalsi vrchol ohodnotit hodnotou fs_1, fs ani f,, ;. Tedy graf G
nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 <+ 13. U

Tvrzeni 4.23. Necht G = GPG(9,2). Pak \321)(G) = 17.

Obrazek 21: Graf GPG(9,2) ohodnoceny hodnotami 0 <+ 17

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje takové L(3,2, 1)-ohodnoceni grafu G = GPG(9,2).
Na obrézku 21 je znazornén G spolu s piislusnym ohodnocenim vrcholt hodnotami 0+ 17.

Nyni ukazeme, Ze A\32,1)(G) > 16. Graf G ma 18 vrcholi a vrcholy u,; (t = 0,...,8)
vytvareji vnéjsi kruznici o deviti vrcholech, podobné vrcholy v, (r = 0,...,8) vytvareji
vnitini kruznici o deviti vrcholech. Dle véty 3.15 vime, ze kruznice o 9 vrcholech (Cy) mé
A3,21)(Cy) = 8. Vzdélenost dvou vrcholii uy a v, je nejvyse 3, stejné tak vzdalenost vrcholi
v, a vy. Tedy pouze vrcholy lezici na vnéjsi kruznici mohou byt od sebe ve vzdalenosti 4
(a tedy ohodnoceny stejnou hodnotou). Napriklad se jednd o vrcholy ug a ug. Abychom G
ohodnotili v rozsahu 0= 16, musime ohodnotit dva vrcholy z,y grafu G stejnou hodnotou
fs- Pak ale nenajdeme v grafu G vrchol z takovy, ze distg(z, 2) > 3 a zéroven distg(y, 2) >
3. Proto vrchol z nelze ohodnotit zadnou z hodnot f,_1, fs a fsr1. Jelikoz na vrcholy v,
musime pouzit pravé 9 ruznych hodnot, vrcholy u; nelze ohodnotit hodnotami s mensim
rozsahem nez 8 a jelikoz hodnoty piitazené vrcholim u; jsou odlisné od vy, Az2,1)(G) > 16.
Tedy graf G nelze ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 + 16. O
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4.3.1 Horni a dolni odhady pro A1) (GPG(p1,2))

Necht méme graf G = GPG(py,2). Pripomeiime, ze G obsahuje jednu vnéjsi kruznici
a jednu nebo dvé vnitini kruznice. Jedna vnitini kruznice vznikne, je-li p; liché, v tom
je-li p; sudé. Pokud navic je p; = 4p, kde p > 2 je prirozené cislo, maji obé vnitini
kruznice sudy pocet vrcholu, je li p; = 4l + 2, kde | € N, maji obé vnitini kruznice lichy
pocet vrcholu.

Nésledujici pomocnd tvrzeni vyusti ve vétu hovofici o horni hranici rozpéti A 2,1y (G)
pro graf G = GPG(p1,2) s p1 = 2p > 10. Dukazy téchto tvrzeni vyuzivaji vétu 3.15. Dle
této véty pro n > 3 je A32,1)(Crn) = 6, pokud n = 3, A321)(Cn) = 7, pokud n je sudé,
A3,21)(Cr) =8, pokud n je liché an # 3,7, a A32,1)(Cy) =9, pokud n = 7. Dale dikazy
vyuzivaji véty 3.13 a 3.14 hovorici o fo(Ve).

Prvni dvé pomocna tvrzeni hovoii o konkrétnich hodnotéch, kterych parametr p;
nabyva. Jednd se vlastné o vyjimky, které nelze zahrnout do obecnéjsiho pripadu. Vyjimka
p1 = 14 vznika kvuli vzniku dvou vnitinich kruznic o 7 vrcholech, pricemz kruznice o sedmi
vrcholech méd A32,1)(C7) = 9. Druhd vyjimka, p; = 22, vznika kvili vzniku dvou vnitinich
kruznic o 11 vrcholech, které nelze ohodnotit pomoci fo(Ve,) a fo(Ve,). Proto je tieba
tyto priklady vyfesit zvlast. Dukazy téchto tvrzeni vyplyvaji z piipustného ohodnoceni
prislusnych grafl, jez jsou zachyceny na obrazcich 22 a 23.

Tvrzeni 4.24. Necht G = GPG(14,2). Pak \321)(G) < 17.

Obrazek 22: Graf G = GPG(14,2) ohodnoceny hodnotami 0 + 17
Tvrzeni 4.25. Necht G = GPG(22,2). Pak \321)(G) < 17.

Nyni prejdeme k obecnéjsim tvrzenim.
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Obrazek 23: Graf G = GPG(22,2) ohodnoceny hodnotami 0 < 17

Tvrzeni 4.26. Necht G = GPG(p1,2) a py = 4p, kde p > 3. Pak \321)(G) < 16.

Dukaz. Nastavaji dvé moznosti. Nejprve predpokladejme, ze p; = 81, kde [ > 2. Za tohoto
predpokladu ohodnotime vrcholy na vnéjsi kruznici grafu G' pouze nakopirovanim fo(Ve,)
— p-krat za sebou nakopirujeme hodnoty 0, 5, 2, 7, jimiz ohodnotime vrcholy u,.. Pro indexy
s=0,...,(p—1) ohodnotme vrcholy uy, hodnotou 0, vrcholy wu4s,; hodnotou 5, vrcholy
U4s+2 hodnotou 2 a vrcholy w4513 hodnotou 7. Vrcholy na obou vnitinich kruznicich pak
ohodnotime pomoci hodnot 9,14,11 a 16 (jedna se o fo(Ve,) s posunem hodnot o 9).
Hodnotu 9 ptitad me vrcholu vy a pokracujme v ohodnocovani vnitin{ kruznice neustalym
prifazovanim hodnot 9,14,11,16. Pro t = 0,...,(l — 1) pak dostaneme: f(vg;) = 9,
f(vseya) = 14, f(vsira) = 11 a f(vgy6) = 16.

Obrazek 24: Graf G = GPG(16,2) ohodnoceny hodnotami 0 <+ 16

Druhou vnitini kruznici ohodnotime podobnym zpusobem: nejprve hodnotou 9 ohod-
notme libovolny vrchol, jeZ sousedi s néjakym vrcholem wuy,; a zarovei je ve vzddlenosti 4
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od vrcholu vg,.. Pak hodnoty 9,14, 11, 16 za sebe opét nakopirujeme tak, ze pro pripustné
indexy (t =0,...,({—1)): f(vsers) =9, f(vserr) = 14, f(vger1) = 11 a f(vgeys) = 16. Tim
dostaneme piipustné ohodnoceni, jelikoz vrchol ohodnoceny hodnotou 7 je vzdy sousedni
s vrcholem s piifazenou hodnotou bud 14, nebo 16, a vrcholy, jimZ byla pfifazena stejna
hodnota, jsou vzdy ve vzdalenosti aspon 4.

Nyni se podivejme na druhou moznost, totiz, ze p; = 81 + 4, kde [ € N. Situace je zde
podobna. Jediny rozdil je v tom, ze pii ohodnocovani vnitinich kruznic budeme muset po
nakopirovani hodnot 9, 14,11, 16 na poslednich Sest hodnot pouzit hodnoty 9, 12, 15, 10,
13, 16 (v tomto poradi, jedna se o fo(V(,) s posunem hodnot o 9). Pro piipustné indexy
(s =0,...,(p— 1)) tedy ohodnotme vrcholy uy, hodnotou 0, vrcholy u4s;; hodnotou
5, vrcholy wu4sy2 hodnotou 2 a vrcholy uys13 hodnotou 7. Vrcholy prvni vnitini kruznice
ohodnotime takto: f(vp,—12) =9, f(vp,—10) = 12, f(vp,—s) = 15, f(vp,—¢) = 10, f(vp,—4) =
13 a f(vp,—2) = 16 a déle pro dosud neohodnocené vrcholy a piipustné indexy, kde
t=0,...,(l—2), m¢jme f(vs:) =9, f(vsts2) = 14, f(vst+a) = 11 a f(vsey6) = 16.

Obrazek 25: Graf G = GPG(20,2) ohodnoceny hodnotami 0 <+ 16

Pro druhou vnitin{ kruznici ohodnotme vrchol f(v,,_15) hodnotou 9 a na nésledujici
vrcholy pouzijme fo(Ve,) s posunem hodnot o 9. Dostaneme: f(vy,—15) = 9, f(vp,—13) =
12, f(vp,—11) = 15, f(vp,—9) = 10, f(vp,—7) = 13 a f(vy,_5) = 16. Pak uz na zbylé dosud
neohodnocené vrcholy (a piipustné indexy) budeme pouzivat fo(Ve,) s posunem hodnot
09, tedy: f(vp,—3) =9, f(vp,—1) = 14 a déle f(vg1) = 11, f(vgi3) = 16, f(vsi45) = 9
a f(vseyr) = 14, kdeopét t = 0,.. ., (I—2), s tim, ze poslednim takto ohodnocenym vrcho-
lem bude vrchol vy, 17 ohodnoceny hodnotou 16. Poznamenejme, ze pro graf GPG(12,2),
kde tedy p =3 al = 1, je nutné ¢ist indexy jako modulo p;. VSechny vrcholy ohodnocené
stejnou hodnotou jsou od sebe ve vzdéalenosti asponn 4 a vrchol ohodnoceny hodnotou 7
neni nikdy sousedni s vrcholem ohodnocenym hodnotou 9. Tudiz dostavame ptipustné
ohodnoceni grafu G. Tedy je-li py = 4p, kde p > 3, je A\321)GPG(p1,2) < 16. O

Obrazky 24 a 25 zobrazuji piipustna ohodnoceni grafu GPG(16,2) a GPG(20,2) hod-
notami 0 =+ 16.
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Tvrzeni 4.27. Necht G = GPG(p1,2) a p1 =8p+ 2, kde p € N. Pak A\321)(G) < 17.

Obrézek 26: Graf G = GPG(18,2) ohodnoceny hodnotami 0 + 17

Diikaz. Vrcholy na vnéjsi kruznici ohodnotme pomoci fo(Ve,) a fo(Vi,). Tedy pro ¢ =
0,....(2p = 2) je flua) =0, f(uars1) =5, f(uaer2) = 2 a f(uass) = 7 a déle f(usp-4) =
0, f(usp—3) = 3, f(usp—2) = 6, f(usp—1) = 1, f(usp) = 4 a f(usp+1) = 7. Vrcholy kazdé
vnitini kruznice pak ohodnotime pomoci nakopirovani hodnot 9,14,11,16 a pfidanim
hodnot 13,9,15,11,17. Tedy vrcholy v,, kde 0 < r < (p; — 10) ohodnotime nasledovné:
f(vsi42) =9, f(Usera) = 14, f(vsers) = 11, f(vsers) = 16. A dale f(vy,—s) = 13, f(vp,—6) =
9, f(vp,—a) = 15, f(vp,—2) = 11 a f(vy) = 17. Tim ohodnotime jednu kruznici. Dru-
hou kruznici ohodnotime podobné; vrcholy v,, kde 0 < r < p; — 7, ohodnotime takto
flvsiys) = 9, f(vserr) = 14, f(vsiyo) = 11, f(vgy11) = 16. A déle pak: f(Upl—s) =
13, f(vp,—3) = 9, f(vp,—1) = 15, f(vy) = 11 a f(vs) = 17. Vrcholy ohodnocené stejnou
hodnotou, jsou od sebe ve vzddalenosti aspon 4 a vrchol ohodnoceny hodnotou 7 ma
na kruznicich vzdy sousedni vrchol ohodnoceny hodnotou 14,15, 16 nebo 17. Dostavame
tedy ptipustné ohodnoceni grafu G. U

Obrazek 26 zachycuje graf GPG(18,2) ohodnoceny hodnotami 0 + 17.

Tvrzeni 4.28. Necht G = GPG(p1,2), p1 = 8p+ 6, kde p € N, a p; # 14,22. Pak
)\(37271)<G) < 18.

Diikaz. Vrcholy na vnéjsi kruznici ohodnotme stejné podobné jako v piedchozim pifpadé,
tji.prot =0,...,(2p — 1) je f(ug) =0, f(ugs1) =5, f(ugr2) = 2 a f(ugyrs) =7 a déle
flusp) =0, fuspr1) = 3, f(usps2) = 6, f(usprs) = 1, fluspea) = 4 a f(ugpys) = 7. Jednu
vnitin{ kruznici ohodnotme pomoci nakopirovani hodnot 14, 10, 16, 12 a 18 a ndsledné hod-
not 10,15, 12 a 17. Druhou kruZnici ohodnotme stejnym zptisobem jen s posunem vrcholil
tak, aby vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou na téchto kruznicich, byly ve vzdalenosti
aspon 4. Tim dostdavame piipustné ohodnoceni grafu G. O
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Dausledek 4.29. Necht G = GPG(p1,2), pr =8p + 6, kde p € N. Pak \321)(G) < 18.

Diikaz. Dukaz vyplyva z predchazejiciho tvrzeni a tvrzeni 4.24 a 4.25. U

Rozdil v ohodnocovéni mezi grafem G = GPG(py,2), kde py = 8p+ 2 (p € N),
a grafem H = GPG(p1,2), kde p1 = 8p+ 6 (p € N) a p; # 14,22, je ten, ze v grafu
G lze na ohodnoceni jedné vnitini kruznice pouzit fo(Ve,) (zvétsené o 9) pravé jednou.
Oproti tomu v H je tieba fo(Ve,) (zvétsené o 9) pouzit vicekrat. Kvili tomu by v H neslo
zabranit, aby néjaky vrchol ohodnoceny hodnotou 7 byl sousedni s vrcholem ohodnocenym
hodnotou 9. Proto )\(37271) (G) S 17 a )\(37271) (H) S 18.

Véta 4.30. Necht G = GPG(py,2). Pak

16, pokud py = 4p, kde p > 3;
A 2n)(G) < 17, pokud p; = 8p + 2, kde p € N; (20)
18, pokud py = 8p+ 6, kde p € N.

Diikaz. Dukaz vyplyva z predchozich tvrzeni. O

Véta 4.31. Necht G = GPG(p1,2). Pak A\321)(G) > 11.

Diikaz. Kazdy graf G = GPG(p1,2) s p1 > 5 obsahuje jako podgraf graf H, ktery je
zobrazen (a i ohodnocen) na obrazku 27. Ukdzeme, ze A3 2,1)(H) = 11.

Obrézek 27: Podgraf H grafu GPG(p;,2) ohodnoceny hodnotami 0 < 11

Graf H méa 10 vrcholu. Obdobné jako u zobecnénych Petersenovych grafi ozna¢me
vrcholy, jez jsou na obrazku 27 ohodnoceny hodnotami 3, 0, 11, 8 a 4, postupné jako wu,
s indexy t = 0,...,4, a analogicky vrcholy, jez jsou ohodnoceny hodnotami 9, 5, 6, 2 a 1,
oznaCme postupné jako v, se stejnymi indexy ¢. Pak vrchol us (na obréazku 27 ohodnocen
hodnotou 11), ma vzdalenost od libovolného dalstho vrcholu mensi nebo rovnu dvéma.
Ohodnotime-li tento vrchol hodnotou f,, nebudeme moci pouzit hodnoty ani fs 1, ani
fst1. Je evidentni, ze f(uz) = 0 nebo f(uz) = fiae- Pro spor predpoklddejme, ze graf H
1ze ohodnotit s rozsahem 0+ 10 a bez Wjmy na obecnosti predpokladejme, ze f(usz) = 10.

Nejprve predpoklddejme, ze graf H ohodnotime s rozsahem 10, aniz bychom pouzili
nekterou hodnotu dvakrat. Jelikoz f(ug) = 10, nemuzeme na ohodnoceni zédného vrcholu
pouzit hodnotu 9, a tedy zbylych 9 dosud neohodnocenych vrcholu je tieba ohodnotit
hodnotami 0, ..., 8 s tim, ze kazdou z hodnot pouzijeme praveé jednou. Vrcholy vy a v3 jsou
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sousedni a zaroven jsou jedinymi vrcholy, které maji od vy vzdalenost 3. Tedy ohodnotime-
li vrchol vy hodnotou fs # 0, nebudeme moci pouzit obé hodnoty f,_1 a fsy1, dostavame
Spor.

Chceme-li tedy graf H ohodnotit s rozsahem 10, pak nutné f(ve) = 0 (pfi ohodnoceni
vrcholu 1y hodnotou 10). Hodnotu 1 piitadme vrcholu vy (ze symetrie ji muZzeme prifadit
i vrcholu v3). Pak nutné hodnotou 2 musime ohodnotit vrchol uy. Nyni hodnotu 3 muzeme
prifadit vrcholu ug nebo vy. Nejprve predpokladejme, ze f(ug) = 3. Pak nutné f(vs) = 4,
f(vy) =5 a f(u;) = 6. Nyni zbyva ohodnotit vrcholy vy a ug, zddny z nich vsak nelze
ohodnotit hodnotou 7, jelikoz oba tyto vrcholy jsou ve vzdalenosti 2 od vrcholu u;, jehoz
jsme ohodnotili hodnotou 6. Nyni se podivejme na moznost, ze hodnotou 3 ohodnotime
vrchol vg. Méme tedy: f(ve) =0, f(v1) = 1, f(ug) = 2, f(vo) = 3 a f(uy) = 10. Pak nutné
f(vs) =4 a f(vy) = 5. Prifadime-li nyni hodnotu 6 vrcholu w; nebudeme moci hodnotu
7 pouzit na ohodnoceni nékterého z dosud neohodnocenych vrcholi. Proto hodnotu 6
piifad me vrcholu ug. Pak nutné f(ug) = 7, ale hodnotu 8 nemuzeme vrcholu w; piiradit.
Proto graf H nelze ohodnotit hodnotami 0 <+ 10 s tim, Zze kazdou z hodnot pouzijeme
pravé jednou.

Nyni se podivejme na druhou moznost, kdy nékterym dvéma vrcholum pfiradime
stejnou hodnotu. Existuji tii dvojice vrcholt, jimz muze byt prifazena stejnd hodnota,
jedné se o vrcholy ug a ug, vg a v3 a také vy a vy. Z duvodu popsanych vyse je f(ug) = 10
a f(vy) = 0. Na zbyvajicich 8 dosud neohodnocenych vrcholu tak muzeme pouzit hodnoty
1 az 8, jelikoz hodnotu 9 nemuzeme pouzit. Pritadime-li vsak dvéma vrcholim hodnotu
fs # 0,9,10, nebudeme moci na ohodnoceni dalsich vrcholi pouzit ani hodnotu f,_ 1,
ani hodnotu fs,1. Tedy ani za tohoto predpokladu graf H nelze ohodnotit hodnotami
s rozsahem 10.

Ukézali jsme, ze A\321)(H) = 11. Jelikoz H je podgrafem grafu G = GPG(py,2)
S D1 Z 57 je /\(37271)<G) Z 11. O

Dolni odhad A\(321)(G), kde G = GPG(p1,2), 1ze zlepSovat tim, ze jako podgraf zvolime
jiny graf H', napi. takovy, ktery vznikne z H pridanim vrcholu us a vs a pridanim hran
UgUs5, V3V5 a4 UsVs5.

Na zaver této casti jesté odpovézme na otazku, jak je to s hornim odhadem pro p; =
covani vnitini kruznice. Vime, ze kruznici C,,, kde n je liché an > 9, n # 11, Ize ohodnotit
pomoci nakopirovani fo(Ve,) a fo(Ve,). Mohou nastat tyto piipady: kruznici ohodnotime
pouze nakopirovanim fo(Ve,) (napf. Ci5) nebo étyfi vrcholy kruznice ohodnotime pomoci
fo(Ve,) a na dalsi vrcholy pouzijeme nakopirovani fo(Ve,) (napt. Cig) a nebo na ohod-
noceni prvnich péti vrcholi pouzijeme fo(Ve,) a pak nakopirujeme fo(Ve,) (napt. Ci7).
Posledni moznosti je pak nakopirovani obou vzoru vicekrat nez jednou.

Na kruznicich Cy5, Cy7 a Cig si ukdzeme, jaky problém muze (ale nemusi) nastat. Mame
grafy G; = GPG(15,2), G, = GPG(17,2) a G5 = GPG(19,2). Vnéjsi kruznici téchto
grafii ohodnotme pomoci nakopirovani hodnot 0,5,2,7 a hodnot 4,0,6,2,8. Abychom
méli jistotu, ze hodnoty prislusné vrcholum wu; a vy jsou pripustné (tj. |f(us) — f(vy)| >
3), pouzijme na ohodnoceni vnitini kruznice hodnoty od 11. Budeme tedy pouzivat
kopirovani hodnot 11,16,13,18, resp. 15,11,17,13,19. Nejprve se pokusme ohodnotit
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graf G;. Ohodnotme vrchol vy hodnotou 15 a pokracujme v kopirovani. Dostaneme:
f(UO) = 157 f(v2> = 11,f<'U4) = 177 f(v6> = 137 f(v8> = 197 s 7f(vl4) = 177 f(vl) =
13, f(v3) = 19,..., f(v13) = 19. Tim dostaneme piipustné ohodnoceni, jelikoz vrcholy se
stejnou hodnotou jsou ve vzdalenosti aspon 4. Tedy: A32,1)(GPG(15,2)) < 19.

Vnitini kruznici grafu G5 se pokusime ohodnotit pomoci tii nakopirovani hodnot
11,16,13,18 a jednoho nakopirovani hodnot 15,11,17,13,19. Dostaneme tedy: f(vy) =
11, f(ve) = 16, f(vg) = 13, f(vg) = 18,..., f(v1a) = 18, f(v16) = 11,.... Vrcholy vy a vy
jsou ve vzdalenosti 3 a my je ohodnotili stejnou hodnotou, coz neni mozné. Stejny problém
nastane i u G3. Tj. rozhodné ne vSechny grafy lze ohodnotit timto popsanym zpusobem.
Zobecnénim pro licha ¢isla p; (p; > 11) se budeme zabyvat v budoucnu.
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5 Zavér

Tato préce shrnuje dosud znamé vysledky v oblasti L(i, j, k)-ohodnoceni grafu. Zabyvali
jsme se L(i, j, k)-ohodnocenim zobecnénych Petersenovych grafui G = GPG(p1,p2), kde
pe = 1,2, se zvlastnim durazem na L(3,2,1)-ohodnoceni téchto grafu. Pro graf G =
GPG(p1,1), kde p1 = 3,5,6,7,9 jsme nalezli konkrétni hodnotu rozpéti Az 2,1y, a doplnili
tak vysledky ze ¢lanku [4]. Pro graf G = GPG(3,1) jsme nalezli pfesnou hodnotu A j )
v zavislosti na parametrech i, j, k a pro graf G = GPG(4,1) jsme pak nalezli hodnotu
Aiz2,1) v zavislosti na parametru .

Pro grafy G = GPG(p1,2) jsme v ivodnich pfikladech nalezli piislusné rozpéti A1)
pro parametr p; = 5,6,7,8 a 9 a dédle jsme nalezli horni mez rozpéti pro G, kde p; > 10
je sudé. Pro G = GPG(p1,2) jsme rovnéz nalezli dolni mez rozpéti (32 1).

Nalezené odhady by §lo vylepsit hleddnim pfesného A(32,1) na jiném podgrafu, nez jsme
zkoumali my. Zajimavym rozsifenim je také maximélni zobecnéni v L(i, j, k)-ohodnocent
pro vSechny nami zkoumané grafy. Rovnéz zbyva pro L(3,2,1)-ohodnoceni najit horni
odhad pro G = GPG(p1,2), kde p; > 11 je liché.
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