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Abstract

The article analyzes three famous mathematical tablets
from the Yale Babylonian Collection (YBC 7290, YBC
7289, and YBC 7302) that come from the Old Babylonian
period (i.e. from some time between 1800 and 1600 BC).
They show an interesting approach of ancient Babyloni-
an mathematicians, scribes, or students to elementary
planar geometric shapes (trapezoid, square, and circle).
They describe the Old Babylonian calculations of areas,
the approximation to the square root of 2 as well as the
knowledge of the Pythagorean Theorem and the approx-
imation to the value for .

16



Tabulky s geometrickou tematikou

Ze starobabylénského obdobi (tj. 19. az 17. stoleti pfed nasim
letopoc¢tem) se nam dochovalo mnozstvi tabulek s geometrickou
tematikou. Obsahuji tlohy, které vychazely zejména z praktickych
potieb. Nejvice podnétl davalo zemédélstvi (vyméfovani poli
a stanoveni mnozstvi osiva), stavitelstvi (vypocéty objem0 zdiva
a vykopl, objem0 sypek, vysky staveb, sklonl naspl), obchod
(prodej pozemka), valecnictvi (budovani naspd a hradeb, odhad
vySky obrannych zdi) a bézny Zivot (rozdélovani dédictvi a placeni
dani). Podafilo se vSak objevit i tabulky, na nichz byly tzv. umélé
ulohy, které byly vyuzivany pro vyuku pisatl a slouZzily k rozvoji
jejich matematického mysleni - bylo tfeba vypocitat udaje, které
se v praxi daly snadno zméfit, nebo byly umysiné zadany nevhodné
jednotky nebo vstupni ¢iselné udaje, které komplikovaly vypodty.
V ,praktickych® ulohach byly ¢iselné hodnoty vétSinou zadavany
tak, aby vypocty ,dobfe vychazely®, tj. aby se poctaf netrapil
komplikovanymi aritmetickymi operacemi a pfevodem jednotek.

Na starobabylonskych tabulkdach se mizeme bézné setkat
s vypoctem obsahl elementéarnich rovinnych utvarl (Ctverec,
obdélnik, trojuhelnik, lichobé&znik, étyfuhelnik, pravidelny péti-,
Sesti- a sedmiuthelnik, kruh) a s vypoétem objema vice ¢i méné
elementarnich téles (krychle, kvadr, hranol, klin, komoly klin,
nepravidelny klin, valec, jehlan, komoly jehlan, kuzel a komoly
kuzel). Jednalo se o utvary, s nimiz se pisaf ¢i poétar setkaval
nebo mohl setkavat v kazdodennim Zivoté.

V nasledujicim textu se budeme vénovat tfem zajimavym mate-
matickym tabulkdm ze starobabylénského obdobi, které neob-
sahuji zadna slova. Jsou to ulohy z kategorie ,divej se, pfemyslej,
uvidis* neboli ulohy, v nichz je matematika poloZena pied oci
bez zbyte¢ného psani a vysvétlovani.'

'O matematice ve starovéké Mezopotamii viz Beévar, Becvarova a Vymazalova
2003, Bruins a Rutten 1961 a Neugebauer a Sachs 1945.
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Lichobéznik

Oblibenym uUtvarem starobabyldnskych matematikd byl licho-
béZnik. Svéd¢i o tom velké mnozstvi dochovanych tabulek.
Nejcastéji se na nich vyskytuje rovnoramenny lichobéznik, ktery
mohl predstavovat fez zikkuratem nebo vykopem zavlahového
kanalu vertikalni rovinou. Nékdy se objevuje pravouhly licho-
béznik, ktery mohl reprezentovat fez opérnou zdi nebo valem.

Na tabulkach se vétSinou vyskytuje obrazek, ktery znazorfiu-
je jeden z vyse uvedenych typd lichobézniku, jindy se pouze
hovofi o fezu zeminou ¢&i zdi nebo se neobratné popisuje pole
lichobéZnikového tvaru. Chybi jasna terminologie, neni jasné,
zda je v ulohach zadana velikost ramene nebo vysky. Dochovaly
se tabulky s jednoduchymi ulohami, v nichZz se pocita obsah
lichobéZniku, ale i s obtiznéjSimi ulohami, kdy je tfeba licho-
béznik rozdélit na nékolik ¢asti s predem danymi vlastnostmi
nebo pfedem danych tvarll. K feseni takovych dloh je nékdy
nutna znalost podobnosti trojuhelnikl, Pythagorovy véty, feseni
kvadratickych rovnic apod.

Zajimavou tabulkou je tabulka YBC 7290 z obdobi 1800 az
1600 pied nasim letopoétem, kterd byla objevena koncem
19. stoleti. Od roku 1909 je soucasti celosveétové proslavené
Yale Babylonian Collection Yale University New Haven.? Ve
dvacatych letech 20. stoleti ji prostudoval historik matematiky

2Yale Babylonian Collection obsahuje téméf 45 000 klinopisnych tabulek,
je nezavislou ¢asti Yale University Library, ktera se nachazi v aredlu Yale
University v New Haven, Connecticut, USA. Sbhirka byla zaloZzena roku 1909
diky velkolepému daru Johna Pierponta Morgana (1837-1913), pfedniho ame-
rického finanénika, sbératele a filantropa. Dnes je nejvétsi svétovou sbirkou
starovékych klinopisnych textd, je centrem vyzkum0 pro asyriologii a souvise-
jici obory. Vice viz https://en.wikipedia.org/wiki/Yale_Babylonian_Collection
[20. 5. 2021].
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Otto Eduard Neugebauer?® a své vysledky publikoval ve ¢tyfica-
tych letech.*

Jedna se o ¢tvercovou tabulku popsanou jen z jedné strany, jejiz
hrany méfi asi 6 cm. Je na ni zndzornén rovnoramenny licho-
béznik, uvedena dvé ¢&isla u jeho zdkladen, jedno u jeho ramene
a jedno uvnitf. Zadny text na tabulce neni. Viz pfilozeny obrazek.?

30tto Eduard Neugebauer (1899-1990) byl rakousko-americky matematik
a historik védy, ktery se proslavil jednak praci pro matematickou komunitu
(budovani matematického centra v Gottingenu, vedeni referativnich ¢asopist)
a jednak diky studiim a monografiim z historie védy, zejména starovéké astro-
nomie a matematiky. Byl pfednim specialistou na studium starobabylénskych
tabulek. O jeho Zivoté a dile viz napft. Vesely 2020.

4Zasluhu na prvni interpretaci této tabulky méli Otto Eduard Neugebauer
a Abraham J. Sachs. Abraham J. Sachs (1914-1983) byl americky asyriolog a his-
torik matematiky, ktery ziskal vzdélani na Johns Hopkins University. Vénoval
se studiu astronomickych a matematickych klinopisnych textd. Prostudoval
klinopisné tabulky uloZzené v USA a Velké Britanii. O jeho Zivoté a vysledcich
viz napf. Toomer 1984.

50brazek je pfevzat z Be¢var, Beévarova a Vymazalova 2003, 321, je také volné
dostupny na fadé webovych stranek.
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Prekreslime-li obrazek a prepiSeme-li ¢isla zapsana klinopisem
pomoci nasich cifer, ale zachovame-li starobabylénskou Sede-
satkovou soustavu, obdrzime néasledujici obrazek.®

2,20

2,20 2

Ptepis Cisel nelini zadny problém, nebot zapis na tabulce je
neposkozeny a velmi dobfe &itelny. U zadkladen lichobéZniku
jsou uvedeny hodnoty (2, 20) a (2), u ramene (2, 20), uvnitf (5,
3, 20). O néco slozitéjsi je interpretace radl Cisel, nebot staro-
babylénsti poctafi sice uzivali poziéni zapis ¢isel v Sedesatkové
soustavé, ale neuzivali nulu. Méli specialni znak pro jednotku
a specialni znak pro desitku, podle potfeby je aditivné spojo-
vali, naptiklad ¢islo 37 se zapsalo pomoci tti znakd pro desitku
a sedmi znakl pro jednotku. Pokud v zapisu byly vice nez tfi
stejné znaky, umistovaly se nad sebe, tj. devitka byla zapsana
ve tfech fadcich, kazdy obsahoval tfi znaky pro jednotku.

VySe uvedeny zapis (2) mdze znamenat (2), (2, 0), (2, O, 0), (0; 2),
(0; 0, 2) atd. Hodnotu c¢isla musime tedy urcit podle kontextu
nebo vlastniho vypoctu. Zdliraznéme, Ze fady v nasi moderni
notaci oddélujeme ¢arkou, celou ¢ast ¢isla od ,desetinné” stred-
nikem, tedy zapis (2) znaci v desitkové soustavé 2, zapis (2, 0) je
2 x 60 + 0 =120, zapis (2, 0, 0) udava 2 x 3600 + 0 x 60 + 0 = 7200,

zépis (0; 2) znamena 2/, a zépis (0; 0, 2) pfedstavuje %/, .

50brazek je pfevzat z Be¢var, BeCvarova a Vymazalova 2003, 321, je téZ volné
dostupny na fadé webovych stranek.
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Nevime, zda starobabylonskym pisafdim a poétariim vnimani
fadad ¢inilo néjaky vétsi problém. Je pravdépodobné, Ze pro zaca-
te¢niky to mohlo byt dosti obtizné, zkuseny poétar véak spravny
fad vyrozumeél z kontextu ulohy a provadénych operaci. Nemame
dochovanou tabulku, kde by byla chyba zplsobenda $patnym
pochopenim fadu.

Ze starobabylédnskych geometrickych tabulek vime, Ze uvnitf
utvaru byl obvykle zapisovan jeho obsah nebo hodnota souvi-
sejici s obsahem (mnozstvi osiva, velikost dani apod.). Pokud se
zamyslime nad ¢Cisly uvedenymi na tabulce YBC 7290, zjistime,
Ze poctar k hodnoté obsahu lichobézniku dospél tak, jako by
uzil vzorec

S=%-(z,+z)-r,

kde z, = (2, 20) = 2 x 60 + 20 = 140 (,leva“ zakladna), z, = (2, 0)
=2 x 60 =120 (,prava“ zakladna, zde je nutno spravné pochopit
fad), r=(2,20) =2 x 60 + 20 = 140 (rameno). P¥i této interpretaci
uvedenych hodnot dostaneme po dosazeni do vzorce

S=% (140 +120) - 140 =18200 =5 - 3600 + 3 - 60 + 20 = (5, 3, 20),
coz je pfesné hodnota uvedena na tabulce.

My vSak vime, Ze pti vypoctu obsahu lichobéZniku musime pec-
livé rozlisovat rameno a vysku. VySe uvedeny starobabyldnsky
postup proto nevede ke spravnému vysledku. Nas§ vypocet se
opira o spravny vzorec

S="%-(z,+z2) v,

kde z, a z, jsou zakladny lichobézniku a v je vy$ka lichobé&Zniku.

Tu mdzeme vypocitat s vyuzitim Pythagorovy veéty, ktera byla
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znama jiz ve starobabylonském obdobi, byt na Zadné tabulce
neni dolozena ani jeji slovni formulace, ani jeji matematicky dd-
kaz. Délka vysky v se vypo&te nasledovné (r je rameno)

v=y[r- (%" (z, - 2))] = y(140? - 10%) = V19500 = 139,64.
Obsah lichobéZniku tedy bude
S ="%- (140 +120) - y19500 = 18153,51.

Porovname-li starobabylénskou hodnotu 18 200 a nasi hodnotu
18 153,51, vidime, Ze se pfili§ nelisi. Na této tabulce (na jinych
je tomu podobné)” mame ,dlouhy a stihly“ lichobéznik, tj. licho-
béznik, jehoz vySka se od ramene moc neliSi. Starobabyldnsky
pocétai se pii vypoctu obsahu lichobéZzniku dopustil chyby
0,26 %. Dnes je tézké rozhodnout, zda si nepfesnost vypoctu
uvédomoval, nebo zda nebyla na tabulce vlastné zadana vyska
a vypocet byl tudiz spravny.

Vzhledem ke své velikosti a tvaru (ve$la se pohodIné do dlanég),
velikosti pisma (klinopisné znaky jsou pomérné velké ve srov-
nani se zapisy na béznych tabulkach) a jednoduchosti obsahu
mohla byt tabulka YBC 7290 nazornou vyukovou pomdckou,
ktera budouci pisafe a poétare seznamovala s vypoctem obsahu
lichobéZniku. Mohla byt téZ Skolnim, cviénym dilem zacinajiciho
pisafe - studenta. Jeji presnou roli dnes jiz nelze urcit.®

"Viz napt. starobabylénska tabulka YBC 11126, na niz je lichobéznik se zaklad-
nami z, = (45) a z, = (22, 30), ramenem r = (3) a obsahem S = (1, 41, 15). Pfitom
délku (45) je nutno chéapat jako (45, O).

80 tabulce YBC 7290 viz Becvai, Becvarova a Vymazalova 2003, 321-322
a Neugebauer a Sachs 1945, 44.
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Ctverec

Na dochovanych starobabyldnskych tabulkach se ¢asto pracuje
se Ctvercovym polem. Z hlediska geometrie se tedy objevuje
Ctverec, tj. elementarni rovinny utvar ohrani¢eny &tvefici Use-
¢ek, které jsou stejné dlouhé a po dvou navzajem kolmé. K jeho
zadani staci jediny udaj (délka strany, resp. délka uhlopficky,
resp. délka obvodu, resp. obsah plochy).

Na dochovanych klinopisnych tabulkach jsou poé&itany obsahy
nebo obvody Etverce nebo délka jeho uhlopfi¢ky. Tyto ulohy pa-
tfi mezi zcela elementarni, jedinou jejich komplikaci mohou byt
prevody jednotek nebo ndsobeni vicecifernych &isel. Trivialnimi
priklady jsou i takové, kdy je k feSeni nutna znalost Pythagorovy
véty (napf. vypocet délky uhlopticky). Tabulek tohoto typu se
dochovalo vétsi mnoZstvi.

Kromé vyse uvedenych tabulek mame tabulky, na nichz se fesi
obtiznéjsi ulohy. Patfi mezi né napfiklad déleni ¢tvercového pole
na utvary predem danych vlastnosti nebo tvard.

Mezi zajimavé tabulky patfi tabulka YBC 7289, ktera pochazi
z obdobi 1800 az 1600 pfed nasim letopoctem. Byla objevena
koncem 19. stoleti, od roku 1909 je soulasti Yale Babylonian
Collection Yale University New Haven. Ve dvacéatych letech
20. stoleti ji prostudoval Otto Eduard Neugebauer, vysledky
publikoval ve ¢tyficatych letech. Jedna se o nevelkou, nepatr-
né posSkozenou kruhovou tabulku, ktera je popséna jen z jedné
strany, jeji primér je asi 7 centimetr(. Je na ni nakreslen ¢tverec
a obé jeho uhlopfticky. U ,levé horni* strany ¢tverce je uvedeno
¢islo (30), vidime tii klinové znaky pro desitku. Pfes thlopficku
je zapsano cislo (1, 24, 51, 10), vidime jeden znak pro jednotku,
dale dva znaky pro desitku a Ctyfi znaky pro jednotku, pét znak(
pro desitku a jeden znak pro jednotku a nakonec jeden znak pro
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desitku. Pod uhlopfickou je napséano Cislo (42, 25, 35), vidime
Ctyri znaky pro desitku a dva znaky pro jednotku, dva znaky pro
desitku a pét znakl pro jednotku a nakonec tfi znaky pro de-
sitku a pét znakl pro jednotku. Zapis Cisla 25 je poskozen (viz
zapis jednotek). Na levém obréazku vidime fotografii tabulky, na
pravém je tabulka pro lepsi ndzornost prekreslena.®

Vyklad smyslu zapsanych cisel je nasledujici. Prvni ¢islo (30) je
snadné vysvétlit, nebot je to délka strany ¢tverce. U zbyvajicich
dvou &isel musime peé&livé uvazit fady. Cislo na Uhlopfiéce je
nutno &ist jako (1; 24, 51, 10) neboli 1 + 24/ + %'/

= 305470/

+ 10/ =
3600 216000

000 = 1:414212963..., tj. jedna se o ptibliznou hodnotu
V2. Druhé &islo je nutno ¢&ist jako (42; 25, 35) neboli 42 + %/ +
+ 3/ 00 ti- 30 X (1; 24, 51, 10), coZ je délka Uhlopficky Etverce
se stranou 30. Viz nésledujici obrazek.”

°Obrazky jsou prevzaty z Becval, Becvarova a Vymazalova 2003, 232, 329
a Neugebauer a Sachs 1945, 42, jsou téZ volné dostupné na fadé webovych
stranek.

©QObrazek je prevzat z Be¢var, Becvarova a Vymazalova 2003, 329.
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.Y
L,24,|51,10
Ys,ss

Je zfejmé, Ze tabulka doklada znalost Pythagorovy véty asi 1200
let pfed feckou matematikou, nebot oznac¢ime-li délku strany
Gtverce a a délku uhlopf¥icky Etverce u, pak plati

a’+a’=u%t.u=v2-a.

V§imnéme si starobabyldnské hodnoty V2. Vidéli jsme, ze ¢islo
(1; 24, 51, 10) je pfiblizné rovno 1,41212 963. Pokud vypocteme
s pouzitim obycejné kalkulacky hodnotu ¢isla v2, dostaneme
pfibliznou hodnotu 1,414213562. Pfesnost starobabylénského
hodnoty je Uzasna, vySe uvedena Cisla se shoduji na pét dese-
tinnych mist. Jako mohlo byt takové pfesnosti dosazeno? Jaky
se za ni skryva vypocet?

Rekonstrukce starobabyldnského postupu vychazi z hodnot
uvedenych na dochovanych tabulkach druhych odmocnin pfiro-
zenych ¢isel nebo z udajl pouzitych na tabulkach obsahujicich
vypocty délek uhlopticek ¢tverct a obdélnikd. Struény vypocet
je naznacen na tabulce BM 96957 + VAT 6598."

"Cast tabulky je uloZena v British Museum, Department of Western Asiatic
Antiquities (Londyn), ¢ast ve Vorderasiatische Abteilung, Tontafeln, Staatliche
Museen (Berlin). Analyza tabulky je provedena napf. v ¢lanku Fowler a Robson
1998, 371-373. V ¢lanku jsou diskutovany i jiné zplsoby vypoétu druhé odmoc-
niny ze dvou, které ukazuji, jak bylo mozno elegantné obejit hledani reciproké
hodnoty.
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Prvnim krokem algoritmu byla tzv. hruba aproximace, kterou
Ize popsat takto: hledejme VA, kde A je pfirozené Cislo, jehoz
odmocninu chceme vypoditat. Vyjadfime A ve tvaru a? + b, kde
a je prirozené Cislo takové, ze a®> < A a (a + 1)> > A, pfirozené Cislo
b je pro velkd A mensi nez a2. Mame tedy

VA =J(a*>+b)

a nyni vyuzijeme metodu doplnéni na Uplny &tverec, tj. zvétSime
vyraz pod odmocninou tak, abychom mohli bez problém{ od-
mocnit. Tedy

V(@2+b)=yV(@+b+b?/4a?)=a+b/2a="-(2a+bj/a)="2-(a+
+a+b/a)="-[a+ (a%+b)/al =2 (a + A/a).

Takto ziskand hodnota odmocniny je vét$i nez skute¢na hodno-
ta odmocniny, nebot jsme ptidali b?/4a% VySe uvedend metoda
~hrubé aproximace® poskytuje vyhovujici vysledky pfi odmoc-
fAovani velkych pfirozenych &isel, nebot v téchto pfipadech je
b?/4a% pomérné malé. Metoda v$ak neni postacujici pro vypocet
odmocnin malych ptirozenych &isel, coz je pravé nas pfipad.

Tohoto problému si starobabyldnsti poctafi museli byt dobfe
védomi. Z dochovanych matematickych tabulek vime, Ze se
s hrubym odhadem nespokojili. Nejprve nasli hrubou aproxima-

ci, pak uzili metody ,praméru®.

Vezmeme-li a,= %2 - (a + A/a) jako prvni hruby odhad, potom
druhym odhadem bude

a,="%-(Ala, +a).

Tento vzorec je zaloZen na nasledujicim vypoc¢tu. Druhy odhad a,
predpokladame ve tvaru
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a=a, -Xx

a hleddme pfirozené &islo x (tj. opravu hrubého odhadu a,, ktery
je vétsi nez pozadovana hodnota vA). Pro ¢islo x musi platit

(a,-x)*=a?-2ax=A.

Z vy$e uvedené rovnice snadno vyjadfime x
x=(a?-A)/2a,

a tudiZ pro a,vyplyva, ze

a,=a,-x=a, -(a?-A)/2a,="%"(Ala, +a).

Poctar, ktery hledal druhou odmocninu Cisla 2 podle vySe uve-
deného postupu, vypocital nejprve hruby odhad

V2=V + ) =1+, =5,

V Sedesatinném zapisu obdrzel vysledek (1; 30). Dobfe védél,
Zze vysledek je nepfesny. Proto pristoupil k nalezeni druhého
odhadu. VySel od hodnoty a, = (1; 30), po jejim umocnéni ziskal
(1; 30)? = (2; 15) > (2), &imZ jen ovéfil, Ze se jedna o hrubou aproxi-
maci. Tento vypocet provedl pomoci tabulek pro ndsobeni, tj.

(1+ 30/60) x (1+ 30/60) =1+ 30/60 + 30/60 + 900/3600 =2+ 15/60'
S vyuzitim tabulek reciprokych hodnot™ nebo trividlniho postu-

pu pro nalezeni reciproké hodnoty nasel 1/a,, a pak vypocetl
dvojndsobek nalezené hodnoty, nebot A = 2, tj. stanovil 2/a,.

20 tabulkach reciprokych hodnot viz Beévar, Be¢varova a Vymazalova 2003,
225-229.
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Tedy

Y a0 = 115 =213 ="l s, = (O; 40)

a odtud pak

2% (0;40) =2 x40/ =8 =60/ +20/ =(1;20).

Nyni mohl pro kontrolu s vyuzitim tabulek pro ndsobeni vypoci-
tat druhou mocninu obdrzeného ¢isla (1; 20) a musel dostat ¢islo

mensi nez 2. Tedy

(1; 20)2 = (1 + 20/60) X (1 + 20/60) = 1 + 20/60 + 20/60 + 400/
#0/_+9/  =(1;46, 40) < 2

= 40
3600 T+ /60+

Pak vzal primér hodnot a, a ?/a, a ziskal lep$i odhad hodnoty
druhé odmocniny ze dvou, nez poskytl hruby odhad, nebot

a,="%-(a, +?/a)=(1;25) = 1,4166.

Jak vSak vidime, vyse ziskana hodnota jesté neodpovida hodno-
té uvedené na tabulce YBC 7289. Shoduje se s nasi aproximaci
odmocniny ze dvou jen na dvé desetinnd mista. Starobabyldn-
skou hodnotu (1; 25) mlizZeme nalézt na nékterych tabulkach
z druhého tisicileti pfed nasim letopoétem; pro technické ucely
totiz plné postacovala.

Pokud chceme dosahnout hodnoty uvedené na tabulce YBC
7289, bude nutné pouzit metodu prliméru jesté jednou, a to pro
startovni hodnotu a, = (1; 25) = %/, . Tento postup se zda na-
prosto logicky, srozumitelny a snadny.

Pokud vsak vypocet skute¢né zkusime s vyuzitim jen klasic-
kych starobabyldnskych postupl a pomdcek, zjistime, Ze je to

28



pocetné obtizny ukol. Na tabulce reciprokych hodnot pfiroze-
nych Cisel totiz nebyla a nemohla byt uvedena reciproka hodno-
ta k Cislu (1; 25), protoZe toto Cislo neni v $edesatkové soustavé
Cislem reguldarnim a tudiz k nému neexistuje pfesna reciproka
hodnota. Problém je v tom, Ze Citatel zlomku %%/, nema tvar
2r-39- 57, kde p, q, r jsou celd nezaporna cisla, nebot 85 =17 - 5.
Cislo 85 tudiz neni regularnim &islem a neexistuje k nému proto
reciproka hodnota.

Poctaf mohl pouzit obtizny postup pro ptiblizny vypocet reciproké
hodnoty, potiebovalo by to nékolik vypocetnich krokl. Pravdé-
podobné by se touto zdlouhavou a naroé¢nou cestou nevydal.

Mohl by téZ hledat reciprokou hodnotu k nejbliz§imu vhodnému
regularnimu ¢&islu, tj. k &islu (1; 21) = #/_. Tento postup by v8ak
neved| k vyraznému zlepSeni odhadu druhé odmocniny ze dvou,
nebot ziskana hodnota by ¢inila (1; 24, 56, 40) = 1,4157. Shodo-
vala by se s nasi aproximaci jen na dvé desetinna ¢isla a byla
by jen o malo pfesnéjsi nez druha aproximace ziskana metodou
praméru. Proto by bylo lepsi vzit jako nejblizsi vhodné regularni
gislo ,tficiferné” ¢&islo (1; 25, 20), tj. 2%/, . Jeho aplikace p¥i
pouziti metody priméru by dala aproximaci druhé odmocniny
ze dvou ve tvaru (1; 24, 51, 15) = 1,414236, jejiz presnost je vSak
jen na ¢tyfti desetinna mista. Pak by po¢tar mohl prejit k hledani
nejblizsiho vhodného regularniho Cisla, které by bylo jiz ¢islem
~Ctyfcifernym®. Tato cesta by byla sice naro¢na, ale nebyla by
nemoznd, nebot mame dochovanou tabulku AO 6456 s fadou
reciprokych ¢isel z intervalu (1, 0, 0, 0, 0) az (3, 0, 0, 0, 0, 0)."®

30 tabulce AO 6456 viz Becvar, Becvarova a Vymazalova 2003, 228-229. Kro-
mé zékladni tabulky reciprokych ¢isel mensich nez 82 existovaly i reciproké
tabulky pro ¢isla druhého fadu, tj. ¢isla vétsi nez 60, ale mensi nez 3600. Do-
chovalo se nam i nékolik zlomkd neuplnych tabulek reciprokych Cisel tfetiho
fadu.
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Pocétar mohl také pouzit tabulku pfibliznych reciprokych hod-
not s aproximaci reciproké hodnoty ¢isla 17. | takové tabulky se
nam ze starobabyldnského obdobi dochovaly. Pak jiz stagilo vzit
dvanactindsobek reciproké hodnoty &isla 17, nebot %/, =/ =
=121/,

Podétar by tak snadno ziskal pfibliznou reciprokou hodnotu &isla
(1; 25), tj. nasel by na tabulce ¢&islo (0; 42, 21, 10, 35). Vypocital by
jeho dvojnasobek, secetl jej s Gislem (1; 25) a ze soudtu vypocital
polovinu. Po jistém usili by obdrzel ¢islo (1; 24, 51, 10) neboli
1,414212 963... To je presné Cislo, které je na tabulce YBC 7289
napsano na diagonale ¢tverce. Toto je patrné cesta, kterou se
starobabyldnsky poctar vydal.

Dalsi pékny postup vypoctu druhé odmocniny ze dvou nabizi
Becvar 2012, 118-119. Je zaloZen na postupném hledani jednotli-
vych Sedesatinnych mist a je velmi efektivni. Vychazi z dolniho
hrubého odhadu a = (1; 20), ktery postupné upfesriuje, tj. zvét-
Suje. Vétsina teorii vychazi z horniho odhadu a = (1; 30), ktery
postupné upfesnuje, tj. zmensuje. Podstata vypoctu je stejna.
Neni mozno stanovit, z jakého hrubého odhadu starobabylonsti
poctari vychazeli, nebot se ndm nedochovala zddné tabulka, na
niz by se pracovalo pouze s hrubym odhadem. Jako pravdé-
podobnéjsi se vSak jevi vyuziti horniho hrubého odhadu, nebot
mame doloZeno uziti prvniho odhadu ve tvaru (1; 25), nikoli ve
tvaru (1; 24).

Becvart vyuziva rovnice (a + x)? = 2. Zanedbanim x? vypocte x
a ziské prvni odhad a, = (1; 24). V dal§im kroku vyuZije rovnici
(a, + x)? = 2, zanedbanim x? a zaokrouhlenim vysledku (aby obe-
el déleni Cislem 7) vypocte a, = (1; 24, 51). V zavérecném kroku
vyuzije rovnici (a, + x)> = 2, zanedbanim x? a zaokrouhlenim vy-
sledku (aby obesSel komplikované déleni ¢islem 5091) vypocéte
a, = (1; 24, 51, 10). Tato jednoducha metoda by umoZnila vypocet
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druhé odmocniny ze dvou s libovolnou pfesnosti, pokud by mél
poctar dostatec¢nou trpélivost a dostatek ¢asu. Vystacil by totiz
jen s ndsobenim, s¢itdnim a od¢itanim, spravnym odhadem ve-
likosti vysledku a zaokrouhlovanim. Je otazkou, do jaké miry tato
metoda odpovida mysleni starobabylénskych poctard.

Je nutno zddraznit, Ze pocétar v kazdém jednotlivém ptikladu
nejspiSe odmocninu ze dvou nepodital, ale vyuZil standardizo-
vanou tabulku odmocnin malych pfirozenych ¢isel nebo tabulku
stechnickych koeficientl®, kterych se nam dochovalo nékolik,
podobné jako tabulek pro ndsobeni a tabulek reciprokych hod-
not. Nevime vsak, jak byly hodnoty ,technickych koeficient(®
stanoveny. Je pravdépodobné, Ze to bylo cestou postupného
odhadu s vyuzitim zaokrouhlovani.

Poznamenejme, Ze mame dochovany starobabylénské tabulky,
na nichZ se pracuje s vySe uvedenou vysokou presnosti odha-
du odmocnin malych pfirozenych ¢isel, ale také tabulky, kde
se pracuje jen s prvni (obvykle snadno dostupnou) aproxima-
ci. Nemame vSak dochované tabulky, kde by se pracovalo jen
s hrubym odhadem.

Podle velikosti a tvaru tabulky, velikosti a formy zapisu a jed-
noduchosti obsahu se usuzuje, Ze tabulka YBC 7289 byla na-
zornou vyukovou pomlickou a seznamovala adepty pisafského
uméni se vztahem délek strany a uhlopficky ¢tverce. Mohla vSak
byt i cviénou praci pisafe - studenta. Jeji pfesnou funkci dnes
jiz nelze urgit."

40 tabulce YBC 7289 viz Becval, Becvarova a Vymazalovd 2003, 230-232,
328-329 a Neugebauer a Sachs 1945, 42-43.
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Kruh

Posledni utvar, na ktery se podivame, bude kruh, tj. jednoduchy
kfivocary utvar, ktery je zadan jedinym Udajem (polomér, resp.
pramér, resp. obvod, resp. obsah). Na starobabylonskych tabul-
kach se dochovaly ulohy, v nichz se poc¢itd obsah kruhu nebo
objem valcové sypky ¢i objem véze nebo valu tvaru komolého
kuzele. Poznamenejme, ze starobabyldnsti poctafi si byli dobte
védomi vztahu mezi obvodem a obsahem kruhu. Pocitali vS§ak
nej¢astéji s velmi malou pfesnosti, jejich odhad naseho ¢isla nt
byl znaéné nepfesny.

Zajimava je z tohoto hlediska tabulka YBC 7302, ktera byla ob-
jevena ve druhé poloviné tficatych let 20. stoleti v lokalité Susa
(byvalé hlavni mésto Elamské ¥ise, dnes Shush v iranu). Tabulka
dnes patti do Yale Babylonian Collection Yale University New
Haven. V padesatych letech 20. stoleti ji prozkoumal, interpre-
toval a své vysledky publikoval Evert Marie Bruins.” Jedna se
o kruhovou tabulku, ktera je popsana pouze z jedné strany, jeji
primér je asi 8 centimetrli. Je na ni nacrt kruznice, nad ni je
¢islo (3), uvniti ¢islo (45) a vpravo od ni ¢islo (9). Na tabulce neni
Zadny text.'

5 Evert Marie Bruins (1909-1990) byl holandsky aplikovany matematik, expe-
rimentalni fyzik a historik matematiky a fyziky. V padesatych letech 20. sto-
leti dlouhodobé plsobil na univerzité v Bagdadu, kde budoval matematicky
ustav a intenzivné se zajimal o matematické klinopisné texty. V roce 1969 se
stal profesorem historie matematiky na univerzité v Amsterdamu. Zabyval se
egyptskou, mezopotamskou a feckou matematikou. O jeho Zivoté a dile viz
napf. Knobloch a Hogendijk 1992.

®Obrazky jsou prevzaty z BecCvaf, Becvarova a Vymazalova 2003, 325, jsou
volné dostupné na fadé webovych stranek.
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Pravdépodobna interpretace jednotlivych &isel je tato: Cislo (3)
je obvod kruhu, &islo uvnitf je obsah, je vS§ak nutno jej chapat
jako (0; 45), ¢islo (9) je druha mocnina obvodu kruhu a je to Cislo
pomocné.

Jak dnes postupujeme pfi vypocétu obsahu kruhu o poloméru r?
Pro vypocet obsahu S kruhu, resp. jeho obvodu o uzivame vzorce

S=n-r2ao=2mn-r.
Ze znalosti obvodu o mGzeme vypocitat polomér r, tj. r =°/, ,
dosadime-li za r do vzorce pro vypocet obsahu S kruhu, ziskame
vzorec

=1 .n2
S=1/, -0

Je-li obvod 3, je druhda mocnina obvodu 9, tudiz obsah S kruhu je

S=9/, =0,7162.
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Podivame-li se znovu na tabulku YBC 7302, vidime jinou hod-
notu obsahu kruhu, a to (0; 45), neboli 0,75. Jak k této hodnoté
starobabyldnsky poctar dospél? Jaky algoritmus k vypocétu ob-
sahu kruhu pouzival?

~Standardizovany” postup vypoétu obsahu S kruhu ze znalosti
délky jeho obvodu o Ize v nasi matematické symbolice zapsat
vzorcem

S=1/12.02=5/60.02_

DalSi dochované tabulky tuto interpretaci potvrzuji. Ve staroba-
bylonském zapisu by vzorec (kdyby néjaky zapisovali) vypadal
takto:

S=5-02

Lze jej snadno vyjadrit témito slovy: vynasob druhou mocni-
nu obvodu kruhu péti (tj. péti Sedesatinami). Zdliraznéme, ze
v exaktni podobé by vzorec znél

S=(0;5) 02

vime vS8ak, Ze se nula na pocatku Cisla nezapisovala, tj. poctar
musel fad ¢isel pochopit z kontextu.

Na uvedené tabulce YBC 7302 je tedy obsah S stanoven takto:
S =9 x (0; b) = (0; 45) = 0,75. Chyba starobabylénského vypoétu
obsahu kruhu je skoro 5 %, cozZ je nezvykle vysoka hodnota. Vy-
svétleni chyby je vSak jednoduché - starobabylonsti poctafi a pi-
safi obyc€ejné pracovali s hodnotou 1 = 3, coz pro praktické ucely
(vypocet objemu sypky, odhad objemu zdiva) pIné postacovalo.”

7Obdobny pfiklad je uveden na starobabylénské tabulce YBC 11120, kde je
zakreslen kruh s obvodem (1; 30) a obsahem (0; 11, 15).
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Mame vsak i tabulku ze starobabylénského obdobi, ktera byla
objevena roku 1936 v lokalité Susa, na niz je pouzita aproximace
n = 3"/, = 3,125, ktera je ptesnégjsi.® Nedosahuje vSak takové
presnosti odhadu konstanty m, jakou méli pocétari ve starém
Recku.

Poznamenejme, Ze obvod kruznice byl ve starobabylénskych
matematickych textech patrné pocitan pomoci algoritmu, ktery
Ize v nasi matematické symbolice vyjadfit vzorcem

o=1m-d,

kde d je primér kruznice a m bylo v naprosté vétSiné pfipadd
rovno 3. Bez zajimavosti neni, Ze kruh byl obvykle zadavan dél-
kou svého obvodu, z néhoz se v pfipadé potieby pocital primeér
nebo polomér.

Tabulka YBC 7302 vzhledem ke své velikosti a tvaru, velikosti
a formé zapisu a jednoduchosti obsahu byla nejspiSe vyukovou
pomickou a seznamovala budouci uchazece o pisarské po-
volani se vztahem obvodu a obsahu kruhu. Vzhledem k urovni
provedeni v§ak mohla byt i cviénou praci pisafe - studenta. Jeji
presnou roli jiz dnes neni mozno stanovit.”

'8Vice viz Bruins a Rutten 1961.
0 tabulce YBC 7302 viz Becvaf, Becvarova a Vymazalova 2003, 325-326
a Bruins a Rutten 1961.
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