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1 UVOD A HISTORICKY KONTEXT PROBLEMATIKY

Nahlédneme-li do dé&jin matematiky, narazime jist¢ na celou fadu matematickych
problému, které vice ¢i méné fascinovaly filosofy, matematiky ¢i v moderni dobé¢
informatiky i dalsi védce z riznych oborti. V této souvislosti 1ze naptiklad uvést hledani
pfesné hodnoty Ludolfova cisla m, které kdysi pfedstavovalo naro€nou udlohu a spravné
uréeni kazdé dalSi cifry desetinného rozvoje mnohdy znamenalo néckolikaleté usili
badatele. S rozvojem pocitaCovych technologii a matematického softwaru v moderni dob¢
pak zpfesniovani hodnoty této matematické konstanty vyustilo doslova v zavod ,lovca
Cisel, ktefi se snazi spravné urcit cifry na velmi vzdalenych pozicich desetinného rozvoje.
V soucasné dob¢ proto jiz zndme ¢islo m s presnosti na 50 biliondi desetinnych mist
(tj. soucCasny svétovy rekord ve vypoctu této matematické konstanty s vyuZzitim
,superpocitace®; leden 2020). Otazkou zlstava praktickd vyuZzitelnost téchto poznatk, jeji
posouzeni vSak neni pfedmétem této prace. Problém ovSem poukazuje na tzkou
provdzanost matematiky a pocitatovych technologii, kdy srozvojem pocitacového
hardwaru i softwaru v 80. letech 20. stoleti bylo v kratké dob& pokofeno nékolik rekorda
ve zpresnovani hodnoty Cisla m a dokonce byla pfekondna ,,magickd” hranice jednoho
milionu desetinnych mist. Nejinak tomu je i u dalSich sloZitych matematickych problému
1 ve Skolské matematice na zakladnich a stfednich Skolach (zde mizeme v souvislosti se
zavadénim kognitivnich technologii do vyuky napfiklad zminit vyuZiti programu
dynamické geometrie). Informacni a komunikacni technologie (ICT) v soucinnosti
s matematickym softwarem nam tak umoziuji nahliZet na klasické matematické problémy
optikou modernich technologii a feSit je inovativnim zpiisobem. Takovych problému by
bylo mozné uvést celou fadu, pochopitelné¢ ne kazdy je vSak tak vSeobecné zndmy jako

vyse uvedeny piiklad.

Jednim z takovych vyznamnych zdkladnich matematickych problému je dokazat, Ze jisty
redlny polynom f je pozitivné semidefinitni, v CeStin€ lze téZ uZivat oznaCeni, Ze je
polynom f nezdporny. Jednd se o jeden z peti moznych piipadii, které mohou pro polynom
f nastat, kdy plati, Ze pro vSechny redlné hodnoty neurcitych x nabyva tento polynom
pouze nezdpornych hodnot. Pokud uZijeme terminologii zndmou z urovani druha
kvadratickych forem, miiZzeme prostfednictvim definice vymezit vSechny piipady

nasledovné.



Definice 1:

OznaCme x; = (xl,xz,...,xn),y[ = (yl,yz,...,yn).Polynomf(xl,xz,...,xn) se nazyva:

a) pozitivné definitni e [y, OR": f (xl,xz,...,xn) >0
b) pozitivné semidefinitni o [y, OR": f (xl, Xysuues xn) =20
¢) negativné definitni & O OR": f(x.%,..x,) <0

d) negativné semidefinitni o [y, OR": f (xl,xz,...,xn) <0
e) indefinitni o Ok, y, OR" :f(xl,xz,...,xn) <O<f(y1,y2,...,yn)

Z definice 1 je zfejmy vztah, Ze kazdy pozitivné definitni polynom je zdrovei i pozitivné
semidefinitni a analogicky — negativné definitni polynom je zdroven negativné
semidefinitni. Svou roli zde hraje ostrost uvedenych nerovnosti, kdy semidefinitni piipady
pfipousti rovnost nule. Ziroven je na tomto mist¢ nutné déile zminit, Ze pozitivni

definitnost, negativni definitnost a indefinitnost se vzajemn¢ vylucuji. [2], [4]

Vratme se nyni k problému, jak dokdzat, Ze je dany redlny polynom f pozitivné
semidefinitni. Jednou z metod, kterou lze pfi tomto dikazu vyuZit, je rozklad polynomu f
na soucet Ctvercl (téZ druhych mocnin) polynomt. Tento zplsob ditkazu tzce souvisi
s tzv. Hilbertovymi problémy, konkrétné¢ pak se znénim 17. Hilbertova problému.
Dostadvame se tak o vice nez 100 let nazpét — na prelom 19. a 20. stoleti. U zrodu této

problematiky stali vyznamni matematici Hermann Minkowski a David Hilbert. [27]

1.1 HERMANN MINKOWSKI (1864-1909)

Ve,

19. a 20. stoleti a pusobici na celé fad¢ univerzit, konkrétné¢ mizeme zminit napiiklad
Bonn, Curych, Gottingen nebo Konigsberg. Narodil se v ¢ervnu roku 1864 ve mésté
Aleksotas na tizemi Ruské fiSe (oblast dneSniho Kaunasu, Litva) jako tfeti syn do rodiny
podnikatele Lewina Minkowského. Rodina byla plivodem z Némecka, kam

se v Minkowského osmi letech vrétila a usadila se v Konigsbergu.



Obrazek 1 - Hermann Minkowski v raznych Zivotnich etapach
(zdroj: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk)

Nadani pro matematiku se u Hermanna Minkowského projevilo jiz pfi studiu na gymnéziu
v Konigsbergu, kdy uz v této etapé vzdélavani Cetl prace od Dedekinda, Dirichleta ¢i
Gausse. Nasledné byl pfijat a v dubnu roku 1880 nastoupil na univerzitu v Kénigsbergu,
ale tfi semestry stravil téZ na univerzité¢ v Berlin€. Jeho blizkym pfitelem se stal David
Hilbert, ktery byl v témZe obdobi také studentem na univerzité¢ v Konigsbergu. Pozdé&ji se
vzdjemné ve své védecké prici ovliviiovali, coZ se odrazilo i v problematice rozkladu
redlnych polynomil na soucet Ctvercii polynomi. Z dal§ich vyznamnych matematikd, se
kterymi Hermann Minkowski, ale i David Hilbert, navazal jesté v obdobf studii spolupréci,
muzeme uvést Adolfa Hurwitze, ktery v roce 1884 pfijal misto profesora na univerzité
v Konigsbergu. V pribéhu vysokoskolského studia se Minkowski zacal zajimat
o kvadratické formy, diky cemuZ ziskal vroce 1885 doktordt za svou préci
Untersuchungen iiber quadratische Formen, Bestimmung der Anzahl verschiedener

Formen, welche ein gegebenes Genus enthiilt. [23]

Po ukonceni studii se Minkowski zabyval celou fadou otdzek v oblasti matematiky
i fyziky. Pomineme-li pokrok v oboru kvadratickych forem, miZeme déle zminit objevy na
poli geometrické teorie Cisel nebo odhaleni duasledkd specidlni teorie relativity, kdy
navazal na mySlenky svého byvalého studenta Alberta Einsteina. Hermann Minkowski

umird v lednu roku 1909 ve v€ku 44 let na zanct slepého stieva. [23]
1.2 DAVID HILBERT (1862-1943)

David Hilbert (obrdzek 2) byl matematik némeckého plivodu a Ize jej bezesporu povazovat
za jednoho z nejvyznamnéjSich matematikt 20. stoleti. Narodil se v lednu roku 1862 ve

Wehlau pobliz Konigsbergu na uzemi Pruska (oblast dneSniho Kaliningradu, Rusko).
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Zde také vystudoval gymndzium a ndsledné byl pfijat na univerzitu v Konigsbergu, na
které ziskal pod vedenim Ferdinanda von Lindemanna v roce 1885 doktorat za svou praci
Uber invariante Eigenschaften specieller binirer Formen, insbesondere der
Kugelfunktionen. V nasledujicich letech ptisobil na univerzité¢ v Konigsbergu, kde byl také
v roce 1893 jmenovan fddnym profesorem. V roce 1895 pak odchdzi pisobit na katedru
matematiky na univerzité¢ v némeckém Goéttingenu, kde setrval aZz do konce své kariéry.

David Hilbert zemfel v tnoru roku 1943.
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Obrazek 2 - David Hilbert v letech 1886, 1912 a 1937
(zdroj: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk; https://cs.wikipedia.org)

V prubehu zivota se David Hilbert vénoval celé fad¢ otdzek v oblasti matematiky a stal se
uzndvanym odbornikem. Uc¢inil naptiklad vyznamny pokrok v teorii invariantti (r. 1888),
v praci Zahlbericht se zabyval teorii Cisel (r. 1897) a v publikaci Grundlagen der

Geometrie popsal vlastni axiomaticky piistup ke geometrii (r. 1899). [23], [29]

V srpnu roku 1900 vystoupil David Hilbert na 2. mezindrodnim kongresu matematikil
v Patizi s dnes jiz slavnou pfedndskou Problémy matematiky. Hilbertova fe¢ o matematice
20. stoleti byla plna optimismu, citil vSak, Ze existuje stile fada otdzek, které je tieba
objasnit. Ve své feCi vymezil celkem 23 matematickych problému, které mély
predstavovat vyzvu pro matematiku 20. stoleti, aby zlstala moderni védou. Tyto problémy
dnes zndme pod oznacenim Hilbertovy problémy. [23] K témto problémim je nutno
podotknout, Ze celd fada z nich jizZ byla vyfeSena, n¢kterd Hilbertova uvedena tvrzeni byla
vyvracena a n¢které z problémi jsou dodnes vyzvou pro matematiky a informatiky.

Jednim z otevienych Hilbertovych problému je nalezeni dikazu Riemannovy hypotézy,



ktery se v souCasnosti fadi mezi tzv. problémy tisicileti, na jejichZz vyfeSeni je vypsdna

odména jeden milion americkych dolart. [8]
1.3 17. HILBERTUV PROBLEM

Pfed vymezenim samotného 17. Hilbertova problému uved'me na tomto misté nejprve
tzv. Bachetovu-Lagrangeovu vétu (t€Z Lagrangeova véta o Ctyfech Ctvercich) zndmou
z teorie Cisel, kterd tvrdi, Ze kazdé pfirozené Cislo lze vyjadfit souctem cCtyt Ctvercl

7z ws

nezapornych celych cisel. [22] Plati tedy, ze pro kazdé ¢islo nLUN existuji takova Cisla
a,b,c,d07, 7 n=a’>+b>+c>+d*. Poprvé tuto vétu uvadi jiz Diofantos z Alexandrie
(3. stoleti n. 1.) ve svém dile Aritmetika. V roce 1621 pak publikoval toto dilo preloZené do
latiny a s pozndmkami Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) a jeji dukaz
provedl vroce 1770 Joseph L. Lagrange (1736-1813). [13] V souvislosti s touto vétou
muiZeme téZ zminit, Ze existuji takova piirozend cisla, kterd nelze vyjadfit jako soucet tif
¢tvercti nezapornych celych ¢isel. Jednd se o &isla, kterd lze vyjadfit ve tvaru 4°(8b+7),
kde hodnoty a, b jsou nezdpornd celd cisla. David Hilbert svym problémem tuto
problematiku pfenesl na polynomy a raciondlni funkce. Nebyl vSak jediny, kdo se touto

otdzkou jiz pted rokem 1900 zabyval. [23]

V cervenci roku 1885 uvedl Hermann Minkowski pifi vefejné obhajobé své disertacni
prace tykajici se kvadratickych forem odvdznou domnénku, Ze musi existovat takovy
redlny, homogenni, pozitivn¢ semidefinitni polynom libovolného stupné vyssiho dva ve
vice nez dvou neurcitych, ktery neni mozné vyjadfit jako soucet Ctvercli homogennich,
redlnych polynom. Jeho oponentem byl David Hilbert, ktery na zavér obhajoby prohlasil,
Ze je na zdkladé Minkowského vykladu presvédcen o existenci takovych pozoruhodnych
forem jiz ve tfech neurcitych, které neni mozné vyjadiit ve tvaru souctu ¢tverct. Hilbert na
Minkowského domnénku navédzal a vroce 1888 provedl jeji dikaz, ktery potvrdil, Ze
skutecné existuji takové redlné pozitivn€ semidefinitni polynomy, které neni mozné zapsat
jako soucet Ctvercti polynomi. Konkrétni piiklad takového polynomu vSak neuvedl.

Problematikou se ovSem zabyval i naddle a zvaZoval problém, jak zapsat libovolny
pozitivn¢ semidefinitni polynom f DR[xl,xz,...,xn] jako soucet Ctvercti raciondlnich
funkei s prvky z R(xl,xz,...,xn). Diikaz tohoto tvrzeni provedl v roce 1893 pro hodnotu

n=2, coz korespondovalo i s pavodni Minkowského domnénkou a homogennim

pfipadem polynomu ve tfech neurcitych. V roce 1899 pak Hilbert uvedl zajimavy
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vysledek, Ze libovolny segment délky f(xl,xz,...,xn), ktery miize byt zkonstruovan
zdanych délek x,x,,..,x, spouzitim pravitka a kruZitka, je moZné sestrojit téZ bez
pouziti kruZzitka, pokud je f ( Vis Vareees yn) redlné algebraické cislo pro libovolné
Yis Vs ¥, HQ . Dlikaz obecné platnosti tohoto vysledku ovSem vyzadoval pravdivost
v té dob& nedokdzaného tvrzeni, Ze libovolnou pozitivné semidefinitni raciondlni funkci
Q(xl,xz,...,xn) je mozné vyjadiit jako soucet ¢tvercu raciondlnich funkci Q(xl,xz,...,xn) )

Tento fakt a dfive ziskané vysledky byly pro Davida Hilberta ziejm¢ motivaci, aby
zformuloval sviij 17. problém. [26], [28]

Znéni 17. Hilbertova problému:

Naleznéte zpiisob, jak vyjddrit definitni raciondlni funkci

Jjako soucet ctvercui raciondlnich funkci.

K vySe uvedené formulaci 17. Hilbertova problému je nutné dodat, Ze Hilbert za definitni
raciondlni funkci povazoval funkci nezdpornou, tedy dle diive uvedené terminologie

pozitivné semidefinitni raciondlni funkci. [14]

Pozitivni odpovéd’ na 17. HilbertGv problém nalezl pomérné brzy rakousky matematik
arménského pluvodu vyrustajici v Liberci (dfive Reichenberg) Emil Artin (1898-1962).
Ten vyuZil tzv. Artin-Schreierovy teorie o redln¢ uzavienych télesech a provedl existencni
dikaz uvedeného tvrzeni (17. Hilbertova problému). Zavéry publikoval jiZ v roce 1927 ve
svém ¢lanku Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate (viz [1]). Artinovy
postupy ovSem nebyly konstruktivni (algoritmizovatelné) a jeho feSeni nim neposkytuje
Zadnou konkrétni formu f ve tvaru souctu Ctverct raciondlnich funkci. [10], [30]
Konstruktivni  feSeni 17.  Hilbertova problému nalezl az vroce 1984

Charles N. Delzell (1953-). [7]

Vratme se nyni kritce zpét k Davidu Hilbertovi a problematice pozitivné semidefinitnich
polynomu, které neni mozné vyjadfit ve tvaru souctu ¢tvercii polynomd. Jiz bylo uvedeno,
Ze Hilbert sim dokdzal existenci takovych polynomi, nicméné konkrétni piiklad neuvedl.
Prvni jednoduchy piiklad pozitivné semidefinitniho polynomu, ktery neni mozné rozlozit
na soucet ¢tvercli polynomd, uvedl az vroce 1967 Theodor S. Motzkin (1908-1970).
Jedna se o polynom dvou neurcitych v nésledujicim tvaru, ktery dnes béZn€ oznaCujeme

jako Motzkinuv polynom. [26]
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Motzkiniv polynom (1967):
F(x,y) =x’y’ (x2 +y° —3)+1

Z vyse uvedeného vyjadieni je zfejmé, Ze se jednd o polynom stupné 6, coZ by se snadno
dalo ukdzat rozndsobenim zdvorky, ¢imz bychom ziskali ¢leny x*y* a x*y*, které stupen
tohoto polynomu urcuji. Nyni je tfeba ukdzat, Ze je uvedeny polynom F (x, y) skute¢né

pozitivné semidefinitni. To Ize n¢kolika zplsoby, uzijme na tomto misté experimentalni
metodu, kterou miZeme povazovat za jisty stiedoskolsky postup. V polynomu se vyskytuji
vyhradné neurcité v sudych mocninéch, budou tedy nabyvat vzdy pouze kladnych hodnot.
Otéazkou zlstava, zda posun ve sméru osy z nezpusobi protnuti roviny vymezené osami
X, ¥, ¢imz by pro nekteré dvojice Cisel nabyval polynom zdpornych hodnot. Volme nyni
nékolik x, yOZ a vysledné hodnoty zanesme piehledné do tabulky.

Tabulka 1 - Dosazovani celo¢iselnych hodnot za neurcité x, y

x oo 1f1vy{-r} 11229 -2 2 | 3

Yy J0}1r{oy)yvry}y-ry-ry1vy1v4}y2 ¢ -2 1| 3 | 3

Flxy) 1|1 |1]0o] 0|0 |o0]|9]|8 | 8 | 361 |1216

Vysledky vypoctené v tabulce 1 poukazuji na skuteCnost, Ze znaménko neurcitych x, y
nema vliv na vyslednou hodnotu polynomu. Plati tedy
F(x,y) = F(—x, y) = F(x,—y) = F(—x,—y). Polynom F(x,y) navic nabyvd pouze
nezdpornych hodnot, pfi¢emZ s rostoucimi hodnotami neurcitych x, y (bez ohledu na

znaménko) roste i hodnota polynomu F (x, y). Minimum pak nastdvd pro hodnoty
neuritychx =+10y=+1, pro které se polynom F (x,y)=0. Pokud neurcité

x,yD(—l;l), pak s blizicimi se hodnotami neurCitych k nule se polynom F (x,y)

N s

postupné blizi k jedné. Zavérem lze tedy konstatovat, Ze Motzkinliv polynom je skutecné
pozitivné semidefinitni. Zbyva dokdzat, Ze neni mozné tento polynom vyjadfit ve tvaru
souctu ctvercii. Techniky potiebné k ditkazu ovSem presahuji droveit béZné stifedni Skoly.
Ukonceme tedy na tomto misté stfedoSkolskou vsuvku a proved’me s vyuzitim literatury
[9], [26] f4dny dlkaz, Ze Motzkinliv polynom neni moZné vyjadfit ve tvaru souctu ¢tvercil

polynomt.
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Diikaz 1: Méjme Motzkintv polynom v diive uvedeném tvaru:
F(x,y) =x’y’ (x2 +y° —3)+1
V prvnim kroku je nutné ovéfit, Ze polynom F (x, y) >0. Pokud je x=00y =0, pak pro

funk¢ni hodnotu zadaného polynomu plati F (x, y) =1. UvaZujme nyni situaci, Ze soucin

xy #0. Pak plati, Ze x*, y>a x°y~ nabyvaji kladnych hodnot a jejich sou¢in x*y*x7y™
je roven 1. Z tohoto diivodu a na zdklad€ nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym

pramérem musi platit vztah:
¥ +y2 +x—2y—2 >3
Provedeme nésledujici dpravy:

X +y =3+ 21 >0

xzyz(x2 +y’ —3)+120

Na levé stran¢ nerovnosti se nyni vyskytuje Motzkiniiv polynom v ptivodnim zadaném
tvaru, kdy musi nutn& platit, ze x°y’ (x2 +y’ —3)+1 > (0. Dokdzali jsme tedy, Ze tento
polynom je pozitivné¢ semidefinitni.

Predpoklddejme nyni, Ze je mozné vyjadiit Motzkiniv polynom ve tvaru souctu ¢tverct,
tedy, ze F (x, y) = Z /i (x, y)2 , kde f; jsou polynomy s redlnymi koeficienty. Pak ziejmé
plati vztah Z fi (x,O)2 =F (x,O) =1. Odsud vyplyva, Ze f, (x, 0) =c, je konstanta a tudiz
plati, ze f (x,y) =c tyg, ( ,y) Analogicky postupujeme pro druhou neurcitou, ¢imz
ziskdme vztah ve tvaru f, (x y) c +xg; ( ) Je zfejmé, Ze pro konstanty plati ¢, =c; .
Hledany polynom tedy musi byt ve tvaru f; (x, y) =c, +xyh, (x, y). Nyni je nutné umocnit
tento polynom dle vzorce (a +b)2 =a’ +2ab+b’ a zohlednit soucet viech Ctverch

polynomd, ¢imzZ ziskdme rovnost:

x’y? (x2 +y? —3)+1 ZJCZyZZ:hi2 +2xyZCihl. +ZCi2
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Po upravach:
x’y? (x2 +y? —3)—162)7221@2 = ZX)’ZCih,- +ch.2 -1

Zaméiime-li se nyni na stupné jednotlivych monomu v uvedené rovnosti, pak vSechny
monomy na pravé strané nejsou vySsiho stupné neZ 3 a monomy na levé strané nejsou
niz§itho stupné nez 4. Uvédzime-li, Ze zadany polynom F je stupné 6, pak polynom f
nemiize byt vyssiho stupné nez 3. Pokud se nyni vridtime ke vztahu
f (x, y) =c, +xyh, (x, y) , je zfejmé, Ze o vysledném stupni polynomu f; rozhoduje soucin
xyh, (x, y) . Diky tomu muaZeme urcit stupent polynomu /. Pokud bude stupefi polynomu
f; roven 3, pak stupen polynomu A, musi byt 1, a v pfipad¢, Ze stupeil polynomu f; je 2,

pak bude polynom £, nultého stupné. MlZeme tedy zapsat:

1
stf, <—stF
f’ 2

1
sthi=stfi—2SEStF—2:l

Z toho diivodu musi pro levou stranu rovnosti platit x°y’ (x2 +y° —3)—x2 ¥ h'=0,
tedy po upravéx’+y’ —3= th . Tim ovSem ziskdme spor, protoZze pro hodnoty
neurditych x=y=0 je x*+y*~3<0 a melo by platit, Ze =3=_h’, coZ zfejm& nenf
mozné. O

Ukazali jsme tedy, Ze Motzkiniv polynom, i pfes to, Ze je pozitivn¢ semidefinitni, neni
mozné vyjadrit ve tvaru souctu ¢tverct s redlnymi koeficienty. Nejednd se ovSem o jediny
ptipad takového polynomu. Jako dalsi piiklad uved’'me na tomto misté polynomy nalezené

americkym matematikem Raphaelem M. Robinsonem (1911-1995) v roce 1973 ve tvaru:
)= (1] #3202 =1) =) 1))
g(xy.2)=x (x=1) 457 (y=1) +2° (2-1) +2xyz (x+ y +2-2)

[26]

Z povahy vySe uvedenych polynomi, samotného zdpisu dikazu 1 i jeho struktury je

patrné, Ze obtiznost problematiky pfesahuje moZzZnosti béZnych stfedoSkolskych studentt.
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Pocitacové technologie ndm ovSem umoznuji jim problematiku pfibliZit, studovat n¢které
jednodussi piipady pozitivn¢ semidefinitnich polynomi a s vyuZitim matematického
softwaru prostfednictvim pocitacové simulace raznych situaci spolecné vyvozovat zavery,

byt’ se zrovna nebude jednat o formalné presné diikazy.
Prejdéme ovSem nyni k samotnému rozkladu polynomu na soucet ¢tvercu.
2 ROZKLAD POLYNOMU NA SOUCET CTVERCU S VYUZITIM POCITACE

Rozklad jistého polynomu f na soucet Ctvercti polynomu (zkracené SOS z anglického
sum of squares) predstavuje jednu z moznych metod dikazu, Ze je tento polynom
pozitivné semidefinitni (t€Z nezdporny). V piipad¢ polynomil jedné neurcité se zpravidla
jednd o pomérné jednoduché piiklady teSitelné i na urovni stfednich Skol, kdy pfi hledani
pozadovaného rozkladu Casto vysta¢ime se znalostmi zdkladnich algebraickych vzorcu
a s béZzné¢ vyucCovanymi technikami dprav polynomt. Opa¢nym piipadem jsou polynomy
vyssich stupiii ve vice neurcitych. Pii hledani rozkladu jsou zde nezbytné hlubsi znalosti
vyS$$i matematiky, kupiikladu mlZeme zminit maticovy pocet a determinanty, urceni
charakteristického polynomu a vypocet vlastnich ¢isel matice, pfipadné¢ nalezeni
Choleského dekompozice nebo aplikace Descartova znaménkového pravidla. Rada téchto
uloh je navic tak rozsdhlych a komplikovanych, Ze neni v lidskych mozZnostech najit
rozklad klasickymi metodami a je nutné vyuzit pocitacovych technologii — matematického
softwaru jakym je napiiklad MATLAB v soucinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS,
Wolfram Mathematica nebo GeoGebra coby zdstupce programii dynamické geometrie.
Pomoci uvedeného softwaru mlizeme realizovat kompletni vypocet nebo ndm muze byt
oporou pii feSeni dil¢ich krokd. Ve Skolnim prostiedi pak pfedstavuje matematicky
software idedlni prostiedek, jak ndzorn¢ prezentovat studentim, at’ na stiedni Skole nebo
v ramci kurzl (pocitacové) algebry na Skole vysoké, problematiku rozkladu polynomu na
SOS, pricemz tento piistup mtiZze vést k lepSimu osvojeni si vybranych postupi, které se na
urovni stiednich Skol mohou hodit napiiklad feSitelim matematickych olympidd.
Podivejme se nyni stru¢né na obecny princip rozkladu a podminky nutné pro jeho

existenci.
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Princip rozkladu polynomu na SOS: Redlny polynom f je pozitivné semidefinitni pokud

existuji takové redlné polynomy g,, g,,.... g, , Ze plati rovnost:

[16]

Zde by ovSem mohlo vyvstat nékolik otazek:

1. Lze kazdy pozitivné¢ semidefinitni polynom rozloZit na soucet Ctverct
polynomu?
2. Jaké jsou nutné podminky existence rozkladu polynomu na SOS?

3. Jakym zpisobem (jednoduSe) nalézt poZadované polynomy g, ?

4. Je ziskany rozklad polynomu na soucet ¢tvercti polynomt jedine¢ny?

Odpovéd na prvni z uvedenych otdzek nalezl jiz David Hilbert v roce 1888, ktery navazal
na domnénku Hermanna Minkowského, a dokdzal, Ze skutecné existuji takové redlné,
pozitivn¢ semidefinitni polynomy, které nelze rozloZit na soucet Ctvercli polynomul
s redlnymi koeficienty. Ostatn¢ jako konkrétni ptiklady takovych polynomii mizeme uvést
jiz zminény Motzkinliv polynom a polynomy nalezené R. M. Robinsonem. Zaméime se
nyni na druhou z otazek tykajici se podminek existence rozkladu, a to i v jistém kontextu

Skolské matematiky.
2.1 NUTNE PODMINKY EXISTENCE ROZKLADU POLYNOMU NA SOS

Jednou ze zdkladnich podminek existence rozkladu polynomu f na soucet Ctvercu
polynomu je, aby byl tento polynom sudého stupné 2m, kde m[IN. Druhou (obecn¢jsi)
z podminek pak ptedstavuje vlastnost, Zze dany polynom f je pozitivn¢ semidefinitni. Této
podminky se pravé vyuZziva pti dikazu, Ze je polynom pozitivné semidefinitni, plati totiz
implikace:
existence rozkladu polynomu f na SOS = polynom f je pozitivné semidefinitni

Nutné je na tomto misté¢ ov§em upozornit, Ze vySe uvedenou implikaci nelze obritit, coZ je
na zaklad¢ diive uvedenych informaci a konkrétnich ptikladu zfejmé. Z dalSich podminek
muzeme rovnéz poznamenat, ze i Gramova matice daného polynomu f musi byt pozitivné

semidefinitni, cehoz lze efektivné vyuzit prevazné pii volbé klasickych metod pro hledani

rozkladu. [25]
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Pokud bychom chtéli ptibliZit uvedené pojmy studentim a zdiiraznit dalezitost sudosti
stupné polynomu pii hleddni jeho rozkladu na SOS, pak miZeme vyuzit dynamickych
moznosti programu GeoGebra, kdy se navic nabizi piilezitost vyuZit badatelského piistupu
k vyuce matematiky. Studenti tak mohou sami praktickou manipulaci s dynamickymi
prvky pochopit pojem byt pozitivné semidefinitni a nalézt uzky vztah mezi uvedenymi
vlastnostmi. Pro demonstraci zdkladnich pojmil je téZ mozné vyuZit program Wolfram

Mathematica.

Zabyvejme se nejprve moznostmi, jak studentim prezentovat diive uvedenou definici 1,
tedy jakym zplisobem se chovd pozitivn¢ (negativn€) semidefinitni polynom. Obdobné

s

jako u jinych pasdzi uciva, je nezbytné navazat na dosavadni znalosti studentil. VyuZzit
miZeme elementdrnich funkci, konkrétné zakladni paraboly ve tvaru y=x a jejiho
posunu ve sméru osy y. V programu Wolfram Mathematica pak miZeme do jednoho
obrdzku zanést grafy funkci v rtiznych polohéch, které mohou nastat, a pro ptehlednost je
barevn¢ odliSit (obrazek 3 vlevo). Nicméné se jednd pouze o staciondrni model. Dynamiky

muzeme docilit s vyuzitim programu GeoGebra. Parabola by byla zaddna ve tvaru
y=x>+a sparametrem a, ktery je vazdn na posuvnik (obrizek 3 vpravo). Zménami

parametru a dochézi k posunu vrcholu paraboly ve sméru osy y a je mozné diskutovat

vlastnosti v jednotlivych polohach.

Plot[{x"2, x"2 - 3, x"~2+ 5}, {%, -5, 5}, PlotLegends » "Expressions"] “L‘ i j
\1( /
\ f!
W / \ |
\\ \ oS 1,: 1 ,/
N % / // et \ |
‘\\ p // 5 \ I
‘\\ / x -3 \ {;
N 5 \ -
. : 245 / a=03
N . // v \ /
N F \ 5 i 2
. .x“ '/ { \ ,"{
\\ // fx)=x*+a
L %
g — X+03

Obrazek 3 - Problematika pozitivni semidefinitnosti demonstrovana na zakladni parabole

Obdobn¢ bychom postupovali v pfipadé¢ polynomit dvou neurcitych, kdy se celd
problematika pfesune do trojrozmérného prostoru. Pro demonstraci pozitivni

semidefinitnosti miZeme vyuzit 3D grafiky programu GeoGebra a parabola ndm piejde

v rotaéni paraboloid dany rovnici f (x, y) =x’+y’ +a, kde a je opét parametr vdzany na
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posuvnik a jeho zménami dochdzi k posunu vrcholu paraboloidu ve sméru osy z
(obrazek 4). Student muZze na paraboloid nahliZzet zriznych smérti a identifikovat
okamzik, kdy se jednd o pozitivn¢ (semi)definitni pfipad a kdy jej naopak protne rovina

vymezena osami X, y.

Obrazek 4 - Problematika pozitivni semidefinitnosti v trojrozmérném prostoru

Vratme se nyni k nutné podmince existence rozkladu, Ze dany polynom f musi byt sudého
stupné. Ctenat by mohl namitnout, Ze tato podminka je jiZz obsaZena ve vlastnosti pozitivni
semidefinitnosti polynomu f. Zde je ovSem nutné upozornit, Ze rozkladem polynomu f na
soucet Ctverci polynoml se pravé snaZzime dokdzat, Ze je tento polynom pozitivné
semidefinitni a na pocatku feSeni tuto informaci nemdme. Oproti tomu uréeni stupné
polynomu je snadnou zdleZitosti a mlUZeme jej vnimat jako vychozi bod pfi hleddni
rozkladu. Pokud bychom cht€li od studenti vyvodit, pro¢ musi byt pro existenci rozkladu
polynom sudého stupné, miZeme opét vyuZzit program GeoGebra. Celou situaci
demonstrujeme na polynomu jedné neurcité s parametry vdzanymi na posuvniky

zpisobujici zménu stupné, ale i posun ve smérech os x a y.

a=0 a=0 5
5 ° 5 5 ® 5

4
b=4 b=5
2 . 8 2 * 8 :
c=1 c=2 2
5 . 5 5 . 5

[

f(x) = (x+a)° +x+c flx)=(x+a) +x+c

0 2
o ()t — () +x+2

2 1 o

Obrazek 5 - Grafy polynomi sudych a lichych stupiiii v programu GeoGebra
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Z obrazku 5 je odpovéd’ ziejma. Grafy polynomil sudych stupni jsou v tomto smyslu vZdy
konvexni a zdleZ{ uZ pouze na poloze vzhledem k ose x. Oproti tomu u polynomt lichych
stupnii jsou zfejme¢ vZzdy obé¢ limity v nevlastnich bodech nevlastni a rizné. Automaticky
tudiZ neni tento polynom pozitivné semidefinitni a rozklad nemulZe existovat. V piipade¢,
Ze je tedy zadan polynom lichého stupn€, miiZeme na zdkladé tohoto pozorovani
automaticky konstatovat, Ze tento polynom neni mozné rozloZit na soucet ctvercl
polynomu. Obdobné postupuje pii hledani rozkladu i pocitacovy software, kdy v ptipadé
programu MATLAB v souc¢innosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS nam po zadani
polynomu f a vyvolani ptikazu findsos v uvedené syntaxi pocita¢ vrati hlaSeni, Ze polynom

nemuZe byt rozloZen na SOS:

> SYmS X;

Fr L= 34+ Z24x+10;

»» [Q,Z]=findsos (f)

Degrees in ¥ is not even. The polvnomial cannot be a sum of sgquares

Pfejdéme nyni ke zbyvajicim dvéma otizkdm a zabyvejme se samotnym postupem
rozkladu daného polynomu fna soucet ¢tvercl polynomt a jeho jedine¢nosti.

2.2 ZPUSOB ROZKLADU POLYNOMU NA SOS A JEDINECNOST
VYSLEDKU

Pro demonstraci klasického 1 pocitatového postupu rozkladu zvolme zamérné jednoduchy

ptiklad, ktery by bylo mozné zadat i studentlim na stfednich Skolach.

Priklad 1 (SS):

V oboru redlnych &isel rozhodnéte o fesitelnosti rovnice x* —2x +2x* +4x+8=0.
ReSeni:

Zadanim je pozadovano rozhodnout o feSitelnosti uvedené polynomidlni rovnice bez

nutnosti hledat piipadné konkrétni feSeni. VyfeSme tento piiklad s pomoci metody

rozkladu na soucet ¢tvercil. Nejprve si ozna¢me levou stranu rovnice nasledovné:
f(x) =x*-2x" +2x" +4x+8

Vidime, Ze polynom f (x) je polynomem stupné 4, spliuje tedy podminku na sudost

stupné. Nyni za¢neme polynom postupné¢ upravovat.

-19 -



Nejprve z prvnich tii ¢lenti vytkneme x°s tim, Ze ¢len 2x° ,roztrhneme* a ponechdme si

x” pro dal3{ dpravy:

f(x)=x2(x2—2x+l)+x2+4x+8

VyuZijeme znalosti jednoho ze zakladnich algebraickych vzorcti (a=-b)" =a® =2ab+b*
pro tpravu zdvorky a zdroven soucet x”+4x doplnime na &tverec podle druhého ze
vzorcd, tj. (a +b)2 =a’ +2ab+b’. Pfi doplnéni nesmime zapomenout odecist hodnotu 4,

aby zlstal vyraz beze zmény:
f(x) =x’ (x—l)2 +(x+2)2 -4+8

V polynomu se jiZ postupné zacinaji objevovat druhé mocniny. Nyni vyuZijeme vztahu

(ab)" =a’b"a ,vnoifme* x* do zdvorky a po dal§f dpravé ziskdme polynom ve tvaru:
2
f(x) =(x2 —x) +(x+2)2 +4
Odmocnénim ¢isla 4 ziskame findlni podobu rozkladu polynomu f ( x) na soucet Ctvercl:

f(x) :(x2 —x)2 +()c+2)2 +27

Ziskali jsme vyjadreni vychoziho polynomu f (x) ve tvaru souctu tif ¢tvercii. UvdZime-li,
Ze pro hodnoty neurcitych x plati, Ze x[IR a jejich ¢tverce (druhé mocniny) jsou vzdy
kladna ¢isla, pak dochdzime k zavéru, Ze vysledny rozklad predstavuje soucet tif kladnych
¢isel. Na zdklad¢ toho je ziejmé, Ze polynom f (x) je pozitivné definitni. Nikdy tudiz
nenastane rovnost nule, z ¢ehoz vyplyva zavér, Zze puvodni zadand polynomidlni rovnice
nemd v oboru redlnych ¢isel feSeni. To je mozZné si ovéfit téZ konstrukei grafu polynomu
f (x), kdy tento graf nikdy neprotne osu x (obrdzek 6). VyieSenim piikladu 1 jsme
zaroven objevili dilezitou vlastnost redlnych polynomt jedné neurcité, pro které pojmy byt

pozitivné definitni a byt souctem ctvercu splyvaji.
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a

-2 - a 2

Obrazek 6 - Graf pozitivné definitniho polynomu f (x)

Reseni piikladu 1 poskytuje pomémé jednoduchy klasicky stiedogkolsky zptisob rozkladu
polynomu na soucet Ctvercii, ¢imz jsme ziskali jistou odpovéd’ na tieti z otdzek. Pracovali
jsme ovSem pouze s polynomem ctvrtého stupné v jedné neurCité a postup neni
universdlni.

V piipadé polynomu vysSich stupiiti ve vice neurcitych tato technika feSeni nestaci.

Ponechme si nicméné tento jednoduchy polynom f (x) ve stdvajicim tvaru a pokusme se

naleznout s oporou literatury [16], [20], [25] a s vyuZitim matematického softwaru
universalni zpisob rozkladu polynomu na SOS. Konkrétné vyuzijeme program MATLAB
v soucinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS, které je moZné bezplatné stdhnout
z internetu, a program Wolfram Mathematica 11. Pfi feSeni se pak budeme zaroven snazit

najit odpovéd’ na ctvrtou z poloZenych otazek, tedy, zda je rozklad jedinecny.

Abychom mohli realizovat vypocet s vyuzitim matematického softwaru, je nutné nejprve
celou problematiku prevést do jazyka programu pocitacové algebry a do podoby, se kterou
vibec mizeme s vyuzitim vypocetni techniky provadét pozadované kroky vypoctu. Idedlni
prostiedek pro praci v matematickém softwaru predstavuje maticovy pocet, kdy se
muzeme opiit o fadu zndmych algoritmi z oblasti linedrni algebry a je zde patrna
provazanost klasické a pocitaové matematiky. Prvnim krokem hledani rozkladu

polynomu na SOS tedy bude urcit jiz difve zminénou Gramovu matici tohoto polynomu.
Nejprve musime do programu MATLAB zavést neurcitou x a zadany polynom f (x) , pak
zadame piikaz findsos v niZze uvedené syntaxi:

> SYIS X;

e =R -2F 342 24D FRAE;
> [Q,Z,D]=find=sos (£, 'rational')
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Program po spusténi pfikazu nalezne celociselnou Gramovu matici Q, vektor z skladajici

se z monomil hledaného rozkladu a hodnotu D, kdy plati vztah:
207 =D.f (x)

V tomto konkrétnim ptipad€ vypada vystup ndsledovné:

o= 7 = D =
2 -1 1 1

2 4 -1 x

- -1 1 ®"Z

Poznamenejme na tomto misté, Ze program MATLAB vyda hledany vektor monomu z
v podobé sloupcového vektoru, v prici jej vSak budeme automaticky vnimat jako vektor
fadkovy a vektor k nému transponovany z’ bude standardné vektor sloupcovy. Dosazenim

ziskaného vystupu do vyse uvedené rovnosti ziskdme vztah ve tvaru:

8 2 -1\(1
(Lex®) 2 4 —1]) x [=1(x" =20 +20° +4x+8)
-1 -1 1 /){x*

Ctendf by rozndsobenim snadno ovéfil, Ze vySe uvedend rovnost plati. Pozastavme se
ovSem nyni v této fazi vypoctu a zamysleme se nad ziskanym vystupem, v¢etn¢ komentéie

algoritmu béZiciho na pozadi. JiZ bylo feceno, Ze obecné pro rozklad redlného polynomu f

11
na soucet ¢tvercil polynomu plati vztah f = Z g’ . Umocnénim jednotlivych polynomil g;

i=1
musime tedy zpétné ziskat ptivodni polynom f. V tomto konkrétnim jednoduchém piipadée

zadaného polynomu f (x) tedy snadno nahlédneme, zZe hledané monomy musi byt prave

1, x, x>. Obecné& pak musi platit, Ze mame-li polynom f stupné 2m (m N ), potom viechny

monomy obsazené v ziskaném vektoru z musi byt stupné rovného nebo mensiho m.

Ptejdéme nyni k ziskané matici Q a pro dal$i vypocty uzijme znaceni shodné s ¢lankem
[25]. Matice Q = (ql.’j) je symetricka, ¢tvercova matice typu k Xk s prvky chapanymi jako
proménné. Pro vypocet konkrétnich prvkl této matice musime nejprve urcit mnoZinu

AW ={ BB ,Bk}, kde hodnoty [, piedstavuji hodnoty exponenti u jednotlivych
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monomi. V tomto pifpadé se jednd po fadé o hodnoty B =0, B, =1, B, =2. Je ziejmé,

7Ze vyslednd matice musi byt tedy symetrickd typu 3%3 v obecném tvaru:

9y 49 43
O0=9 49 9
93 493 43

Nasledné musime vyfeSit systém linearnich rovnic vychézejici z obecného vztahu pro

zadany polynom f =z.0.z", tedy pro uréeni jednotlivych hodnot q;; musime vyfesit

systém linearnich rovnic ve tvaru z g, ; = a, s jednou rovnici pro kazdé alUA,, , kde
B+Bi=a

hodnota @ predstavuje exponenty aa, koeficienty piisluSnych ¢lenii zadaného polynomu f.

Rozepi$me nyni podrobn¢ vypocet konkrétni matice Q pro zadany polynom f ( x) :

q - B+B=0+0=0 =q, =8

G2 =94+ B+B=p+L=0+1=1+0=1 = 2q,, =2q, =44, =g, =2
i3 =45 B+B =B+ =5+ =0+2=2+0=1+1=2 =243t 4y =2q5,tq5, =2

9 - B+B=B+B=L+L=1+1=0+1=1+0=2 = q» *t2¢5 = ¢, +2q;, =2

Ay =dqxn: B+B=B+p =1+2=2+1=3 = 24y =245 ==2,qy = q5, =1
qs; - B+p=2+2=4 =gy =1

Matice se nam jiz zacind rysovat, nicméné si nyni v§Simnéme problému, ktery nastal
u prvkil ¢, a g,, (analogicky plati pro prvek g,,, je ovSem ziejmé, Ze g,;, = g,, a proto se
sta¢i zabyvat pouze uvedenou dvojici). Z uvedené linearni rovnice o dvou neznamych
nelze jednozna¢né urcit obé nezndmé. Bude zde existovat nekone¢né¢ mnoho feSeni, kterd

je nutnd zapsat pomoci parametru. Oznaéme jej A a polozme kuptikladu ¢,, =A.

Po tupravach pak ziskdme prvek ¢, ve tvaru g, = % Ziskali jsme hledanou matici Q
ve vysledném tvaru:
8 o) 2-4
2
o=| 2 A -1
2-4 -1 1
2
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Nalezena Gramova matice Q zadaného redlného polynomu f (x) obsahuje parametr A [JR

a je ziejmé, Ze pro volbu A =4 bychom se vritili zpét k celoéiselnému tvaru matice, ktery
vydal program MATLAB. Na tomto mist¢ je ovSem nutné upozornit, Ze neni zpravidla
mozné volit parametr A libovolné — matice Q musi spliiovat diive uvedenou podminku, Ze
je pozitivné semidefinitni. Vymezme proto nyni formou zkracené véty, kterd ndm umozni
ovefit, zda dand matice Q splituje podminku pozitivni semidefinitnosti, pojem pozitivné

semidefinitni matice. Celé znéni véty 1 véetné dliikazu nalezne ¢tendf v [3] nebo [11].

Véta 1: Necht’ M je Ctvercova, symetrickd matice n-tého fadu. Néasledujici vlastnosti jsou

ekvivalentni:

i) matice M je pozitivné definitni (semidefinitni)

i1) vSechna vlastni ¢isla matice M jsou kladnd (nezdpornd)

1i1) vSechny hlavni minory matice M jsou kladné (nezaporné)

iv) plati Sylvesterovo kritérium, tzn.:

my,  ny, My
my,
|m,,| >0, >0, my my, my|>0, .., |M|>0

ny, My

my Ny, Mgy

Poznamka: Sylvesterovo kritérium uvedené v bod¢ iv) plati pouze pro pozitivné definitni

matice. Pro pozitivn¢ semidefinitni matice neplati analogie Sylvesterova kritéria. [33]

Rozhodnéme nyni, pro které hodnoty parametru A je matice Q pozitivné (semi)definitni.
Vyuzijeme vySe uvedené véty 1, konkrétné pak druhé z ekvivalentnich vlastnosti,
a s pomoci programu Wolfram Mathematica ur¢ime nejprve charakteristicky polynom,
nasledné¢ budeme zvazovat nezdpornost vlastnich Ccisel. Nejdiive do programu
Mathematica zavedeme matici @, nasledné budeme chtit urcit jeji charakteristicky
polynom (piikaz CharacteristicPolynomial) se srovnanymi koeficienty u zavedené
neurcCité x (ptikaz Collect). Ziskdme tak polynom v nasledujicim tvaru:

Q=1{{8y 2y (2-A)F 2}y {25 Ay -1}y {(2-A) 725 -1, 1}};
Collect[CharacteristicPolynomial [Q, =], x]

e S 36240 - T x-B-aBa - 2 _pa.363 .42 -2
a4 L - YT A | - FTa - - /

7 w7z

Vlastni ¢isla matice Q predstavuji kofeny nalezeného charakteristického polynomu p(x),
hleddme tedy takové hodnoty parametru A, pro které md tento polynom pouze nezdporné
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kofeny, resp. nemd Zadny zdporny kofen. Zde lze vhodné vyuZzit Descartova

znaménkového pravidla, které ikd, Ze maximdlni mozny pocet kladnych redlnych kotenti
je roven poctu znaménkovych zmén u koeficientli polynomu p(x), analogicky pak je
maximdlni mozny pocet zdpornych kofenti roven poctu znaménkovych zmén v polynomu

p (—x) . Tento polynom je po dpravéch ziejmé ve tvaru:
p(=x)=x*+x*(A+9) +ix(—/12 +40/ +8)+i(—A3 +427 +361 -64)

Matice Q je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyZz nenastanou ve vySe uvedeném

polynomu p (—x) 74dné znaménkové zmény. Musi tedy nutné platit, Ze:
A+920 O-A*+40A+8=20 0 -2 +4A1> +36A-64=0

Vidime, Ze je nutné vyfesit tfi nerovnice, pficemzZ jedna z nich je dokonce kubickd. Bylo
by sice mozné pii jejich feSeni vyuzit zndmych vztahi a vzorcii (napf. Vietovy vzorce
v feSeni kvadratické nerovnice, Cardanovy vzorce pro vyieseni kubické nerovnice ¢i uziti
Hornerova schématu s jistou experimentdlni metodou a uhddnutim kotene), nicméné by se
jednalo o naro¢ny a pomérné rozsdhly proces. Pro urychleni vypoctu proto opét vyuZijeme
program Wolfram Mathematica, do kterého zaddme vSechny podminky na parametr A
a pomoci ptikazu Reduce ziskdme pozadovany interval, ve kterém je matice Q pozitivné
semidefinitni:
N[Reduce[1 +9 >0 &% -31"2+ 401 +8>0 &% -1"~3+431"2+361-6420, 1]]

1.88623 = A = 7.62164

V ptipadé, Ze bychom chtéli dosazovat pouze celoCiselné hodnoty, pak se jednd o mnoZinu
A D{2;3;4;5;6;7}. Ukonceme ovSem na tomto mist¢ zamySleni nad postupem vypoctu

Gramovy matice polynomu f a vratme se k pocitacovému feSeni zadaného problému

a ptvodni matici Q, kterou na zac¢édtku feSeni vydal program MATLAB.
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V dalsim kroku je nutné tuto matici Q prevést s vyuZitim symetrickych dprav na

diagondlni matici D, pfic¢emZ souc¢asné nalezneme matici A, kdy plati vztah Q = A" DA :

0 E D A"
8 2 -11 0 0 8 0 01 0 0
2 4 =10 I O|~..~|0 40 O]1 -2 4
-1 -1 1|10 0 1 0 0 40 1 2

Vysledny rozklad daného polynomu f (x) na SOS ziskdme ze vztahu V.z" . Sloupcovy
vektor monomil z jiZ zndme, musime ovSem vypocitat matici V, kterd je ddna vztahem
V=+D.A". V tomto jednoduchém piipad€ by nebylo tézké ziskat matici A klasickym
postupem, pro demonstraci vyuZiti matematického softwaru vSak pfenechdme feSeni
tohoto problému pocitadi. V programu Wolfram Mathematica zavedeme matici A
a s vyuzitim piikazu Transpose v uvedené syntaxi ziskdme pivodni matici A, kterou si

nechdme zobrazit pomoci ptikazu MatrixForm.

MaticeAT = {{1, @, @}, {1, -2, 4}, {0, 1, 2}}; 1 1 @
MaticeA = Transpose [MaticeAT]; A= [Ell -2 1]
MatrixForm[Maticef] e 4 2

Stejné tak realizujeme v programu Wolfram Mathematica vypocet matice V. Matici A jizZ

mame v programu zavedenou a matici inverzni vypocteme pomoci ptikazu Inverse, zbyva

zavést diagondlni matici D. Hledanou matici v D pak snadno urc¢ime pomoci piikazu Sgrt.

Ob¢ matice si pro prehlednost a kontrolu vypoctu opét nechdme zobrazit.

MaticeD = { {8, @, 8}, {0, 40, 0}, {0, O, 4} }; fzﬁ & a
Odmocninal = Sqrt[MaticeD] ; D = a 2+/18 @
InverzniA = Inverse[MaticeA]; ] o >
MatrixForm[OdmocninaD]
MatrixForm[Inverznid] f1 i —-;
Al-|e -1 1
4 g
ot
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Matici V ziskdme vyndsobenim vySe uvedenych matic. Zaroven zavedeme do programu

také sloupcovy vektor z a uréime vysledny soucin V.z" :

MaticeV = Odmocninal.InverzniA;
zT = { {1}, {x}, {x"2}};
SoucinVzT = MaticeV.zT;
MatrixForm[MaticeV]
MatrixForm[zT]
MatrixForm[SoucinVzT]

242 £ 1 = xz
vz 22 2+ VI
s ot
V= o 5 "'.'I 3 zZ = M l‘
] 2 ®2 z
0 1 :
7 2

Vysledny rozklad polynomu f (x) na soucet Ctverci predstavuje soucet druhych mocnin

jednotlivych fadkd matice V.z'. Ozname si tento vysledek SOSI a nechme dopocet

provést v programu Wolfram Mathematica. Rozklad ziskame ve tvaru:

(o] 2] (b

Nyni jsme jiz ziskali vyjadieni zadaného polynomu f (x) ve tvaru souctu cCtvercl
polynomt. Na prvni pohled je vSak patrné, Ze se jedna o jiny (slozitéjsi) rozklad, nez ktery
jsme urcili stfedoSkolskym zplsobem, a opét je zifejmé, Ze vzhledem k neurcité xR
a chovani druhé mocniny redlného ¢isla musi byt tento polynom nutné pozitivné definitni.
Vypoctem jsme zaroveil poukdzali na jeden z moznych universdlnich postupt pti hledani
rozkladu polynomu na soucet cCtverci a dikazu, Ze je jisty polynom f pozitivné
semidefinitni. Navic jsme nalezli odpovéd’ na ¢tvrtou poloZzenou otazku — tedy, Ze rozklad
polynomu na soucet ¢tvercii neni jedinecny. Tato odpovéd’ byla jasna jiz dfive, konkrétné
ve chvili, kdy ve vypoétu Gramovy matice zacal vystupovat parametr A , od jehoZ volby se
odvijela jeji vyslednd podoba. Pokud bychom neprovedli pevnou volbu A =4, pak by
tento parametr vystupoval i ve vysledném rozkladu na SOS a mél by pitimy vliv na jeho

podobu, kterd by se odvijela od volby konkrétni hodnoty A z vypoéteného intervalu.

Obecné hledani rozkladu polynomu na soucet Ctvercii pomoci pocitacovych technologii

tizce souvisi s problematikou semidefinitntho programovani, rozkladem kvadratickych
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forem na SOS, ovéfovanim jejich pozitivni semidefinitnosti a na zdklad¢ ziskanych
vysledki se zobecnénim postupu na homogenni polynomy vysSich stupiii. Pro formy
stupné 4 a vyssi ovSem predstavuje ditkaz nezdpornosti (pozitivni semidefinitnosti) jeden
z tfidy NP-té¢zkych problémi. [20] Tim se okrajové dostdvame k dalSimu z problému
tisicileti, tj. Problém P versus NP. [8] Neni vSak cilem price zabyvat se timto problémem,
a navic se jednd o otdzku vysoce prevysujici béZznou Skolskou matematiku a informatiku.
Uved'me proto nyni jesté jeden z moZnych zplsobil, jak s vyuZitim matematického
softwaru efektivné rozkladat polynomy na soucet Ctvercu. Postup vyuziva jiz diive

zminéné Choleského dekompozice a zdkladni mySlenka spociva v rozkladu ziskané matice

Q na soucin matic Q =V.V", pficemz fddky matice V oznaéime v,,v,...,v, .

V souladu s diive uZivanym oznacenim pak obecné plati:
t

f= ZVVTZT — Z(ViTZT )2

i=1

Zavedeme-li do programu Wolfram Mathematica jiz dfive ziskanou celo¢iselnou matici Q,

je vypocet jednoduchou zdleZitosti. Pfikazem CholeskyDecomposition v uvedené syntaxi

ziskame matici V' a vektor z jiZz zndme.

. Ny 1 1
MaticeQ = {{8, 2, -1}, {2, 4, -1}, {-1, -1, 1}}; 2V 2 \_/7 'm
MaticeV = CholeskyDecomposition[MaticeQ];

MatrixForm[MaticeV T 2] I ==
[ ] vV o= \/ 2V 12

0 0 2

7

Vysledny rozklad polynomu f (x) ziskdme ve tvaru, ktery je opét odliSny od

pfedchézejicich rozkladl. Oznacme jej pro potieby ovéteni spravnosti vypoctu SOS2
a povSimnéme si, Ze pocet Ctvercl v rozkladu je roven ¢, coZ je hodnost Gramovy matice Q

zadaného polynomu.

() o252

Zavérem piikladu 1 provedeme ovéfeni, Ze vSechny ziskané rozklady skutecné

reprezentuji zadany polynom f (x) Zkousku provedeme opét pomoci programu Wolfram

Mathematica. Nejprve do programu zavedeme piivodni polynom i ziskané rozklady
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s pfisluSnym oznaCenim a ndasledné je prostiednictvim piikazu Expand umocnime.

Porovnéni provede piikaz TrueQ v uvedené syntaxi:
= x4 -2x*3+2 %2+ 4%+ 8;
SOS5 = (™2 -%) "2+ (k+2)"2 42025
SO051 = (M+x"2/72)"2 4+ (25qri[2] + X/5qrt[2] -x"2/ (25qrt[2])) "2+ (-5qrt[53/2] x+1/245qrt[5/2] x"2) 25

5052 = (5qri[5/7] x™2) "2 & (25qrt[2] + x/5qri[2) —-x"2/7 (25qrt[2])) "2+ (Sqri[7/2] x- (3x"2) / (2+5qrt[14])) "2;
True) [fx == Expand[S05] == Expand [5051] == Expand[S052] ]

True

Vystup True potvrzuje, ze vSechny vypoctené rozklady skute¢né reprezentuji vychozi
polynom f (x) ze zadané polynomidlni rovnice. Zaroven je z nich ziejmé, Ze je tento
polynom pozitivné definitni, pro Zddnou hodnotu nenastane rovnost nule, a tudiZ nema
zadand rovnice z piikladu 1 Zadné feSeni v oboru redlnych cisel.

Vratme se nyni kratce k otdzce €. 1 v souvislosti s Motzkinovym polynomem a programy
pocitacové algebry. JiZ vime, Ze tento polynom je pozitivné semidefinitni, ale nelze jej
rozlozit na soucet ¢tvercli polynomi, coz bylo ovéfeno diikkazem 1. Podivejme se nyni na
vystup, ktery ziskame prostrednictvim programu MATLAB v ptipad¢, Ze se budeme snazit
najit rozklad takového polynomu na SOS.

Priklad 2 (Motzkiniiv polynom):

Urgete rozklad polynomu F (x,y) = x*y* (x2 +y? - 3) +1 na soudet ¢tvercli polynomdl.
ReSeni:
V prvnim kroku musime do programu MATLAB zavést neurcité x, y a polynom F (x, y) .

Nésledné se prostfednictvim ptikazu findsos pokusime obdobné jako diive nalézt Gramovu

matici Q. V piipadé€, Ze rozklad daného polynomu F (x, y) na soucet Ctvercll neexistuje,

vrati program MATLAB po aktivaci ptikazu findsos(F) prazdnou matici Q, prazdny vektor

z a zdroven nds upozorni, Ze rozklad neexistuje.
> SYMS X V!
Fr F=x"2*g"2* (1" 24+¥"2-3)+1;
=x [, 2] =findsos(F)
No sum of sdquares decomposition is found.

o = 7 =

[] []
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Uvedenym vypoctem jsme potvrdili, Ze pozitivné semidefinitni Motzkinliv polynom F
neni moZné rozlozit na soucet ctvercll polynomu a zdroven jsme tim znovu ukdzali, Ze ne
kazdy pozitivné semidefinitni polynom Ize rozlozit na SOS. Zafad'me k tomuto zavéru
jeste graf Motzkinova polynomu v programu Wolfram Mathematica, ze kterého je ziejmé,

Ze je tento polynom skute¢né pozitivné semidefinitni.

Obrazek 7 - Graf Motzkinova polynomu v programu Wolfram Mathematica

Obdobnym zplsobem bychom s vyuzitim programu MATLAB mohli postupovat
u polynomil nalezenych R. M. Robinsonem. Program by opét konstatoval, Ze je nelze
rozlozit na soucet Ctvercti polynoml bez dal§tho komentdie. Proved'me proto s oporou
publikace [26] tfadny dikaz alespoii u jednoho z téchto polynoml a ukaZzme, Ze je

pozitivné semidefinitni a pfesto jej nelze rozlozit na SOS.

Priklad 3 (Jeden z polynomu nalezenych R. M. Robinsonem):

DokaZzte, Ze polynom
2 2

)= (6 o ) ) )
je pozitivné semidefinitni (nezdporny), ale nelze jej zapsat ve tvaru souctu ctvercl
polynom s redlnymi koeficienty.
ReSeni (dilkaz 2):
V prvnim kroku musime ovéfit, Ze je zadany polynom skute¢né pozitivné semidefinitni,
tedy, ze f (x, y)ZO. Jistym zplsobem ndm pied zahdjenim dikazu samotného muze

napoveédét konstrukce grafu tohoto polynomu v programu Wolfram Mathematica

(obrazek 8), ze kterého je zfejmé, Ze polynom f (x, y) je pozitivn€ semidefinitni.
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Obrazek 8 - Graf jednoho z polynomii nalezenych R. M. Robinsonem v roce 1973
Je zfejmé, Ze pro hodnoty x=y=0 je polynom f (x, y) =1 a v pfipad¢ neurcitych
x=x10y ==1 pak polynom nabyva hodnoty f (x, y) =0, coz mizeme vnimat jako jistou
paralelu s dikazem pozitivni semidefinitnosti Motzkinova polynomu. Zaméime se nyni na
¢leny vyskytujici se v polynomu f (x, y) a vliv mocniny na jejich vysledné znaménko.
V soudinech x’ (x2 —1)2 a y’ ( y? —1)2 se vyskytuji pouze sudé mocniny a po dosazeni
libovolnych hodnot x, yJR budou vzdy nabyvat nezdpornych hodnot. Kritickym mistem
by mohl byt vysledny rozdil po ode&teni zbyvajiciho soucinu (x> ~1)(y> =1)(x* +y* -1).
Jistotu mdme v pripad€, Ze bude vysledny soucin zdporny — pied nim stojici znaménko
minus zpusobi, Ze polynom f (x,y) bude ve tvaru souctu tii nezdpornych hodnot. To

nastane pokud

(x=1)(y*=1)z0 O(x* +»*-1)=0
nebo

(x =1)(y*-1)<00(x* +y* -1) 2 0.

Je ovSem otédzkou, zda jsme ,,vyCerpali“ vSechny mozné dvojice pro neurcité x, y. To
muzeme bez zdlouhavych vypocti snadno zjistit s vyuzitim matematického softwaru
a vymodelovani celé situace. V programu Wolfram Mathematica vyuZijeme piikazy

RegionPlot a Show v uvedené syntaxi:
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gl = RegionPlot[{ (x*2-1) # (y*2-1) =0 &8 "2+ y"2-1=< B}y {xs -2 2}, {yy -2, 2}, PlotStyle -+ Red];
g2 = RegionPlot[{ (x"2 -1} # (y*2-1) =0 88 »"2+y"2-1= B}, {xy -25 2}y {yy -2, 2}, PlotStyle » Blue];
Show([gl, g2]

Ptikaz RegionPlot obecné vykresli oblast (definicni obor), pro jejiz hodnoty je zadané
tvrzeni pravdivé. Piikaz Show pak spojuje dva grafy do jednoho obrazku. Celd situace je

zachycena na obrdzku 9, kdy Cervend oblast se vztahuje k situaci
(»-1)(y*-1)z0 O(x*+y*-1)<0

a modra k situaci

=

9 n
- - o

Obrazek 9 - Hodnoty neurditych x, y, pro které je polynom f (x, y) pozitivné semidefinitni
Obrazek 9 stile obsahuje ,bild mista®, tj. dvojice hodnot neurcitych x, y, pro které

nemuZeme o pozitivni semidefinitnosti polynomu f (x,y) rozhodnout. Pokud ovSem

provedeme Upravy a zapiSeme tento polynom ve tvaru

)= 0= ()00 ),
pak z vyjadreni v tomto tvaru je jiz zfejmé, Ze 1 pro vSechny hodnoty z bilé oblasti, tedy
oblasti vymezené vztahem (x2 +y’ —1) >00 (x2 —1) (y2 —1) >0, je polynom f(x,y)=0.

Predpokladejme nyni, Ze je mozné tento polynom vyjadfit ve tvaru souctu ctverct redlnych
polynomil a existuji takové polynomy g., Zze f (x, y) = Z 8, (x, y)2 . Zadany polynom f
nabyva nulové hodnoty celkem v osmi bodech (obrdzek 10), Ctyfi z nich jsme jiz uvedli

diive. Jedna se o dvojice [1;0] , [1;—1], [O;—l], [—1;—1], [—1;0], [—1;1], [O;l] , [1;1].
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Obrazek 10 - Hodnoty neurditych x, y, pro které nabyva zadany polynom f nulové hodnoty
Protoze se ve vySe uvedenych bodech rovna polynom f nule, musi se v t€chto bodech

i kazdy zhledanych polynomll g, vysledného rozkladu rovnat nule. Pokud se ov§em

zamétime na stupné zadaného polynomu f a hledanych polynomil g;, pak musi vzhledem
k povaze rozkladu na SOS platit, Ze stg, < %st f =3, jak by se dalo snadno zjistit

umocnénim a rozndsobenim zdvorek v zadaném polynomu f. Pokud ov§em mdme, v feci

funkci, kiivku stupné mensiho nebo rovného tfem prochdzejici uvedenymi osmi body,
musi nutné prochdzet i poCitkem soustavy soufadnic, tedy bodem [O;O] , jiz diive jsme
vsak uvedli, ze f (0,0) =1, coZ poukazuje na spor. Museli bychom pfirozené uvedené

tvrzeni obecn€ dokazat.

Vv

Pokusme se najit jednodussi dikaz pro tuto konkrétni konfiguraci boda. Nejprve pfitadme
vadhu jednotlivym nulovym bodim podle nésledujiciho klice. Vdha 1 bodim [il;il],
vdha -2 bodim [il;O] a [O;il], vdha 4 pocatku soustavy soufadnic [O;O]. Nyni nad
témito body zvaZzujme soucet monomu ve tvaru x"y" vyndsobeny vzdy piislusnou vahou,

kde m,n07Z . Zafneme-li urCovat soucty, pak pro libovolné hodnoty mn =0 je vidy
soucet roven nule. Pokud budeme studovat situace m,n >0, pak nenulovy piispévek do
vysledného souctu maji pouze body [il;il]. Vysledny soucet je pak nenulovy jeding
v ptipad¢, Ze exponenty m, n jsou suda Cisla. Uvazime-li, Ze stupeni polynomu g, neni
vyssitho nez 3, pak je zfejmé, Ze zZadné takové monomy se sudymi exponenty m, n
neobsahuje. Z toho vyplyvd, Ze vaZeny soucet polynomu g, pfes vSech devét uvazovanych

bodi je roven nule. Konkrétné¢ miiZeme uvést zavér, Ze pokud je polynom g, roven nule
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v osmi bodech, pak musi byt roven nule i v bod¢ devatém. Pro plivodni polynom f musi

tedy také platit, ze f (0,0) =0, coZ je spor. O

2.3 ROZKLAD NA SOS V ULOHACH MATEMATICKYCH OLYMPIAD

Technika rozkladu redlného polynomu na soucet ¢tverci polynomil coby dikazu, Ze je
dany polynom nezdporny (pozitivn¢ semidefinitni), se zacala v rizné podobé objevovat
v zaddnich mezindrodnich kol matematickych olympidd kritce po objevu Motzkinova
polynomu a dodnes pfedstavuje elegantni zplsob, jak vyiesit nékteré problémy zadané
v matematickych soutéZich. Standardn¢ ovSem neni vyufovdna ve zjednodusené podobé
na stfednich Skoldch, ani v obecné na pedagogickych fakultach v kurzech pftipravujici
ucCitele matematiky a/nebo informatiky. Uved'me na tomto mist¢ bez feSeni vybrané
piiklady z kol matematickych olympidd vyZadujici znalost techniky rozkladu polynomu

na SOS.

Priklad 1971/1 (13. mezinarodni matematicka olympiada):
Dokazte, Ze nasledujici tvrzeni je pravdivé pro n =3 a n =5 a Ze je nepravdivé pro
jakékoliv jiné prirozené ¢islon >2:

Pokud a,,a,,...,a, jsou libovolnd redlnd cisla, potom

(a1 —az)(al —613)...(al —an) +(a2 —al)(a2 —a3)...(a2 —an) +...+(an —al)(an —az)...(an —an_l) >0

[12]

Uloha ¢&. 325 (15. viesvazova matematicka olympiada, 1981):

Najdéte nejmensi moznou hodnotu mnohoclenu:

P(x,y) =4+x*y +x*y? -3x%y’
Dokazte, Ze tento mnohocClen nelze zapsat jako soucet ¢tvercii mnohoclenti v proménnych
x, y. [35]

Vyse zadany mnohoclen (t€Z polynom) ndpadné pfipomind plivodni Motzkintv polynom,
li$1 se pouze v absolutnim ¢lenu 4. Uved’'me na zdvér této kapitoly piiklad polynomidlni

rovnice pochdzejici z finské pfipravy budoucich fesiteli matematickych olympiad.
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Finsky piiklad:

Urcete pocet redlnych kofend polynomu:
f(x) =x"—x’ +2x° =2x" +3x" =3x° +4x° —4x+§

Uvedeny piiklad je typickym ptedstavitelem tloh, které je mozné feSit vice zpiisoby,
nicméné rozklad polynomu na SOS zde pfedstavuje rychlou a jednoduchou metodu,
pomoci které dokdze odpovéd nalézt i primérny poctat. Samoziejmé nelze povazovat tuto
metodu za vsespasitelnou, mize ovSem v nékterych piipadech zna¢né usnadnit feSeni.
Zarad’'me proto nyni dva odlisné zptisoby feseni tohoto piikladu, kdy jeden z nich vyuziva
pravé techniky rozkladu polynomu na soucet ¢tvercli a druhy nikoliv. Ziskané vysledky

pak opét ovéfime prostrednictvim programu pocitacové algebry Wolfram Mathematica.

Reseni I (bez vyuZiti rozkladu na SOS):

V prvnim kroku vynechdme absolutni Clen EZpLISObu_]lCI pouze posun ve smeru osy y
a nove vznikly polynom oznacime pro dal$i potfeby g (x) , ¢imZ ziskdme:

g(x) =x"—x +2x° —2x" +3x" -3x +4x* —4x
Nyni je tteba ziskany polynom g (x) zjednodusit a vyjadfit jej ve tvaru, kdy bude moZzné
rozhodnout o jeho chovani pro rizné hodnoty neurc¢ité xR . Z posledni dvojice je mozné
vytknout ¢islo 4, ¢imz ziskame soucin 4(x2 —x). Podivame-1i se na ptedchézejici dvojice

vyrazl, pak je zfejmé, Ze muzeme vzdy vhodné vytknout jisty vyraz zptisobem, Ze ziskdme

n&kolik soucinii obsahujici shodnou zdvorku (x” - x). Tedy polynom g(x) bude ve tvaru:
g (x)=x" (&7 —x)+2x* (x* —x) 4327 (x* —x) +4(x* - x)
Po tpravé pak:
g (x) = (2% —x)(x® +22* +327 +4)

Z uvedeného vyjadreni je jiz patrné, Ze vyraz (x2 —x) je roven pro hodnoty neurcitych
x,=0 a x, =1 nule. Diky tomu se ndm obor redlnych cisel ,rozpadne® na tfi intervaly,

ve kterych budeme zvaZovat dil¢i piipady.
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i)

ii)

iii)

V intervalu (—00,0) je rozdil x*-x vizdy kladny, stejné tak i vyraz

x®+2x* +3x> +4, ktery je vzhledem k souétu sudych mocnin dokonce kladny pro

libovolnou hodnotu neurcité x[JR. Polynom g(x) je tedy v intervalu (—00,0)

kladny.

V intervalu (1,00) nastane shodnd situace s vySe uvedenym piipadem i) a oba

z Ciniteldl nabyvaji v tomto intervalu pouze kladnych hodnot. Tedy i vysledny soucin

je kladny, z ¢ehoZ vyplyva, Ze polynom g (x) je v intervalu (1, 00) kladny.
V intervalu (O, 1) je jiz situace odlind. Vytkneme-li x zrozdilu x*—x, pak je

ziejmé, Ze vysledny soucin x(x—l) vyddvd v tomto intervalu pouze zdporné

. . . 1 . "
hodnoty. Snadno lze téZ nahlédnout, Ze minimum —Z nastavd pro hodnotu neurcité

1 W we b z O v z
xZE. Ovefit si toto tvrzeni muiZeme snadno pomoci programu Wolfram

Mathematica nasledovné:

FindMinimum[x (x - 1), {x, @, 1}]

1-8.25, [x=8.51]
Vyraz x°+2x* +3x° +4 je ovSem i v tomto intervalu kladny, coZ m4 ziejmé vliv na
vysledné znaménko polynomu g(x). Uvazime-li vSak, Ze pro hodnotu neurcité x
plati 0 <x <1, pak po dosazeni téZ jisté plati:
4=0°+2.0"+3.0 +4 <x° +2x* +3x* +4 <1+ 2.1 +3.1° +4 =10
4<x®+2x"+3x +4<10

Pro C¢initele polynomu g(x) tedy v intervalu (O, 1) plati, Ze (xz—x)z—i

a soucasné x°+2x* +3x> +4 <10. Vysledny soucin tedy ziskdme ve tvaru:

5

g(x)= (x2 —x)(x6 +2x* +3x° +4) > (—ij,(lo) ==
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Vratme se nyni k ptivodnimu polynomu f (x) VysSe uvedené vyjadieni polynomug(x)
L . . 5

totiZ vyjasiiuje vyznam vynechaného absolutniho clenu > kdy pro polynom f (x)

v poslednim zkoumaném intervalu (O, 1) plati, Ze f (x) >0.

Na zdklad¢ vysledkt ziskanych v dil¢ich ptipadech i), ii), iii) miZeme konstatovat, Ze pro

vSechny hodnoty neurcité xR je polynom f (x) >0. TudiZ neexistuji Zadné redlné

kofeny a tento polynom je pozitivné definitni.

Reseni II (rozklad na SOS):

Pii hledani rozkladu zadaného polynomu f (x) na SOS budeme postupovat v nékolika

dil¢ich krocich — obdobn¢ jako tomu bylo v piikladu 1 — s vyuZitim dprav polynomu

a algebraickych vzorcl. Nejprve ovéfime, zda se jednd o polynom sudého stupné. To je
v ptipad¢ zadaného polynomu f (x) splnéno, protoZe se jednd o polynom stupné 8. Nyni

jej zaéneme upravovat. Z prvnich ti ¢lenii vytkneme x° takovym zplsobem, Ze ¢len 2x°

,roztrhneme* a ponechame si x° pro dalii tpravy:

F(x) =2 =7 +2x° =20 +3x* =300 +4° _4x+§
f(x):xé(x2 —x+1)+x6 —-2x +3x* =3x7 +4x° —4x+%

Zivorku v ziskaném polynomu upravime dle vzorce (a — b)> = a*> —2ab + b*. Pii této

upravé nesmime zapomenout pii¢ist hodnotu % , aby ziistal vyraz beze zmény:
T L O N I N N SRR
f(x)—x xX—— +Z +x° =2x"+3x" —-3x +4x —4x+§
Obdobnym zpusobem upravime dals$i trojici Cleni. Ve vySe uvedeném polynomu

vytkneme x* a pro potieby dal§iho vypoétu si ponechime 2x*. Analogicky téZ provedeme

doplnéni na ¢tverec dle uvedeného vzorce:

2
f(X)=x6[(x—%J +ﬂ+x“(x—1)2 +2x* =3x7 +4x7 _4x+§
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Pfejdeme k dali{ trojici ¢lenti a pouZijeme stejnych tprav — tedy vytkneme 2x%, ponechdme

si 2x° pro nasledujici Gpravy a vznikly vyraz doplnime na &tverec jako jiz diive:

f(x)=x{(x—%j +ﬂ+x4(x—1)2 +2x2|:(x—%j +%:|+2x2 —4x+%

Zbyva upravit posledni trojici ¢lenli uvedeného polynomu a pokusit se cely tento polynom
pievést do tvaru souctu Ctverci polynomu. Z posledni trojice proto nejprve vytkneme
hodnotu 2 a néasledné€ vzniklou trojici doplnime na Ctverec dle diive uvedeného vzorce.

Ziskame tak polynom ve tvaru:

flx)= x"’{(x—%jz +ﬂ+x“(x—1)2 +2x2{(x—%)2 +%} +2[(x—1)2 +ﬂ

Ze zapisu ziskaného polynomu je zfejmé, Ze se zatim nejedna o pozadovany zapis ve tvaru
s,z o s K
souctu ¢tverct polynomu. S vyuZitim vzorcl (a’) =a"’, (ab)r =a"b"aa .a’ =a"" proto

obdobn¢ jako dfive ,,vnofime* hodnoty ,x“ do zdvorek a ¢isla odmocnime takovym

zpiisobem, abychom ziskali ,,Cisty* zdpis ve tvaru souctu ¢tvercl polynomu:

{3 oo o2 0] (]

Vyse uvedené vyjadreni predstavuje hledany rozklad zadaného polynomu f (x) na soucet
¢tvercli polynomil. UvdZime-li vliv druhé mocniny na vysledné znaménko umociiovanych
zavorek, je evidentni, Ze polynom f (x) nabyva pro vSechny neurCité xR pouze
kladnych hodnot. Lze tedy konstatovat, Ze zadany polynom f (x) je pozitivné definitni
a nemd zadné redlné kotfeny. Ovéfeni, Ze uvedeny rozklad skute¢né reprezentuje zadany
polynom f (x) , by opét bylo moZzné v programu Wolfram Mathematica s vyuZitim
piikazu TrueQ.

Porovname-li oba uvedené zplsoby feSeni finského ptikladu, mizeme konstatovat, Ze
postup vyuZzivajici rozkladu polynomu na SOS je vice mechanicky a vysta¢ime si se
znalosti zdkladnich algebraickych vzorcii a jejich vhodnou aplikaci. V piipad¢ nalezeni
rozkladu jsme pak schopni rychle rozhodnout o existenci redlnych kofenii. Oproti tomu
prvni uvedeny postup vyzaduje jisté matematické uvazovani, zbc&hlost v pocitani

sintervaly a ne vSechny upravy jsou zcela trividlni a zfeymé. Jednd se ovSem
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o universdlnéjsi postup oproti rozkladu polynomu na soucet Ctvercii. Jeho uZiti vSak

i pfesto muze byt v nékterych piipadech vhodnéj$i a feSitelim soutéZni ulohy
v matematické olympiad¢é muze usetfit cenny Cas.

Zarad'me nyni pro ovéfeni spravnosti ziskanych vysledki predchozimi postupy strucné
pocitatové feSeni uvedeného problému a sestrojme téz graf zadaného polynomu,
ze kterého je pozitivni definitnost zfejma.

Reseni ITI (potitatové FeSeni v programu Wolfram Mathematica):

Nejprve do programu zavedeme polynom f (x) , poté uzijeme piikaz Solve v uvedené

syntaxi:

Fou"Bo T +2x"6-2x"5 +Ix™ - FI "3+ 42 -Auw+5/2;
Solve[f == 8, x, Reals]

Vystupem po aktivaci pifkazu je prazdnd mnozina. Zadny redlny kofen polynomu f (x)

tedy neexistuje, coZz je vsouladu sdfive ziskanymi vysledky. Sestrojme nyni graf

zadaného polynomu.

1N n e L nE 1N A
o -u.3 .3 o o

Obrazek 11 - Graf pozitivné definitniho polynomu f (x) z finské p¥ipravy Fesiteld MO

Graf zadaného polynomu (obrdzek 11) v Zddném bodé neprotne osu x a opét jsme tedy

potvrdili, Ze neexistuji Zadné redlné kotfeny tohoto polynomu, jak jsme jiZ vypocetli diive

a téZ elegantné dokazali pomoci rozkladu polynomu na soucet ¢tvercti polynomti.
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3 OBECNY ALGORITMUS ROZKLADU POLYNOMU NA SOUCET
CTVERCU
Predchazejici kapitoly byly spiSe zaméfeny na praktické vypocty, hledani konkrétnich
rozkladli polynomu na SOS riznymi zpiisoby s vyuzitim pocita¢e a vymezeni zdkladnich
pojmu. Zabyvejme se proto nyni obecné aplikovanymi postupy pii hledani poZadovaného
rozkladu a s oporou literatury [2], [4], [11], [16], [20], [25] vymezme n¢které dalsi dilezité
pojmy a shrime obecné jeden z moZnych algoritm pro nalezeni rozkladu redlného
polynomu na soucet ¢tverct polynomu s redlnymi koeficienty. Tento algoritmus vyuZziva
vztahu mezi Gramovou matici daného polynomu a jeho rozkladem na SOS, kdy jsme jiz
diive poukdzali na vyznam maticového poCtu pii (pocitaovém) hleddni rozkladu

polynomu na soucet Ctvercu.

3.1 GRAMOVA MATICE POLYNOMU A ROZKLAD NA SOS
M¢éjme pevné n a pro zjednoduSeni pouzivejme ndsledujici oznaCeni R := R[xl,xz,...,xn]
apro a=(a,,a,,...a,) ON" necht x” piedstavuje souéin x [1.0k . Nutno je na tomto

misté upfesnit, Ze mezi piirozena Cisla fadime pro potfeby algoritmu té€Z nulu, z divodu
lepsi pfehlednosti v§ak ponechdme stavajici oznaceni této mnoZiny. Pro hodnotu mUN

oznaéme mnoZinu A ::{(al,az,...,an)DN” la, +a,+..+a, < m} , potom polynom

f OR stupné m lze zapsat ve tvaru f = Z a,x” a v pfipadg, Ze f je ve tvaru soudtu
alA,,

¢tverct prvkl z R, nazveme jej rozkladem polynomu na SOS.

Predpoklddejme nyni, Ze polynom f je rozkladem na SOS a je souctem ¢ Ctverct v R, pak

musi byt nutné polynom f sudého stupné¢ 2m (tj. jedna z diive uvedenych nutnych

podminek). Tim pddem f = Z g’ , kde pro kazdy polynom g, plati, Ze stupei g, <m.

i=1

Predpokladejme, Ze |/\m| =k, pak lze uspofddat prvky z mnoziny /A jistym zplsobem
A, ={B.B,..... B} . Polozme x:= (x'g‘,x'gz,...,xﬁk) a necht’ matice A je typu k Xts i-tym
sloupcem tvofenym koeficienty polynomil g,. Pak rovnost f = Zgiz lze zapsat ve tvaru

f=x(AAT)x .
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Symetrickou matici B:= AA" typu k Xk nazveme Gramovou matici polynomu f a je nutné
poznamenat, Ze se jednd o pozitivné¢ semidefinitni matici. Uved’'me nyni na tomto misté
vétu véetné diikazu, ktery ndm ddva ndvod, jak nalézt rozklad polynomu na soucet ¢tverctl.
Véta 2: Predpokladejme, zZe polynom f IR je stupné 2m a x ve tvaru uvedeném vyse.

Potom je polynom f rozkladem na SOS v R pravé tehdy, kdyZ existuje redlnd, symetricka,

pozitivné semidefinitni matice B ve tvaru:
- -T
f =xBx

S ohledem na hodnost ¢ matice B pak lze konstruovat polynomy g,,g,,...,g, takové, Ze

t

plati vztah f = z gl.2 a matice B je Gramova matice polynomu f asociovana s polynomy g, .

Dikaz 3: Pokud f = Z gf predstavuje rozklad na SOS, potom poZadujeme matici
B =AA", kde A je matice, jejiz sloupce tvoii koeficienty polynomd g, .

Predpokladejme, Ze existuje redlnd, symetrickd, pozitivné semidefinitni matice B takova,

- —T . . v . 7z z . Z
Ze plati vztah f =x.B.x a hodnost matice B je rovna . ProtoZe B je redlnd, symetrickd
matice s hodnosti 7, existuje redlnd matice V a redlnd, diagondlni matice

D =diag(d,.d,.....d,), kdy plati, z2 B=V.DV"a d, #0pro viechna i. Potom zfejmé

plati vztah:

f=xV.DV' X
k
Pfedpoklddejme, Ze V = (V,-,,'), pak pro i=1,2,...t poloime g, := \/szj!ixﬁf OR.
=

- -7
Z vy3e uvedeného vztahu f =xV.DV'.x pak vyplyvd, 7e f =g’ +g:+..+g .0

Dopliime k uvedenému dikazu, Ze k nalezeni vyjadieni polynomu f ve tvaru souctu
Ctvercu staCi pouze nalézt matici B splitujici vétu 2. V piipad¢, Ze jsme schopni ukdzat, Ze
74dna takova matice B neexistuje, pak vime jisté, Ze polynom f neni mozné vyjadfit ve

tvaru souctu ¢tverct v R. Poznamenejme ddle, Ze pokud f = Zaax” a matice B = (b,-,j ) je

symetrickd matice typu k Xk , pak pfi porovnani termt je f = xBx prave tehdy, kdyz pro

vSechny a UA,  plati vztah Z b,=a,.
[;i+ﬁj:a
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Poznamka: Redlnd, symetricka, pozitivné semidefinitni matice B vystupujici v obecném
algoritmu rozkladu polynomu na SOS piedstavuje ve vztahu k difve feSenym piikladim

Gramovu matici Q, jak je znacena programem MATLAB.
3.2 ALGORITMUS ROZKLADU

Pti hledéani rozkladu polynomu na SOS postupujeme v nékolika dil¢ich krocich, které jsou

podrobné rozepsany déle. Méjme nyni dany polynom f [1R sudého stupné 2m.

Krok 1: Necht matice B = (b,.qj) je symetrickd matice s prvky chipanymi jako proménné.

. Zz . ’e rd . 2z 7 7 - _T W
Nyni musime vyfteSit systém linedrnich rovnic vychdzejici ze vztahu f =x.B.x a urcit
prvky matice B. To znamend, Ze pro urCeni hodnot b, ; musime vyfesit systém linedrnich

kde

2m?

rovnic ve vySe uvedeném tvaru z b, ; =a, s jednou rovnici pro kazdé a A

B+B;=a

hodnota @ pfedstavuje exponenty a a, koeficienty piisluSnych ¢lend zadaného polynomu f.
VSimnéme si, Ze kazda proménnd b, ; se vyskytuje pouze v jedné rovnici, jsme tedy
schopni ur€it vSechny prvky matice B az na jednu proménnou v kazdém z fadkt, ktera je
rovna zvolenému parametru a jeji hodnota zavisi na zbyvajicich prvcich matice. Vysledné
feSeni je ziskdno ve tvaru B=B,+AB +..+AB,, kde kazdd z matic B, je redlnou,
symetrickou matici typu k Xk a hodnoty A,A,,...A, jsou parametry. V tomto konkrétnim

piipad¢ plati:

Krok 2: Potiebujeme ur¢it hodnoty parametrd A, pro které plati, Ze
B=B,+AB +..+AB, je pozitivn¢ semidefinitni matice. Jiz difve jsme uvedli
(viz véta 1), Ze matice B je pozitivn¢ semidefinitni pravé tehdy, kdyZ vSechna jeji vlastni
Cisla jsou nezdpornd. Necht mdme charakteristicky polynom matice B s koeficienty

b, DR[AI,...,/],] ve tvaru:
F(y) =y +b_y" 7 +..+b,

Vychdzejme nyni obecné z Descartova znaménkového pravidla platného pro polynomy

s redlnymi kofeny. Dle n€j md charakteristicky polynom F (y) pouze nezdporné kotfeny
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pravé tehdy, kdyz (—I)Hk b,20 pro vSechna i=0,..,k-1. UvaZujme tedy

semialgebraickou mnoZinu $ ve tvaru:
§={(As A A)OR (1) B, (4, 4,04 20}

Potom je polynom f rozkladem na SOS pravé tehdy, kdyZz je mnoZina S neprdazdnd a bod

mnoZiny S odpovidd matici spliiujici podminky véty 2.

Krok 3: Ziskdme-li matici B = (b,- )splﬁujl’ci podminky véty 2, pak vyuZijeme procedury

2J

z diikazu této véty k nalezeni vyjadfeni polynomu f ve tvaru souctu ¢tvercli polynomtl.

Poznamka: K matici B je nutné podotknout, Ze jeji velikost obecn¢ velmi rychle roste

n+m
s poctem neurCitych a se stupném daného polynomu f, protoze k = |/\m| ={ J .
n
Ve zvlastnich piipadech polynomt je pak mozné nékdy zmensit velikost Gramovy matice
B vypusténim nepotiebnych prvki z mnoziny A . Kupiikladu v piipadé, ze a A

2m?

a =20 ahodnota @ nemiZe byt zapsdna jinym zplisobem jako soucet prvkii z A, pak

v pfipadé, 7e koeficient u @ je v polynomu f roven 0, vime, Ze se nemiZe prvek x”

vyskytnout v Zddném z polynomt g, .

3.3 CHARAKTERISTICKY POLYNOM A VLASTNI CISLA GRAMOVY
MATICE

Charakteristicky polynom Gramovy matice potfebujeme urcit pfi hleddni rozkladu
polynomu na soucet ¢tvercii, abychom mohli rozhodnout o hodnotdch parametru A, pro
které zlstane matice pozitivné semidefinitni. Difve jsme tento polynom ur€ili s vyuZitim
programu Wolfram Mathematica a ptikazu CharacteristicPolynomial. Zatad'me proto nyni
fadnou definici pojmu charakteristicky polynom a vlastni cislo matice a uzijme shodné
oznaCeni s pfedchozim obecnym algoritmem. Matice E pak standardné pfedstavuje
jednotkovou matici.

Definice 2: Bud B:(bl.’j)DTk ¢tvercovd matice fddu k nad télesem 7. Polynom

F ( y) =det (B - yE ) se nazyva charakteristicky polynom matice B. Prvek y [T takovy,

e det(B-yE)=0, tj. kofen charakteristického polynomu, se nazgvd vlastni hodnota
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matice B. V piipadé, Ze T je Ciselné téleso, jako napiiklad téleso Q, R nebo C, pak

zpravidla pouzivame misto pojmu vlastni hodnota oznaceni vlastni ¢islo matice B.

Z definice je ztejmé, Ze pro ziskani charakteristického polynomu Gramovy matice B je

nutné vypocitat determinant v obecném tvaru:

b=y .. b,
F(y)=det(B-yE)=
by, o by —y

Dle fadu matice pak pro vypocet determinantu miZeme z klasickych metod uzit kiizového
pravidla, Sarrusova pravidla nebo obecného rozvoje determinantu podle fadku/sloupce.
V ptipadé€ pocitacového vypoctu determinantu v programu Wolfram Mathematica mdme

k dispozici ptikaz Det. Shriime nyni stru¢n¢ klasické metody vypoctu determinantu.

K¥izové pravidlo pro matice 2. fadu:

a, dp

detA = =a,,a, —a,a,,

Gy a4y
Sarrusovo pravidlo pro matice 3. radu:

ay a4, 4
det A=|a, Gy Ayl = a)Gyas + 0y 050, t 00005, = Ay 0y 05 ~ A3yl ~ pyly Uy

a; 4y Ay
Rozvoj determinantu podle Fadku/sloupce:
M¢jme matici A = (al.’j) fadu k >1, pak plati:
k i+
detA= Zl(—l) "a; detA.
=
k i+j
detA=3% (-1)"a,det4; ,
i=1

kde A, je matice fddu k—I, kterd vznikne z matice A vypuSténim jejiho i-tého fadku

a j-tého sloupce. Prvni z uvedenych rovnosti pak nazyvame rozvojem determinantu podle

i-tého faddku, druhou rozvojem determinantu podle j-tého sloupce.
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Vypocet determinantu v programu Wolfram Mathematica:

V ptipadé pocitacového vypoctu determinantu je obecnd syntaxe a vystup nasledujici:
A = {{al1, a12, al3}, {a21, a22, a23}, {a31, a32, a33}};
Det[A]

-al3a22a3l +al2a23ialdl+al3ia2lai2-allaz3ai2-al2a2la3ild+allaz2?2aid3

Zatad'me nyni dvojici piikladii s polynomy vice neurcitych, které vyfeSime s vyuZitim
uvedeného algoritmu, a zaméfme se na duleZitost pozitivni semidefinitnosti Gramovy
matice B ovlivilyjici existenci rozkladu a jeji hodnost ¢ pfimo souvisejici s vyslednou

podobou rozkladu polynomu na SOS.

Priklad 4 (realny polynom vice neurcitych):

Naleznéte vSechny moZné rozklady redlného polynomu f'na soucet ¢tverct polynomu:
flry)=xy +x*+y* +1

ReSeni:

Je zfejmé, Ze tento polynom je mozné vyjadfit jistym zpilisobem ve tvaru souctu ¢tverct,
nicmén¢ zadadnim je pozadovano nalézt vSechny moZné rozklady na SOS tohoto
polynomu. Vzhledem k sudému stupni polynomu f ma smysl rozklad hledat a musime tedy
ur¢it monomy vysledného rozkladu a sestavit obecnou Gramovu matici. Je zfejmé, Ze
jediné mozné monomy vyskytujici se ve vysledném rozkladu mohou byt xy, x, y, 1, coZ si
muzeme overit pomoci programu MATLAB, ktery by ndm mohl vydat téz jistou Gramovu
matici Q jako jiz dfive. Pro demonstraci jednotlivych krokt algoritmu a nalezeni obecné
matice B s parametrem A postupujme nyni manudln€. Pro vypocet matice B potiebujeme

nejprve urit mnozinu A\ . Vzhledem k uvedenym monomim a jejich mocnindm se po
fadé jednd o prvky [ =(1,1) . B :(1,0), B :(O,l) , B, :(0,0). Nyni musime vyfesit

systém linedrnich rovnic dle kroku 1, ¢imZ ziskdme hledanou Gramovu matici B typu 4 x4

daného polynomu f.
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by B+ B =(1.1)+(1,1)=(2.2) =b, =1
b,=b,: B+ B, =5+B =(1.1)+(1,0)=(1,0)+(1,1) =(2.1) = 2b, =2b, =0;b,, =b,, =0
by=b,:B+pB,=B+B=(1.1)+(0,1)=(0,1)+(1,1) =(1,2) = 2b, =2b,, =0;b, =b,, =0
by=b,:B+B =B +B=B+B=B+pS=

=(1,1)+(0,0) =(0,0) +(1,1) = (1,0) +(0.1) =(0,1) +(1,0) =(1.1) = 2b,, +2b,;, =2b,, +2b,; =0:b, +b,; =b,, +b,; =0
by, : B, + B, =(1,0)+(1,0) =(2.0) =b, =1
by=by,:B+B =B+ =B+B =B +B =

=(1,0)+(0,1) =(0,1) +(1,0) = (1,1) +(0,0) =(0,0) +(1,1)

(1,1) = 2b,,+2b, =2by, +2b,, =0;b,; +b, =by, +b, =0

by, =b,: B+ B, =B, +B =(1,0)+(0,0)=(0,0)+(1,0) =(1,0) = 2b,, =2b,, =0;b,, =b,, =0
by : B+ B, =(0,1)+(0,1)=(0,2) =by, =1
by, =by: B+ B, =B+, =(0.1)+(0,0)=(0,0)+(0,1)=(0,1) = 2b,, =2b,, =0;b,, =b,, =0
b, : B, + B, =(0,0)+(0,0)=(0,0) =b, =1

Nastala oc¢ekdvand okolnost s provédzanosti prvkt b, =b,, a b,, =b,,, kdy musi platit
vztah b, +b,, =0, po tpravé b, =—b,,. Zavedeme tedy parametr b, = A, ¢imZ ziskdme

vyslednou Gramovu matici B ve tvaru:

0 0 A
0O 1 -A 0
B =
0O -4 1 0
A 0 0 1

Prejdéme nyni ke kroku 2 uvedeného algoritmu. Nejprve potiebujeme urcit

charakteristicky polynom F ( y), to znamend vypocitat determinant v niZze uvedeném

tvaru:

Vzhledem k fddu matice B a mnoZstvi nulovych prvka zptisobenych tvarem zadaného
polynomu je vhodnym postupem teSeni uvedeného determinantu rozvoj dle fadku/sloupce.
Pro usnadnéni vypoctu a ziskdni bezchybného vysledku ovSem vyuZijeme program
Wolfram Mathematica a diive uvedeny piikaz Det v soucinnosti s ptikazem Collect.
MaticeBy = {{1-y, @, @, A}, {0, 1-y, -4, B}, {8y -4, 1 -y, B}, {A, 8,8, 1-y}};

Collect[Det[MaticeBy], v]

1-4y’ syt -227 2% oy® (6-22%) 2y [-42427
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Nyni potiebujeme rozhodnout o hodnotidch parametru A, pro které md tento polynom

pouze nezdporné kotfeny. Uréime proto polynom F (—y) a v souladu s obecnym

algoritmem uZijeme Descartova znaménkového pravidla. Cleny polynomu zdroven
preuspoifddame. Aby neexistovaly Zadné zaporné redlné koteny, nesmi v tomto polynomu

nastat Zddnd znaménkova zména.
F(-y)=y' +4y" +y* (2207 +6) + y(=44" +4)+ (2" =24 +1)
Pro parametr A musi tedy platit:
2474620 0 -4A°+420 O A" =24 +1=20

Je celkem ziejmé, Ze posledni z nerovnic je splnéna pro libovolnou hodnotu ACR.
Ureme nyni s vyuZitim pocitace interval, ve kterém bude matice B pozitivné
semidefinitni, tedy, kdy budou splnény vSechny tfi vySe uvedené podminky kladené na

parametr A .

Reduce[-23+6=0 &8 -4342:+ 4088 2*4-23+2+1=20, 1]

-l=za=1

Poznamenejme k vypocétenému intervalu, Ze v ptipad¢ volby krajnich bodii A =+1 nastane

v matici B linearni zdvislost fadka a jeji hodnost klesne na r(B)=2, tedy pro tyto

hodnoty bude rozklad na SOS v podobé¢ souctu dvou ¢tvercl. Pro vSechny ostatni hodnoty

uvniti uvedeného intervalu je hodnost r(B) =4 a tudiz i vysledny rozklad bude v podobé
souctu Ctyf ¢tverci polynomu.

Nyni zbyva ptejit ke kroku 3 a urcit konkrétni podobu hledaného rozkladu. Potfebujeme
tedy nalézt diagondlni matici D a kni pfisluSnou matici V, aby byl splnén vztah

B=V.DV".
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Pti hledani téchto matic vyuZijeme tzv. symetrickych udprav, které lze vymezit jako

svazanou dvojici elementdrnich tprav nasledovné:
- Vynésobeni i-tého fddku matice nenulovym prvkem p a vyndsobeni i-tého sloupce
tymz prvkem p.
- Pticteni p-ndsobku i-tého fadku k j-tému fadku matice a pficteni p-ndsobku i-t€ho
sloupce k j-tému sloupci.
Nutné je jesté doplnit, Ze provedeni symetrické upravy odpovida ptechodu od jisté matice
A k matici X”".A.X s dvojici elementdrnich transformacnich matic X, X" . Pokud je navic
matice A symetrickd, pak i X'.A.X je symetrickou matici. Zdrovefi plati, Ze kaZdou
redlnou, symetrickou matici A 1ze pievést symetrickymi upravami na diagondlni matici D.
Pti feSeni tohoto konkrétniho piikladu tedy nejprve pripiSeme matici B jednotkovou matici

E, tedy budeme vychdazet z (B|E), a prevedeme ji na diagondlni matici D, kdy navic
ziskdme elementarni transformacni matice X, X' takové, Ze D= X".B.X . Nasledné
potiebujeme piejit ke vztahu B=V.DV", kdy zifejmé plati, ze (X T)_1 =Va X'=V",

¢ehoZ na zavér vyuzijeme pii hledani findlni podoby rozkladu ze vztahu:
k B
8 =+/d, ZVJ.J.x "
j=1

Pro leps$i srozumitelnost jednotlivych krokli ozna¢ime tadky a sloupce matice fimskymi
[-1V. Poznamenejme, Ze do pfipsané jednotkové matice E zaznamendvame pouze fadkové
Upravy. V zdpisu feSeni pak budeme pro lepsi prehlednost uvadét pouze fadkové tpravy, je

ziejmé, Ze odpovidajici tpravu je nutno provést nasledné téz se sloupci.

1 0 0 A1 00 0 1 0 0 O01]1 000
(BlE)_01—A00100 01 -A 01]0 100
1o =4 1 00 01 0 0 -1 1 010 0 1 0|+AI
A 0 0 140 0 0 1J+(-A)I (0 0 0 1-A* -1 0 0 1
1 0 0 0 000
01 0 00 1 00
- . :(D|XT)
00 1-2 010 A 10
00 0 1-A*1-12 0 0 1
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Pomoci symetrickych tprav jsme nalezli hledanou diagondlni matici D a transformacni
matici X' ve vySe uvedeném tvaru. Nyni potiebujeme ziskat transformacni matici X a k ni
matici inverzni, abychom mohli vyuZit vztahu X' =V'. VyuZijme opét pro urychleni

vypoctu matematicky software a nechme si vypo&ist matici V' :

XKt={{1,0,0, 0}, {0, 1,0, 0}, {0, A, 1,0}, {-4, 0,0, 1}}; (1 e a

X = Transpose [Xt]; @ 1 -4

Vt = Inverse[X]; @@ 1
e a

MatrixForm[Vi]

Nyni pfejdeme k zdvérecné fazi vypoctu odpovidajici zdvéru dikazu 3. VyuZijeme vztah

k
pro hledané polynomy rozkladu g, := \/d71 z vj!l.xﬁ" , kdy na zédklad¢ znalosti mnozZiny A
j=1

skladajici se z prvka £, =(1,1) , B= (1,0), B = (0,1) , B, = (0,0) a diagondlni matice D
s prvky na diagondle D:diag(l,l,l—)lz,l—)lz) ziskdme jednotlivé polynomy g, ve
tvaru:

8 =1.(1.xy+0.x+0.y+/1.1)=xy+/1
g, =1.(0xy+1x=Ay+0.1)=x-Ay
g, = V1= 220y +0x +1.y+0.1) = yW1-2°
g, = V1= 27 (0xy+0.x+0.y +1.1) =v1- A7

Obecné lze tedy ptivodni polynom f (x, y) zapsat ve tvaru souctu Ctvercii g, ndsledovné:

\/1—/12)2

f(x,y) =(xy+/])2 +(x—/1y)2 +(y\/1—/12)2 +

Dosazovanim hodnot za parametr A D<—1,1> pak mizeme urcit vSechny mozné rozklady

tohoto polynomu. Poznamenejme, Ze v piipadé dosazeni krajnich hodnot A =1 se bude

jednat o vyjadfeni v niZze uvedenych tvarech souctu dvou c¢tverci polynomil, coz

koresponduje téZ s hodnosti matice r(B) =2:
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V ostatnich piipadech se bude vzdy jednat o soucet Ctyf ¢tvercl. Na zavér jesté dodejme,
7e pii volb& parametru A =0 ziskdme vyjadieni ve tvaru souétu Ctyf Ctvercd, které

v podstaté odpovidd vychozimu zadani polynomu f':
£ (x) = () + () +(31) +(1)

Priklad 5 (neexistence rozkladu):

Naleznéte rozklad redlného polynomu f na soucet ctvercii polynomu:
f(xyz)=xt+2x%y* +4x’z+ 2"

ReSeni:
Nyni je zadan polynom tfech neurcitych x, y, z. Jednd se o homogenni polynom stupné 4,
ma tedy smysl pokusit se hledat rozklad na SOS. Postupujeme obdobné jako v pfedchozim

piikladu. V polynomech g, hledaného rozkladu se mohou zfejm¢ vyskytovat pouze
monomy ve tvaru xz,xy,xz,zz. Mnozina A, bude tudiz ve tvaru p =(2,0,0),
B, =(1,1,0), B =(1,0,1) , B, =(0,0,2) a hledand Gramova matice B bude typu 4x4.

Nyni musime opét vyfteSit systém linedrnich rovnic a rozhodnout o parametru A . Zvolme
pro piehlednost jednodussi zdpis nez v piedchdzejicim piikladu, kdy vychdzime
z poznatku, Ze matice B je symetrickd. Nebudeme tudiZ zapisovat rovnost odpovidajicich

si dvojic prvkl a cely zdpis celkové zestru¢nime.

b,: B +B=(40,0) = b, =1

b,:  B+B=5+B=(310) =  2b,=0;b,=0

by:  B+B=6+pB=(301) = 2b,=4;b, =2

b.: B+B=B+B=B5+5=(202) =  2b,+b,=0;2b, =D,
b,: B+ =(2,20) =  b,=2

by: B+B=p+B=(211) =  2b,=0;b,=0

by: B+B =B+ =(112) = 2b,=0;b,=0

by: B+B=B+B=B+B=(202) =  b,+2b,=0;b,=-2b,
by: B+B,=p+pB=(10,3) =  2b,=0:;b, =0

b,: B,+B,=(0,04) = b, =1
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Volme nyni parametr A =b,,. Vyslednd Gramova matice ma pak podobu:

1 0 2 A

02 0 O
B =

2 0 24 0

A0 0 1

Nechme si nyni programem Wolfram Mathematica urcit charakteristicky polynom

matice B:

B={{1y9y 2; A}, {05 2, 0, 0}y {250y -2, 0}y {4y 0, By 1} };
Collect[CharacteristicPolynomial [B, v], v]

—8ey*-ansaX’ syt (mas2) +y? (1-8a-2% sy (1021002227 - 227

Obdobné jako difve uZijeme nyni pfi hleddni moZnych hodnot parametru A Descartova

znaménkového pravidla a utvofime polynom F (— y) .
F(=y)=y*+y*(4=22)+y* (1-84=27) + y(24° =24* =104 ~10) + (44" - 41 - 8)

V polynomu F (— y) nesmi dojit ke znaménkové zméné, z ¢ehoZ vyplyvaji podminky:
4-2120 01-84-12>20 024 -2A*-10A-10=0 O 44°-41-8=0
Pokusme se nyni s vyuZzitim pocitae nalézt redlné hodnoty parametru A, pro které bude

matice B pozitivné semidefinitni. Musi byt tedy splnény vSechny vyse uvedené podminky.
Reduce[4-21=z0821-82-2"=> 088227 227 -102-10=088427 42 -820, 1]
False

HlaSeni False ndm tika, Ze uvedené Ctyfi podminky neplati souCasné, a tudiZ neexistuje
74dné hodnota parametru A, pro kterou bude matice B pozitivné semidefinitni. Zadany

polynom f tedy nelze vyjadfit ve tvaru souctu cCtvercli polynomu, coZ lze ovefit

1 programem MATLAB.

> SYIS X ¥ i
»r [ 4425 28y 244" 3% 24274
»» [Q,Z]=findsos(f, 'rational')

No sum of sdquares decomposition is found.
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3.4 CHOLESKEHO DEKOMPOZICE

Choleského dekompozice, téz Cesky rozklad, piedstavuje jeden z moznych postupd, ktery
lze vyuzit pii hleddni zadaného polynomu f na soucet ¢tvercti polynomu. Jednd se
o metodu, pomoci které 1ze rozlozit redlnou, symetrickou, pozitivn¢ definitni matici B na
souCin dolni a horni trojuhelnikové matice. Tyto matice jsou k sobé vzdjemné

transponované a plati vztah:
B=vyV'

Praktické uziti Choleského dekompozice s oporou pocitace v hledani rozkladu na SOS
bylo demonstrovdno jiz ve stiedoSkolském piikladu 1. Obecné se vychdzi z platnosti

vztahu:
t

f=zvviel = Z(\/,»TZT)2 :

i=1
jak jiz bylo uvedeno diive, kde vektor z se skladd z monomu hledaného rozkladu a vektor
v’ pfedstavuje v tomto pifpadé fadky matice V' .

Obecné vymezeni algoritmu Choleského dekompozice ponechme na Ctendfi a zaméfme se
spiSe na konkrétni zplisob vypoctu dolni trojihelnikové matice V a k ni transponované

horn{ trojihelnikové matice V' .

Vyjdéme nyni ze ¢tvercové matice B typu 3%3 a nenulové prvky hledanych matic V, V'

ozna¢me nasledovneé:

a 0 O a b ¢
V=lb d 0 Vi=l0 d e
c e f 0 0 f

PoZzadujeme platnost vztahu B =V.V" , musi tedy platit ndsledujici maticova rovnost:

b, b, b, a 0 0)(a b c a’ ab ac
B=|b, b, b,|=|b d 0|0 d e|=|ab b*+d’ bc+de |=VV'
b,, b, by, c e f)\0O 0 f ac bc+de c*+e’+f?
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Po vypusténi souinu uprostied:

b, b, b, a’ ab ac
B=|b, b, b,|=|ab b*+d’ bc+de |=VV'
b,, b, b, ac bc+de c+e’+f?

Odpovidajici si dvojice prvkid uvedenych matic se musi rovnat a lze tedy jiZ snadno
vypoditat jednotlivé prvky matic V, V' z platnosti vztahii:

b,=a’ b, =ab b, =ac

b, =ab b, =b*+d’ b,, =bc +de

b, =ac by, =bc+de b,=c’+e’+f’
Uved’'me konkrétni piiklad s matici B v niZe uvedeném tvaru. Vypocet prvkl hledanych

matic budeme pro piehlednost zapisovat do matice V.V'. Cervené jsou oznacené

vypoctené prvky:
1 -1 2 a=la=1 ab=-1;b=-1 ac=2;c=2
B=|-1 5 =2 VVvi=lab=-1;b=-1 b’ +d>=5;d =2  bc+de=-2;e=0
2 2 8 ac=2;c=2 bctde=-2;¢=0 cz+ez+f2:8;f:2

Hledané matice V, V' jsou tedy v nize uvedeném tvaru a jejich vyndsobenim miiZzeme

ovéfit spravnost vypoctu:

1 00 1 -1 2 1 0 0)\(1I -1 2 1 -1 2
V=-1 2 0 vi=l0 2 0 vvi=l-1 2 0|0 2 0|=|-1 5 -2|=B
2 0 2 0 0 2 2 0 210 0 2 2 2 8

V ptipad€ vypoctu Choleského dekompozice pomoci matematického softwaru Wolfram

Mathematica uzijeme piikazu CholeskyDecomposition v nize uvedené syntaxi. Program
pak vrati horni trojihelnikovou matici V', kterou je prav& potfeba ur€it pii hledani

rozkladu polynomu na SOS. Matici V bychom pak snadno urcili ptikazem Transpose.

B={{1y -1, 2}, {-1y 5y -2}, {25 -2, B}};

Vt = MatrixForm[CholeskyDecomposition[B]];

V = MatrixForm[Transpose [CholeskyDecomposition[B]]];
Print [ |l-|u|-T _m Vit R " V= " v]

2 1 69

8 | V= ‘ 128

2 2 a8 2
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Programem vypoctené matice se o¢ekdvané shoduji s vySe uvedenym vysledkem ziskanym
klasickym pfistupem. K pocitacovému feSeni je ovS§em nutné podotknout, Ze zde vice nez
u klasickych metod hraji roli vlastnosti matice B — symetrie a pozitivni definitnost. Pokud
totiz matice nékterou z vlastnosti nesplni, kupt. vlivem linedrni zavislosti fadkl, pocita¢

automaticky ohlési chybu a vypocet neni mozny i ptes to, Ze jisty rozklad na SOS existuje.
3.5 ROZKLAD POLYNOMU NA SOS S UZITIM NEWTONOVA POLYTOPU

Zaméfme se nyni na jeden pomé&rn€ novy a netradi¢ni postup, ktery je mozné pii hledini

jistého rozkladu daného polynomu f na soucet Ctverci polynomu téZ vyuzit. Jedna se

o postup vyuzivajici tzv. Newtontiiv polytop a jeho aplikace miiZe vypocet znacné zkrétit ¢i

usnadnit. V kapitole 3.2 (Algoritmus rozkladu) bylo feceno, Ze pii hleddni symetrické
LJ

matice B = (b ) s prvky chdpanymi jako proménné nastava potiz, Ze velikost této matice

obecné velmi rychle roste v zavislosti na poctu neurcitych a stupni daného polynomu f.

Obecné totiz pro symetrickou matici B (Gramova matice) typu kxk plati, Ze mame-li
W v - n + m v . v
polynom stupné 2m (mON) v n proménnych, pak & :( J . I pfes tento fakt je oviem
n

mozné vyjadfit nékteré polynomy f pomoci mensiho poCtu monomt, ¢imzZ se snizi fad k

Gramovy matice B a vypocet se celkové zjednodusi. [6], [31]

Polytopy obecné pfedstavuji uritou podmnozinu prostoru R", kterd je konvexnim obalem
kone¢né mnoZziny bodi. [S] Vymezme nyni nejprve na tomto misté s oporou literatury [17]

formou definice pojem konvexni obal.

Definice 3: O jisté mnoZiné bodi fekneme, Ze je konvexni, pokud pro kazdé dva body
obsahuje i celou usecku mezi nimi. Konvexni obal dané mnoZiny bodi M je nejmensi

konvexni mnoZina, kterd obsahuje vS§echny body mnoZiny M.

Poznamka: Nejmensi konvexni mnoZina z definice 3 je myslena vzhledem k inkluzi, tedy

jedna se o priinik vSech konvexnich mnoZin obsahujicich body z mnoZiny M.
Jednoduchym piikladem v prostoru R*miiZze byt konvexni obal mnoZiny bodi:

{[0.0,0].[0.1,0].[0.0.1],[0,1,1].[1,0,0].[1.1,0].[1,0,1] . [1.1.1]}

Konvexnim obalem je v tomto ptipad¢ pravidelna krychle. Presvédcit o pravdivosti tohoto

tvrzeni se mizeme snadno s vyuZitim programu Wolfram Mathematica. Zanesenim dané
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mnoziny bodii M a aktivaci ptikazu ConvexHullMesh v ptislusné syntaxi program vrati

grafické zndzornéni konkrétniho konvexniho obalu, jak je zndzorné€no na obrazku 12.

[51= ConwvexHullMesh([{{@, @, O}, {0, 1, 8}, {0, @, 1}, {0, 1, 1}, {1, @, B}, {1, 1, O}, {1, B, 1}, {1, 1, 1}}]

Obrizek 12 - Konvexni obal v prostoru R
Kazdy polytop jisté dimenze n obsahuje stény, které jsou opét polytopy riznych dimenzi
od 0 do n—1. V pfipad€ prostoru dimenze n =0 se stava z této stény pouhy bod — vrchol
mnohothelniku (mnohosténu). V prostoru o dimenzi n=1 pak hovoifime o hranach.
Obecn¢ pak muzeme uvést, Ze konvexni obal kazdé konecné mnoziny bodi M vzdy
predstavuje urcity konvexni mnohoudhelnik. Déle pak vime, Ze vrcholy tohoto
mnohouhelniku lezi v nékterych ze zadanych bodl. Piiklady konvexnich obali pro malé

pocty bodil jsou uvedeny na obrazku 13. [5], [17]

a) b) c)
Obrazek 13 - Konvexni obaly malych mnoZin

Vratme se ovSem nyni k rozkladu polynomu na soucet ¢tvercti a moznostem konkrétniho

vyuziti Newtonova polytopu. Oznaéme si pro dalSi potteby vypoctu conv(M) konvexni
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obal mnoziny M [JR". Méme déle konvexni mnozinu K [JR". Bod a[lK nazveme
extrémnim bodem v pifipadé, Ze nebude ndlezet Zadnému relativnimu vnitiku jistého

segmentu (al,az) 0 K . Jinymi slovy mtZeme fici, Ze pokud [Ua,,a, K a plati 0<A <1
takové, ze @ =Aa, +(1-A)a,, potom musf nutné platit rovnost a, =a, =a . Konvexni
polytop pfedstavuje konvexni obal jisté neprdzdné, konecné mnoZiny {al,...,ap} OR"

a extrémnimi body tohoto polytopu jsou vrcholy. Reknéme nyni, 7e mnoZina

K ptedstavuje polytop a kone¢nou mnozinu vSech vrcholll polytopu K ozna¢me V. Potom

vvvvv

vrcholovou reprezentaci polytopu K. [31], [32]

Newtontiv polytop jistého polynomu f = z c,x” je potom definovéan jako konvexni obal
allM

K ( f ) :=conv (M ) UOR" atzv. redukovany Newtonlv polytop definujeme vztahem:

%K(fy:{%a:aDK(f%

[31]

VySe uvedend definice ndm jiz umoznuje vyslovit vétu, kterd pfedstavuje ndstroj pro
redukci poctu monomu vystupujicich ve vysledném rozkladu polynomu f na soucet
¢tvercli. Vétu uvedeme bez dikazu a zaméfime se radéji na jeji uplatnéni pfi feSeni

konkrétniho piikladu.

1
Véta 3: Pokud Ize vyjadfit polynom f ve tvaru souctu Ctverci f = Z g’ , potom vrcholy

i=1
1
K ( f ) urcuji vektory, jejichZ vstupy musi byt sud4 ¢isla, a plati vztah K ( gi) U EK ( f ) .
Z vySe uvedené véty 3 vyplyvd, Ze libovolny monom x“ vyskytujici se ve vektoru

hledaného rozkladu na soudet &tverci z spliujici difve uvedenou rovnost z.0.z" = D.f (x)

1
musi téZ vyhovovat vztahu DEK ( f ) n N". Tento ptedpis piedstavuje zdklad postupu,

jak s vyuzitim Newtonova polytopu sniZit poet monomu v hledaném vektoru z, ¢imzZ se
zaroven snizi 1 fdd k Gramovy matice B (pfip. 1ze uzivat i vySe uvedené oznaceni Q, které
je zavedeno v programu MATLAB) a cely vypocet hledaného rozkladu polynomu na
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soucet Ctvercl se usnadni a urychli. Nutno na tomto misté¢ poznamenat, Ze niZe uvedeny
algoritmus (ptiklad 6) vyuZzivd i program MATLAB v soucinnosti s balickem SOSTOOLS.

Pocitaci pak staci na vypocet zpravidla zlomek sekundy, v ptipadé€ klasického piistupu je

vV,

Opustme ovSem nyni teoretickou rovinu celé problematiky a na jednotlivé kroky postupu
hledani rozkladu s vyuZitim (redukovaného) Newtonova polytopu se podivejme na
konkrétnim piikladé.

Priklad 6 (feSeni s vyuzitim Newtonova polytopu):

Rozhodnéte, zda je moZné niZe uvedeny redlny polynom f vyjadfit ve tvaru souctu ctvercl

polynomt a piipadné tento rozklad urcete:
f=3x"-2x"y+7x" —4xy+4y> +1
ReSeni:
Zadany polynom f je stupné 4 ve dvou proménnych. Vzhledem k tomu mé smysl uvazovat

o existenci rozkladu polynomu f na SOS. VSechny potencidlni monomy, které by se mohly

vyskytovat ve vysledném rozkladu, pak musi nutné¢ byt stupné m<2. Jednd se ziejmé
0 monomy ve tvaru 1, x, y, X%, xy, y>. Obecné& bychom tedy mohli uvaZovat téchto Sest

uvedenych monomd, coZ by znamenalo pracovat s Gramovou matici B o rozmérech 6%6 .
Vyuzijme proto nyni Newtontiv polytop, kdy diky diive uvedené vété 3 muizeme pocet

monomd, které se mohou ve vysledném rozkladu objevit, sniZzit.
V prvnim kroku sestrojime mnozinu M, kterd se sklddd z bodu, jejichZ soufadnice urcuji
exponenty jednotlivych ¢lend v ptivodnim polynomu f:

v ={[4.0].[2.1].[2.0][11].[0.2][0.0}

Nyni vyjdeme ze vztahu K ( f ) :=cony (M ) O R". Vime, Ze Newtonuv polytop predstavuje

konvexni obal sestrojené mnozZiny M. Vypocet a zndzornéni nechame provést v programu
Wolfram Mathematica s vyuZzitim piikazu ConvexHullMesh, pro piehlednost vSak situaci

téZ narysujeme v programu Geogebra (obrdzek 14).
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ConvexHullMesh[{{4, @}, {2, 1}, {2, @}, {1, 1}, {@, 2}, {0, 0}}] i
2

Obrazek 14 - Newtoniiv polytop v programech Wolfram Mathematica (vlevo) a GeoGebra (vpravo)

Hledany Newtonuv polytop K ( f ) pfedstavuje na obrdzku 14 v obou piipadech sestrojeny
trojuhelnik s vrcholy o soutadnicich [4, ()] , [O, ()] a [O, 2] . Cervené jsou na obrazku

vpravo vyznaceny jednotlivé body z mnoZiny M. V dal§Sim kroku sestrojime redukovany

1 1
Newtontv polytop dle diive uvedeného vztahu EK ( f ) = {Ea alK ( f )} Bude se tedy

jednat opét o trojihelnik s vrcholy o soufadnicich [2, O] ,[0, 0] ,[0,1] . Zaroven do obrédzku
vyneseme body, jejichz soufadnice urcuji exponenty Sestice ,,podezielych® monomu

1, x,y, X, Xy, y2 . Jedna se tedy po fad¢ o body se soufadnicemi [O, ()] , [1, O] , [O,l] , [2, ()] ,

[1, 1] a [0, 2]. Nasledné budeme dle vztahu K ( g,.) D%K ( f )rozhodovat, zda se muze

dany monom vyskytnout ve vysledném rozkladu polynomu f na soucet ctverct polynomd.
Pro lep$i prehlednost je konstrukce provedena pouze v programu dynamické geometrie
GeoGebra a u jednotlivych bodl je v zdvorce uvedeno, ktery monom jej reprezentuje.
Zaroven jsou barevné odliSeny monomy, které spliiuji vySe uvedenou podminku a mohou
se vyskytovat i ve vysledném rozkladu (zelend barva). Monomy, které ji nespliuji, jsou

zvyraznény ¢ervenou barvou.

(2y)

0 05 1 [“,!.] 15 2[’..!"’]

Obrazek 15 - Redukovany Newtoniiv polytop se zvyraznénymi monomy
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Z obrazku 15 je zfejmé, Ze ve vysledném rozkladu polynomu f na soucet ctvercl
polynomi se nemohou vyskytovat monomy y°a xy, protoZe le?i vné zeleného

trojihelniku, ktery pfedstavuje redukovany Newtoniv polytop. Pro soutfadnice Cervené

zvyraznénych bodu tedy plati, Ze [O, 2] D%K ( f ) a [1,1] D%K ( f ) . Vysledny vektor

z skladajici se z monomi bude tedy obsahovat pouze monomy 1, x, y, x°, ¢fmZ se vypodet
celkové zjednodusi, protoZze budeme pracovat namisto Gramovy matice typu 6 X6 pouze

s matici 4%x4 .

Nyni budeme postupovat obdobné& jako v pfedeslych ptikladech. V prvnim kroku musime

urdit mnozinu A, ={B,p,....5,} na zdklad¢ exponenti ziskanych monomd. Vzhledem

k ziskanym monomim 1, x, y, x°, které se budou objevovat i ve vysledném rozkladu,
a k tomu, Ze polynom f je ve dvou proménnych, jednd se po fadé¢ o prvky £ =(0,0),
B, =1,0), B =1, B, =(2,0).

Nyni musime vyfeSit systém linedrnich rovnic a urcit tak konkrétni prvky hledané

symetrické Gramovy matice B typu4 x4 v obecném tvaru:

oo}
I
B@‘ :W‘
S S
N
S
N
S S
g

S8}
3%

SN
S &
(3]

S &
(98]

Sy
3

by, : B+ 5 =(0,0)+(0,0) =(0,0) =b, =1

b, =b,: B+ =06 +6=(00,0)+(,0)=(1,0)+(0,0) =(1,0) =2b, =2b, =0;b, =D, =0
b, =b, B+ B, =6 +6=(0,0)+(0,1)=(0,1)+(0,0) =(0,1) =2b, =2b,, =0;b;, =b,, =0
by =by:B+B, =B +L =5+ =(0,0+(2,0)=(2,00+(0,0)=(1,0) +(1L0) =(2,0) = 2b, +by, =2b,, +b,, =7
by,:B+LB=B+B,=06,+5=01,0)+(1,0)=(0,0)+(2,0) =(2,0)+(0,0) =(2,0) =by, +2b,=by, +2b, =7

by, =by,: B, + B, =B, +5,=(1,0)+(0,1) =(0,) +(1,0) = (1,1) = 2b,, =2b,, =—4;b,; =b,, =2
by =b,: 6, +B,=6,+06 =(0)+(2,0)=(2,0)+(1,0) =(3,0) = 2b,, =2b, =0;b,, =b,, =0
by, : B+ 5, =(0,1)+(0,1) =(0,2) =b, =4

by, =b,: B+ B, =6, +5 =(0,)+(2,0)=(2,00+(0,1) =(2,1) = 2b,, =2b,, =-2;b,, =b,; =1
b, :B,+ 0, =(2,00+(2,0)=(4,0) =b,=3

Vidime, Ze nastala provdzanost prvki b,, (resp. b,,) a b,,, kdy plati vztah 2b, +b,, =7
(resp. 2b,, +b,, =7 vzhledem k oc¢ekdvané symetrii matice B). Zavedeme tedy parametr
b, = A avyjadiime b,,, kdy musi platit b,, =7 -2A.
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Ziskame tak hledanou Gramovu matici B ve tvaru:

1 0 0 A
0 7-24 2 0

Nyni musime ur€it charakteristicky polynom ziskané matice B, abychom mohli
rozhodnout o ptipustnych hodnotach pro parametr A, kdy po dosazeni konkrétni hodnoty
zUstane matice B pozitivné semidefinitni. VyuZijme opét programu Wolfram Mathematica

a ptikazu CharacteristicPolynomial v kombinaci s piikazem Collect.

MaticeB = {{1, 0,0, A}, {6, 7-2%4, -2, 0}, {©, -2, 4, -1}, {A, @, -1, 3}};
Collect[CharacteristicPolynomial [MaticeB, v], v]

65+y?-222-242%+82% +y? (-15+22) +y? (70-162-2%) +y (-121+362+ 1127 - 227
Program urcil charakteristicky polynom F (y) zadané matice B ve vySe uvedeném tvaru.
Abychom ovSem mohli pfi rozhodovani o piipustnych hodnotich parametru A vyuzit
Descartova znaménkového pravidla, potfebujeme ziskat polynom F (—y). Vypocet opét
pienechdme programu Wolfram Mathematica a vyuZijeme piikazu ReplaceAll opét

v kombinaci s ptikazem Collect.

Collect[ReplaceAll [CharacteristicPolynomial [MaticeB, v], {v—» -¥}1, v]

65 +yt +y? (15-23) -222-2427 + 8% +y? (7@-162-27) +y (121-362-112% + 227
Rychlym vypocétem jsme ziskali vyjadieni polynomu F (—y) ve tvaru:
F(=y)=y" +y*(15-22) +y* (70164 =A%) + y (121 =361 ~114% +24*) + (84° = 241? =221 +65)

Nutnou podminkou pro neexistenci zdpornych redlnych kofenli ve vySe uvedeném
polynomu je, aby nenastala mezi jednotlivych ¢leny Zddnd znaménkovd zmeéna. Pro

parametr A tedy musi obdobn¢ jako dfive platit:
15-2A20 070-16A-A*>=0 O 121-36A-114+22° >0 0O 84’ -241>-221+65=0

Vzhledem k povaze vétSiny vySe uvedenych nerovnic nechdme vypocet této soustavy opé&t
pocitacovému softwaru, ktery ndm po aktivaci ptikazu Reduce v ptislusné syntaxi vyda
interval hodnot, kterych muze nabyvat parametr A, aby pfi jejich dosazovani byla

Gramova matice B vZdy pozitivn¢ semidefinitni.
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N[Reduce[15 -2z 08270 -161 - "> ©8&121-3621-1132+22°> 2088827 -2422 - 221 +652 @, 1]]

-1.65019 = A = 1.63056

Parametr A muze tedy nabyvat hodnot piibliZzné v intervalu A D(—l, 65;1, 63> . Vénujme se

nyni pouze celoCiselnym hodnotdm, kterych miZe parametr A nabyvat. Jedna se evidentné

o mnozinu tfi hodnot A D{—I,O,l} a vypoctéme pro hodnoty téchto parametrti vyjadieni

zadaného polynomu f ve tvaru souctu Ctvercii polynomu. Nasledné provedeme zkousku

roznasobenim, abychom ovéfili spravnost vypoctu.

Zacnéme situaci pro volbu parametru A = 0. Matici B tak ziskdme po dopocteni ve tvaru:

1 0 0 0

g 2|07 20
1o 2 4 -1
0 0 -1 3

Nyni vyjdeme z jiz difve uvedeného vztahu B =V.V" a pomoci Choleského dekompozice

s vyuZitim programu Wolfram Mathematica vypoéteme matici V', diky které ndsledné

ur¢ime prvni z moznych rozkladii zadaného polynomu f.

MaticeB® = {{1, @, @, B}, {0, 7, -2, 0}, {0, -2, 4, -1}, {8, 8, -1, 3}}; ‘1B )
MaticeV@ = CholeskyDecomposition[MaticeB@]; 0 V7 2
MatrixForm[MaticeVe] 7
— [z
e e 2 /¢ =
y
@ 8 @ :

[N

Vysledny rozklad polynomu f na soucet ¢tverci polynomil ziskdme z niZe uvedeného
soucinu. Vypocet opét pienechame matematickému softwaru, i kdyZ se v tomto piipadé jiz

nejednd o pftiliS sloZitou zalezitost.

1 0 0 0
2
0 J7 —— 0
V7 |
T x
o o 2% -Nerpl,
7 2 ||
X
65
o0 o &
2




z={{1}s {x}s {¥y}s {x"2}};
5051 = MaticeVO.z
MatrixForm[5051]

(e

Vysledny rozklad polynomu fna SOS pfi volb¢ parametru A = 0 ma nasledujici podobu:

e (e ) el (o

Je ziejmé, Ze vyjadieni je pomérné komplikované, oproti ptivodné zadanému polynomu f,
nicméné¢ se jednd o vyjddfeni tohoto polynomu ve tvaru souctu Ctverci polynomu
a muzeme tedy konstatovat, Ze zadany polynom f je pozitivn¢ semidefinitni. Ovéime nyni
spravnost vypoctu zpétnym umocnénim. Vzhledem k povaze vyjadifeni vyuZijeme opct
matematicky software, konkrétn¢ Wolfram Mathematica a piikaz Expand v soucinnosti

s ptikazem TrueQ v ptislusné syntaxi.

R =3ax" - 241" 2xy+ TaX "2 -Aaxxy+ Ay 24+1;
SOSf@ = 172 4 (Sqri[7) sx- (2=y) /Sqri[7])) "2+
((=1/2) #5qri[7/6] #ax*2+ 2+x5qri[6/ 7] «y) "2+ (1/2+x5qrt[65/6] #x"2)~2;
Expand [505f0]
Trued [ fx == Expand [505f@] ]

1.7 + 3% dxy 2%y 4y
True
Program vypsal umocnény polynom oznafeny SOSfO a zaroven vydal informaci, ktera

potvrzuje, Ze ziskané vyjadfeni ve tvaru souctu Ctvercl skute¢né reprezentuje ptvodni

polynom f =3x* —2x’y+7x” —4xy +4y* +1. Tim je vypocet i zkouska u konce.

Prejdéme nyni ksituaci pro volbu parametru A =1 a postupujme obdobn¢ jako

v pfedchozim piipad€. Matici B ziskdme pro tuto volbu parametru ve tvaru:

1 0 0 1

05 20
B/1=1_

0O 2 4 -1

1 0 -1 3

Nebudeme nyni podrobné uvadét vSechny kroky vypoctu — jsou analogické k predchozi

situaci. Nejprve vypodéteme s vyuZitim poéitatového softwaru matici V', ndsledné uréime
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soucin se sloupcovym vektorem monomt a ziskdme vyjidfeni ptivodniho polynomu f ve

tvaru souctu ¢tverct polynomi. Nakonec provedeme zkousku jako v ptfedchozim piipade¢.

MaticeBl = {{1, @, @, 1}, {©, 5, -2, 0}, {0, -2, 4, -1}, {1, 8, -1, 3}};
MaticeVl = CholeskyDecomposition[MaticeB1];

MatrixForm[MaticeVl)

z={{1}s {x}s {¥}» {x"2}};

5052 = MaticeVl.z;

MatrixForm[5052]
1 @ e 1 1452
o Vs £ e Ne -2
5
v o= o o f_s _% vi.z' 4 5x2+_:_ist
e 6 o X2 332

Druhé mozné vyjadreni piivodniho polynomu f je tedy ve tvaru souctu Ctyt ¢tvercii:

2 2 2
2 2 1 4 335
f(x,y):(1+x2) +Bx—2E | | o s+ | 2
V5 4 J5 4
Vidime, Ze volba parametru ma piimy vliv na podobu vysledného rozkladu. BohuZzel
musime konstatovat, Ze se na prvni pohled nejednd o jednodussi rozklad nez v pfedchozim
fipad€. Proved’'me nyni jest€ zkousku zpétnym umocnénim.
prip yni ] peiny
Fr=3#x"4 - 24X 2%y +T#X"2-Aaxsy+42y"2+1;
S05f1l = (1+x72) "2+ (Sqrt[5] #x-2+y/Sqrt[5])~2+ ((-1/4) *Sqrt[5]+x*2+ (4+y) /Sqrt[5]) ~2+ ((3*Sqrt[3]+x*2) /4)~2;

Expand [S051]
TrueQ[fx = Expand [S05f1]]

1+7x +23x" Axy 2){2y—/113,r2

True
Stejné jako v predchozim piipad€ jsme umocnénim ziskali ptivodni polynom f a program
po porovnani obou vyjadieni vydal informaci, Ze se ptivodné zadany a umocnény polynom

z rozkladu na soucet ¢tverct shoduji.

Prejdéme na zaveér této kapitoly k posledni celo¢iselné hodnoté parametru A =—1a uréeme

pro tuto hodnotu rozkladu pivodniho polynomu f na soucet ¢tvercti polynomd.

Matice B bude mit pro tuto volbu parametru po dopocteni nasledujici podobu:

I 0 0 -l

10 9 =20
B, =

0 -2 4 -1

-1 0 -1 3
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Nyni jiz velmi stru¢n¢ provedeme vypocet obdobnym zplisobem jako v piedeslych

situacich.

MaticeBel = {{1, @, @, -1}, {@, 9, -2, 0}, {®, -2, 4, -1}, {-1, @, -1, 3}};
MaticeV@l = CholeskyDecomposition[MaticeBel];

MatrixForm[MaticeVvel]

z = {{1}, {x}s {y}, {x~2}};

5053 = Maticevel.z;

MatrixForm[S053]
@ -1 1-x*
-2 e Ix- X
3 3
r.lee 2 2 Tt 3x2 _avZy
vo= Viiz = |-—+
3 a4z avz 3
'JE 1 55
1 2
o0 o - R

Tteti vyjadieni ptivodniho polynomu f ve tvaru souctu ¢tverct je tedy ve tvaru:

f(Ly):(l—xﬂ2+(3x_%%)2+(_§§%+4j?yj2+[idégg{r

Pokud provedeme obdobné jako v ptedchozich ptikladech zkousSku, zjistime, Ze se opét

jednd o spravny rozklad ptivodniho polynom f na soucet ¢tverct polynomii:

fX=3+x"4-2%x 23y +7+X"2-4xx*y+4xy"2+1;

S05Ff2= (1-x"2) "2+ (3+x-2%y/3)"2+ (-(3+x"2)/ (4+Sqrt[2]) + (4=+Sqrt[2]+y)/(3)) "2+ ((1/4) *5qrt[55/2] *x"2)"2;
Expand [S05F2]

TrueQ[fx == Expand [S05f2] ]

1+7x +3x" 4xy szy—ﬁlyz
True
4 NEKTERE ROZDILY MEZI KLASICKYM A POCITACOVYM
ROZKLADEM

Programy pocitacové algebry a matematicky software obecné¢ mulze byt dobrym
prostiedkem pro zefektivnéni rozsahlych vypoctd i srozumitelnéjsi prezentaci abstraktnich
pojmu studentiim. Nutno je ovSem poznamenat, Ze pocita¢ zpravidla pfistupuje k feSeni
zadanych ptikladi odliSnym zptisobem, neZ jsou klasické metody — muzeme napiiklad
zminit aplikaci numerickych metod oproti uziti jednoduchého vzorce, ptipadné¢ vhodnou
volbu celoc¢iselného parametru oproti ,,nehezkym* redlnym hodnotdm ve tvaru zlomkul

nebo odmocnin. Uved’'me jeden takovy konkrétni piiklad.
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M¢jme polynom zadany ve tvaru:
f (x, y) =4x* +4x°y - Tx*y* = 2xy’ +10y*

Potom matice B je matice s parametrem ziskand béZnym postupem, matici B, vydd
program MATLAB v pfipad¢, Ze neklademe Zddna omezeni na jeji prvky. Matice B, pak

predstavuje pocita¢em vypoctenou matici, kdy poZadujeme takovou volbu parametru A,
aby byla matice celo¢iselnd. Je zifejmé, Ze v piipad€ Cisté pocitatového postupu by ndm
tvar matice B, nevadil, pro lidské oko je ovSem jist¢ pfijemné&j$i celo¢iselny tvar matice B, .
Je zde tedy patrné, Ze pfi vypoctech s vyuZzitim matematického softwaru je vyvijen jisty

tlak na preciznost vyjadiovani, resp. formulaci vstupni syntaxe.

4 2 A 4,0000 2,0000 —4,9826 4 2 -5
B=|2 -7-21 -1 B,=| 2,0000 2,9652 —1,0000 B,=12 3 -1
A -1 10 -4,9826 —1,0000 10,0000 -5 -1 10

Odlisné vnimani feSeného problému pocitaem a clovékem pak muZe piimo ovlivnit
i formulaci zavéra. To bylo naznaceno jiz diive (viz zavér kap. 3.4). Podivejme se nyni na
odliSny pfistup k nékterym krokiim hleddni rozkladu polynomu na SOS programy
pocitacové algebry a ¢lovékem. Piiklady uvedené v této kapitole poukazuji na skutecnost,
Ze neni vidy moZzné pii vypoCtech s vyuZitim pocitacovych technologii pouze
bezmysSlenkovité véfit kazdému vydanému vysledku a povaZovat pocitaCové postupy za
nejefektivnéj$i a vsespasitelné. VZdy je nutny kriticky pfistup a znalost studované
problematiky, kdy kupfikladu aplikace obecné¢ zndmého vzorce muze vyrazn€ usnadnit

a urychlit vypocet v porovnéni s universidlnim (pocitacovym) algoritmem.
4.1 HODNOST MATICE A UZITI CHOLESKEHO DEKOMPOZICE

Hodnost Gramovy matice B jist¢ého polynomu f piimo ovliviiuje podobu rozkladu
polynomu na soucet Ctvercii zptisobem, Ze hodnost ¢ pfedstavuje celkovy pocet Ctverct ve
vysledném rozkladu. Hodnost a piipadnd linedrni zavislost fadk miZe mit zaroven vliv na
pocitaCovou feSitelnost zadaného problému, jak jsme jiZ naznacili v kapitole 3.4. Uved’'me
konkrétni podobu takového piikladu, kdy jeho samotné feSeni nebude tak podrobné
rozepsano jako v ptedchdzejicich ptipadech. Pro demonstraci rozdilnosti feseni uZijeme jiz

vyse uvedeny polynom dvou neurcitych f (x, y) .
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Priklad 7 (vliv hodnosti matice na po¢itacové FeSeni):

Naleznéte s vyuzitim Choleského dekompozice jisty rozklad zadaného polynomu na SOS:
f (x, y) =4x* +4x°y-T7x*y* = 2xy’ +10y"

ReSeni:
Jako jiz dfive nejprve vypocteme obecnou Gramovu matici B zadaného polynomu
a uréime mozné hodnoty zavedeného parametru A, aby tato matice zlstala pozitivné

semidefinitni.

Hledana matice je v jiz dfive uvedeném tvaru:

4 2 A
B=|2 -7-24 -1
A -1 10

Pomoci programu Wolfram Mathematica vypocCteme nejprve charakteristicky polynom
F ( y) a ndasledné¢ svyuzitim piikazu ReplaceAll vuvedené syntaxi uréime
polynomF(—y) .

Na zdkladé Descarova znaménkového pravidla pak stanovime mozné hodnoty

parametru A .

B={{4y 2, A}y {25 -7-22, -1}, {4, -1, 18} };
Collect[ReplaceAll [CharacteristicPolynomial [B, v]s {yv = -v}1s vl
Reduce[ (7-21) =@ 8% -63-282-2°>0 8% -324 —8a2:72%+22% =0, 4]

-324 .y’ syt (7-20) -84A+72% 2227 sy [-63-282 -7

1, R
-B= A= a |7 — W 457

Prozkoumejme nyni s vyuzitim piikazu MatrixRank hodnost matice B v krajnich bodech

uréeného intervalu a coby jednoho zéstupce vnitinich bodii volme hodnotuA =0.
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Bl={{4, 2, -6}, {2, -7-2% (-6}, -1}, {-6, -1, 18}};
1

2= {{s, 2, 3 (s-vas7)}, {2, -7-24 [E (s-¥a57 )]s -2} {= (s-Vas7 ), -1, 10}

4 4
B3={{4, 2,8}, {2, -T-2x8, -1}, {8, -1, 18}};
MatrixrRank [B1]
MatrixRank[B2]
MatrixRank [B3]

Hodnost v krajnich bodech intervalu je vlivem linedrn& zdvislych tadké r(B)=2, pro

vnitini body je pak hodnost r(B) =3. V krajnich bodech tedy ocekdvame vyjadieni ve

tvaru souctu dvou ctvercli. Podivejme se ovSem na vysledek, ktery ziskdme pro volbu

parametru A =—6 pii uZiti Choleského dekompozice v programu Wolfram Mathematica.

B={{4s 2, -6}, {25 -7-2% (-6)5 -1}, {-65 -1, 18}};
CholeskyDecomposition[B]

CholeskyDecomposition: The matrix {{4, 2, -6}, {2, 5, -1}, {-6, -1, 10}} is not sufficient

. = ¥ha Fhalac o

Problémem je, Ze program pozaduje pro vypocet striktn€ pozitivné definitni matici. Nelze
ovSem pfi tomto chybovém hlaSeni okamzit€ tvrdit, Ze rozklad neexistuje. JiZ vime, Ze by

m¢l existovat rozklad ve vyjadfeni souctu dvou ctvercii, kdy vzhledem k povaze zadaného

polynomu f (x, y) se vném mohou vyskytovat pouze monomy ve tvaru x>, xy, y .

Opustme proto nyni pocitaCovy software a pokusme se manudlnim postupem s uzitim
dfive uvedeného zplsobu vypoétu trojihelnikovych matic V, V' nalézt vyjadfeni zadaného

polynomu ve tvaru sou¢tu dvou ¢tverct pro hodnotu parametru A =—6.

4 2 -6 a*=4;a=2 2 1 3
B=2 5 -1 ab=2:b=1 b*+d*=5:d=2 vi=lo 2 1
-6 -1 10 ac=-06;c=-3 bct+de=-1;e=1 c2+ez+f2=10;f=0 0 0 O

Uréime nyni souéin V' .z":

2 1 =3) ([« > 302
+ [—
vizi=l0 2 1 |]|xy =[x v Zyj



Vysledné vyjadieni polynomu f ve tvaru souctu dvou ¢tvercti je tedy ve tvaru:
2 2
F(xy)=(20" +2y-3y2) +(2xy +)?)

Obdobn¢ jako diive bychom mohli pochopiteln¢ nachazet dal§i moZnd vyjadfeni, a to bud’
ve tvaru souétu dvou ¢tverct pro druhy z krajnich bodi parametru A nebo tif ¢tverct pro
) 1 Y x " . » o 1
hodnoty z intervalu A [ —6,Z (5 -/ 457) . Pfejdéme ovSem nyni k dal§imu specifickému
piikladu, ktery je moZné vyfeSit oproti standardnimu postupu velmi rychle s vyuZzitim

zndmych identit.
4.2 TWO SQUARES IDENTITY V ROZKLADU POLYNOMU NA SOS

Two Squares identity, téZ Brahmaguptovy—Fibonacciho identity piipadné¢ Brahmaguptovy
identity, predstavuji moZnost, jak v algebfe vyjadfit soucin souctu dvou ctvercti jako

soucet dvou jinych ¢tverct. Jednd se o nasledujici dvojici vztahti:

(a2 +l72)(c2 +d2) = (ac—bd)2 +(ad +bc)2

(a2 +l)2)(c2 +a,’2)=(ac+bd)2+(ad—bc)2 [27]
Uvedené identity se poprvé objevily jiz v dile Aritmetika od Diofanta z Alexandrie,
pozdé€ji pak byly znovuobjeveny indickym matematikem a astronomem Brahmaguptou
(598-670), ktery nalezl i jejich obecné&j$i vyjddfeni, a jsou téZ popsdny v publikaci
italského matematika Leonarda Fibonacciho (1170-1250) Book of Squares z roku 1225.
[23]

Podivejme se nyni na jednu, byt omezenou, moznost aplikace téchto dvou identit pii
hledani rozkladi polynomu na soucet Ctvercii. Déle popsany postup poukazuje na
skutec¢nost, Ze ndpad a uziti ,,triku* mize byt nékdy pii feSeni tlohy rychlejsi neZ moderni
technologie. Piiklad 8 je zdmérné zadany v jednoduché podobé, kterd obsahuje jiz soucin

souctu dvou ¢tverct. Obecné by ziejmée musel k tomuto vyjadieni prejit feSitel samostatné.
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Priklad 8 (Two Squares identity):

Naleznéte n¢jaké rozklady zadaného polynomu f na soucet ¢tvercti polynomii:
fxy)=x*+5x7y* +4y* = (x2 + yz)(x2 +4y2)

ReSeni:
Nejprve se pii feseni tohoto piikladu zaméfime na moZznost vyuziti uvedenych identit pro
nalezeni dvou moZnych rozkladii na SOS zadaného polynomu, nasledné¢ pak ovétfime

ziskané vysledky pomoci diive uvedeného algoritmu a zamé&fime se téZ na nékteré lidské
postupy.

V prvnim kroku si v souladu se znaCenim v obou z uvedenych identit musime oznacit

prvky zadaného polynomu f:

2
— 2 2 2
¢ d

a b

Pak jisté plati v potadi na zdklad¢ uvedenych identit:

f(x,y) = +5x2y2 +4y4 — (xz _2)/2)2 +(2xy+yx)2 :(xz _2yz)2 +(3xy)2

f(x,y) = +5x2y2 +4y4 — (xz +2y2)2 +(2xy—yx) - (xz +2y2)2 +(xy)2
Pokud provedeme zkousku umocnénim:

(xz _2y2)2 +(3xy)2 = —4)62)/2 +4y4 +9x2y2 o +5x2y2 +4y4 - f(x,y)

(xz +2y2)2 +(xy)2 = +4x2y2 +4y4 +x2y2 = +5x2y2 +4y4 - f(x,y)
Ziskali jsme tedy dvé moznd vyjadieni zadaného polynomu f ve tvaru souctu dvou ¢tvercu
polynomi a spravnost vysledku jsme ovéfili zkouSkou. Zatadme nyni pro porovniani
feSeni obvyklym zplsobem pomoci maticového poctu. Opét nebudeme podrobné
rozepisovat cely postup, ale pozastavime se u nékterych fazi vypoctu, kde jsme diive

postupovali striktné s vyuzitim matematického softwaru a zamyslime se nad klasickymi

moznostmi feSeni bez vyuziti pocitacovych technologii.

Zadany polynom f je homogenni polynom stupné 4 a tudiZ m4 smysl hledat rozklad na

SOS. Jediné monomy, které se mohou ve vysledném rozkladu vyskytovat, jsou x*, xy, y>.
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Gramova matice B typu 3%3 pak md s ohledem na parametr A niZe uvedenou podobu

a charakteristicky polynom F ( y) ziskame vypoctem uvedeného determinantu.

1 0 A I-y 0 A
B=|0 5-21 0 F(y)=| 0 5-2A-y 0
A0 4 A 0 4-y

Vypocet determinantu pfenechejme matematickému softwaru a zdroven téZ nechme urcit
polynom F (—y) s vyuzitim piikazu ReplaceAll. Je ziejmé, Ze pti klasickém vypoctu
determinantu bychom vzhledem k fadu matice uzili Sarrusova pravidla.

Collect[ReplaceAll[Det[{{1-v, @, A}, {8, 5-24 -y, 0}, {A, 0, d-v}1}], {v—=-v1l,

20+y  +y’ (18-23)-82a-52"+227 +y (29-182-27

Prehlednéji bychom polynom F (— y) zfejmé zapsali:
F(-y)=y'+y’(10-22)+ y(—/12 -10A +29)+(2/13 -51% -84 +20)

Hleddme nyni takové hodnoty, aby v polynomu F (—y) nenastala Zadna znaménkova

zména. Musi byt tudiz splnéna podminka:
10-24=20 0 -A*-10A+29=0 0 24’ -54*-84+20=0

Opét je nutné vytesit soustavu tii nerovnic. Diive jsme pienechdvali tuto ¢ast vypoctu
matematickému softwaru s vyuzitim piikazu Reduce. Podivejme se nyni na moZnosti,

které ndm ddvaji klasické postupy.

V piipad¢ prvni nerovnice je ziejmé, ze musi platit A<5. Druhou nerovnici nejprve
Sikovné upravime a nédsledné k ni budeme pfistupovat jako ke kvadratické rovnici, jejimz
grafem bude konvexni parabola. Vypocteme diskriminant a po nalezeni kofenu

rozhodneme o pfipustnych hodnotach pro parametr A :

-A*-10A+2920  /.(-1)
A*+10A-29<0
D =100+116=216
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-b+JD

Pomoci obecného vzorce x,, = T vypocteme kofeny:
a
—10++/
A :w:—5+3\/6ﬁ2,35
-10-+/21
A, :¥ =-5-36 = -12,35

Vzhledem k vypoctenym kofenlim a povaze grafu paraboly spliiuje tato nerovnice zadanou

podminku v intervalu A 0{-12,35;2,35).

Zbyva rozhodnout o podminkdch na interval u kubické nerovnice. Zde mdme vice
moznosti, ale pokusme se vzhledem k povaze této nerovnice vyuZzit jisty stfedoSkolsky

postup s uhddnutim kofene v kombinaci s Hornerovym schématem (tabulka 2).

Tabulka 2 - Experimentalni hledani kofene kubické rovnice a uziti Hornerova schématu

HLEDANI KORENE HORNEROVO SCHEMA
A 0 1 2 2 -5 -8 20
vysledek | 20 9 0 4 -2 -20

2 2 -1 -10 0

Jednim z kofent je tedy hodnota A, =2. Prostfednictvim Hornerova schématu jsme pak

navic urcili polynom nizsiho stupné, ke kterému budeme pftistupovat jako ke kvadratické

rovnici ve tvaru 2A>-A-10=0. Obdobné jako vySe bychom pak nalezli pomoci
. : y 5 . .
diskriminantu a obecného vzorce zbyvajici dva kofeny A, =-2 a A, :E. Nyni musime

zvazit znaménko v dil¢ich intervalech ,,natrhaného* oboru redlnych Cisel (obrdzek 16).

2 2 2/2

Obrazek 16 - Znaménko kubické nerovnice v dil¢ich intervalech
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Ptipustny interval parametru A je tedy pro nerovnici 24’ =51 —8A + 20 = 0 sjednoceni

intervali A D<—2,2> O <§,00j.

Vysledné hodnoty, kterych mlzZe parametr A nabyvat, aby zlstala Gramova matice B
pozitivné¢ semidefinitni, pfedstavuje prinik vSech tii vypoctenych intervald a je zifejmé,

7e musi tedy platit A 0(-2,2).

Prozkoumejme nyni, jak vypadaji rozklady v krajnich bodech parametru A ==%2.
Nebudeme zde jiz uvadét podrobné vSechny kroky vypoctu. Pokud ovSem uZijeme diive

uvedeného postupu Choleského dekompozice, ziskdme s ohledem na volbu parametru A

nésledujici matice V2, a V, :

V) =

o O =
o = O
S O N

Zbyvé uréit soudiny V,.z",V, .z"a rozhodnout o vyjddeni polynomu f (x,y) ve tvaru
souctu ¢tverci jako jiz difve:

2

1 0 2)(«x 22 1 0 2)(x P
- +
V_T;.ZT= 0 3 0 [.|xy :(x 3 yJ VZT.ZT: 0 1 0l]xy :(x yJ

Vysledna vyjadieni ve tvaru souctu ¢tverct jsou tedy ndsledujici:

Je ztejmé, Ze jsme se timto rozsdhlym vypocltem vrétili zpét k pivodnimu rozkladu na
SOS, ktery jsme ziskali na pocitku feSeni pomoci ¢tvercovych identit. Jisté, Ze aplikace
téchto identit/vzorci je velmi omezend na tuzky okruh piikladl, nicméné toto feSeni
poukazuje na skutecnost, Ze dobry ndpad muze znacn¢ usnadnit a urychlit vypocet, a to
1 v pfipadé postupu s vyuzitim matematického softwaru. V rdmci kompletniho feSeni pak
bylo poukdzdno na néckteré tradicni techniky, které lze vyuZzit jako alternativu k Cisté

pocitaovému vypoctu. Podivejme se nyni strucné na algoritmus, ktery jsme v pribchu
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vypoctu s vyuZitim tradi¢nich technik vyuZili, ale nebyl hloubéji vysvétlen, tedy

tzv. Hornerovo schéma.

4.2.1 Strucné o Hornerové schématu ve stiredoskolskych souvislostech

Hornerovo schéma (téZ Hornerliv algoritmus) piedstavuje jednu z metod pro efektivni
vyhodnocovani polynoml a je mozné ji také vyuZit pfi urcovani kofenti redlnych
polynomidlnich rovnic, kupfikladu na stfedni Skole. Pokud bychom chtéli Hornerovo
schéma zatadit z hlediska matematickych disciplin, pak spadd do oblasti numerické
matematiky, kterd se zabyva feSenim problémi/dloh pro konkrétni ¢iselné hodnoty. V této
souvislosti je opét nutné zminit jistou provdzanost (numerické) matematiky s pocitacovymi
technologiemi, matematickym softwarem a programovanim, kdy v soucasné dobé je
mozné celou fadu vypoctlu (napiiklad s vyuzitim iteracnich metod) pfenechat zminénému
softwaru, obdobné jako jsme se presvédcili pii hledani rozkladi polynomt na SOS
v predchazejicich piikladech s vyuzitim programli pocitacové algebry MATLAB
a Wolfram Mathematica. Program obvykle provede vypocet velmi rychle a pti dodrZeni
vstupni syntaxe vydd bezchybny vysledek. Nejinak tomu je i u Hornerova schématu, kdy
mohou studenti stiednich $kol nalézt nékteré piiklady zdrojovych kédi v programovacich
jazycich Python ¢i C/C# nebo zdrojového kédu pro volné Sifitelny program pocitacové
algebry Octave na anglické verzi oblibené oteviené encyklopedie Wikipedia, konkrétn€ na

strance www.en.wikipedia.org/wiki/Horner's method.

Algoritmus je pojmenovan po britském matematikovi Williamu G. Hornerovi
(1786-1837), ktery jej publikoval v prvni polovin€ 19. stoleti, nicméné se jedna o metodu,
kterd byla zfejmé& zndma jiz v 17. stoleti Isaacu Newtonovi (1643—-1727) a dokonce

i ¢inskym matematiktim ve 13. stoleti. [23], [34]

Ve stiedoSkolské matematice nalezne Hornerovo schéma fadu uplatnéni pii praktickych
vypoctech s (redlnymi) polynomy a polynomidlnimi rovnicemi, kdy miZe byt navic tento
algoritmus vyuzit kupiikladu v kombinaci s jistou experimentdlni metodou — uhadnutim
nekterého z hledanych kofent rovnice. Jak jiz bylo uvedeno, jednd se o metodu pro
efektivni vyhodnocovani polynomt, kdy jedno z praktickych (nejen) sttedoskolskych uziti
pfedstavuje urCeni hodnoty polynomu p(x) v konkrétnim zadaném bodé& x. To je sice
mozné i pifimym dosazenim, nicmén¢ v piipad¢ polynomu vyssiho stupné se mize jednat o

pomérné naro¢ny vypocet. Hornerovo schéma predstavuje elegantni a efektivni alternativu
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k tomuto vypoctu. Zaroven je mozné algoritmus vyuZit k testovani potencidlniho kotfene
(,,podezielé* hodnoty). Vime totiz, Ze Cislo a je kofenem polynomu p(x) pravé tehdy, kdyz

plati, Ze p(a) = 0, tedy Ze polynom p(x) nabyva pro Cislo a hodnoty 0. [18]

Dalsi praktické uplatnéni nalezne Hornerovo schéma pii déleni dvou polynomii. Nejen, Ze
se muze jednat o postup svizné€js$i oproti obvykle vyu¢ovanému zptisobu déleni, ale té7 je
mozné tohoto pristupu vyuZit pii feSeni polynomidlni rovnice vysSiho stupné. V piipadé,
Ze nalezneme/uhdadneme jeden z kofenii zadané rovnice, dochazi pii jeho ovétovani
prostiednictvim  Hornerova schématu k déleni plvodniho polynomu linedrnim
polynomem. Po dokonceni vypoctu tak ziskdme nejen informaci, zda nalezend hodnota je
skute¢né€ kofenem zadané rovnice, ale téZ ziskdme polynom — polynomidlni rovnici niz§iho

stupné a muze se jednat o snazsi postup feseni nez s vyuzitim nékterych zndmych vzorci.

Podivejme se nyni na obecny algoritmus vypoctu pomoci Hornerova schématu. M¢jme

zadany polynom stupné n v obecném tvaru:

— -1 2
p(x) =ax"+a,_x"" +..+ta,x +tax+ta,

Pozadujeme-li vypocitat hodnotu p(xo) polynomu p(x) vredlném cisle x, s vyuzitim

Hornerova schématu, pak tabulkova podoba algoritmu je nésledujici:

Tabulka 3 - Obecny algoritmus vypo¢tu pomoci Hornerova schématu

a, a, a,_, a, a, ag
Xo4, xob, Xob, Xob; Xobg
Xy | a, | b,=a,,* (xoan) b,.,=a,,+ (xobn) e | Dy =ay + (xobz) by =a, + (xobl) p(xo) =ay+ (xobo)

Z tabulky 3 je zfejmé, Ze Hornerovo schéma ndm umoziuje urcit poZadovanou hodnotu
p(xo) pouze s vyuzitim ndsobeni a sc¢itdni redlnych cisel. Okomentujeme-li stru¢né
uvedeny algoritmus, pak nejprve do prvniho tadku zapiSeme vSechny koeficienty
zadaného polynomu (véetné nulovych!) a do tfettho fddku prvniho sloupce zaneseme
Cislox,. Nasledné postupujeme zleva doprava a pfisluSné hodnoty ndsobime a sCitame,
¢imz postupné vyplnime celou tabulku a v tfetim fddku posledniho sloupce ziskdme

pozadovanou hodnotu p(x0 )
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Déle je nutné upozornit na vypoctené hodnoty a,.b, .b, _,...b,,b,, které piedstavuji

koeficienty o stupen nizS§iho polynomu ¢(x) ve tvaru:
q(x) =ax"" +bx" 7 +b _x"" +..+b,x" +bx+b,,

pro ktery plati, Ze p(x)= (x—xo)q(x)+ p(xo) a hodnota p(xo) predstavuje zbytek po
déleni polynomu p(x) linedrnim polynomem x —x,. V pfipad¢, Ze p(xo) =0, pak je x,
kofenem zadaného polynomu p(x) a vySe uvedeny linedrni polynom piedstavuje jeho
kofenovy Cinitel.

Uved’'me zavérem této dil¢i kapitoly konkrétni stiedoSkolsky piiklad na uziti Hornerova
schématu. Mdme za tkol urcit hodnotu polynomu p(x) =2x" =5x* +3x° = 2x* +x+1
vbodé x, =2.

V prvnim kroku feSeni pomoci Hornerova schématu musime sestrojit tabulku (tabulka 4).

Pro lepSi ndzornost je nad/pod tabulkou vZdy uvedena téZ neurCitd x s piisluSnym

exponentem.
Tabulka 4 - Konkrétni stiedoskolsky priklad na uZiti Hornerova schématu

5 4 3 2 1
X X X X X
2 -5 3 -2 1 1

22=4 2.-1)=-2 2.1=2 20=0 21=2
X, =2 2 | (5+4=-1|3+-2)=1 | (-2)+2=0] 14+0=1 1+2=3

= o 2 %!

Hledanou hodnotu mame vypoctenou ve Zluté zvyrazné€né buiice a je tedy zfejmé, Ze pro

zadany polynom p(x) plati p(2) =3. Lze tedy konstatovat, Ze zadané Cislo 2 neni kofenem

tohoto polynomu a vypoctend hodnota 3 ptedstavuje zbytek po déleni polynomu p(x)
linedrnim polynomem ve tvaru x—2. Polynom p(x) je tedy mozné vyjadfit v niZe

uvedeném tvaru soucinu, coZ by bylo mozné ovéfit zpétnym roznadsobenim:
p(x) = (x - 2)(2x4 —x'+x* +0x+ 1)+ 3

Porovnejme nyni postup s vyuZitim Hornerova schématu a ziskany vysledek s metodou

dosazeni hodnoty x, =2 do polynomu p(x):

19(2)=2.25 -52%+32°-22°+2+1=232-5.16+38-24+3=64-80+24-8+3=3
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Pfimym dosazenim jsme pochopitelné dospéli ke stejnému vysledku, nicméné ndm tento
postup neddvd moznost nalézt vySe uvedené vyjadieni polynomu p(x) ve tvaru soucinu.
Navic se v porovnani s hodnotami vyskytujicimi se v tabulce pti uZiti Hornerova schématu
pohybujeme pii dosazeni ve vySSich ¢iselnych hodnotidch a pokud nemdme k dispozici
kalkulacku ¢i jiné vypocetni zafizeni, pak muzZe byt tento postup pomérn¢ zdlouhavy,

naro¢ny a téZ nachylny na chybu.
5 NEKOLIK DALSICH RESENYCH PRIKLADU S VYUZITIM POCITACE

Predchazejici kapitoly prace byly vénovany historickému zakotveni celé problematiky,
vymezeni nezbytnych pojml nutnych pro pochopeni algoritmu rozkladu redlného
polynomu na soucet ¢tvercti polynomu a vybranym mozZnostem uZiti programl pocitacové
algebry (MATLAB, Wolfram Mathematica 11), pfipadné programi dynamické geometrie
(GeoGebra), pii feseni nebo znazornéni dil¢ich dkolt/krokil a pti dokazovani, Ze je dany
redlny polynom pozitivng semidefinitni. ReSeni jednotlivych tloh bylo podrobné
okomentovano a komentar byl doplnén obrizky a grafy pro lepsi pochopeni. Nejinak tomu
je 1 ve Skolské matematice, at’ na zdkladni, stfedni ¢i vysoké Skole, kdy uziti hlavné
dynamickych figur (naptiklad pfi vykladu geometrickych partii u€iva) v kombinaci se
srozumitelnym vykladem a procvi¢enim latky na dostatecném poctu uloh vede zpravidla

o v 2z

k lepSimu osvojeni si pozadovanych védomosti, dovednosti a navyki Zky ¢i studenty.

Tato kapitola je vénovéana sad¢ feSenych ptikladi na ovéfovani pozitivni semidefinitnosti
konkrétnich polynomi s vyuzitim metody rozkladu polynomu na soucet Ctverci, které jsou
fazeny od nejjednodusSich po nejkomplikovanéjsi (hlavné z hlediska rozsahu a Casové
ndroCnosti feSeni). Hlavnim zdmérem je vyuzit dfive uvedené algoritmy a porovnat
tradi¢ni lidsky pfistup s nékterymi pocitaCovymi postupy, nejen je vhodné kombinovat.
Zaroven je ovSem snaha poukdzat 1 na dal$i moZnosti vybraného matematického softwaru,
nebo studenti vysokoSkolSti pfi pfipravé na nékteré zkousky z matematiky ¢i informatiky.
Poslednim cilem pak je poukdzat na hranici, ke které se s rostouci naro€nosti zadavanych
uloh (rostouci stupent polynomu a navySovani poctu neurcitych v ném vystupujicich)
postupné blizime, kdy i1 s béZnou pocitatovou technikou dostupnou na sttednich Skoléach ¢i
pedagogickych fakultich neni hleddni rozkladu jistého redlného polynomu na soucet

¢tverct polynomi a dikaz pozitivni semidefinitnosti tohoto polynomu jednoduchou
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a rychlou zdleZitosti, jak by se mohlo z dfive uvedenych piikladi jevit. Specifikace

zafizeni, na kterém budou provadény strojové vypocty je na obrazku 17.

HP ProBook x360 440 G1 Specifikace Windows

Nazev zafizeni DESKTOP-GMBH®6VI

Procesor Intel(R) Core(TM) i7-8550U CPU @ Edice Windows 10 Home
1.80GHz 1.99 GHz Verze 1903

Nainstalovana pamét RAM 8,00 GB (pouZitelné: 7,89 GB) Datum instalace 22.01.2020

ID zafizeni C16DE4A5-A9AB-413B-B3E8- Build operaéniho systému 18362.959
D24AD5BD3F7B

ID produktu 00325-96622-52099-AA0EM

Typ systému 64bitovy operacni systém, procesor pro

platformu x64

Pero a dotykové ovladani Podpora pera a dotykového ovladani s 10
dotykovymi body

Obrazek 17 - Specifikace pocitace pouzivaného pri ieSeni iiloh v matematickém softwaru

5.1 Reseny piiklad 1 - SS dloha a uZiti GeoGebry pfi FeSeni soustavy nerovnic

Rozhodnéte v oboru redlnych cCisel o teSitelnosti dané polynomidlni rovnice s vyuZitim

metody rozkladu redlného polynomu na soucet ¢tverct polynomii:
4x* —4x +2x° +6x+13=0
Reseni I (stfedoskolsky postup):

Nejprve se zaméiime na feSeni s vyuZitim stfedoSkolského postupu, ktery byl popsan
podrobnéji v kapitole 2.2. Nasledné prejdeme k feSeni obecnému s vyuZzitim klasickych

postuptll i pomoci matematického softwaru.

V prvnim kroku si obdobné jako diive oznacime levou stranu rovnice f (x) Jednd se

o polynom ctvrtého stupné jedné neurcité x:
f(x)=4x* —4x’ +2x* +6x+13

Nyni budeme kombinovat vytykani vybranych ¢lent s doplilovanim na Ctverec. Nejprve
,roztrhneme* ¢len 2x*na soudet x° +x”a ndsledné vytkneme z (nové vzniklych) prvnich

tff ¢lend polynomu x”.

f(x) =2 (467 —4x+1)+27 +6x+13
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. . . < 2 <
Zavorku (4x2—4x+1) nyni doplnime na &tverec ve tvaru (2x—1) , obdobné¢ pak
doplnime na ¢&tverec také soudet x”+6x; nesmime vSak zapomenout na odedteni
hodnoty 9, aby ziistal polynom po piipadném zpétném umocnéni beze zmény.

f(x)=x*(2x-1) +(x+3)"-9+13

Postupné se za¢ind rysovat vyjadieni pivodniho polynomu ve tvaru souctu ctverct. Dale

,vnorime* podle vzorecku (ab)r =a’b" &nitel x° prvniho souéinu do zavorky.
f(x) =(2x2 —x)2 +(x+3)2 +4

Abychom ziskali ,,Cisté* vyjadreni polynomu f (x) ve tvaru souctu Ctvercl, zbyva zapsat

absolutni ¢len 4 v podobé mocniny:
£ ()= (20" =) o (a3) 427

Ziskali jsme vyjadfeni ptivodniho polynomu ve tvaru souctu ¢tvercli polynomti, ¢imz jsme
zaroven dostali informaci o feSitelnosti zadané polynomidlni rovnice. Zaddnim bylo

feCeno, Ze se pohybujeme nad télesem redlnych Cisel. Z vySe uvedeného vyjadieni
polynomu f (x) je ztejmé, Ze tento polynom je pozitivné definitni. Graf polynomu f (x)
nikde neprotind osu x kartézské soustavy soufadnic (obrazek 18) a tudiZ neexistuji Zadné

redlné kofeny rovnice 4x* —4x’ +2x° +6x+13=0. Rovnice nem4 feseni v R.

-1.0 -5 a0 a.5 1.0

Obrazek 18 - Graf polynomu f(x) v programu Wolfram Mathematica
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Pokud bychom chtéli provést zkousku a ovéfit, Ze skutecné nalezené vyjddieni ve tvaru
souctu Ctvercl reprezentuje puvodni polynom f (x), pak bychom v ptipad¢ tradi¢niho
postupu vyuzili zdkladnich algebraickych vzorcti vyuCovanych obvykle jiz v 8. ro¢niku

zékladni Skoly (viz napft. [24]), tedy vzorce:
(a-b)" =a*-2ab+b*

(a+b)’ =a*+2ab+b*

Vzhledem k jednoduchosti vypoctu nebudeme postup podrobnéji rozepisovat a oveiime
spravnost vypoctu s vyuZzitim matematického softwaru — programu Wolfram Mathematica

a ptikazt Expand a TrueQ obdobné jako diive.

fx=4x "8 -4x"3+2x24+6x+13;
SOSFx = (2Xx 2 -X) "2 4 (x+3)724242;
Expand [ 505fx]

True) [ fx = Expand [505fx] ]

13+ Bx+ 230 - 4x + 4x*

True

Vydany polynom po umocnéni se shoduje s pivodnim zadanym, coZ pocita¢ také potvrdil.
Reseni II (obecny postup s oporou pocitatového softwaru):
Shodné s prvnim krokem pfedchézejiciho feSeni vyjdeme z polynomu ve tvaru:

f(x) =4x" —4x° +2x* +6x+13

Polynom je sudého stupn¢, ma tedy smysl hledat rozklad tohoto polynomu na soucet
Stverci. Trojice monomu vyskytujicich se ve vysledném rozkladu je zfejmé 1, x, x*. Nyni
musime sestrojit na zdkladé mocnin u piislusnych monomi hledaného rozkladu Gramovu
matici B. Mnozina A, bude v tomto pifpadé obsahovat ¢leny £ =0, B, =1 a B, =2.
Matice B bude tedy symetrickou matici typu 3x3. Vypoctéme nyni jeji jednotlivé prvky,
pficemz Ize (obdobné jako diive) oCekdvat provazanost nékterych prvka a nutnost zavést

jisty parametr A .
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b,: B+B=0+0=0 =b, =13

b,=b,: B+6,=6+5=0+1=1+0=1 = 2b, =2b,, =6;b, =b, =3
b13:b31: ﬁ1+ﬁ3:133+131:ﬁ2+lg2:0+2:2+0:1+1:2 :>2bl3+b22:21731-I_b22:2

b,,: Bo+B=B+B,=0+5 =1+1=0+2=2+0=2 =b,, +2b,=b,, +2b, =2

by, = by, : BB =0+06 =1+2=2+1=3 = 2b,, =2b,, =—4;b,, =b,, =2
b, : Bo+5=2+2=4 =b,;,=4

Ziskali jsme jednotlivé prvky Gramovy matice B, nicméné nastala oCekdvand okolnost

s provazanosti prvku b, a b,, (resp. b,, a b,,). Zavedeme tedy realny parametr A =b,, ; pro

2-4
prvek b, (resp. b,,) plati po tpravé b, = — Matice B ma tedy vyslednou podobu:

13 3 ﬂ
2
B= 3 A -2
2-4 2 4
2

Ziskali jsme matici, v niZ vystupuje parametr A[JR. Tento parametr vSak neni mozné
volit libovolné — vypoctend matice B musi po dosazeni konkrétni ¢iselné hodnoty ziistat
pozitivné semidefinitni. NeZ vSak pfikro¢ime k vypoctu intervalu piipustnych hodnot
parametru A, nechme nejprve vypocist stejnou matici v programu MATLAB. Z vyse
uvedeného postupu je zfejmé, Ze se v tomto konkrétnim piipad¢ nejednd o narocné pocty,
nicméné ¢asova naroCnost uz je zde znacnd, navic je nutné ohlidat, aby byly brany v ivahu

vSechny mozné kombinace, které mohou nastat.

SeDuMi 1.3 by AdvOL, 2005-2008 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqgs m = 5, order n = 4, dim = 10, blocks = 2
nnz(A) = 6 + 0, nnz(ADA) = 25, nnz(L) = 15
1E. & b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feas cg cg prec
B iz 5.60E+000 0.000
1 : -1.235+000 1.14E+000 0.000 0.2036 0.9000 0.9000 1.17 1 3 A.5SE+000
2 : -5.01E-002 4.40E-002 0.000 0.0385 0.9900 0.%¢%00 1.36 1 1 7.28-001
3 : -2.18E-006 3.49E-006 0.218 0.0001 1.0000 1.0000 1.03 1 1 1.5E-D003
4 : -1.82E-008 1.42E-008 0.000 0.0041 0.9990 0.9990 1.00 1 1 1.3E-005
5 : -3.90E-015 4.00E-015 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 3.5EB-012
iter]secondsdigits c*x b*y
S 0.1 4.6 0.0000000000e+000 -3.8973143640e-015
|Ax-b| = 2.9e-014, [Ay-c]_+ = 4.2BE-016, |x|= 1.7e+001, |yl= 1.3e-015
Q= Z2 = D =
13 3 -3 1 1
3 8 -2 %
-3 -2 4 D

Obrazek 19 - Rychlost vypoétu konkrétni Gramovy matice B (dle MATLABU oznadeni Q) k feSenému piikladu 1
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Program MATLAB v soucinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS vypocetl konkrétni
matici B (jak bylo jiz dfive konstatovdno, program uZivd znaceni matice Q) s dosazenim
jisté celociselné hodnoty za parametr A (konkrétné A =8). Zaméfme se ovSem na rychlost
samotného vypoctu. I ptes to, Ze nebyl vypocet realizovédn na ,,superpocitaci, prob&hl cely
vypocet v Case 0,1 sekundy (zvyraznéno ¢ernym obdélnikem), coz je v porovnéni s ruénim
vypoctem mnohondsobné rychleji. Zaroven mame jistotu (v piipad€ sprdvného zadéani
tlohy do pocitace), Ze vypocet je bezchybny. Nutno oviem na tomto mist¢ poznamenat,
7Ze program sice spravné urCil konkrétni matici B, ale jiZ nevyda informaci o dalSich
moznych ptipustnych hodnotach parametru A .

Vratme se nyni k vypoctu klasickymi metodami a ur¢eme piipustny interval redlnych

hodnot pro parametr A. V prvnim kroku musime urcit charakteristicky polynom F ( y)

matice B, tedy vypocitat determinant:

2-1
13-y 3 ==
g 2
F(y)=det(B-yE)=| 3 A-y =2
2-1
_ -2 4 -
5 y

Vzhledem k tomu, Ze matice B je Ctvercovd, symetrickd matice fddu k =3, je mozné
aplikovat Sarrusovo pravidlo. V prvni fizi, tj. pfed dalS§imi potfebnymi tpravami, bychom

tak ziskali charakteristicky polynom F (y) ve tvaru:

P)=(3-) (=)= +a(2) 252 Joa2) 252 (257 J ) 352 Jaa e )~ (3-)

Abychom mohli uZzit Descartova znaménkového pravidla, pottebujeme ziskany polynom
upravit, aby byl ve tvaru se srovnanymi koeficienty u zavedené neurcité y. Uvazime-li
povahu ziskaného polynomu ve vyse uvedené ,;rané* fazi, vypocet by ziejm¢e nebyl piilis
matematicky naro¢ny, nicméné opét by se jednalo o pomérné€ zna¢nou ¢asovou niro€nost.
Prenechme proto ptipadny ru¢ni vypocet Ctendii a vyuZijme pro urCeni charakteristického
polynomu pocitacového softwaru Wolfram Mathematica s vyuZitim piikazu Det (vypocet
zadaného determinantu) v kombinaci s jiz dfive pouZivanym piikazem Collect (srovnd
koeficienty u poZadované neurcité) a zaroven s vyuzitim piikazu AbsoluteTiming sledujme

¢asovou ndro¢nost strojového vypoctu determinantu.

2-A

—]_1 [3_1)--}'_1 =2}, {%11 —2.14‘3"}}].1 D‘r]]

AbsoluteTiming[[ol]ect[Det[[[13 - ¥y 3,

2 1 2
¥y =152 723« A ; 400 + 2283 + 420 - 30

F

1,
©.8085142, -y FRARCLEE RV
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Celkovy vypocet, tj. vypocet determinantu a nisledné dpravy ziskaného charakteristického
polynomu do podoby se srovnanymi koeficienty u neurcité y, probéhl v uvedeném Case
0,0005142 sekundy. Je zde tedy patrné, Ze v ptipad€ vhodného uziti pocitace pii feSeni

danych dloh mizeme vyznamné urychlit cely postup. Charakteristicky polynom F ( y) ma

tedy po provedenych dpravdach tvar:
F(y) =-y’ +iy2 (68+4/])+iy(—152—72/1 +/]2)+%(—400+228/1 +42 _/13)

Vime, Ze matice B je pozitivn¢ semidefinitni v pfipad¢, Ze vSechna jeji vlastni ¢isla jsou
kladna (viz véta 1; kap. 2.2). Pro rozhodnuti o pfipustnych hodnotich parametru A tedy

musime nejprve zapsat polynom F (—y), abychom mohli nésledné uZzit Descartova

znaménkového pravidla a zajistit tak, aby vSechna vlastni Cisla matice B byly kladné

hodnoty. Hledany polynom F (—y) bude ve tvaru:
1 1 1
F(=y)=y' +=y*(4A+68)+—y(-A> +72A +152) +—(-A" +41% + 2281 - 400
(=) y+4y( + )+4y( + + )+4( +4% + )

Nyni poZadujeme takové hodnoty parametru A, aby v polynomu F (—y) nenastala Zadna

znaménkova zména — tim bude docileno stavu, kdy nebude existovat Zadny zdporny koten

charakteristického polynomu F (y) a matice B tak bude pfi libovolné volbé parametru A

z vypocteného intervalu pozitivné semidefinitni. Je tedy nutné, aby byly soucasné splnény
podminky:

4146820 O -A*+72A+15220 O -A*+4A7+2284-400=20
Vidime, 7e nyni je tieba fesit tfi nerovnice. ReSeni prvni z nich predstavuje trividlni
zalezitost, kdy snadno nahlédneme, Ze musi platit A = —17 . Problém nastava u kvadratické

a kubické nerovnice, kdy i pfi pokusu o vypocet se nejednd o ,,hezké*“ hodnoty (kupiikladu
kofeny kvadratické rovnice —1* +724 +152=0jsou 4, =36-2v362;4, =2(18 +/362)).

NeZz ptenechdme vypocet pocitaCovému softwaru Wolfram Mathematica s vyuZitim
ptikazu Reduce, uved'me stru¢né na tomto misté jednu dostupnéj$i moznost (grafického)
feSeni (soustav) rovnic a nerovnic pro stfedoSkolské studenty. Jednd se o moZnost vyuZiti
programu dynamické geometrie GeoGebra.

Program GeoGebra patii v sou¢asné dobé mezi oblibeny matematicky software vyuzivany
uciteli na zdkladnich, stfednich i vysokych Skoldch. Hlavnimi vyhodami programu

GeoGebra jsou prostiedi v ceStin€ (vCetné manudlu), intuitivni ovladdani a licence typu
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open-source, diky které jeho zavedeni do hodin matematiky nepfedstavuje pro Skolu dalsi

finan¢ni zatéz. [21] Na internetovych strankdch www.geogebra.org je aktudlné k dispozici

ke stazeni vice verzi tohoto softwaru, a to nejen pro pocitace, ale téZ pro mobilni zafizeni
se systétmem Android nebo 10S. Uciteli se tak nabizi mozZnost, v ptipad¢ velké vytizenosti
pocitacové ucebny, jit cestou tzv. BYOD (zkratka z anglického Bring Your Own Device,
v prekladu pfines si své vlastni zafizeni), kdy Zaci pracuji na vlastnim mobilnim zafizeni,
kupft. notebook, tablet, smartphone...aj. [19] Vyhodou tohoto piistupu miiZze byt, Ze si Zaci
ulohy z hodin mohou ulozit a vréitit se k nim pfi domdci piipravé. Nevyhodou ¢i
problematickym mistem muze byt odliSnost jednotlivych zafizeni donesenych zaky, tedy
rozdily v ovldddni mezi pocitaCem a tabletem, ptipadné rozdilnd vykonnost jednotlivych
zafizeni. Navic mliZe nastat situace, kdy néktery ze zakt nebude mit k dispozici z né¢jakého
divodu Zadné vlastni zafizeni. Ucitel se proto musi na tyto situace pfedem pfipravit.

Vrat'me se ale k moZnosti feSeni (redlnych) nerovnic a uréeni intervalu piipustnych hodnot
parametru A. Pokud mdme sadu nerovnic s jednou nezndmou, je mozné vyuZit program
GeoGebra nasledovné. Po spusténi softwaru aktivujeme tzv. algebraické okno. Pokud
pracujeme s verzi programu GeoGebra 5.0, pak v dolni ¢4sti do poli€ka oznaeného Vstup:
zaCneme psat jednotlivé nerovnice, pfiCemZ v piipad€é ostré nerovnosti zapisujeme tuto

(13

nerovnost stylem ,>=*“ a konjunkci nahrazujeme symbolem“&&*“. Po zaneseni vSech
nerovnic potvrdime kldvesou enter a sada nerovnic se ndm jiz v piisluSném matematickém
zapisu objevi algebraickém okné (obrazek 20).

» Algebraické okno X

® a:4x468>0A—x24+72x+152>0A —x>+4x2+4228x—400>0

Obrazek 20 - Nerovnice v programu GeoGebra 5.0

Oznaceni parametru feckym pismenem A bylo pfi zanaSeni nerovnic do programu
GeoGebra nahrazeno pismenem x. Jiz v prib¢hu zadavani jednotlivych vztahl vykresluje
software defini¢ni obor — barevn¢ zvyraziiuje interval (ptip. plochu) hodnot, kterych mtize
nezndmd (piip. nezndmé) nabyvat. Situace pro ndmi aktudlné feSenou trojici nerovnic je
zndzornéna na obrdzku 21. Nutno k této metod€ poznamenat, Ze v piipad¢ ,,08klivych*
hodnot je velmi obtizné vycist konkrétni vysledek (nejinak tomu je v tomto konkrétnim
piipad¢€), nicméné v piipad¢ standardnich zaklado-/stfedoskolskych tloh se jedna o postup,
kdy je grafické teSeni konstrukéné€ naprosto presné a odelist kuptikladu feSeni soustavy

dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych pak neni problémem.
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Obrazek 21 - Interval pripustnych hodnot pro parametr A v programu GeoGebra 5.0
Opustme ovsem program GeoGebra a vratme se k feSeni piikladu 1 a urceni piipustnych
hodnot parametruA s vyuZzitim programu Wolfram Mathematica. Opét nas nebude zajimat
pouze findlni vysledek vypoctu, ale zaméfime se i na Casovou ndro¢nost vypoctu
pocitacem.

AbsoluteTiming [N[Reduce[4 A +68 2 Q&% -2A"2 + 723 +152 = 088 -2 3+ 42724+ 2282 -40020]]]

(@.8127168, 1.7247 = A < 16.4891)

Parametr A tedy miZe nabyvat redlnych hodnot A D<1,7247; 16,4091>, pricemz cely

vypocet probéhl v Case pouze 0,0127168 sekundy, cozZ je opct nesrovnatelné s klasickymi

ruénimi postupy i pfi moZznosti uZiti urcitého triku. Pokud bychom se zaméfili pouze na
celociselné hodnoty, pak by se jednalo o mnozinu hodnot A D{Z, 3, 4,...,15,16} .
Volme nyni pevné A =2 a ureme rozklad piivodni polynomu f (x) na soucet Ctvercu

v tomto piipad¢ (jinou pevnou volbu ponechdme na Ctenédfi, pfiCemzZ postup feSeni bude

analogicky). Matice B bude mit po dosazeni a dopocteni tvar:

13 3 0
B_,=[3 2 =2
0 -2 4

VyuZijeme nyni diive vymezenou Choleského dekompozici (kap. 3.4), kdy nejprve opét
provedeme rucni vypocet a nasledné jej porovname (hlavné z hlediska ¢asové narocnosti)

s vypoctem v matematickém softwaru.
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Obecné musi pro matici B,_, platit vztah:

13 3 0 a 0 0\(fa b c a’ ab ac
B,,=|3 2 2|=|b d 00 d e|=|ab b +d’ bc+de |=VV’'
0 2 4 c e f)LO0 0 f ac bctde c*+e’+f?

Nyni pottebujeme postupné vypocitat prvky a, b, c, d, e, f (vzhledem k jednoduchosti

vypoctu nebudeme uvadét vSechny diléi kroky):

a’ =13 = a=+/13
ab=3 = b:i
13
ac=0 = c=0
b +d* =2 = d= 1—7
13
bc+de=-2 = e=-2 E
17
c2+ez+f2=4 = f:—4
J17

Vysledny soucin matic V.V a hledand matice V' potfebnd k uréeni vysledného rozkladu

polynomu f (x) na soucet ¢tverctl polynomu maji podobu:

J13 % 0 J13 % 0
3 17 13 17 13
vvi=|—=— [-£ /|2 vi=| 0o L -2/]=2
J13 13 17 13 17
0 -2 E i 0 0 i

17 17 17

Ovéfme nyni ziskany vysledek v programu Wolfram Mathematica a zaméfme se téZ na

¢asovou naro¢nost vypoctu.

AbsoluteTiming [MatrixForm[CholeskyDecomposition[{{13, 3, @}, {3, 2, -2}, {©, -2, 4}}11]1]

J13 2 B
13
; | |
{@.e00245, | o |17 _p [13
L '-\Jl 13 '-\Jl 17
0 0 =

Program vritil v zanedbatelném ¢ase 0,000245 sekundy pifmo matici V' ve tvaru, ktery
odpovida i pfedchazejicimu ru¢nimu vypoctu. Dopoctéme nyni rozklad na soucet Ctvercii

a nasledné proved’'me zkousku (jizZ pouze pomoci matematického softwaru).
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Hledany rozklad polynomu f (x) na soucet Stvercl uréime jako soucin matice V'

a sloupcového vektoru monomii z” :

3 3x
V13 — 0 V13 +—=
V13 | V13
AL I L L | N P Dy
13 17 ) 13 17
X
0 0 4 4x°
V17 N17

Vysledny rozklad pfedstavuje soucet druhych mocnin jednotlivych tadkit vypoctené

Ovérme na zavér, zda se skute¢né jednd o vyjadieni ptivodniho polynomu f (x) ve tvaru

matice souéinu:

souctu ¢tvercil polynomii:

fx=4x"4-4x"34+2x"2+6x+13;

505fx = (Sqrt[13] +3 x/5qrt[13])~2+ ((Sqrt[17/13] +x) -2+ (Sqrt[13/17]) *+x~2)*2+ ((4 x~2) /5qrt[17]) ~2;
Expand [S05fx]

AbsoluteTiming [TrueQ[fx = Expand [S05fx]]]

13+6x+2x - 4% +4x*

{6.6802511, True}

Program v ¢ase 0,0002511 sekundy zpétné umocnil vySe ziskany rozklad na soucet ti{

Ctverct a zaroven vydal verdikt True, Ze se toto vyjadfeni shoduje s piivodné zadanym

Vev s

polynomem f (x) Je evidentni, Ze tento rozklad je ve sloZit&jSim tvaru neZ rozklad
ziskany sttedoskolskou metodou. Nicméné i pfes povahu ziskaného rozkladu pro parametr
A =2 je zfejmé, Ze polynom f (x) je pozitivné definitni, a tudizZ neexistuje Zadny redlny
kofen piivodné zadané rovnice — rovnice nemd v oboru redlnych Cisel feseni.

5.2 ReSeny piiklad 2 - diikaz neexistence rozkladu stiedoskolskym zpiisobem
Rozhodnéte o existenci redlnych kotfent daného polynomu p (x) v niZe uvedeném tvaru.

V piipad¢ existence redlnych kofenti, vypoctéte alespoii jeden z nich.

p(x)=x6—2x5+2x4—2x3+5x2+2x—6
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ReSeni:
Zatnéme pii feSeni zadaného piikladu nyni od konce — sestrojme graf daného redlného

polynomu p (x) , ktery ndm umoZzni rozhodnout o piipadné existenci redlnych kotfent. Bylo

by mozné obdobné jako v n€kterych ptredchozi konstrukcich uZzit programu Wolfram
Mathematica. Pti teSeni této dlohy se ovSem pokusme opfit o nékteré (bezplatné)
moznosti, které m4 pfi feSeni této Ci jinych tloh k dispozici béZzny sttedoskolsky student.
Jednou z téchto moZnosti je program dynamické geometrie GeoGebra, ktery byl blize
specifikovdn v ramci feSeni pfedchéazejiciho feSeného piikladu 1 (kap. 5.1). DalSim
oblibenym a uZitenym ndstrojem (nejen) pii feSeni matematickych tdloh je casto jiz
u stiedoskolskych, ale pievdzné spise u vysokoskolskych, studentli védomostni engine ¢i
odpovidaci nastroj Wolfram Alpha. Ten je stejn¢ jako software Mathematica vyvijen
spolecnosti Wolfram Research, oproti programu Wolfram Mathematica je ovSem online,
neni uzce zaméefen na numerické vypocty Ci feSeni algebraickych uloh a v zakladni verzi je
bezplatny bez nutnosti si vytvéret uZivatelsky ucet. Vysledky na konkrétni dotaz navic
oproti béZnym internetovym vyhleddvacim uzivateli ptehledné¢ shrne a roztiidi do
jednotlivych kategorii. V soucasné dob¢ se tak jednd o ndstroj, ktery je mozné vyuZzit

napfiic riiznymi obory, a to nejen Cisté ptirodovédnymi. [36]
Vratme se ovSem k feSeni zadaného ptikladu. Dvoji konstrukce grafu zadaného polynomu
p(x) je provedena na obrazku 22. Vlevo je graf vydany programem GeoGebra, vpravo

graf ziskany prostiednictvim védomostniho enginu Wolfram Alpha.

4

Obrazek 22 - Konstrukce grafu polynomu p(x) v programu GeoGebra 5.0 a védomostnim enginu Wolfram Alpha
Konstrukce na obrazku 22 jsou dokladem, Ze existuji dva redlné koteny zadaného

polynomu. Nem¢l by tedy byt mozny rozklad daného polynomu p(x) na soucet ctverctl.
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Tuto informaci ovSem standardné na pocitku vypoctu nemdme. Postupujme nyni déle

obdobné¢ jako sttedoskolsky student a pokusme se urcit rozklad polynomu p (x) na soucet

¢tverct polynomt diive prezentovanym stiedoskolskym zplsobem s vyuZitim vhodnych

uprav a algebraickych vzorcti.
Vyjdeme z pivodniho tvaru zadaného polynomu p (x) a v prvnim kroku obdobné jako
difve vhodné ,,roztrhneme* nékteré ¢leny na soucty:
p(x) =x°—2x" +2x* - 2x’ +5x* +2x -6
p(x) =x" -2 +xt +x' -2 47 + P +2x-6
Nyni zaéneme postupné vytykat. Z prvnich tif ¢lenti vytkneme x*, obdobné pak z &tvrtého

az Sestého ¢lenu upraveného polynomu p (x) vytkneme x° nésledovné:
p(x) =x* (x2 —2x+1)+x2 (x2 —2x+4)+x2 +2x-6

Ziskané zavorky nyni doplnime na ¢tverce dle vzorce (a —b)2 =a’ —2ab+b*. Nesmime
zaroven zapomenout na pric¢teni hodnoty 3 u druhé ze zavorek, aby zlistal polynom po

piipadném zpétném umocnéni beze zmény.

p(x) =x* (x—l)2 +xz[(x—l)2 +3}+x2 +2x-6

Nyni vyuZijeme vztahu (a+b)’ =a®+2ab+b* a doplnime na &tverec posledni trojici

¢lent polynomu. Nesmime opét zapomenout na odecteni hodnoty 7, aby opét ziistal vyraz

beze zmény.
p(x)=x (x=1) 47| (x=1) +3 [+ (x+1)" =7

Z vyse uvedeného tvaru je ztejmé, Ze polynom p (x) neni mozné (touto metodou) vyjadrit

ve tvaru souctu ¢tvercl. Problém je s hodnotou absolutniho ¢lenu -7, kterou neni mozZné

vyjadfit v redlnych ¢islech ve tvaru druhé mocniny.

Nyni je nutné se zamyslet. Jiz diive bylo feCeno, Ze pokud existuje rozklad jistého
redlného polynomu na soucet c¢tvercli polynomu, pak je tento polynom pozitivné
semidefinitni. Obrdcené ovSem tento vztah neplati. Zarovenr ovSem bylo konstatovano

a téZ na konkrétnim pfipadé demonstrovdno (kap. 2.2), Ze pro redlné polynomy jedné
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neurcité splyvaji pojmy byt pozitivné definitni a byt souctem ctvercii. Vyjdeme-li z tohoto
ptedpokladu, pak pokud neni mozné dany polynom p (x) vyjadrit ve tvaru souctu Ctverct

a nalezneme alesponi jeden redlny kofen, bude se zfejmé jednat o indefinitni piipad

polynomu, bude existovat alespon jeden dalsi redlny kofen a dalsi kofeny v oboru C.

Vratme se nyni k zaddni feSeného piiklad 2, kde je feCeno, Ze mame rozhodnout
o existenci redlnych kofenti polynomu p(x) a alesponi jeden z nich urcit. VyuZijeme

upravenou podobu zadaného polynomu z pokusu o nalezeni rozkladu na SOS ve tvaru:
p() =t (1) + 2 (xm1) 3] (1) -7

Pozorny c¢tenaf snadno nahlédne, Ze dileZitou roli pro existenci redlnych kofent hraji

v uvedeném tvaru zdvorky (x—l)2 a (x+1)2. Po dosazeni hodnoty x, =1 plati pro

polynom p (xo) =0, jak je prezentovdno na vypoctu nizZe.
p(1)=1.(1-1)’ +12.[(1—1)2 +3}+(1+1)2 —7=10+13+4-7=0

Jednim z hledanych redlnych kofent zadaného polynomu p(x) je hodnota x, =1. Splnili

jsme tak poZadavek dany zaddnim udlohy a vypocet je u konce. Nutno pochopitelné opé&t

poznamenat, Ze ne vzdy je postup takto jednoduchy, Casto jsou kofeny z oboru Q ¢i R

a nejednd se o celociselné hodnoty. Urceni konkrétnich hodnot kofenti pak rozhodné nelze
povaZzovat za trividlni zdleZitost. Prezentovany postup se nicméné opét muze hodit
kupiikladu feSitelim matematickych olympidd, kdy udlohy zaddvané v matematickych

soutézich mnohdy ,,stoji* na uziti jistého triku, ndpadu ¢i vhodné uprave.

Zavérem ucinme kontrolu postupu s vyuZitim védomostniho enginu Wolfram Alpha.

Ovéime, zda skute¢né ziskané vyjadieni polynomu p (x) ve tvaru
p(x) = (r= 1)+ 2 [ (x=1) #3] (v41)" =7

pfedstavuje po upravich polynomp(x) dany zadanim piikladu a zdroven s vyuZitim

piikazu Solve (v podobné syntaxi jakou uziva program Wolfram Mathematica) si nechme

vypocist v§echny (tzn. redlné i komplexni) kofeny daného polynomu.
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solve M2 r2x* 28450 +2x-6=0

x=1 B2 2t 28 45 426 =t - 1P 40 (e 1P 4 3) 4 (x+ 1P =7
x = ~0.872457
x = —0.47568 - 1.40995 ; True

x = -0.47568 + 1.40995

x = 1.41191-1.05470
Obrazek 23 - Vypocet vSech koienti polynomu p(x) a ovéieni spravnosti vypoétu s vyuzitim Wolfram Alpha
Jak je zfejmé z obrazku 23, védomostni engine Wolfram Alpha potvrdil, Ze vypocet
sttedoSkolskym zplisobem byl spravny a ziskané vyjadieni skutecné ptedstavuje pivodni
polynomp(x). Zaroven vydal vSechny redlné i1 komplexni kofeny tohoto polynomu.
Pokud bychom chtéli mit skute¢né jistotu, Ze neexistuje Zadné vyjddieni zadaného
polynomu p(x) ve tvaru souctu ctvercl (coZ je jiZ patrné z existence dvojice redlnych
kofenll), miZzeme na uplny zdvér feSeni ulohy provést kontrolu s vyuZitim programu

MATLAB a pro zajimavost se opét zaméfime i na ¢asovou naro¢nost vypoctu.

SeDuMi 1.3 by AdvoL, Z005-2008 and Jos F. Sturm, 1998-2003.

-

Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500

eqs m = 7, order n = 5, dim = 17, blocks = 2

nnz (&) = 10 + 0, nnz (ADA) = 49, nnz (L) = Z8&

it b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feas cg cg prec
oo 4 .FZE+000 0.000

1 : 1.84+001 9.53E-001 0.000 0.20&64 0.9000 0.9000 -0.40 1 1 4.7E+000
2 : 2.27B+003 3.24E-002 0.000 0.0340 0.9900 0.8500 -1.02 1 1

Primal infeasible, dual improving direction found.

iter seconds |Ax| [Ay] + =] [ v

2 0.0 O0.0e+000 O0.0e+000 0.0e+000 4.le-001

No sum of squares decomposition is found.

[] [l

Obrazek 24 - Ovéreni neexistence rozkladu polynomu p(x) na soucet ¢tverci v programu MATLAB

Program MATLAB také potvrdil v ¢ase kratSim nez 0,1 sekundy, Ze zadany redlny

polynom p (x) nelze rozloZit na soucet ¢tvercli polynomu.

-90 -



5.3 ReSeny piiklad 3 — homogenni polynomy a (kvadratické) formy

Urcete rozklad daného redlného polynomu f (x, y) na soucet ¢tverctl polynomii:
f(x,y)=13x* +10xy +13y°

ReSeni:

Ukolem je uréit rozklad redlného homogenniho polynomu f (x, y) sudého stupné 2 na

soucet ¢tvercll polynoml. Hovoiime-li o homogennich polynomech jistého stupné m, lze
toto oznaceni zaménit pojmem formy, ktery se v literatufe Casto uziva. NeZ se budeme dale
vénovat feSeni zadaného piikladu 3, uved'me s vyuzitim literatury [15] pfesnou definici

tohoto pojmu.

Definice 4: Ozna¢me / obor integrity. Polynom [ [xl,xz,...,xn] , jehoZ Cleny jsou vSechny
téhoz celkového stupné m, se nazyva forma nebo homogenni polynom m-tého stupné

v neurcitych x,x,,..x, nad L.

Poznamka: Vsechny nenulové prvky z I jsou formy nultého stupné. Formy prvniho az
¢tvrtého stupné se nazyvaji po fad¢ linearni, kvadratické, kubické a bikvadratické.
Pokud se nyni vritime k feSeni zadaného piikladu, miZeme tedy v souladu s vyse

uvedenou definici 4 a s ni souvisejici pozndmkou hovofit o zadaném polynomu f (x, y)

jako o kvadratické formé. Vzhledem k sudému stupni 2 m4 smysl hledat rozklad na SOS

a zfejm¢ monomy vyskytujici se ve vysledném rozkladu bude pouze dvojice x, y. Hledana

Stvercovd matice B bude tedy typu 2x2 a prvky mnoZiny A, budou ve tvaru B =(1,0),

B, =(0,1). Jednotlivé prvky hledané matice B vypo¢teme ndsledovné:

b,:  B+pB=(10)+(10)=(2.0) = b, =13
b,:  B+B=B5+B=(10)+(0,1)=(0,1)+(1,0) =(L,1)= 2b, =2b, =10;b,, =b, =5
b,: B+ =(01)+(0,1)=(0,2) = b,, =13

13 5
B =
5 13
Ziskali jsme symetrickou Gramovu matici B, kterd neobsahuje Zadné parametry, ve vySe

uvedeném tvaru. Pro existenci rozkladu polynomu f (x, y) je nezbytné, aby byla matice B
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pozitivné semidefinitni. VyuZijme nyni Sylvesterovo kritérium (viz véta 1, kap. 2.2).

Ziejmé je splnéna prvni podminka, Ze hodnota determinantu |b11| >0, konkrétné

13]>0.

Vypoctéme tedy nyni hodnotu determinantu matice B, pro kterou musi nutné platit

det B >0. Vzhledem k tadu matice k =2 vyuZijeme kiiZového pravidla:
13 5
detB = 5 13 =13.13-5.5=169-25=144

Hodnota determinantu je det B =144 a tudiZ je dodrZzena poZadovand nerovnost det B >0,
ma smysl pokraCovat ve vypoctu, a navic jsme ziskali informaci, Ze matice je vzhledem

k uvedenym nerovnostem dokonce pozitivné definitni. Zarovenn mizeme diky uvedenému

vypoctu jiZz na tomto misté rozhodnout i o definitnosti samotné kvadratické formy f (x, y) ,
kterd je téZ pozitivng definitni. Plati totiz, Ze jistou kvadratickou formu f (x,,x,....,x,)
povazujeme za pozitivn¢ definitni v ptipadé, Ze pro vSechny neurcité (xl,xz,...,xn) je tato
forma f (xl,xz,...,xn) >0, pfiCemz alespont pro jednu z neurCitych plati x, #0. Stejny
zaver bychom ziskali uZitim vypoctu charakteristického polynomu F (y) a vypoctu
vlastnich ¢isel matice B (tj. kofenl charakteristického polynomu F (y) ). Vypocet
pfenechme nyni pocitaci a softwaru Wolfram Mathematica obdobné jako jiz diive.
MaticeB = {{13, 5}, {5, 13}};

CharPol = CharacteristicPolynomial [MaticeB, y]
AbsoluteTiming[Solve [CharPol == 0]]

144 - 26y +y’

(0.0009218, {{y > 8}, {y>18}}}

Vyuzitim ptikazt CharacteristicPolynomial (vypocet charakteristického polynomu dané

matice) a Solve (vypocet kofenll dané rovnice) jsme ziskali vlastni ¢isla y, =8 a y, =18,

kdy vypocet probéhl v case 0,0009218 sekundy. Ziskany vysledek je opét dokladem, Ze

matice B a kvadratickd forma f (x, y) jsou pozitivné definitni.
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Pokrac¢ujme ovSem v hledani konkrétniho vyjadfeni ve tvaru souctu ¢tvercl. VyuZijme

obdobné¢ jako difve Choleského dekompozici. Musime tedy ur€it prvky a, b, ¢ ze vztahu:

B:135:a O.al?:a2 ab —yyT
5 13 b ¢)l0 ¢ ab b*+c?

Vzhledem k jednoduchosti vypoc¢tu nebudeme postup podrobnéji rozepisovat. Hodnoty

prvki a, b, ¢ jsou nasledujici:

a’* =13 = a=+/13
5

ab=5 = b=——

V13

144 _ 12
c= =

133

Matice V' nezbytn4 pro vypodet rozkladu na soudet étvercti m4 tedy ndsledujici tvar:

J3 2

o 12

V13

Zbyva vyndsobit ziskanou matici sloupcovym vektorem z' sklddajici se z dvojice monomtl

P+c*=13 =

vl =

x, y a zapsat vysledny rozklad ve tvaru souctu ctverct.

J13 % (x]: x\/ﬁ+%

12 |y 12y

Vi3 NE

Hledany rozklad polynomu f (x, y) na SOS je zfejmé ve tvaru:

{3 (3]

Ziskali jsme vyjadfeni ve tvaru souctu ¢tverct redlnych polynomil. Vysledek nyni ovétime

v =
0

pomoci pocitaCového softwaru a opét se pozastavime i nad Casovou ndro¢nosti vypoctu.

fxy=13+x"2 +10+x+y + 132y " 2;

SOSfxy = (x#Sgrt[13] + (5y) / (Sqrt[13]))~2+ ((12y) / (Sqrt[13]))~2;
Expand [S05fxy]

AbsoluteTiming [TrueQ[fxy == Expand [SOSfxy]]]

13x"+18xy+13y°

(0.P061541, True}
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Pocitac vydal v ¢ase 0,0001541 sekundy vysledek, Ze ziskany rozklad na soucet Ctvercl
reprezentuje ptivodni polynom f (x, y) dany zadanim piikladu. V pribéhu vypoctu jsme
zéroven zjistili, Ze pfistupujeme-li k tomuto polynomu jako kvadratické formé, pak je
striktné pozitivné definitni a pro vSechny hodnoty neurcitych (x,y) % (0,0) nikdy
nenastane rovnost nule. O pravdivosti tohoto tvrzeni se mizeme na zavér presveédcit

1 konstrukci grafu kvadratické formy f (x,y), kterd je provedena niZe na obrizku 25.

Nutno na z4avér poznamenat, Ze pokud bychom postupovali obdobné jako diive dle
vymezené definice 1, hovofili bychom pouze o pozitivné semidefinitnim polynomu

f (x,y), coz ovSem neni piekdzkou pro vypocet rozkladu na SOS, ktery byl zaddnim

ulohy poZzadovan.

20

10 -

0k . L 1 L

|
1.0 0.s ao 0.8 1.0

Obrazek 25 - Graf pozitivné definitni kvadratické formy f(x, y)
K zadani feSeného piikladu 3 nutno jest¢ doplnit, Ze obdobn¢ jako v piipadech polynomu
jedné neurcité by bylo mozné i v tomto konkrétnim ptipad¢ urcit rozklad na SOS bez uziti

pocitate s pomoci Uprav a bézn¢ vyucCovanych matematickych vzorct. Pozorny c¢tendf
snadno nahlédne, Ze jiz v zadané kvadratické formé se vyskytuji &tverce 13x”, 13y?
a ddle smiSeny €len 10xy. Vytknutim hodnoty 13 a nédslednym doplnénim na Ctverec tak

po upravach dospéjeme ke stejnému vysledku jako jsme ziskali ptedchédzejicim vypoctem.

2 2
f(x,y)=13x2+10xy+13y2:13£x2 +%xy+y2j:13{(x+iyj —£+y2}:13{(x+iyj +144 2}2

137 169 137 T169”
2 2 2 2
5y413 12y4/13 ( 5y j (IZyj
= x< /13 + + S| V13 +—=| +| —
( 13 J ( 13 V13 J13

Uvedeny postup je ndzornou ukdzkou, kdy v ptipad¢ jednodussich dloh a ,,prithlednych*
piikladii je moZné klasickymi postupy dospét k vysledku rychleji nez s vyuZzitim obecného

algoritmu. Pochopiteln€, postup neni universélni a pfiklad musi byt vhodné zadan.
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5.4 ReSeny piiklad 4 — vice rozkladi na SOS daného realného polynomu

Rozhodnéte, zda je moZzné uvedeny redlny polynom f (x,y) vyjadfit ve tvaru souctu
¢tvercl polynomu. Pokud ano, urcete alesponl jeden z moZznych rozklada.
f (x,y) =x"+2x°y+3x7y* +2xy’ +2y*

Reseni I (t¥i rozklady):

Zadani dlohy obsahuje redlny polynom f dvou neurcitych x, y sudého stupné 4. Hledani
rozkladu polynomu f (x, y) na soucet Ctvercli ma tedy smysl. Jediné monomy, které se
mohou vyskytnout v potencidlnim rozkladu, jsou zfejmé X2, Xy, yz. Vzhledem k tomuto
faktu bude mnozina A, obsahovat prvky 3 =(2.,0), B, =(L1), B, =(0,2) a symetrickd
Gramova matice B bude Ctvercovd matice fadu k =3. Vzhledem k povaze uvedenych
prvka lze téZ ocekdvat nutnost zavedeni parametru A vlivem provazani dvojice prvkl
matice B. Vypocet jednotlivych prvkii hledané matice je ndsledujici (pozn. vzhledem
k symetrii matice B nebudeme z diivodu lepsi pfehlednosti vypoctu nyni zapisovat vSechny

rovnosti vzdjemné¢ symetrickych prvkii — veskeré prvky uvedeme aZ v konecném zédpisu

matice B samotné):

bu: B+ B =(2,0)+(2,0)=(4.0) =h, =1
by B+ By =B+ B, =(2.0)+(11)=(1.1)+(2,0) =(3.1) =2b, =2ib, =1
by:B+B,=B+B=5+B=(20)+(0,2)=(0,2)+(2,0) =(L1) +(11) =(2,2) = 2b,, +b,, =3
by: B +B =B +B, =5 +B=(L1)+(1,1)=(2,0)+(0,2) =(0,2) +(2,0) =(2,2) = b,, + 2, =3
by : B+ B, =B+ B =(11)+(0,2) =(0,2) +(1,1) =(1,3) = 2b,, =2;b,, =1
by B+ B, =(0.2)+(0,2) =(0,4) = by, =2

Nastala o¢ekdvand provazanost prvka b, a b,,. Volme tedy redlny parametr b, = A, ¢imZ

ziskdme Gramovu matici B typu 3%3 ve tvaru:

1 1 A
B=|1 3-24 1
A 1 2

Nyni je nutné rozhodnout o intervalu piipustnych realnych hodnot parametru A, aby byla
po jejich dosazeni matice B pozitivn€é semidefinitni. Predtim ovSem uciime rychlou

kontrolu pomoci programu MATLAB.
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V case 0,1 sekundy vydal program MATLAB jiz konkrétni matici B (program uZiva

znaceni matice Q) s celo¢iselnymi prvky po dosazeni za parametr A =0, vektor monomd z
a hodnotu D vychdzejici ze vztahu z.0.z2" = D.f (x, y) . Nutno poznamenat, Ze pocitaCovy

software oproti lidskému postupu fadi monomy v obrdceném potadi, a tudiZ vydand matice
je oproti ru¢né vypoctené matici B pfevracend podle vedlejsi diagondly. To vSak nemd

Zadny vliv na vysledek.

Vratme se nyni k vypoctu piipustnych hodnot parametruA, pro které bude vypoctena
matice B pozitivn€¢ semidefinitni. Musime vypocitat charakteristicky polynom matice.
Vypocet prenechdme pocitaCovému softwaru Wolfram Mathematica, nicmén¢ tentokrat
provedeme vypocet dvoji. Jednak uZijeme piikaz CharacteristicPolynomial v ptislu$né
syntaxi, ddle ov§em pro porovndni nechdme soucasné pocita¢ urcit charakteristicky

polynom F (y) vypoétem determinantu

I-y 1 A
det(B-yE)=| 1 3-2A-y 1 |,
A 1 2-y

ktery 1épe odpovidd i ruénimu vypoctu s vyuZitim Sarrusova pravidla, pfi¢emz u obou
z pocitacovych postupt vyuZijeme obdobné jako diive téz ptikaz Collect, abychom méli
koeficienty srovnané u zavedené neurcité y, a budeme zkoumat ¢asovou naro¢nost obou

vypoctul.

MatB = {{1, 1, A}, {1, 3-24, 1}, {4, 1, 2}};

MatBy = {{1-y, 1, A}, {1,3-2A-y, 1}, {4, 1, 2-y}};
AbsoluteTiming[Collect [CharacteristicPolynomial [MatB, v], v]]
AbsoluteTiming[Collect [Det[MatBy], v]]

2 3

[@.0128284, 3 -y +y? (6-22) -22-327+227 +y (-9+64+27)]

[0.000341, 3 -y  +y? (6-22) -22-32%+227 +y [-9+62+2%))}
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V obou piipadech vydal matematicky software shodny tvar charakteristického polynomu:
F(y)==y"+y"(6=2)+ y(A* +61-9)+(24* =34* =24 +3)

Zajimavé vsak je zaméfit se na rychlosti obou vypocti. V piipad¢ uziti predptipravené
funkce CharacteristicPolynomial probéhl vypocet v Case 0,0128284 sekundy, zatimco pii
vypoctu determinantu stailo pocitaci k vypoctu pouze 0,000341 sekundy. Pomineme-li
fakt, Ze oba vypocty probéhly mnohondsobné rychleji nez v ptipad¢ rucniho vypoctu, pak
je nutné konstatovat, ze v piipad¢ nckterych vypoctli je moznd vhodné pocitacovému
softwaru vstup (naptiklad zde matici) pfedptipravit. V tomto piipad¢€ je rozdil v rychlosti
vypoctli zanedbatelny a béZzny uZivatel jej ani nepostiechne, v piipadé rozsdhlych
strojovych vypoctl vSak jiz mize ¢asové hledisko hrat velmi dtleZitou roli. Mohli bychom
se zabyvat tim, kde se prvni z postupti ,,natdhl*, nicmén¢ by bylo nutné studovat samotné
jadro softwaru Wolfram Mathematica a zabyvat se pfistupem tohoto programu k obéma

zadanym vstuptim. To vSak neni pfedmétem této prace, a proto se vratime k feSeni zadané

tlohy a urceni rozkladd polynomu f (x, y) na soucet ¢tverc.

Abychom mohli rozhodnout o piipustnych hodnotich realného parametru A pomoci

Descartova znaménkového pravidla, musime zapsat polynom F (— y) ; ten bude mit ziejmé

nasledujici tvar, o ¢emZ bychom se mohli pfesvédcit i s vyuZitim pocitaCového softwaru.
F(=y) =y +y*(6-24) +y(9-6A-1%) +(24* 32> =24 +3)
Matice B bude pozitivné semidefinitni, pokud budou splnény souc¢asné¢ podminky:
6-2420 O 9-61-4>20 O 20° =317 =21+320

Snadno nahlédneme, Ze pro prvni z nerovnic musi platit:

6-2420
-2A2-6

2A<6

A<3

OznaCme obor pravdivosti této podminky £ =(—00,3> a prejdéme ke druhé nerovnici.

V prvnim kroku bude nutné vypocitat kofeny kvadratické rovnice 9 —64 —A% =0. Uréime
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v qe .. 12 . vy w « Py v, .
standardné diskriminant ze vzorce D =b" —4ac, ktery je béZn¢ vyuCovéan na stiednich

-b+
Skolach. Nasledné€ ze vztahu x, , = % vypoc¢teme hledané koteny.
a
9-6A-A°=0
-A*=61+9=0
D=(-6)"-4.(-1).9=36+36="72
D =72

Hledané koteny A,, A, maji tedy hodnoty:

Al SOV _6v0N2 g sl oy
= =
A, :6_\? = 6'6;5 =-3+3/2=1,24

Diky vySe vypoctenym kofenim jiZz muZeme urcit obor pravdivosti podminky
P, :<—3—3\/§, —3+3\/§>. Nutno na tomto mist¢ ovSem upozornit, Ze pii stanoveni

intervalu (oboru pravdivosti podminky P,) musime brat v potaz polohu paraboly vuci

ose x. Ta je v tomto piipad€ konkdvni, jak je zndzornéno na obrazku 26 pomoci programu

GeoGebra.

d6 4 2 o -8! e mEEE ‘l 2 4 B g 10
Obrazek 26 - Graf paraboly k oboru pravdivosti podminky P2
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Pocetné nejslozitéjsi je posledni, tj. kubickd, nerovnice. Pochopitelné by bylo moZné
pfenechat vypocet programtiim pocitatové algebry jako ptedchozich dlohich, postupujme
nicméné nyni bez uZziti pocitace, ktery si nechdme aZ na zavér — pro ovéfenim spravnosti
vypodtu. Vyjdeme-li z kubické rovnice ve tvaru 2A° =31 =24 +3 =0, u které odekdvame
tii kofeny A,, 4, ,A,, mize pozorny poctai snadno nahlédnout, Ze jeden z kofeni musi byt
roven A, =1. Diky tomuto zji$téni (uhddnuti celoéiselného kofene) miZzeme nyni aplikovat

vypocet pomoci Hornerova schématu a snizit stupent polynomu na levé stran€ rovnice.

Tabulka 5 - Uziti Hornerova schématu pii feSeni kubické nerovnice

2 [3]2]3
2113
A=1] 2 |1[3]0

Tucné zvyraznéné hodnoty predstavuji koeficienty o stupen niz§iho polynomu. Ptesli jsme

tak k feSenf rovnice, ze které ur¢ime zbyvajici kofeny A,, A, ve tvaru:

20°=-21-3=0
Obdobné jako u vypoctu oboru pravdivosti podminky P, uZijeme zndmych vzorcl pro

vypocet pres diskriminant. Nynf jiZ bez podrobného komentéare.

207=1-3=0

D=(-1)"-4.2.(-3)=1+24=25

D =25
G o2lrV25 6.3 4 o2lmVs 15
g 4 4 2 : 4 4

o | w

Ziskali jsme tedy tfi kofeny A, =1, A, == a A, =—1. Nyni je tfeba rozhodnout, ve kterych

intervalech nabyva nerovnice 2A° —3A° =24 +3>0nezapornych hodnot. Pomiizeme si
konstrukci grafu v programu GeoGebra, diky kterému snadno rozhodneme o oboru

pravdivosti podminky P, .
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3 25 <2 5 /1 -0. 05 1\—/5
-NA 4

Obrazek 27 - Znaménko kubické nerovnice v piislusnych intervalech

Obrazek 27 je dokladem, Ze hledany obor pravdivosti podminky P, piedstavuje

sjednoceni P, = <—1,1> O <%,00) .

Charakteristicky polynom F (y) ma nezaporné kofeny pouze v piipad¢€, Ze jsou vSechny
uvedené podminky splnény soucasné — tedy pro vysledny obor pravdivosti P plati
prinik P=P n P, n P,. Je tedy zfejmé, Ze parametr A miZe nabyvat pouze redlnych
hodnot A D<—1,1>. Ovéfme ziskany vysledek pomoci programu pocitacové algebry
Wolfram Mathematica a nechme si opét vypsat i €as nutny pro vypocet uvedeného

intervalu.

AbsoluteTiming [Reduce[6-2 A 20 && 9-64-1"220 & 2473 -3172-220+326, 1]]

(@.8012472, -1=2=1}

Rozklad daného polynomu f (x,y) na soucet Ctvercli polynomul tedy bude existovat

a pocitaC v Case 0,0012472 sekundy potvrdil spravnost vypoctu klasickymi metodami.

Zadanim piikladu je poZadovano urcit alesponn jeden zrozkladii. Vypocltéme proto

rozklady odpovidajici celogiselnym volbdm parametru A 0{~1,0,1} , ¢imZ ziskdme trojici
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ruznych rozkladli daného redlného polynomu na soucet ¢tvercl a dokdZeme tak, Ze tento
polynom je pozitivné semidefinitni. Pfi urovani rozkladu budeme nyni vice postupovat

klasickym pftistupem a vyuZijeme algoritmu z kapitoly 3.2.

Zacnéme volbou parametru A =0. Matici B tak ziskdme ve tvaru s celociselnymi prvky,

kterou vydal program MATLAB.

11
B.,=[1 3
0 1

N o= O

Nyni je nutné matici B,_, prevést s vyuzitim symetrickych uprav na diagondlni matici D,
aby bylo ddle moZné vyuZit vztahu D = X" BX . PfipiSeme tedy k matici B,_, jednotkovou

matici E, do které ovSem budeme pii pfevodu zandSet pouze fddkové upravy. Konkrétni

tadkové dpravy jsou pro lepsi srozumitelnost vypoctu vyznaceny.

1 101 00 1001 00 1 0 0[1 0 0
(B,|E)=[1 3 10 1 0|-I~|0 2 11 1 0 ~l0 2 2-11 0
0 1 20 01 0120 0 1)(2) (0 -2 8|0 0 -2J+II
1001 0 0
~10 2 0-1 1 0 |=(px7)
00 6-11 =2

Pomoci symetrickych tprav jsme ziskali diagondlni matici D a zdroven také elementdrni

transformaéni matici X', pficemZ snadno zapiSeme zdménou F4dkd za sloupce téZ

transponovanou matici X:

1 00 0 0 1 -1 -1
D=0 2 0 X"=-11 0 X = 1 1
0 0 6 -1 1 -2 O 0 -2

Pfed dalSim postupem nyni rad¢ji ovéfime platnost vztahu D =X "TBX s vyuZitim

pocitacového softwaru.

BO = {{1, 1, 0}, {1, 3, 1}, {0, 1, 2}};

Xt = {{1, 0, 0}, {-1, 1, 0}, {-1, 1, -2}}; (1. 00,
X = {{1, -1, -1}, {0, 1, 1}, {0, O, -2}};

MatD = Xt.BO.X;

MatrixForm[MatD]
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Ovéfenim pomoci programu Wolfram Mathematica jsme potvrdili spravnost postupu

s vyuZitim symetrickych dprav — vydand matice ziskand z vySe uvedeného soucinu se

shoduje s vypoétenou diagondlni matici D. Nyni potiebujeme piejit ke vztahu B=V.D.V",
kdy plati dvojice vztahtt X' =V"a (X ’ )_1 =V . Nésledn¢ pak budeme moci vyuZit vztah

v podobé soudinu matic U =+/D.X " =+/D.V" a na zdvér uréit rozklad polynomu f (x,y)

na soucet ¢tverct polynomi pro pevnou volbu parametruA =0.

Vypoctéme nyni s vyuZitim Gaussovy elimina¢ni metody (viz napf. [2]) inverzni matici
X', spravnost vypoétu nasledné ovéffme pomoci programil pocitatové algebry. Zakladni
mySlenkou je pfipsat vpravo dané matici X jednotkovou matici E, a nasledné¢ pomoci
fadkovych elementarnich tprav pfevést ptivodni matici X na matici jednotkovou, pfi¢emz

Upravy zaznamendvdme i do matice vpravo, ze které ndm po Upravich vznikne matice

inverzni, tedy (X | E ) ~ e~ (E | X _1) . Konkrétni dpravy jsou opét naznaceny.
L=l =0 0+ (10 01 1 0) 1001101 10011(1)
(x|E)=l0 1 1]o 1 0 =0 1 1o 1 ol+—T~0 1 0j0 1 — ~010015=(E\X")
0 0 =200 01 00 =20 01 00—2001:(—2)00100_l

Hledan4 inverzni matice X ' je tedy ve tvaru:

1 1 0
)(‘1:01l
2

oo—l
2

Ovéfme nyni vypocet pomoci softwaru Wolfram Mathematica a piikazu Inverse, pticemz
si opét nechdme vypsat i asovou ndro¢nost vypoctu pro porovnani s klasickym postupem.

X={{1, -1, -1}, {@, 1, 1}, {8, @, -2}};
AbsoluteTiming [MatrixForm[Inverse[X]]]

(118

1
lp.ee1s23, |9 1

[

o -2
| > )
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Pocita v Gase 0,001523 potvrdil spravnost vypoctu inverzni matice X ' a miZeme tedy
prejit k zavére¢né fazi vypoctu pro volbuA =0. Nejprve uréime diagondlni matici~/'D ,
kterd ma ztejmé tvar:
1 0 O
JD=|0 V2 0
0o 0 V6
Vypoéteme sou¢in U =+/D.X™ =JDV"a nésledné uréime také souin U.z' matice
vypoétené U a sloupcového vektoru monomt z’ . Nésledné pak budeme moci vyjadiit

puvodni polynom f (x, y) ve tvaru souctu tif ¢tverct polynomi.

2
2
u=lo 2 0.01%:0ﬁ72 UzT:Ox/ETZ Xy |= ﬁ+y22
0 0 6 | v )
00 —— 0 0 _ﬁ 0 0 _ﬁ y_\/g
2 2 2 2

Vysledny rozklad na SOS ziskdme jako soucet druhych mocnin f4adki matice U.z" :
2 2

V2 N y*\J6

2 2

Ziskali jsme vyjadieni pivodné zadaného redlného polynomu f (x,y) ve tvaru souctu

f<x,y>=(x2+w)2+(xyﬁ+f

¢tvercli realnych polynomt pro pevnou volbu parametru A =0, ¢imZ jsme zaroven
dokdzali, Ze je tento polynom pozitivn¢ semidefinitni. Zavérem ovEéfme spravnost vypoctu

zpétnym umocnénim ziskaného rozkladu v programu Wolfram Mathematica.

fxy = x84 2xx"3xy+ 3xx"2xy"24 2axxxy"3 4 2xy"d;

SOSfxyd = (X2 4+ xXxy) "2+ (X*xyx5qrE[2] + (y~2+Sqrt[2]) /2) "2+ (- (y*2xSqrt[6]) /2)"2;
Expand [ S05fxy@]

True( [ fxy == Expand [ 505fxy@] ]

x4-2x3y-3x1y1-2xy3 -23.'4

True

Vydany verdikt True ndm dava informaci, Ze ziskany rozklad skutecné predstavuje

puvodné zadany polynom f (x, y) pii pevné volb¢ parametru A =0.
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Piejdéme nyni k dalsi volbé parametru A, konkrétné A =1, a urCeme druhy z moZnych
rozkladii zadaného polynomu na SOS. Postup nebudeme jiz tak podrobné rozepisovat.
Zaroven vyuZzijeme jiny z moZznych piistupt pfi hledani pozZadovaného rozkladu na soucet

¢tvercl — Choleského dekompozici. Matice B bude mit pro volbu parametru A =1 tvar:

B/l-l =

O =y

1
1
1

N = =

Nyni musime ur¢it dvojici trojdhelnikovych matic V, V' takovych, aby platilo B=V.V".

Obdobné jako diive tedy musi platit maticova rovnost:

111 a 0 O0)(fa b c a’ ab ac
B,,=|1 1 1|=|b d 0|0 d e|=|ab b’+d*> bc+de |=VV'
11 2 c e f)\LO O f ac bctde c+e’+f?

Pro dvojice odpovidajicich si prvki musi v tomto konkrétnim piipad¢ tedy platit:

1=d? 1=ab 1=ac
1=ab 1=b*+d? 1=bc+de
1=ac 1=bc+de 2=c*+e’ + f?

Vypoctéme nyni konkrétni hodnoty prvki a, b, c, d, e, f nasledujicim zplisobem:

a*=1 = a=1
ab =1 = b=1
ac=1 = c=1
b*+d* =1 = d=0
bc+de =1 = e=0
ct+e’+fr=2 = f=1

7 .z z . T - v 7z 2 ~ v .
Hledané trojahelnikové matice V, V' jsou v niZe uvedeném tvaru a spravnost vypoctu je

ovétena jejich zpétnym vyndsobenim:

1 00 1 11 1 0 0)(1 1 1 111
V=10 0 vi=l0 0 0 vvi=l1 0 0[.l0 0 O|=|1 1 1|=B,,
1 01 0 01 10 10 01 112
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Vzhledem k povaze prvkl matice V' je ziejmé, Ze nyni ziskdme rozklad na SOS ve tvaru

~ 4 o o ol 7z z W W . . T T
souctu dvou ¢tverct polynomi. Proved'me tedy findlni dopocet a ur¢eme matici V' .z .

11 1)\ (x X +xy+y’
ViZ =0 0 0||xy|= 0
0 0 1)|y y?

Rozklad zadaného polynomu f (x, y) na soucet ¢tverct pro pevnou volbu A =1 ziskame

jako soucet druhych mocnin jednotlivych fadkl vysledné matice soucinu. Nulovy clen
zapisovat nebudeme. Na prvni pohled je zfejmé, Ze se jednd o jednodussi podobu rozkladu

na SOS nez pro predeslou volbu A =0.
f () =(x +ay ) +(57)

Provedeme-li obdobné jako v pfedeSlém piipadé zkouSku zpétnym umocnénim
v programu Wolfram Mathematica, ziskdme nédsledujici zavér.

Xy =Xx"4+2+Xx"3xy+3+X"2xy "2 +2+xX+y"3 +2xy"4;

SO5Fxyl = (X2 +Xxy+y"2) "2+ (y*2)~2;

Expand [S05fxy1]
TrueQ[fxy = Expand [S05fxy1]]

x'e2x y+3 x* yz +2x% yj +2 yq
True
Ziskany rozklad na soucet dvou ctvercli polynomu tedy skutecné reprezentuje ptivodné

zadany polynom a jednd se opét o dikaz, Ze polynom f (x, y) je pozitivn€ semidefinitni.

Zbyva urcit rozklad na SOS pro pevnou volbu parametru A = —1. Postup bude analogicky.

Matici B ziskdme pro hodnotu parametru A = —1 ve tvaru:

11 -1
B_,=|1 5 1
-1 1 2

VyuZijeme opét metodu s vyuZzitim Choleského dekompozice. Obdobné jako v predeslém

ptipad€ musime urcit prvky a, b, c, d, e, f ze vztahu:

1 1 -1 a 0 O)\(fa b c a’ ab ac
B,.,=|1 5 1|=|b d 0|0 d e|=|ab b*+d’ bc+de |=VVT"
-1 1 2 c e f)\O0O O f ac bctde c*+e’+f?
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Vypocet nebudeme nyni podrobné rozepisovat a ponechdme jej na Ctendfi. Postup je
analogicky s predchdzejicim feSenim v piipadé volby parametruA =1. Matice V, V' jsou
v niZze uvedeném tvaru; spravnost vypoctu potvrzuje jejich vyndsobeni, kterym prejdeme

zpét k ptivodni matici B,__, .

1 0 0 11 -1 11 -1
v=l1 2 0 vi=lo 2 1 vvi=l1 5 1 |=B,,
-1 10 00 0 11 2

Dopoctéme na zdklad¢ ziskanych matic vysledny rozklad polynomu f (x, y) a nésledné

opét ovéfme spravnost s vyuZitim pocitatového softwaru.

1 1 -1\ (x X +xy—y’
ViZi={0 2 1 ||xy|=| 2xy+y?
00 0)(y’ 0

Je zfejmé, Ze vysledny rozklad bude mit nasledujici podobu ve tvaru souctu dvou ¢tverct:
2 2
fry)=(x"+xy-y2) +(2xy+y?)

Ovéfenim v programu Wolfram Mathematica dojdeme k zavéru, Ze uvedeny rozklad opé&t
predstavuje ptivodné zadany redlny polynom f (x, y) .
fxy=x"4+2+x"3xy+3*x"2xy"2+2%x%y"3+2xy"4;
SO5FxyD1l = (X"2+ X%y -y*2) "2+ (24xX*y+y"2)"2;

Expand [S05fxy01]
TrueQ[fxy = Expand [S05fxy01]]

x"—ij}r—szyz—nyj—qu

True

Shriime nyni poznatky, které aktudlné¢ mdme o zadaném polynomu f (x, y) . Vime, Ze tento

polynom je pozitivné semidefinitni a podafilo se ndm urcit trojici konkrétnich rozkladu
daného polynomu na soucet Ctvercii. Zaroven jsme zjistili, Ze v krajnich bodech intervalu
ptipustnych hodnot pro parametr A [ <—1,1> existuji pomérné jednoduché rozklady ve tvaru
souctu dvou c¢tvercti polynomtl, zatimco uvnitf intervalu jsme nalezli pro hodnotu A =0
rozklad ve tvaru souctu tii ctvercl. NeZ prejdeme k dalSim vypoctim, sestrojme graf

uvedeného polynomu f (x, y) , ze kterého bude téZ pozitivni semidefinitnost zfejma.
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Obrazek 28 - Graf pozitivné semidefinitniho polynomu f(x,y) daného zadanim feseného prikladu ¢. 4

Reseni II (obecny rozklad):

Nez prejdeme k dalSimu feSenému piikladu, pozastavme se nyni jeSt€ u moznosti vyjadrit

zadany polynom f (x,y) v obecném tvaru souctu Ctvercd s parametrem A, za ktery je

mozné nasledné dosazovat libovolné redlné hodnoty z vypocteného intervalu A D(—l, 1>

a tim prakticky ziskat nekone¢né mnoZstvi riznych vyjadieni daného polynomu ve tvaru

souctu ¢tverct redlnych polynomd.

Vyjdeme z matice B v obecném tvaru:

1 1 A
B=|1 3-24 1
A 1 2

Stejné jako jsme pracovali s matici B po dosazeni konkrétni hodnoty za parametrA,

potfebujeme nyni ur¢it diagondlni matici D a elementdrni transformaéni matici X" .

11 At oo) (1 1 o1 oo0) (1 o0 01 00
(BlE)=| 1 3-24 1j0 1 0|~|1 3-24 1-A|0 1 0|~/0 2-24 1-A|-1 1 0]~
A1 210 0 1) (0 1=4 2=A-2 0 1) (0 1-A4 2-2|-4 0 1

0 0 10 0
~l0 2-24 0 -1 1 o|=(p|x")
0o o 2-p-IAlel Ly
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Ziskali jsme tedy matice D, X" a po transpozici téZ matici X v uvedenych tvarech:

| -1 —a+L
1 0 0 1 0 0 2
D=0 2-2A 0 x"=| -1 1 0 x=l0 1 —%
0 0 2—/12—% a+L 21y 00 1

Vypoctéme nyni s vyuZitim matematického softwaru Wolfram Mathematica inverzni
matici X', abychom mohli obdobné jako diive vyuZit rovnosti X' =V’ a dopo&ist

rozklad daného polynomu na SOS v obecném tvaru.

X={{1, -1, -1+ (1/2)}, {8, 1, -1/2}, {8, @, 1}}

AbsoluteTiming [MatrixForm[Inverse[X]]]

1 1
1, -1, = -2}, <8, 1, -=+, {8, 8, 1
2 | 2]
f1 01 A
{@.@088765, |0 1 i
' e @ 1)

V case 0,0000765 sekundy vydal pocita¢ hledanou inverzni matici v uvedeném tvaru:

1 1 A
X'={0 1 1
2

0 0 1

Ptejdéme nyni k zdvérecné fazi celého vypoctu a vyuzijme findlni faze algoritmu

uvedeného v kapitole 3.2. Hledané polynomy vysledného rozkladu na soucet ctvercl

k
ziskame ze vztahu g, :=./d, ZVJ.JX’B" . Vime, Ze mnozina A, se skladd z prvkia S, = (2,0) ,
—

B, = (1,1) ap= ((), 2) , a diagondlni matice D obsahuje na diagonéle prvky:

D:diag(1,2—2/l,2—/12—%j
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Jednotlivé polynomy g, hledaného rozkladu polynomu f (x, y) na SOS ziskdme ve tvaru:

8 =1.(x2 +xy+/]y2) =x"+xy+Ay’

8 =\/2—2/1.(xy+%y2j

o=y2-2 -2 ()

Obecné tedy lze zapsat puvodni polynom f (x, y) ve tvaru souctu Ctvercii g, ndsledovné:

2

o= o s [J3BR oed frrE ]

Dosazovanim libovolnych redlnych hodnot za parametr A [ <—1, 1> je mozné urcit vSechny

rozklady zadaného polynomu na soucet ¢tvercii polynomil. Pokud bychom kupiikladu

dosadili krajni celo¢iselné hodnoty intervaluA =1, A =—1, ziskdme jiz znama vyjadieni:
A=1: f(x,y)=(xz+xy+y2)2+(y2)2
A=-1: f(x,y)Z(x2+xy—yZ)2+(2)cy+))2)2

Zajimava okolnost nastane po dosazeni hodnoty A =0 do vypocteného obecného rozkladu.

Po dopocteni totiz ziskdme konkrétni rozklad polynomu f (x, y) na SOS ve tvaru:

448

Je ziejmé, Ze se na prvni pohled jedna o podobné, nicméné nikoliv shodné, vyjadieni jako

A=0: f(x,y)Z(xz+xy)2+()cy\/§+yz;/5

u prvniho z vypoctl. Panika ovSem neni na mist¢ — pokud provedeme zpétné umocnéni,
dojdeme k zavéru, Ze i tento rozklad reprezentuje piivodné zadany polynom. Vypocet
a ovéfeni v programu pocitacové algebry Wolfram Mathematica je provedeno niZe, ¢imz
uzavird definitivné feSeny piiklad 4.

TXxy=x"4+2%x 3%y +3+xX 2%y 2+2+xX*xy 3 +22y"4;

SO5fxy02 = (x"2+xX*y) "2+ (x*y+Sqrt[2] + (y"2+5qrt[2])/2)"2+ (y*2+Sqrt[3/2])"2;
Expand [S0S5fxy82]

TrueQ[fxy == Expand [S05fxy82] ]

x“—ijy—3x2y2—2xyj—2y"
True
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5.5 ReSeny piiklad 5 - diikaz nerovnosti v oboru R a vhodné uZiti rozkladu na SOS

Dokazte, Ze pro libovolnou volbu x, y R je uvedeny polynom f (x, y) nezaporny:
F(xy)=x+y°+2°y +5x°y* +4xy° 20

ReSeni:

Ukolem je nyni dokdzat, e redlny polynom f ve dvou neuréitych x, y sudého stupné 6 je

nezdporny, tedy v diive uZivané terminologii — pozitivné semidefinitni. Vhodnou metodou

dikazu je na tomto misté rozklad daného polynomu f (x, y) na soucet ¢tverct polynomi.
Vzhledem k sudému stupni polynomu f (x, y) mé smysl se pokusit rozklad na SOS urcit,

nicméné vypoéet bude ndro¢néjsi s ohledem na étvefici monomt x°, x*y, xy*, y*, které
budou zfejm& vystupovat ve vysledném rozkladu, jak bychom se mohli pfesvédcit
v programu MATLAB. Nutno tedy o¢ekavat, Ze Gramova matice B bude typu4 x4 . Dtkaz
ovSem bude proveden uz ve chvili, kdy nalezneme jeden konkrétni rozklad. V prabchu
vypoctu tedy bude mozné si prici jistym zplisobem usnadnit piipadnou vhodnou volbou

parametru ¢i parametru.

Zaméime se nejprve na dvé moznosti, které ndm davd matematicky software MATLAB.
Pokud budeme poZzadovat obdobné jako v pfedeslych piipadech matici s celo¢iselnymi
prvky, pak program vyd4 po zadani ptislusSného polynomu v odpovidajici syntaxi matici Q
a vektor monomt z spliujici vztah z.0.z" = D.f (x, y) v nésledujici podobé¢:

>> SYMS XV

> f=x"6+y " E6+2Fx 5Ey+hr 2 Ay d+d Aty G
»» [Q,E,D]=find=sos (f, 'raticnal")

& 12 0 -3 3 &
12 30 -7 AT

0 3 14 a XxT2Fy
-3 -7 a a x"3

Ziskany vysledek nam fik4, Ze jsme sice ziskali vyjadfeni Gramovy matice s celoCiselnymi
prvky, ale za cenu ptechodu od ptivodniho polynomu f k polynomu 6f a jemu odpovidajici

celociselné matici 6Q, jak je ztejmé z uvedené hodnoty D =6.
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Ponechdme-li vyjadieni matice Q a fazeni monomi ve vektoru z v uvedené podob¢, pak

musi platit vztah:

6 12 0 -3)(,°
12 30 3 -7||x?
0 3 14 6 [|x%y
-3 -7 6 6)| %

(y3+xy2+x2y+x3). =6.(x6+y6+2x5y+5x2y4+4xy5)

Ov¢éfteni spravnosti uvedeného vztahu ponechdme na ¢tenéfi. Upozornéme ovSem na tomto
misté na dulezitou okolnost vztahujici se k Sestindsobkiim polynomu f i matice Q, které
nyni vstoupily do vypoctu. Je nutné si uvédomit, Ze provadime-li vypocty s vySe uvedenou
matici Q pii hodnoté D =6, tak po cely vypocet pracujeme s Sestindsobkem 6Q, ktery se

musi odrazit i ve vysledné podobé€ rozkladu daného polynomu f (x, y) na soucet ¢tvercu.

Je-li pozadovano explicitni vyjadieni jistého polynomu f ve tvaru souctu ¢tvercli, musime
- REEPIIR SRV y .
do vysledného rozkladu pro matici 6Q zpétné ,,vratlt“g, ¢imz ptejdeme zpét od matice 6Q

a polynomu 6f k matici Q a polynomu f. Demonstrujme uvedenou skutecnost na vyse

vypoctené matici v programu Wolfram Mathematica s vyuZzitim Choleského dekompozice

a ur¢eme jeden mozny rozklad na SOS zadaného polynomu f (x, y) .

Q={{6, 12, @, -3}, {12, 30, 3, -7}, {8, 3, 14, 6}, {-3, -7, 6, 6} };
Vt = CholeskyDecomposition[Q];

zt = {{y"3}, {xxy"2}, {x*2xy}, {x"3}};

50560 = Vi.zt;

MatrixForm[Vt]

MatrixForm[S0560Q ]

Ve 248 @ -qfi -of 3 Pe2Vexy' Ve ¥
f 3 f
3 1 % 13 2
e N : L -— 2 2yaeE x
vl = 2 vE vi.zT vE 2 ¥ ¥
I} I} 5 _13 11:&1'5&11
vz 542 54T 3T
|1
e o o L°F e
5

Program vydal po vyvolani piikazu CholeskyDecomposition matici V' a nésledné jsme
nechali vypoéist soucin V'.z". Pokud bychom postupovali jako v piedeslych piipadech,

kde se pfi vypoctech obvykle pracovalo s hodnotou D=1 a ,istou* matici Q, ziskali
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bychom rozklad jako soudet druhych mocnin jednotlivych fadki matice soucinu V'.z".

Nyni takto ovSem ziskdme rozklad polynomu6 f (x, y), jak je ukdzdno niZe s vyuzitim

piikazu Expand.
’3 3 ’3 13x* 5x? 1 ’143
Expand[[— = x3+2‘V{Exy2+‘\"’Ey3]“2+[— * + = xzy+‘\'"Exyz]"2+[ * + * y]"2+[— —_— xz]"Z]
2 Ve V2 sVZ V7 sV s

6x"+12 xby—Bszy‘ —24xyb—6 yb
Pokud pozadujeme vyjadieni samotného polynomu f (x, y) ve tvaru souctu Ctvercd, je

£ Loy y X o L 1 .
nutné kazdy ze Ctvercli vydélit hodnotou 6, resp. vyndsobit zlomkem —, kterou ovSem

,vnofime** pod druhou mocninu. Vysledny rozklad tak mtze mit kuptikladu podobu:

o) | o[ e oo oo || o [ - v
e R EE]

Ziskali jsme pomérné komplikované vyjadieni zadaného polynomu f (x,y) ve tvaru

souctu Ctyf Ctverct redlnych polynomd, které je dokladem, Ze je tento polynom pozitivné
semidefinitni (nezdporny), coz bylo poZadovano dokazat zaddnim piikladu. Nez piejdeme
k druhé z moznosti, kterou ndm dava program MATLAB v soucinnosti s balicky SeDuMi
a SOSTOOLS, ovéime pomoci pocitace obdobné jako difve spravnost vypoctu.

fXy=X"6+y"B+2#X 5%y +53*X" 2%y "4 +4%X*y"5;
S05fxyl =

3
Expand[[(Sqr‘t[lfB])*[—,\l‘E x’+2v’?xy2+ﬁy’]]“2+ [(Sql‘t[lfﬁ]}*[-x_+q,§ x2y+'v'?xy2]}"2+
2 Nry 2
[ [13x3 SXZy]] [ [1 [123 3]]
(sgrt[1/6]) % |—— + ~2+ [(5qrE[1/6]) % |- — x "2]
svz vz 5 6

TrueQ[fxy == Expand [505fxy1]]

X2 y+5x Yy Ay +y°

True
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Druhd z moZnosti, kterd se pii ur€ovani rozkladu jistého redlného polynomu f na soucet
¢tvercli polynomil s vyuZzitim matematického softwaru MATLAB nabizi, je nepozadovat
striktn€ matici s celoCiselnymi prvky, jak je pro tento konkrétni piiklad ukdzano nize:

>> ZYmMS X V;

>> L= By B2 FH D Fy D T 2 Fy 444 F ety D,
== [Q,2]=find=os (f, "rational")

Q= Z =

[ 1, z, 0, -1/2] v~3
[ 2, 5, 1/2, -1/6] 2Fy~2
[ o, 1/2, 7/3, 1] 1 D Ey
[ -1/2, -1/8, 1, 1] %°3

Vyhodou tohoto pfistupu je, Zze program vzdy vydd Gramovu matici Q pro hodnotu D =1,
kterou ani pii tomto zadani nevypisuje a nepracujeme tedy s Zddnymi n-ndsobky matice Q
ani zadaného polynomu f. Nevyhodou je, Ze musime ocekdvat ve vypoctené matici
hodnoty z oboru raciondlnich ¢isel (zlomky), se kterymi pak musime realizovat zbyvajici
kroky vypoctu. Pokud bychom chtéli porovnat ¢asovou ndro¢nost vypoctu matice Q
s prvky z oboru celych ¢isel s vypoctem vysSe uvedené matice s prvky z oboru racionélnich

Cisel; program MATLAB v obou piipadech shodn¢ uvadi €as vypoctu 0,1 sekundy.

Ponechme nyni matici Q ve stdvajicim tvaru s raciondlnimi prvky a ureme s vyuZitim
pocitace dal§i podobu mozného rozkladu daného polynomu f (x,y) na SOS. Pozorny
Ctendf by pochopitelné mohl namitnout, Ze je mozné matici vynasobit hodnotou 6, ¢imz

bychom se zbavili vSech zlomku. Pak bychom se ovSem vratili k piipadu matice 6Q,

polynomu 6f a celkové k predeslému feSeni.

Vyuzijeme opét softwaru Wolfram Mathematica a Choleského dekompozici. Vypoctem,

ktery probehl v ¢ase 0,0000504 sekundy, jsme ziskali matice ve tvaru:

3
12 0 —% 12 0 —% -%+2xy2+y3
o1 + -1 o1 L LY LTV
VT = 2 6 YT T = 2 6 xy2 _ 6 2
0 0 i i . 0 0 i i . xzy ﬁ_,_ﬂ
23 10V3 23 10V3 || ¢ 103 243
3
00 o M8 00 o Y4 143x
30 30 30
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Hledany rozklad polynomu f (x, y) tedy ziskdme ve tvaru souctu Ctyf ctvercu:

x’ ’ ¥ Xy ’ 13x°  5x°y ’ 143x° ’
flx,y)=|——=—+2xy*+y’ | +| ——+—=+xy* | + + +
(x.) 2 6 2 103 243 30

Existence druhého rozkladu polynomu f (x, y) je opét dokladem, Ze je tento polynom

pozitivné semidefinitni — nezdporny.

* ¥ Xy 5 13 5x'y V143
+xy}"2+ 2+ "2]]

X
AbsoluteTiming[Expand [ {—— +2xy+ ys} ~2 4 [— — + +
2 6 V3 2v3 30

{0.8806023, x°+2x" y+5x y' +4xy +y°}

Program Wolfram Mathematica vydal v ¢ase 0,0006023 sekundy po aktivaci ptikazu

Expand v ptislusné syntaxi umocnéné vyjadieni ziskaného rozkladu na SOS, ¢imz jsme se
vratili k pivodnimu polynomu f (x, y) a oveftili jsme tak spravnost vypoctu. Nez piejdeme
k ruénimu vypoctu Gramovy matice, abychom ziskali pfedstavu o (Casové) ndrocnosti
klasického piistupu a mohli jsme oba piistupy, tj. s/bez pocitaCe, porovnat, sestrojme

nejprve graf zadaného polynomu f (x, y) , ktery je stejn¢ jako nalezené rozklady dokladem

nezapornosti (pozitivni semidefinitnosti).

Obrazek 29 - Graf nezaporného (pozitivné semidefinitniho) polynomu f(x,y) z feSeného p¥ikladu 5

Vypoctéme nyni prostfednictvim klasickych postupti Gramovu matici B (dodrzime tradi¢ni
znaCeni oproti softwaru MATLAB) daného redlného polynomu f (x, y). Monomy
vyskytujici se ve vysledném rozkladu jsou po fadé x°, x*y, xy*, y’. MnoZina A, bude
tedy obsahovat prvky S :(3,0), B, :(2,1), B, :(1,2), B, :(0,3). Vypocet prvki

matice B bude nasledujici (pro lepsi piehlednost vypoctu nezapisujeme vSechny rovnosti

symetricky prvki; vSechny prvky uvedeme az v zdpisu vysledné matice).
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b, : B+ B =(3,0)+(3,0)=(6.0) = b, =1
b,:B+B=B+pB=(30)+(21)=(2.1)+(3,0)=(5.1) =2b, =2;b, =1
by:B+B, =B+ B =B+ B =(3,0)+(12)

=(1,2)+(3.0) =(2.1)+(2,1) =(4.2) = 2b,, +by, =0
b B+ B=B4B =P+ = B+ B =(30)+(0.3) =
2,1)=(3,3) = 2b,, +2b,, =0

=(0,3)+(3.0) =(2.1) +(1,.2) =(1,2) +(
by:B+ B =B +B=B+B=(21)+(2.1)=

=(3,0)+(1,2) =(1,2) +(3,0) = (4,2) = by, +2b, =0

by B* B =B+ B =B+ B =B+ B =(21)+(1.2)=
=(1,2)+(2.,1) =(3,0)+(0,3) =(0,3) +(3,0) =(3.3) = 2b,, +2b, =0

b24:/82+ﬂ4=/84+ﬂ2=/83+ﬁ3:( ) (03):

=(0,3)+(2,1) =(1,2) +(1,2) =(2.4) = 2b,, +b,; =5
by B+B =B+ B =B+ B =(1.2)+(1.2)=

=(2,1)+(0,3)+(0,3) +(2,1) =(2.4) = by, +2b,, =5
by:B,+B,=p6+pB =(12)+(0,3)=(0,3)+(1,2) =(1,5) = 2b,, =4;b,, =2
b, : B, + B, =(0,3)+(0,3)=(0,6) = b, =1

PovSimnéme si, Ze nastala okolnost s nutnosti zavést tfi redlné parametry. Svazany jsou

dvojice prvka b, a b, , b, a b,;, b,,a b;;.

Zavedeme tedy parametry b, =A, b, =w, b,, =0, ¢imZ po dopocteni ziskdme hledanou

Gramovu matici B ve tvaru:

1 1 A w

1 24 -w O
B =

A —-w 5-20 2

w g 2 1

Abychom mohli pokra¢ovat ve vypoctu rozkladu zadaného polynomu f (x, y) na soucet
¢tvercl, musime urcit takovou konkrétni konfiguraci zavedenych parametri A, w, o, pro
kterou bude matice B pozitivné semidefinitni. Musime tedy nyni vypocist charakteristicky
polynom F (y) této matice a nésledné prejit k polynomu F (— y), ve kterém nesmi nastat
znaménkové zmény — bude tedy nutné vyftesit soustavu nerovnic o tiech nezndmych, ¢imz

ziskdme pftipustné hodnoty parametrt A, w, 0. Vzhledem ktomu, Ze se nejednd

o trividlni ukol, pfenechdme vypocet matematickému softwaru, ktery doprovodime
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komentafem. Charakteristicky polynom F ( y) bude ve tvaru (jednd se o kopii vystupu
vydaného softwarem, aby se ptedeslo chybé pfi prepisovani jednotlivych Clenil):

F(y)=—-1+y*—21+4223+20 — 502 + 1?02 + 203 + y3(—=7 + 2+ 20) — 2w
—82%w + 60w — 40%w + 3w? + 10Aw? — 2A0w? + w* + y%(6 — 141
— A2 =40+ 420 — 02 - 2w?) + y(5+ 141+ 12 — 223 — 810 + 607
— 203 = 2Aw + 20w + 7Tw? — 2 Aw? — 20w?)

Pocita¢ uvedeny vysledek vydal v ¢ase 0,0008293 sekundy. Nyni piejdeme pomoci
piikazu ReplaceAll k polynomu F (— y) , ktery je ve tvaru:

F(—y)=—=1+4+y* =21+ 2283+ y3(7 — 21— 20) + 20 — 502 + 2%0% + 203 — 2w
—81%w + 60w — 40%w + 3w? + 10 Aw? — 2Acw? + w* + y%(6 — 141
— A% — 40+ 420 — 0% — 2w?) + y(—5 — 141 — A* 4+ 213 + 810 — 607
+ 203 4+ 2Aw — 20w — Tw? + 2 Aw? + 20w?)

V uvedeném polynomu F (—y) nesmi dojit ke znaménkovym zméndm. Musi tedy

soucasn¢ platit uvedené podminky p, az p,.

p:  1-2A-203=0

p,: 6-14A-V -40+4i0-0" -2w 20

Pyt S—14A-A 4218 4810 -60" +20° +2Aw—-20w-TW +2AW +200 =0

p: —1=2A+42° 420 =507 + 1’07 +20° =2 w8’ w+60w- 40’ w+3w +10Aw’ 2400 +w' =0

Z uvedenych podminek je ziejmé, Ze vypocet prevySuje lidské sily. Vypocet prenechame
pocitacovému softwaru, pficemz se pokusime pomoci piikazu FindInstance v uvedené

syntaxi urcit nékteré celociselné konfigurace parametriA, w, o .

AbsoluteTiming[FindInstance[{7 -21-202086-143-3*-40+430-0"-20’ = Q8&
-5-143-A2+22%+8BA0-60+20°+2Aw-20w-Twl+2w’+200’ > BER
-1-23+22%+20-50"+3%0"°+20° -2 0-8w+600w-40"0+30°+100 0’ -2300w’ +0* 2 8}, {1, w, 0}, Integers, 5]]

{11.3672, {{A > -2, w > -1, 0> -1})}
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Pocitacovy software vydal v Case 11,3672 sekundy jedinou celociselnou trojici, pro kterou
je matice B pozitivn¢ semidefinitni. Jedna se o hodnotyA =-2, w=-1, g =-1. Vysledna

matice B bude mit po dosazeni uvedenych hodnot a dopocteni piisluSnych prvkt tvar:

1 1 -2 -1

1 4 1 -1
B =

-2 1 7 2

-1 -1 2 1

Nez budeme pokracovat ve vypoctu rozkladu na SOS ovéfme, Ze je vySe uvedend matice B
skutecné pozitivné semidefinitni. Vime, Ze jista Ctvercova, symetrickd matice n-tého fadu
je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nezdporna.
Nechme tedy pocitacovy software Wolfram Mathematica vypocitat vlastni ¢isla matice B
prosttednictvim piikazu EigenValues,
B={{1,1, -2, -1}, {1, 4,1, -1}, {2, 1, 7, 2}, {-1, -1, 2, 1}};
N[Eigenvalues[B], 5]

(7.8791, 4.8785, 1.0424, @)

Vlastni Cisla vypoctena s pfesnosti na Ctyfi desetinnd mista jsou uvedena vyse v zdvorce.
Je ztejmé, Ze vSechny hodnoty jsou skutecné nezdporné (byt je jedno z vlastnich Cisel
rovno nule) a matice je tedy pozitivné semidefinitni. Vratme se nyni k ru¢nimu zpiisobu
vypoctu a pifeved'me s vyuZitim symetrickych tdprav matici B na diagondlni matici D

anasledné vyuZijme vztahuD = X "'BX .

1 1 -2 -1j1 0 0 O 1 0 -2 -1 0 0 O 1 00 -1 0 0 O
(B|E)—1 I -0 1 0 O 0 3 0f-1 1 00 0 33 0(-1 100
-2 1 7 210 010 -2 3 210 01 0 0 33 0/2 010
-1 -1 2 1|0 0 0 1 -1 0 2 1|10 0 0 1 -1 0 0 1/]0 0 O 1
1 0 001 00 O 10001 O 0O
033 0-1100 03 00-11 020 r
~ ~ ~(0}x)
03 302 010 00003 -110
0 0001 0O0°1 00001 0 01

Symetrickymi tpravami jsme dospé€li k matici D o hodnosti r(D) =2, z ¢ehoZz lze usoudit,
Ze vysledny rozklad polynomu f (x, y) bude ve tvaru souctu dvou ¢tverctl, a k elementarn{

transformac¢ni matici X", kdy transpozici ziskdme i matici X.
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1 0 0 O 1 0 0O I -1 3 1

1 300 ;|71 1 00 01 -10
D= X' = X =

0 00O 3 -1 10 0O 0 1 O

0 0 0O I 0 01 0 0 0 1

Abychom mohli vyuZzit vztahu U =JD.x"'=JDV", potfebujeme vypocist inverzni

matici X ~'. To by bylo mozné pomoci Gaussovy eliminaéni metody, nicméné pfenechme

tuto proceduru matematickému softwaru. Ve vypocetnim Case 0,0005272 sekundy po

spusténi pifkazu Inverse vydal program Wolfram Mathematica matici X ' ve tvaru:

1 1 =2 -1

X_1_01 1 0

00 1 O

00 0 1

Matici U tedy vypocteme nésledovng:
1 0 0O 1 0 0 O0\(1 1 =2 -1\ (1 1 =2
01 1 O

\/5:0\/500 U:\/B.X_IZO\/gOO. :0\/5\/5
0 0 0O 0 0 00|00 1 O 0 0 O
0O 0 0O 0 0 0 0)\OO0 0 1 0 0 O

Vysledny rozklad polynomu f (x,y) na soucet Ctverci polynomt urc¢ime ze soucinu

vypoétené matice U se sloupcovym vektorem monomid z'. Vzhledem k jednoduchosti

vypoctu neni aktudlné tieba ani zapojovat pocitaCovy software.

1 1 =2 =1\( Xy =2xy° =y
=0 V3 V30 |1y L] By By

0 0 0 O0]x° 0

0 0 0 0))y 0

Zadany polynom f (x, y) je tedy moZné vyjadrit jako soucet dvou ¢tverct ve tvaru:

F(09)= (¥ iy -207 =) +(V3y + VB2 )

Je zifejmé, Ze se jednd o jednodussi vyjadieni rozkladu na SOS nez v predchozich dvou
piipadech s vyuzitim programu MATLAB pifi urCovdni Gramovy matice, nicméné
k tomuto vyjadfeni vedla velmi komplikovana cesta a n¢které vypocCty jiz nebylo mozné
vypocitat pouze lidskymi postupy. Typickym piikladem je urCovani konkrétni celociselné
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konfigurace parametri A, w, o, kdy i pocita¢ potieboval na vypocet vice nez 11 sekund.
Z lidského pohledu se sice jednd pouze o kratky Casovy tusek, pokud ovSem vezmeme
v potaz, Ze vypocet provadi specializovany matematicky software, pak je otdzkou, kolik
Casu by bylo tieba vynalozit k vypocteni uvedené trojice lidskymi postupy. Zaroven
onéch 11 sekund poukazuje na omezené moznosti bézné sSkolni techniky, kdy se stéle
pohybujeme pouze u polynomili dvou neurcitych, nicméné uz zde bylo nutné vynaloZit
vyrazné delSi Casovy usek (v porovnani s rychlosti piedeSlych vypoctl) na pocitacovy
vypocet dil¢itho problému. Zatad'me zavérem feseného piikladu 5 opét ovéfeni v programu
Wolfram Mathematica, Ze i posledni z nalezenych rozkladii na soucet ¢tvercl reprezentuje

pivodni polynom f (x, y).

Xy =X"6+y"6+2*X"S5%y+5%#X " 2%y"4+4%xXxy"5;
SOSf = (x3+x2y-2xy2-y3)"2+(\/? x2y+\/?xy2)"2;
Expand [SOSf]

TrueQ[fxy = Expand [SOSf] ]

x°‘2xby‘5x‘)y"«4xy50yb

True

Je ztejmé, Ze se po umocnéni jednd o piivodné zadany polynom f, coz potvrdil i pocitacovy

software. Zaroven jsme rozkladem podali tieti dikaz nezdpornosti tohoto polynomu.
5.6 ReSeny piiklad 6 — Gramova matice typu 5x5 v rozkladu polynomu na SOS

Je dan redlny polynom p dvou neurcitych x, y[JR v niZze uvedeném tvaru. Rozhodnéte

o existenci rozkladu polynomu p na soucet ¢tverct a urcete alespon jeden z nich.
p(x,y) =3x* +3y4 —2y3 +6xzy2 +6x° +8y2 —2xy

Reseni I (klasicky p¥istup):

Zadanim feSeného piikladu 6 je dan redlny polynom dvou neurcitych sudého stupné 4.
Neni ovSem na misté Cinit ukvapené zavéry, Ze vypocet rozkladu na SOS bude jednoduchy
a rychly. Reseni tohoto problému provedeme dvojim zpasobem. Nejprve budeme na feSeni
nahliZet klasickymi metodami a budeme se snaZzit o ruéni vypocet az do piipadné faze, kdy
by jiZ vypocet lidskymi postupy nebyl moZny (tzn. realizace by byla velmi rozsihld
a Casove€ ndrocnd). Druhd moznost feSeni bude vénovana Cisté pocitaovému softwaru, kdy

pro porovnani uvedeme na zavér celkovy vypocetni Cas, ktery byl pro vyfeSeni daného
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problému potiebny. NeZz ovSem pfistoupime k vypoctim konkrétnich rozkladi daného

redlného polynomu p (x, y) na soucet ¢tvercd, sestrojme nejprve graf tohoto polynomu.

s v v

Obrazek 30 - Graf realného polynomu p dvou neur¢itych x, y ze zadani ieSeného piikladu 6

Obrazek 30 je dokladem, Ze zadany polynom p(x, y) je pozitivné semidefinitni, coZ je

sice nutnd, ale nikoliv postacujici, podminka pro existenci rozkladu polynomu na soucet
¢tvercil. Konkrétné 1ze pfipomenout Motzkiniv polynom, ktery je pozitivn¢ semidefinitni,
ale neni mozné jej vyjadfit ve tvaru souctu ctvercu (vice viz kap. 1.3). Pfejdéme nyni

k ovéfeni existence rozkladii daného polynomu p na soucet ctvercu a jejich vypoctu.

Uvedeny tvar polynomu p (x, y) nam dava informaci, zZe vysledny rozklad na SOS se bude
zifejmé sklddat z monomu X, y2 , Xy, x,y. MnoZina /A bude tedy obsahovat pétici prvki
po fad¢ 3 =(2.0), B =(0.2), B,=(L1), B,=(10), B =(0,1). Vzhledem k této

skutecnosti bude hledand c¢tvercovd Gramova matice B typu 5%X5 v niZe uvedeném
obecném tvaru a ve vysledném vyjadieni Ize opét ofekavat existenci jednoho nebo vice

redlnych parametrui.
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Vypocet jednotlivych prvki je nédsledovny, pfiCemz opét vyuZivime symetrie matice B
a proto nezapisujeme ve vypoctu vSechny odpovidajici si dvojice symetrickych prvk.
Pfipomenme, Ze hodnoty jednotlivych prvki matice ptedstavuji koeficienty u ptislusnych

mocnin monomi polynomu p, které odpovidaji ziskanym souctim prvku £, 5,,.... 5, .
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b”:/?]+,31:(2,0) (20)_(40) :>b11:3
by:B+B =B+ B =5 +B =(20)+(0,2)=(0,2)+(2,0) =(11)+(L1) =(2,2) =2b,+b, =6
by:B+B =B+ B =(20)+(11)=(11)+(2,0)=(3.1) =2b,=0;b,=0
by:B+B,=B,+B =(20)+(1,0)=(10)+(2,0)=(3,0) =2b, =0;b, =0
b B+ B =B+ B =B+ B =B+ B =(2.0)+(0.1) =(0.1) +(2,0) =

=(L1)+(L0)=(0,1)+(L1) =(2.1) = 2b, +2b,, =0;b5+b,, =0
by, : B, + B, =(0,2)+(0,2) =(0,4) =b, =3
by: B+ B, =B+ 5, =(0.2) +(L1) =(11)+(0,2) =(1,3) = 2b,, =0;b,, =0
by: B+ B, =B, +B =B+ =B +p=(02)+(1,0)=(1,0) +(0,2) =

=(L1)+(0,1)=(0,1)+(1,1) = (1,2) = 2b,, +2b,; = 0;b,, +b,; =0
by : B+ B =B+ B =(0,2)+(0,1) =(0,1)+(0,2) =(0,3) = 2b,; = 2;b,, =1
by:B+B =B+pB=5+B =(L1)+(11)=(2,0)+(0,2) =(0,2) +(2,0) =(2.2) = b, +2b,=6
BB =B+ B =B+ B =B+ B =(L1)+(L0)=(0,1)+(L1) =

=(2,0)+(0,1)=(0,1)+(2,0) =(2,1) = 2b,, +2b; =0;by, +bs =0
bys: B+ B =B+ B, =B+ B, =B+ B =(11)+(0,1) = (0,1) +(1,1) =

=(0,2) +(1,0) =(1,0)+(0,2) =(1,2) = 2by; +2b,, =0;b, +b,, =0
b, : B, + B, =(1,0)+(1,0) =(2,0) =b, =6
by: B, + B =B+ B, =(10)+(0,1)=(L1) =2b,, =2;b,, =—1
by : B+ B, = (0.1) +(0,1) =(0,2) = by =8

Z vyse uvedeného vypoctu je ziejmé, Ze bude nutné zavést tfi realné parametry A, w, O,

protoZe jsou spolu svdzdny dvojice prvkt b, a b,,, b, a b,,, b,, a b,,. PoloZme tedy

prvky b, =A, b, =w a b,, = 0. Bude pak zfejmé platit b, =6-2A, b,; =

Hledana matice B tak bude ve tvaru:

3
A
0
0

—w

A 0 0 -w
3 0 -g -1
0 6-24 w o
-g w 6 -1
-1 o -1 8

~w, by, =~

Potfebujeme, aby po dosazeni konkrétnich hodnot za parametry A, w, 0 [JR byla matice B

pozitivné semidefinitni. Abychom mohli vyuZit diive vyslovené véty 1 (kap. 2.2), je nutné

urcit charakteristicky polynom F ( y) , tedy vypocitat hodnotu determinantu:

det(B—yE) =

A 0 0 -w
3-y 0 -o -1
0 6-21-y w o
-0 w 6-y -1
-1 o -1 8-y




Ukolem nyni je vypoéitat determinant 5. fadu. V pifpadé klasického postupu bychom
zfejmé& vyuZili rozvoje determinantu dle radku/sloupce, nicméné vzhledem k naroc¢nosti
a rozsahu vypoctu, pfenechme tento vypocet pocitacovému softwaru. Kopie vystupu

programu pocitacové algebry Wolfram Mathematica, ktery vydal charakteristicky

polynom F (y) v Case 0,00680066 sekundy, je uvedena niZe.

F(y) = 2430 — y5 + y*(26 — 21) — 81014 — 28242 + 942% — 360 + 1210 — 19802
+ 48102 + 61202 + 30* + 72w — 242%w — 180w + 1240w — 22%0w
— 60w — 177w? + 36Aw? + 82%w? + 60%w? — 2Aw? + 3w*
+ y3(—259 + 401 + A% + 202 + 2w?) + y%(1233 — 2781 — 2012 + 223
— 20 —290% + 2A0% + 2Aw — 20w — 29w? + 2Aw?) + y(—2799
+ 7984 + 1314% — 2813 + 180 — 410 + 13502 — 2210% — A*0% — o*
— 24w + 42 %w + 120w — 2A0w + 20%w + 128w? — 18Aw? — 12w?

—olw? —w?

Vyjadfeni charakteristického polynomu F ( y) obsahuje nejen Ctvrté a paté mocniny, ale
téZ se v ném vyskytuji pomérné vysoké celo¢iselné hodnoty. Piejdéme nyni k polynomu
F (—y) se srovnanymi koeficienty u zavedené neurCité y a rozhodnéme o moZnych

konfiguracich trojice parametri A, w, O .

F(—y) = 2430 + y° + y*(26 — 24) — 8104 — 2821% + 9413 — 360 + 120 — 19842
+ 48102 + 61%0% + 30* + 72Aw — 241%*w — 180w + 120w — 22%0w
—60%w — 177w? + 36Aw? + 8%w? + 60%w? — 2 w3 + 3w* + y3(259
— 404 — 22 — 207 — 20%) + y2(1233 — 2781 — 2042 + 223 — 20
— 2902 + 220% + 2Aw — 20w — 29w? + 2Aw?) + y(2799 — 7981
—13124% + 2823 — 180 + 410 — 13502 + 22A0% + 2%6% + 0% + 24w
— 422w — 120w + 2d0w — 20%w — 128w? + 18 w? + 12w? + 0% w?
+ w?h)
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Aby v uvedeném polynomu nenastaly znaménkové zmény a neexistovaly Zaddné zdporné
kofeny, musi byt sou€asné splnény vSechny podminky:
p: 262120
D, 259-401-A* =207 -2/ 20
Py 1233-2784-20A% +2A° =20 -290" +2A0° +2Aw-20w- 29w +2 &’ =0
po: 2799-7981-131A4% +281° 180 +4A0 1350 + 22A0” + ’0* +0* +
24 Aw- 4 w- 120w+ 2 A 0w-20"w—-1284F +18 ) + A’ +0* W/ + o' =0
ps: 2430-8104-2821° +941° =360 +12A0 —1980° +48A0” +61°0” +30* +
+72Aw-242*w-180w+12A0w-2A*0w- 60> w—-171r +36A* +8A*W) +60°wF =24 +3/ =0
Reseni uvedené soustavy nerovnic pienechdme pochopitelné pocitaCovému softwaru, ale
pfed samotnym vypocet uskutecnime kratké zamysleni. Bylo by pochopitelné¢ mozné zadat
vypocet pro parametry A, @, 0 zoboru redlnych ¢isel. Hrozi zde ovSem situace, kdy
pocita¢ vrati hodnoty s vysokym poctem desetinnych mist, ¢i hodnoty ve tvaru zlomkl
s odmocninami. Takova redlnd Cisla nejsou pfili§ vhodna po dalsi ru¢ni vypocet a bylo by
nutné dals$i kroky pfenechat matematickému softwaru. Prejdéme tedy z oboru redlnych

Cisel k hledani parametri A, w, o [17Z . Muze pochopitelné nastat okolnost, Ze celoCiselna

konfigurace téchto parametrii nebude existovat. Pokud ovSem najdeme alespon jednu
trojici spliiujici vSechny uvedené podminky, mtiZzeme ji vyuZzit pfi urCovani rozkladu
zadaného polynomu p(x, y) na soucet ¢tverct polynomii. Obdobn¢ jako diive vyuZijeme

k vypoctu software Wolfram Mathematica s vyuzitim piikazu FindInstance v uvedené
syntaxi a téZ nechdme vypsat Casovou ndro¢nost vypoctu pocitacem.

AbsoluteTiming|
FindInstance[
{26-21:088259-400-1°-20"-20"208%
1233-2782-202%4+22°-20-290%4+22 0% +2Aw-20w-290°+22 0’ 2 08R
2799-798 A1 -131 A% +28 1°-180+4A0-1350"+22 00"+ X' c*+0° +24 Aw-4 2 w-120w+2 A ow-
207 w-128 0" +18 Lot + P vl + o0t 0P + 0’ 2 DER
2430 -810 A -282 37 +943°-360+12 A 0-1980° +48 A 0 +6 A7 0°+3 0" +72 A w-24 P w-18cw+
12 cw-220w-60w-177w +36 2w +8 2% w4607 W’ -2 +3 0" 29], {A, w, o}, Integers, 5]]

(82.36,

{{A=-1l,w--1,0->1}, {As-2,w->-2,0->-2}, {A--2,w>2,0->-1}, {(A--1,w>4,0-38}, {128,008, c0->1}}}
Vstupem do pocitacového softwaru bylo pozadovano urcit pét moznych celoCiselnych
konfiguraci parametrit A, w, o0, pro které budou splnény vSechny podminky p, az p;.

Program vydal vysledek v ¢ase 82,36 sekundy. Vidime tak opé&t nariist casové narocnosti

vypoctu.
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Ziskané moznosti piipustnych celo¢iselnych voleb parametrt jsou nésledujici:
) A=1l, w=-1, o=1
2) A=-2, w=-2, o=-2
3)) A=-2, w=2, o=-1
4) A=-1, w=4, o0=0
5 A=0, w=0, o=1

Proved’'me nyni vypocet rozkladu daného polynomu p na soucet Ctvercti tradi¢ni metodou
pro konfiguraci parametrit A =0, w=0, g =1 (moZnost ¢. 5 vydana pocitacem). Matici B

po dosazeni a dopocteni ziskdme ve tvaru:

300 0 0
0 3 0 -1 -1
B,=|0 0 6 0 1
0 -10 6 -1
0 -1 1 -1 8

Matici B, pfipiSeme vpravo jednotkovou matici E typu 5%5 a s vyuZzitim symetrickych
Uprav matici B, pfevedeme na diagondlni matici D, pfi¢emz fddkové upravy budeme
zaznamendavat i do pfipsané matice E, ktera prejde po provedeni vSech tprav (tj. prevedeni

matice B, na diagonalni matici) v elementérn{ transforma¢ni matici X .

3 00 0[T 0000 (3000 oftooo o[ 290 00000
0 0 -1 =10 1000 [0 3 0-1 001000 300010717000
(BJE)=lo 0 6 0 10 01 00|-[0 0 6 0 1jo0 1 0 0" 06 0 OO T 00
0-106 -100010[|0-106 =7000 1 0 ooo%—7o%01o
0 -1 1 =1 80000 1)100 1 =716000 -1 1) | 5 0o
00 O0fT 0 0 00 000 0L 0 0 00
300 001 0 00 300 001 0 00
006 0 000 1 0O0[|006 0 000 1 00
~ ~ =(D|x"
0002 401 o 10 0001—7001010(‘)
3 3 3 3
000 -7 200 - 11|00 By 114
6 6 102l 17 6 17
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Ovéfeni sprdvnosti je mozné ze vztahu D =X"BX po uréeni matice X transpozici

vypoétené matice X " . Tento vypocet pfenechme pod&itadi:

Xt ={{1, @, 0, @, 8}, {0, 1, 0, O, O}, {6, 0,1, 0, 0}, {0, (1/3), 0, 1, 8}, {0, (7/17), (-1/6), (4/17), 1}};
X = Transpose [Xt];
MatrixForm[Xt.B5.X]

(3

e
a

® ® W o
® oo o

D wE® e ®

I

B @ @ @ ®

e e o

Vysledek soucinu matic X" BX potvrdil, Ze je matice D vypo&tend spravné. Dalsim krokem
je ur¢it inverzni matici X~ k matici X. Vzhledem k rozmériim matic pfenechdme tento
vypocCet pocitaci. Ru¢ni vypocet by byl pochopitelné mozny (obdobné jako diive)

s vyuZzitim Gaussovy eliminacni metody. Zaroven zapiSeme matici~/ D nezbytnou pro dalsi

vypocet.
1 00 0 O 1 00 0 O 30 0 0 0
01011 010_1_1 0 V3 0 0 0
3 17 33
. . 0 0 vJ6 0 0
X=lo 010 -= X'=lo o1 0 = JD = T
6 6 ooo?o
0001% 0001—% =
0000 1 000 0 0 0 0 0 i

Vysledny rozklad polynomu p(x, y) na soucet Ctvercli polynomu ziskdme jako soucin

matice U =+/D.X ™ =+/D.V" a vektoru monomy z. Vypocet matice U pifenechme pocitaci.

V30 0 o0 0
30 0 0 0o (1t 00 0 0 o Ao oL L
0 V3 0 0 010_1 1 NG NG
L]0 0 Ve 0 | 0 0 Jo 0 —
U=JDX" = B 001 0 = |= NG
6
0 0 0 J— 0 17 4
3 4 0 0 0 = -—
000 1 -— NG
o 0 o o 23 17
1020 0 0 O 1 0 0 o 0 733
102
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Vidime, Ze vysledné vyjadireni matice U je pomérné komplikované a obsahuje téZ n€kolik
vysokych hodnot pod druhou odmocninou. Vypocet lidskymi postupy by byl tedy zna¢né
obtizny a Casov¢ ndrocny. Zbyva dopocist rozklad daného polynomu p na soucet Ctvercu

vyndsobenim ziskané matice vektorem monomt z.

V30 0 o0 0 V3
0 3 0 —% —% 2 % %+\/_2
par| 00 J6 0 % .x; _ %h/gxy
17 4 17 _ 4y
00 0 NT T i ENNG

)

0O 0 O 733 , /— y
102 102
Vysledny rozklad na SOS je tedy ve tvaru souctu péti ¢tvercu:
2 2
— 2\? Y 17 4y 733
oo i (3 )
Vysledek miiZzeme ovéfit zpétnym umocnénim a porovndnim se zadanym polynomem p:

P=3+X"4+43+y "4 -2y 3 +06*N"2xY"2+6*N"2 4By 2 -2%N%Y]

X 17 4 733
Expand[SOSp: (V'B xz}“2+ ———L+V’3 yz ~2+ L+ 6 xy|*2+ —_ X- ! ~2 4
Vi Ve V3 e 162

B

TrueQ[p == Expand [S05p]]

6x’+3x —2xy+8yi+ex’y -2y +3y?

True
Nalezenim konkrétnich celo¢iselnych hodnot parametrii A, w, ¢ a naslednym vypoctem
jistého rozkladu daného polynomu p na SOS jsme tak zadany dkol pravé vyfesili — rozklad
existuje a zaroven jsme jedno mozné vyjadieni zapsali a ovéfili pocitacovym softwarem.
Pted prechodem ke druhému, Cisté pocitacovému, feSeni s vyuzitim programu pocitacové
algebry MATLAB a Wolfram Mathematica, demonstrujme vypocet s vyuzitim jiné trojice
parametri A, w, o v kombinaci s Choleského dekompozici, kterou pro urychleni vypoctu
provedeme pomoci matematického softwaru. Volme kuptikladu pocitatem vydanou
moznost ¢. 1 pro hodnoty A =1, w=-1 a g =1. Matice B pak bude po dosazeni ziejm¢

v nasledujicim tvaru.
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_ O O = W

Aplikaci ptikazu CholeskyDecomposition dojdeme v ¢ase 0,0002913 sekundy k vysledné

o . T 2 z o
matici V' , kterou vyndsobime vektorem monomt z:

1
N
V3
0 22
3
yre| 00
0 0
0 0

0 0
3
o V2
2
, L
2
[43
o V2
2
0 0

&=

W |
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N | —

%‘m
oy
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—_
—_

[\S)

1
5 L
NG
0 2 2
3
0 0
0 0
0 0

o

(=]

(3]

“‘:ﬁ?glwc
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._.oo‘m
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Ziskame tak vyjadfeni polynomu p (x, y) ve tvaru souctu péti ctverci:

{5 5] Lo et

Sy

86

b

1 1111

2

43

J

Snadno pak miZeme nahlédnout, Ze se jednd o dal$i mozné vyjadieni zadaného polynomu

ve tvaru souctu ¢tvercl polynomd, které je dokladem jeho pozitivni semidefinitnosti:

P=3%X"44+3xy 4 -2xy"34+6%xX 2%y "2+6%X"2+8%y "2 -2%X*Y;

S0Sp2 = Expand[[\/; X"+

TrueQ[p =
6x*+3x*

True

S0Sp2]

2xy~8y')~6

y

+

3 2 2 , X 1
2+ |- -~ - y+*2 -y "2+(--+—42xy)"2+
2 3 3 2. 2

X"y') 2)’5‘3)'4

ResSeni II (ryze pocitacové ieSeni):

2

43

2

Klasickym pfistupem v kombinaci s matematickym softwarem pii feSeni dilCich vypocta

jsme zatim dospéli ke dvéma konkrétnim vyjadienim zadaného redlného polynomu p ve

tvaru souctu ¢tvercll polynomu. Tato ¢ast feSeni je vénovana ryze pocitacovému piistupu

Nejprve vyuzijeme softwaru MATLAB v soucinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS pro

urceni jisté celo¢iselné matice Q (tj

. Gramova matice B) a pfisluSného sloupcového

vektoru monomu z. Nasledné s vyuZzitim Choleského dekompozice v programu Wolfram
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Mathematica dopoéteme matici V' a ze soucinu V'.z" uréime vysledny rozklad na SOS.
Zéavérem vyhodnotime celkovou Casovou ndrocnost strojového vypoctu (bez zohlednéni

¢asu nutného k zavedeni proménnych, polynomt a matic do pocitace).

Zanesenim polynomu p do programu MATLAB a aktivaci piikazu findsos s pozadavkem
na celo¢iselné prvky matice Q v piisluSné syntaxi ziskdme ndsledujici vysledky

v celkovém Case 0,1 sekundy:

> SYMS X Vs
> p=3Fx A4 Fy A-2ry 3+ EFR 2 Ay RHETR N EHE Ty 22 Ry
=> [Q,%,D]=findsos (p, 'raticnal')

i)
|
=]
1]
[
1l

1 -1 0 0 - 1
-1 3 0 0 0 2
-1 0 6 0 0 «

0 0 0 6 0 Ky

0 0 0 0 3 AT

Vzhledem k hodnot¢ D =1 miiZeme pracovat s polynomem p i vypoctenou matici Q ve

stdvajicim tvaru bez nutnosti pozdéji zvaZovat n-ndsobky matice Q ¢i polynomu p.

Zavedeme tedy do pocitace ziskanou matici Q a vektor z (ve stdvajicim fazeni jednotlivych

monomu). Nésledné aktivujeme piikaz CholeskyDecomposition, ¢imz uréime hledanou

matici V' nezbytnou pro dalsf vypocet.

Q=1{{8 -1, -1, 0, 0}, {-1, 3, 0, 0, 0}, {-1, 0, 6, 0, 0}, {0, 0, 0, 6, 0}, {0, 0, 0, 0, 3}};
zt = {{y}, {y"2}, {x}, {xy}, {x"2}};
ChD = CholeskyDecomposition[Q]
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V ¢ase 0,000452 sekundy tedy vypocetl poéita¢ trojihelnikovou matici V' ve tvaru:

1
22 -—— 0 0

W2 22

23
2 1

0 - 0 0

VT: 2 2\/4_6
0 0 35 9 o

23
0 0 0 J6 0
0 0 0 0 3

Z uvedeného vyjadreni je zfejmé, Ze se jedna o odliSnou matici oproti obéma predchozim
postupiim feSeni s vyuZitim klasickych metod v kombinaci s pocéitaCovym softwarem.

P N e T T W . 2 . v 2 v - v
Nyni uré¢ime soucin V' .z a opét si poznamendame jeho ¢asovou naro¢nost vypoctu:

1 1
22— -—— 0 0
+242y -
R Er R
5 . L /23 ,
Vil = 0 2 _2\/% k 0 = 2\/_ 2

S v S, e
|

3 Ex
\ 23

0
0 0 0 6 0 Joxy
2
0 0 0 0 3 V3x

V ¢ase 0,0000712 vydal pocita¢ matici soucinu, ze které je podoba rozkladu zadaného

polynomu p (x, y) na SOS zfejmad. Jednd se opét o vyjadieni ve tvaru souctu péti ¢tvercu:

P(x’y):( 2\/—+ \/_y—z\/—J2 [ 2\7%+%\/%y2]2+(3\/gxf+(x/€xy)2+(x/§xz)2

Mtuzeme tedy znovu odpovédét, Ze rozklad zadaného redlného polynomu p na soucet

¢tvercil polynomil existuje, coZ bylo jasné jiz v okamziku, kdy program MATLAB vydal
celoCiselnou Gramovu matici Q, a jedno mozné vyjadieni rozkladu je uvedeno vyse. Pred
zavérecnym shrnutim jesté ovéime umocnénim, zda jsme postupovali spravné a nalezeny

rozklad reprezentuje zadany polynom p (x, y) .
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P=3#x"4+3+y "4 -24y "3 +6%X 22y "2 +04N 2 +BAY"2 -2 2NAY;

S05p3 = ((-x/ (2+5qrt[2])) + 2+5qrt[2]+y- ((y"*2) / (2+S5qrt[2]))) "2+
((-x/ (2*Sqrt[46])) + (1/2) +Sqrt[23 /2] +y"2) 2+ (3+5qrt[15/23] +x) "2 + (SqQrt[6] +x+y) ~2 +
(Sqrt[3]+x~2)~2;

Expand [S0Sp3]

AbsoluteTiming [TrueQ[p == Expand [S05p3]1]]

6x*+3x" 2:-{3;—83;2—6){23;2 2}:3—33;4

{9.@8804335, True)

Vysledny verdikt True, Ze vypocteny rozklad na soucet Ctvercti skuteCné reprezentuje
pivodné zadany polynom p, vydal pocita¢ v €ase 0,0004335 sekundy. Celkova casova

naro¢nost ryze pocitatového vypocltu (v€. ovéteni spravnosti) tedy je 0,1009567 sekundy.

Zaveérem teSeného piikladu 6 je nutné konstatovat, Ze dlohami této ndroCnosti se jiz
dostdvame na hranici lidskych moZnosti a klasickych postupti pii uréovani rozkladu jistého
redlného polynomu na soucet Ctvercli. Zaroveil je nutno upozornit, Ze i béZna Skolskd
technika, na které jsou provadény v rdamci této prace pocitaCové vypocty, miZe mit
v ptipad¢ feSeni n€kterych dil¢ich dkolt jiz u tdloh takové trovné problémy (Ize kupiikladu
zminit hledani celociselné konfigurace trojice parametri A , w, o, které probéhlo v Case
82,36 sekundy a pocita¢ musel byt nasledn¢ po tomto vypoctu z ditvodu nestandardniho
chovani restartovdn). Zadanim piikladu byl sice ddn ,,pouze® polynom dvou neurcitych
sudého stupn€ 4, nicmén¢ se ukdzalo, Ze jiz u uloh takové povahy muze s ohledem na
monomy vyskytujici se ve vysledném rozkladu na SOS a jejich pocet, nastat okolnost, kdy
je nutné provadét vypocet s n€¢kolika redlnymi parametry a feSit soustavu péti nerovnic
v nichZ se vyskytuji az ¢tvrté mocniny nezndmych a ptipadné vysoké celoCiselné hodnoty.
Je tedy nutné na tomto misté€ upozornit, ale to plati obecné jiz pii vytvafeni vlastnich tloh
do testl na zdkladni Skole, ze v pfipad¢ zaddvani piikladi na urovani rozkladu redlného
polynomu na soucet ¢tverct studentiim stfednich ¢i vysokych Skol, se musi vyucujici vzdy
peclivé zamyslet nad povahou zaddvané ulohy a nejlépe si piiklad predem vyfiesit, at’ ruéné
nebo pomoci matematického softwaru, ktery mu téZ vydanymi vysledky da jistou

informaci o ndro¢nosti feseni celé tlohy.
5.7 ReSeny piiklad 7 — realny polynom tii neur<itych a chytra volba parametri v Z

Rozhodnéte v R o existenci rozkladu daného polynomu f na soucet ¢tvercl polynomil

a rozklad zapisSte:
f(xy.2)=x0+y° +4z0 42y 2% + P2t +4xy?;
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ReSeni:

Zadanim feSeného piikladu 7 je pozadovano rozhodnout v oboru redlnych ¢isel o existenci
rozkladu polynomu f tif redlnych neurcitych x, y, z sudého stupné¢ 6 na soucet Ctvercu
redlnych polynomil. Postupujme obdobné¢ jako v predchozim piikladu nejprve s vyuZitim
klasickych metod a v ptipadé€ potieby pfenechdme vybrané pasdze pocitacovému softwaru.
Nejprve je nutné ur¢it mnozinu A , pfi¢emz s ohledem na tvar polynomu f (x, v, z) bude
piipustnd a pro rozklad na SOS dostaéujici pétice monomi ve tvaru x°, y°, z°, y*z, yz°.

Z nich snadno ur¢ime po fadé prvky 3 =(3,0,0),4, =(0,3,0), 8, =(0,0,3), 8, =(0,2,1),

B = (O, 1, 2) , ze kterych vypocteme ¢tvercovou Gramovu matici B, kterd bude fadu k£ =5.

b, : B+ B =(3.0,0)+(3,0,0) =(6,0,0) =b, =1
b,:B+B, =0+ =(300)+(0,3,0)=(0,3,0)+(3,0,0)=(3,3,0) = 2b, =0:b, =0
b,: B+ B =B+ B =(3.0,0)+(0,0,3)=(0,0,3)+(3,0,0) =(3,0,3) = 2b,; =0;b; =0
by:B+B,=pB,+B =(300)+(0,21)=(0,2,1)+(3,0,0) =(3,2,1) = 2b, =4:b, =2
bs:B+B =B +B=(300)+(0,1,2)=(0,1,2) +(3,0,0) = (3,1,2) = 2b,; =0;b5=0
by, : B3, + B3, =(0,3,0)+(0,3,0) =(0,6,0) = by, =1

by : B+ B =B, +B =B+ =B +p =(030)+(0,0,3) =

=(0,0,3)+(0,3,0)=(0,2,1)+(0,1,2) =(0,1,2) +(0,2,1) =(0,3,3) = 2b,, +2b,5 =0;b,, +b,; =0
b, : B+ B, =B, +B =(03,0)+(0,2,1)=(0,2,1) +(0,3,0) = (0,5,1) = 2b,, =0;b,, =0
by: B+ B =B+ B, =B, +B,=(030)+(0,1,2) =(0,1,2) +(0,3,0) =
=(0,2,1)+(0,2,1)=(0,4,2) = 2b,;+b,, =2
b, : B, + B, =(0,0,3)+(0,0,3) =(0,0,6) =b, =4
by :B,+B, =B+ B =+ =(00,3)+(0,2,1)=(0,2,1)+(0,0,3) =
=(0,1,2)+(0,1,2) =(0,2,4) = 2b,, +by; =1
bys: B+ B =B+ B =(0,0,3)+(0,1,2) =(0,1,2) +(0,0,3) =(0,1,5) = 2b,s =0;by; =0
by: B+ B =B+ B = B+ B, =(0,2,1)+(0,2,1) =(0,3,0)+(0,1,2) =
=(0,1,2)+(0,3,0)=(0,4,2) =b,, +2b,;=2
b B+ B =B+ B, =B+ B, =B+ B, =(0.2,1)+(0.1,2)
=(0,1,2)+(0,2,1) =(0,3,0) +(0,0,3) =(0,0,3) +(0,3,0) =(0,3,3) = 2b,; +2b,, =0;b,5 +b,; =0
by: B+ B =B+ B, =B +5=(012)+(0,1,2) =(0,0,3) +(0,2,1) =
(0,2,1)+(0,0,3) =(0,2,4) = by;+2b,, =1

Pfipomeiime, Ze pfi vypoctu konkrétnich hodnot prvka matice B vychazime z jednotlivych

prvku B, [5,,.... 5, mnoziny A . Pokud kupfikladu urujeme prvek b,,, potom z vyse

uvedeného postupu je ziejmé, Ze vypoctem [ + [ = (3, 0,0) +(3,0,0) = (6,(),0) ziskame
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informaci o hodnoté b, =1, kterd vychdzi z koeficientu u monomu x° daného polynomu
f (x, y,z). Musime dat ovSem pozor na mozné kombinace prvkd [, jak je kupiikladu
ztejmé z vypoctu prvku b,,. Stejny vysledek jako kombinace S, + S, = 5, + 3, dava téz
soucet B, + 0B, . kdyplati B, +B, =5, +5,=06,+5, = (O, 4, 2) , ¢imzZ se tato dvojice prvki
svaze. Monom 2x*y’z ptivodniho polynomu f (x, v, z) ndm pak ddvé informaci, Ze musi
nutné platit vztah 2b,, +b,, =2, ktery nds ,,odsuzuje” k zavedeni parametru. V piipadé
vypoctu prvku b, (a pfi vypoctech v obdobnych situacich), kdy dospéjeme k zdvéru
Bi+B =06 +0 = (O, 1,5) , ale monom xy’ se vzadaném polynomu nevyskytuje, pak
k nému pfistupujeme jako ke Clenu s koeficientem rovnym nule a zapisujeme 2b,; =0, po
dopocteni b,, =0.

Vratme se ovSem k vypoctu matice B. Je ziejmé, Ze bude nutné zavést trojici redlnych
parametri A, w, o z divodu provazanosti dvojic b,, a b,y, b,sa b,,, b,,a by . PoloZme

tedy b,, =A, by; =w a b,, = 0. Po nezbytnych dpravach pak ziskime matici B ve tvaru:

1 0 O 2 0
01 A 0 w
B={0 A 4 g 0
2 0 0 22w A
0O w 0 -4 1-20

Abychom mohli pokracovat ve vypoctu, musime rozhodnout o piipustnych hodnotich

parametri A, w, o, pro které bude matice B pozitivn¢ semidefinitni. Obdobn¢ jako diive
je tedy nutné urcit charakteristicky polynom F ( y) této matice, tedy vypocitat determinant
det(B -yE ), a nasledné pfejit k polynomu F/ (—y), ze kterého budeme moci na zdkladé

Descartova znaménkového pravidla rozhodnout o piipustnych hodnotach, respektive

o konkrétnich moznych konfiguracich, parametri A, w, 0. Vzhledem k velikosti matice,

pfenechme tento vypocet matematickému softwaru a zapiSme rovnou polynom F (—y) se

srovnanymi koeficienty u zavedené neurCité y (vystup je z pocitatového softwaru opét

okopirovan, aby se eliminovaly chyby pii pfipadném opisovani ziskaného vysledku).
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F(—y) =—-8+7y°> =222+ A* + 160 — 44?0 — 6% + 263 + y*(9 — 20 — 2w) — 8w
+ 22%w + 160w — 22%0w + 8w? + d?w? + 8w3 + y3(25 — 2% — 160
— 0% — 14w + 40w — w?) + y?(19 — 10A?> — 340 + 24?0 — 302 + 20°
— 30w + 202w + 240w — Tw? + 2w3) + y(—6 — 10A* + 1* — 40
+ 61%0 — 302 + 403 — 26w + 412w + 360w — 22%0w — 10w? + o2 w?
+ 10w?3)

Z vyse uvedeného tvaru polynomu F (—y) je patrné, Ze znaménkové zmény nenastanou,
pokud bude soucasn¢ splnéno pét nasledujicich podminek:

p: 9-20-2w=0

p,: 25-2A*-160-0" -l4w+40w- o’ 20

Py 19-104° =340 +2A°0-30" +20° =30w+2A°w+240w-T +2w =20

i —6=10A*+ ' =40 +61°0-30" +40° =26+ 4N’ w+360w-2A 0w-10w +0°w +10w’ 20
ps: 82+ A +160-41°0 -0 +20° 8w+ 2’ w+160w- 21’ 0w+8W + 0’ W +8w' =0

Predtim, nez pifenechdme vypocet uvedené soustavy péti nerovnic a urceni celo¢iselnych
konfiguraci parametrit A, w, 0 matematickému softwaru Wolfram Mathematica, zkusme
se zamyslet na lidskymi moznosti nalezeni nékteré trojice hodnot pro pfislusné parametry.

YV s

Nejjednodussi z hlediska ruéniho vypoctu by byla volba A =0, w=0, 0 =0. Ta vSak neni
moznd, protoZe dojde k poruSeni podminek p, a p,, jak je zfejmé ze zdpornych hodnot

absolutnich ¢lent, které jsou uvedeny jako prvni v poradi. Nicmén¢ stdle by se hodilo mit
co nejvice nulovych parametr. Pozorny c¢tenaf jiz postfehne, Ze kurceni jedné

z nenulovych hodnot parametru nds mize pfivést podminka p,, konkrétné pak znaménka

u ¢tvefice Glend -8, —8w, 8a/, 8«w'. Pokud bychom totiZ polozili w=-1, pak se tyto
¢leny po dosazeni vzdjemné odectou a zbavime se tak zaporného absolutniho ¢lenu. Stejné
tak bude po dosazeni splnéna podminka p,, kde se vzdjemné odectou Cleny —6, —26w,
-10«’ a 10«'. Platnost podminek p, a7 p, tato volba nijak nenarusi. MiZeme tedy
konstatovat, Ze uvahou jsme dospéli k jedné trojici hodnot ve tvaru A =0, w=-1, 0 =0.
Jedna konkrétni konfigurace zavedenych parametrii je obecné jiz dostacujici k tomu,

abychom mohli pokracovat ve vypoctu rozkladu daného polynomu na soucet Ctvercu

polynom1, pfipadné v ditkazu pozitivni semidefinitnosti tohoto polynomu.
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Vratme se ovSem k feSenému piikladu a ovéime uvedeny vysledek pomoci pocitacového
softwaru. Zarovenl budeme vstupem do programu poZzadovat nalezeni dalSich moZnych
celociselnych konfiguraci parametri A, w, o, pro které bude ziskana matice B pozitivné

semidefinitni, a nechdme vypsat ¢as nutny k ureni pozadovanych hodnot.

AbsoluteTiming[
FindInstance [

{9-20-20208825-22"-160-0"-14w+dow-0u" 2088
19-102%-340+22%0-30" 420 -30w+2 A w+240w-Tuw' +20° 2088
-6-1027+2"-40+6170-30"+40 -26w+42 w+360w-22"0cw-10w +0 W +100° 2 O&R
-8-23%+2%+160-43%0-0+20"-8w+2 % w+l6ow-22 0 cw+Bo’+ 0% 0w + 841 29],

{A, w, a}, Integers, 5]]

(28.8798, {{(A-8,w—>-3,0->-4}, (A-0,w—>-2,0-5-2}, {A-0,w—=-1,c->8}}}

Vysledky vydané v Case 20,8798 sekundy potvrdily spravnost piedchédzejici ivahy. Pocita¢
nalezl ovSem pouze tfi mozné konfigurace celociselnych parametrt:

) A=0, w=-3, o=—-4

2) A=0, w=-2, =2

3) =0, w=-1, 0=0
Volme nyni pro dal$i vypoéty moznost ¢. 3, tedy hodnoty parametri A =0, w=-1, 0 =0,
ke kterym jsme dospéli tivahou a pocitac potvrdil jejich spravnost. Konkrétni matice B tak

bude po dosazeni a dopocteni ve tvaru:

1 0 02 0
01 00 -1
B,=|0 0 4 0 0
2 0 04 0
0 -100 1

Matici B, nyni pfipiSeme vpravo jednotkovou matici E a s vyuZitim symetrickych tprav
prevedeme matici B, na matici diagondlni D a vypod&teme tak téZ matici X obdobné jako

v pfedeslych tlohach.

1 0 02 0[1 0000 (1 00001 0000 (100001 000
01 00 -0 1000|011 00=-10 1000 |010000 100

(BIE)jo 0 4 0 0[0 01 00[~/0 0 40 0[0 010O0[~004000 010 0[~(Dx")
20 04 000010[[0000O0-200T10|[[00000-200T10
0 -100 10000 1)(0-100 1[0 000T1)000000 1001
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Vypoétem jsme ur¢ili diagondlni matici D a elementdrni transformaéni matici X ", od které
pfejdeme transpozici k matici X a k ni pak ndsledné uréime inverzni matici X ~'. Ruéni
vypo&et inverzni matice i ovéfeni platnosti vztahu D = X" BX ponechdme nyni na &tenafi.
Inverzni matici X' uréfme pomoci poéitade, ktery ji vydal v dase 0,0000911 sekundy.
Vypoctené matice jsou tedy v niZze uvedeném tvaru, pfiCemZ z hodnosti diagondlni
matice D, kterd je rovna r(D)=3, jiz vyplyvd, Ze hledany rozklad na SOS daného

v/ W

polynomu f (x, v, z) bude ve tvaru souctu tif ¢tvercii polynomti.

10000 Jo 0 00 1 0000
01000 0 J1 0 00 0 1000
D=[0 0 4 0 0 D=\ g o 3 0 o X"={0 0100
00000 0 0 0 00 20010
00000 0 0 0 00 0 100 1
100 -2 0 1002 0
010 0 1 0100 -1
X=[0 01 0 0 X'=|00 10 0
000 1 0 000T1 0
000 0 1 0000 1

Zavérem vypocteme na zaklade vztahu U = VD.X " matici U a dopocteme rozklad daného

polynomu f (x, v, z) na soucet Ctvercu.

Jio 0 00)(1 002 0) (1002 0
o V1 0 o0 o0ll01 00 -1|]0100 -1
U=yDX'=| ¢ o 2 0 0l{0 01 0 0]=00 20 0
0000000010 0O 00 0 O
o 0o o oo/loooo 1){oo0oo0o0 0
Pozadovany rozklad tak ur¢ime ze soucinu:
1 002 0)(x X +2y°z
01 0 0 -1 y3 yS—yZ2
uz'={0 0 2 0 0|2 |=] 27
0000 0]z 0
0000 0)y? 0
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Rozklad zadaného polynomu f (x, y, z) se tedy sklada ze souctu tif Ctverct ve tvaru:

o) ={e 2] (o2 +(22)

Spravnost vysledku ovéifime obdobné jako dfive v programu Wolfram Mathematica.

TXYZ =X"B+Y " 6+4+72"6+2%y " 4%272+y"2%274+4+x" 32y 2%1;
fsos = fx3+2y21)“2+ fy3—yzz)“2+ f? 13)“2;

Expand[fsos5]

TrueQ[fxyz == Expand [fsos]]

xb—yb—dxjyzz—Zy"zz—yzzq—dzb

True

13

Nalezli jsme pomérné ,,sympaticky* rozklad ptivodniho polynomu na SOS a spravnost
vyjadieni potvrdil i pocitaCovy software. PfevaZznou vétSinu vypoctu jsme navic realizovali
klasickymi metodami v kombinaci s jistymi tdvahami a vypocetni technika byla pouze
jistou oporou a garantem spravnosti ziskanych vysledkli — néstrojem pro kontrolu. Zadany
ukol jsme tedy splnili — rozklad na soucet ¢tvercti daného polynomu f existuje a zapsali
jsme jedno z jeho moznych vyjidieni, ¢imZ jsme zaroven dokézali nezapornost (pozitivni

semidefinitnost) tohoto polynomu.

Podivejme se nyni, jak kfeSeni této konkrétni dlohy pfistupuje program pocitacové
algebry MATLAB. V kapitole 4 bylo feceno, Ze mezi lidskymi a pocitaovymi postupy
jsou jisté rozdily (hlavné v moZnosti usudku cloveéka) a ty byly demonstrovany na
konkrétnich ukazkach. Kapitola 3.5 pak poukazala na skuteCnost, Ze ne vSechny
potencidlni monomy vzhledem k jist¢ému zadanému polynomu f maji nutn¢ ,,ndrok na

Zivot™ ve vysledném rozkladu na SOS. Typickou ukazkou téchto rozdili v pfistupu mezi

Clovékem a pocitacem je urceni rozkladu polynomu f (x, v, z) na soucet ¢tvercu. Zatimco

klasickymi postupy a lidskym rozumem jsme urcili pétici monomi, které se mohou

vyskytovat ve vysledném rozkladu na zdkladé tvaru zadaného polynomu f(x, y,z),

sestavili jsme matici B a 1 dale jsme se snazili volit vhodné celociselné hodnoty, diky
kterym bylo moZzné takika cely vypocet realizovat rucné, program MATLAB v tomto
piipadé zahrne do vypoctu jiZz na pocatku vSechny ,,podezielé” monomy a pracuje se
¢tvercovou matici typu 10x10. Vypocet na zdklad¢ ziskanych vystupll z programu

MATLAB je ryze pocitacovou cestou realizovan déle.
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»> SYMS X V Z;
> f=x Gty E+4*z G2y dFz 2y 2 F 4+ 4F 3Ry 2R e
== [Q,%,D]=Ffindsos (f, "rational™)

Q= 7 = D

43 0 -3 0 0 0 3 -10 0 0 2 3
0 18 ) -1 0 0 0 0 - 0 e
-3 0 Z 0 -3 0 0 -3 0 g Y 2%z
0 -1 ] 12 0 0 0 0 -3 0 3

0 -3 0 20 0 0 0 0 -3 Y

0 0 i 0 0 18 0 0 g 0 —

3 0 i 0 0 0 16 £ 0 -7 w2
-10 0 -3 0 0 0 £ 16 0 0 1Ay
0 - ] -3 0 g 0 0 14 0 2Ry

0 0 g 0 -3 0 -7 0 0 12 %3

Vstupem do programu bylo pozadovano, aby vydand matice obsahovala celoCiselné prvky.
Vystupem je tedy Gramova matice Q fadu k£ =10 a sloupcovy vektor monomtl z, pfi¢emz
z diivodu pozadavku na celociselné prvky v matici piesel software od matice Q k ndsobku

120 a tedy 1 od polynomu f pfeSel ke dvanactindsobku 12f. Nyni aplikujeme Choleského

c e s N, , v [ T
dekompozici, ¢imzZ ziskdme ¢tvercovou matici V' ve tvaru:

43 0 3 0 0 0 V3 _S 0 0
4 4 23
0 W2 o0 - 0 0 0 0 -2 0
32
o o Y3 _ 12 3 29 0 36
4 J413 4413 2413 413
215
o o o Y2 9 0 0 0 s 10 0
3 43
o 0 0 0 o229 9 .87 0 1436
VT = 413 2/837977 /837977 /837977
3
0 0 0 0 0 32 0 0 = 0
V2
128323
o 0 0 0 0 0 2029 26993 0 28640
2 V260367367 V260367367
0 0 0 0 0 0 0 5, [1020179 0 2620374/¥
384969 130912429817
0 0 0 0 0 0 0 0 145 0
86
0 0 0 0 0 0 0 0 0 190131
1020179

M e z v s T /v 7z s . 7z 21X v, - v
Je ziejmé, Ze s matici V' ve vySe uvedeném tvaru neni myslitelné provadét ru¢ni vypocty
s vyuzitim klasickych metod. Vzhledem k rozmérnosti matic nebudeme dale rozepisovat

ani podrobné postup pocitacového feSeni pro tuto matici. ZapiSeme pouze rozklad na SOS,
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ktery s vyuZitim matematického softwaru na zakladé této matice ziskdme, pficemZ musime

pfed findlnim zapisem piejit zpét od dvanéctinasobku 12f k rozkladu polynomu f.

Flor)= {l(lﬁxyz 2L fyeealic H {\l/g(—\/ix2y—y3+3\/§yfﬂ2+

304 23 32
2
36x 3xy 29xz 1\/— 12xz
- +
{ J413 4V41 24413 \/413]}

2 2
/o : /21 1 14368 9xn 87x°z o2 [2029 o),
2[ /837977 24837977 337977 413
2
1 (3x% 28640x° 1 [128323 26993x°z
+ +3v2xyz += 2+ +
{2\/— ( ny { { 1260367367 2\ 2029 " 260367367
2
—— 26203 7\/ 3+2\/1020179x2z +
130912429817 384969

2 2
1 145 Xy 1 [190131
3 X
2 3 2[ 1020179

Ziskany vysledek predstavuje rozklad zadaného polynomu f (x, v, z) na zdkladé matice Q

vypoctené programem MATLAB. Na prvni pohled je ziejmé, Ze se jednd o velmi slozité
vyjadieni obsahujici velmi vysoké &iselné hodnoty a jejich odmocniny. Reseny piiklad 7 je
tak opét dokladem, Ze vypocetni technika mize byt velmi dobrym sluhou, ale je nutné ke
viem ziskanym vysledkim pfistupovat kriticky. Uvodnim vypodtem pomoci klasickych
metod jsme ukdzali, Ze pfi zamySleni se, logickém uvazovani (a pifipadné uziti jistého
triku) mohou byt lidské postupy velmi efektivni, elegantni a lze jejich prostfednictvim
dojit ke spravnym a , hezkym* vysledkiim, se kterymi je mozné déle pracovat. Oproti tomu
uvedeny vypocet ryze pomoci matematického softwaru vychazejici z matice Q vydané
programem MATLAB je typickym zdstupcem vypoctu, ktery je sice spravny, ale vyrazné
prevysSuje lidské mozZnosti a lze jej realizovat pouze s vyuZzitim vypocetni techniky. Navic
se ziskanym vysledkem by pfipadné bylo velmi komplikované déle pracovat. Zavérem

zatad'me ovéfeni, Ze i vySe uvedeny rozklad na SOS predstavuje piivodné zadany redlny

polynom f (x, v, z).
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1

1 s5x'z 1 1
fxyzSDSpc:[— [—'\‘quz— ——ﬁy=z+4'\‘qzi”"2+[ [—'\‘qxzy— +3ﬁyz=]]"2
243 |4 243 4 243 34z
1 36%° Ixy? 20x*z 1 12 x z° 1 10 1 215
e n - +—Va13 vz - A2 e “Sa] — Fye—a] — V|| 2
243 |23 a+a13 24813 ¢ 313 243 43 =V 2

3y
+3‘\‘r?xyz]]"2

1 1436 3 9xy? 87x'z 2029 1
—_ - + - +2 XZ ~2 4
243 | 837977 2+/837977 /837977 413 243
28640 x° 1 [128323 , 26993x°z 1 3 , 1020179
- + = Xy + 24 262837 —_— X +2 z||*2+
sese7 357 2 2629 TR TS 23 130912429817 384969

[ 1 [ [1a5 | ” [ 1 [ 198131 !n
— X v||"2+ 3 e ~2
243 26 243 1020179

Expand [fxyz505pc]

x4 y5 -4x3y:z + 2y;z: + y:z‘ v 4z°
5.8 ReSeny piiklad 8 — potitatovy ditkaz nerovnosti s vyuzitim rozkladu na SOS

Dokazte platnost uvedené nerovnosti pro vSechny hodnoty neurcitych x, y,z[UR:
2
(s erzess) ()
ReSeni:

Abychom mohli uzit pti dikazu vySe uvedené nerovnosti metody rozkladu na soucet

¢tverci, prejdeme po dpravach k redlnému polynomu p tii neurcitych x, y, z ve tvaru:

(x,.2 (x +y +z ) —3(x3y+y3z+x23)
x v,Z (x +y'+ 7t +2x y2+2x2z2+2y2Z2)—(3x3y+3y3z+3xz3)

p(x,y,z) =xt+yt+ 7t 27y +2x7° 7 +2y° 7 =3x8y -3y’ - 3x7’

Nyni postaci ukdzat, Ze je zapsany polynom p(x, y,z) mozné vyjadfit ve tvaru souctu

¢tverct polynomu. Rozklad na SOS pak bude ditkazem, Ze je tento polynom nezaporny

(tedy pozitivn¢ semidefinitni) a bude tim té€Z dokdzana uvedend nerovnost.

Redlny polynom p (x, v, z) je tif neurcitych sudého stupné 4, ktery je zakladni podminkou

pro existenci rozkladu na soucet ¢tvercti. Nyni bychom mohli pfejit k pocitacovému feSeni
s vyuzitim programu MATLAB, ktery by vydal jistou (celo¢iselnou) Gramovu matici Q

a piislusny vektor monomil z, ze kterych by bylo mozné urcit jeden konkrétni rozklad
polynomu p (x, v, z) na soucet ¢tvercll polynomt, ¢imz by byl diikaz proveden. Nechme si
ovSem tento postup azZ na zavér feSeného piikladu 8 a pokusme se obdobné jako diive

zprvu vyuzit klasickych metod a lidského piistupu k zadanému problému, abychom ziskali

urcité porovnani ru¢niho zptisobu vypoctu s pocitacovym.
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Vzhledem k uvedenému vyjadieni polynomu p ptedstavuje ocekdvané Cleny hledaného

rozkladu na SOS Sestice monomu x°, y2 , 72, xy, xz, yz. MZeme tedy zapsat mnoZinu/\
sklddajici se z prvk B =(2,0,0), B,=(0,2,0), B,=(0,0,2), B, =(LL0), B =(10.,1),

B, =(0,1,1). Vzhledem k uvedenym prvkiim bude Gramova matice B typu 6x6 v obecném

vyjadfeni:
bl 1 bl 2 bl 3 bl 4 bl 5 bl 6
b21 b22 b23 b24 b25 b26
B — b31 b32 b’i3 b34 b35 b’ié
@4 @2 @% @4 @5 @6
bS 1 bS 2 bi 3 b54 bS 5 b%
b6l b62 bé'i b64 b65 b66

Z vySe uvedeného zdpisu matice B je zfejmé, Ze celkova narocnost vypoctu opét vzrostla.
Operace s maticemi takovych rozméri nemusi byt vzdy trividlni zéleZitost, a to 1 v pfipad¢
vypoctl s celo¢iselnymi hodnotami a bez zavedenych parametrii. Vypoctéme proto rucné
jiz pouze konkrétni prvky uvedené matice pro dany polynom p, zaved’'me parametry a dalsi
kroky vypoctu pfenechme pocitaci a pisluSnému matematickému softwaru. Zapis vypoctu
jednotlivych prvka uvedeme ve zkracené podobé — stejn¢ jako diive nebudeme zapisovat
vSechny rovnosti vzdjemné¢ symetrickych prvka matice B a zdroven v pfipad¢ provazanosti
nekterych konkrétnich prvki uvedeme vztah pouze jednou. Pfi dopoctu vysledné podoby

Gramovy matice B pak vyjdeme z komutativity s¢itani v R, tedy vztahu a+b=b+a.

b, : B+ =(2,0,0)+(2,0,0) =(4,0,0) =b, =1
by:B+pB, =B+ B =B, +p, =(20,0)+(0,2,0)=(0,2,0)+(2.0,0) =(1,1,0) +(1.1,0) = (2,2,0) = 2b, +b,, =2
by:B+B =B+ B =B+ =(2.0.0)+(0,0,2) =(0,0,2) +(2,0,0) = (1,0,1) +(1,0,1) =(2,0,2) = 2b, +b;5 =2
by:B+B, =B, +B=(20,0)+(1,1,0)=(1,1,0)+(2,0,0) =(3,1,0) 32b14:—3;b14:—%
bys: B+ B =B+ =(2.0,0)+(1,0,1) =(1,0,1) +(2,0,0) =(3,0,1) = 2b,; =0;b;=0
be: B+ B, =B+ B =B +B =B+ B =(200)+(0,1,1)=(0,1,1)+(2,0,0) =

=(L1,0)+(1,0,1) =(1,0,1) +(1,1,0) =(2,1,1) = 2b, +2b,; =0;b; +b,s =0
by, : B, + B, =(0,2,0)+(0,2,0) = (0,4,0) =b, =1
by : B+ B, =B+ B, =B+ B =(0,2,0)+(0,0,2) =(0,0,2) +(0,2,0) = (0,1,1) +(0,1,1) =(0,2,2) = 2b,, + b, =2
by B+ B, =B, + B =(0,2,0)+(1,1,0) =(1,1,0)+(0,2,0) =(1,3,0) = 2b,, =0;b,, =0
by : B, +B,= B+ B =(0,2,0)+(1,0,1) =(1,0,1) +(0,2,0) = (1,2,1) = 2b,; =0;b,, =0
by: B, + B, =B, + B, =(0,2,0)+(0,1,1) = (0,1,1)+(0,2,0) =(0,3,1) :2!926:—3;1926:—%
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bo: B+ F,=(0.0.2)+(0.0.2) =(0,0,4) = by =1
by B+ B = Bt B = B+ = B+ £ =(0,0,2)+(1,1,0) = (1,1,0)+(0,0,2) =
=(1,0,1)+(0,1,1) =(0,1,1) +(1,0,1) =(1,1,2) = 2b,, +2b,, = 0;b,, +by =0

bys: B+ B =B +B,=(0,0,2) +(1,0,1) =(1,0,1) +(0,0,2) = (1,0,3) = 2b,5 = =3;by; :—%
by : B+ B, =B+ B, =(0,0,2)+(0,1,1) =(0,1,1) +(0,0,2) =(0,1,3) = 2b,; =0;b,, =0
by: B+ B, =B, + B, =(1,1,0)+(0,1,1) =(0,1,1) +(1,1,0) =(1,2,1) = 2b,, =0;b,, =0

Vypoctem konkrétni Gramovy matice B dosSlo ke svdzani dokonce péti dvojic prvkd,

konkrétné prvkla b, a b,,, b, a by, b, a b,s, by, a b, by, a b,,. Musime tedy zavést
pét redlnych parametru A, w, g, &, T . PoloZzme proto b, =A, b, =w, b,=0, by, =&

a b,, =1 . Ziskame tak po dosazeni a dopocteni matici B ve tvaru:

1 A w —2 0 g
2
A 1 E 0 0 —3
2
w & 1 T —é 0
B=| | 2
-— 0 17 2-24 -o 0
2
3
0 0o —-— -g 2-2w T
2
3
g _E 0 0 -T 2-2¢&

Abychom mohli urcit jisty rozklad uvazovaného polynomu p(x, y,z) na soucet Ctvercu,

musime rozhodnout o piipustnych hodnotiach parametrd A, w, o, &, T, resp. vypocist
mozné konfigurace téchto parametrt, pti kterych ziistane matice B pozitivn¢ semidefinitni.

Obdobné jako diive musime na zdkladé determinantu det(B -yE ) urcit charakteristicky
polynom F (y), ndsledng piejit k polynomu F (~y) s koeficienty srovnanymi u zavedené
neurcité y a na zavér rozhodnout, pro které hodnoty parametrat A, w, 0, £, T nenastane
v polynomu F (—y) zadna znaménkova zména. Jak bylo jiz diive uvedeno, vypocet nyni

prfenechame pocitaCovému softwaru, kdy obdobné¢ jako diive zapiSeme ziskany vystup
zprogramu a pokusime se urCit, budou-li existovat, nékteré piipustné celoCiselné
konfigurace zavedenych parametri A, w, 0, &, T. ZapiSeme téZ Casovou ndro¢nost

pocitacového vypoctu a na zavér pro vybranou konfiguraci dopocteme rozklad na SOS.
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1 1
F(—y) =y°%+ ay5(576 —128¢ — 1281 — 128w) + ay4(1680 — 896€ — 64€2 — 8961 + 256¢€

1
— 641% — 12802 — 12872 — 896w + 256€w + 256Aw — 64w?) + ay3(1440 — 1856¢

— 448¢? + 128e3 — 18561 + 1280eA + 128621 — 4484% + 128eA? + 1282% — 19210
— 70402 + 128e0? + 128102 + 19207 — 70472 + 128€7? + 128472 — 1856w
+ 1280w + 128€%w + 1280Aw — 384€eiw + 1282w + 1282w — 192tw + 1287%w

1
— 448w? + 128ew? + 1281w? + 128w?) + ayz(—420 — 896€ — 1008¢2 + 640¢3

— 8961 + 1728€el + 640€?1 — 256€31 — 100842 + 640e4? + 64043 — 256€A3

— 96010 + 3841%0 — 112002 + 384€0? + 128€%02 + 512102 + 644%c? + 640"
+ 288e1 + 192eAt + 76807 — 384€0T + 1920%1 — 112072 + 512€7? + 64€%12
+ 3841712 4+ 1284%7% + 640°7% + 6471* — 896w + 1728ew + 640e%w — 256€3w
+1728Aw — 768eAw — 512€2Aw + 6401%w — 512e?w — 2563w + 2880w

+ 192€0w + 38440w + 5120%w — 25610%w — 960tw + 384€Tw — 1920Tw
+5127%w — 256€T?w — 1008w? + 640ew? + 640Aw? — 512eAw? + 6402 w?

1
+ 384tw? + 647%w? + 640w3 — 256€w3 — 256Aw3) + ay(36 + 184€ — 704¢?

+ 736€3 + 1841 + 640€ed + 1024€?1 — 768€31 — 70422 + 736€A? + 73643 — 768€A3
— 110440 — 288€elo + 11521%0 — 49602 + 384€0? + 448€%0? — 128€30? + 352102
— 128€%10?% + 1924%0% — 128eA?0? + 192103 + 1280* + 864€T + 192elt

— 384€%At + 52807 — 480¢€0T + 288107 + 192¢A0T — 1922%07T + 384021 — 192037
— 4967% + 640eT? + 192€27? + 384112 — 128€2At? + 4481%12 — 128€A%7?

— 1282312 — 2880712 — 192€07? + 192072 + 1920212 + 1287* + 184w + 640cw

+ 736€%w — 7683w + 6404w — 1792¢%Aw + 5123w + 10242%w — 17926’ w

+ 512622 2w — 7683w + 512e 3w + 8640w + 192e0w + 115240w — 384€dow
—7682%0w + 6400%w — 128€%0%w — 51240%w — 128€A0%w — 110470 + 1152€Tw
— 2881w — 384eAtw — 5760Tw + 384A0tw + 3527%w — 512et?w — 128eAt’w
—1282%7%w + 19273w — 704w? + 1024ew? + 736Aw? — 1792€Aw? + 512€%Aw?

+ 512e’w? — 384c0w? + 19202 w? — 128e0?w? + 11521w? — 768etw? + 1927 w?
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_ 2,2 3 _ 3 _ 3 3 i _1_ 2
128At*w* + 736w> — 768ew® — 768Aw> + 512eAw®) + 64( 1 — 8¢ + 64€

— 64€3 — 81 — 64€d + 512€21 — 512€31 + 641% — 64€A?> — 6413 + 64€A3 + 9610

— 576€A0 + 576€%Ag — 961%0 + 4802 — 304€0? + 384€%0? — 128€30?% — 32107

— 25662102 + 1284%0% — 128eA?0? + 192103 + 640* — 64€%0* — 72¢e1 + 192€At

— 768€%At — 48071 + 192¢€0T + 2881407 + 384€loT — 3841207 + 1920%T — 19262021
— 576101t — 192037 + 4872 + 256€71? — 16€%1% — 30441% — 128€%A7% 4 3844%72
— 256€A21% — 1281312 — 28807% — 192€07? + 3841012 + 1280212 — 128el0?1?

— 19273 + 647* — 641%1* — Bw — 64ew — 64€’w + 64€3w — 641w + 512€Aw
—1536€%Aw + 512€3Aw + 5124%w — 1536€A?w + 1024€21?w — 5123w + 5123w
— 720w + 192€0w + 7680w — 768eAow — 768A%0w + 2560w — 256€%0%w

— 25610%w — 256eA0%w + 512€%A0%w — 192e03w + 967w + 768€Tw — 576ATwW

— 768eAtw + 768€*Atw + 5761%*1w — 3840Tw — 864€0Tw + 384A0Tw — 327%W

— 256€T%w — 256€A12w — 2561%12w + 512€2*1%w — 192407%w + 19273 w + 64w?
+ 512ew? — 64Aw?* — 1536eAw? + 1024e%Aw? + 1024eA*w?* — 1024€% 1% w?

— 768e0w? + 768elow? — 1602 w? — 128e0?w? — 96Tw? — 768€Tw? + 128712 w?
—128A1%w? — 64w — 512ew? + 641w> + 512eAw?)

VySe uvedené vyjidieni polynomu F (—y) je dokladem, Ze vypocet charakteristického

polynomu a jeho nasledné dpravy v tomto piipad¢ jiz vyrazné prevySuji lidské moznosti
vypoctu klasickymi postupy. Dalsim krokem je urceni ptipustné (celoCiselné) konfigurace

zavedenych parametrd A, w, o, &, 7. Pozorny ¢tenaf snadno nahlédne, Ze polynom

F (—y) obsahuje celkem Sest podminek, které musi byt splnény soucasn¢é. Konkrétné se

jednd o vyrazy v zdvorkéch, které musi byt nutné vSechny vétsi nebo rovny nule. Zapis
jednotlivych podminek (vzhledem k jejich rozsahu) nyni vynechame. Problém ovSem nyni
nastal 1 pfi feSeni pomoci programu pocitacové algebry Wolfram Mathematica a pokusu
urcit nékteré mozné celoCiselné konfigurace zavedenych parametrii s vyuzitim diive
uvedené Skolské vypocetni techniky. V piipadé vstupu s poZadavkem urcit az pet moznych
celoc¢iselnych konfiguraci parametrt A, w, 0, €, T nevydal pocitac¢ vysledek ani po vice
nez 60 minutich vypoctu. Obdobna situace nastala i po omezeni poZadavku na nalezeni
alespon jedné celoc¢iselné konfigurace — program vysledek v rozumném ¢asovém horizontu
nevydal. Resenym piikladem 8 jsme se tak dostali nejen za hranice lidskych moznosti, kdy
neni myslitelné klasickymi postupy nalézt konkrétni rozklad na SOS, natoz pak obecny
ptedpis pro ,,vSechny* rozklady, ale pifekonali jsme téZ hranici moZnosti Skolské vypocetni

techniky pfi feSeni nékterého z dil¢ich problémt rozkladu polynomu na soucet ¢tvercu.
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V tvodu tohoto feSeného piikladu bylo ovSem feceno, Ze po pokusu o vypocet matice B

a nalezeni rozkladu zapsaného polynomu p(x, y,z) klasickymi metodami piejdeme

k pocitacovému fteSeni s vychozi matici Q a vektorem monomu z, které vydd program
MATLAB. Po zavedeni polynomu p do pocitace a aktivaci piikazu findsos s pozadavkem
o vypocet matice s celoCiselnymi prvky v uvedené syntaxi, ziskdme nésledujici vysledek:

> SYMS X YV Z;
x> = dtyrd4z 442 g 2Ry R4 F g R R A Ay A F g ML -3 F By -3y 3Rz -3 e 3
=> [Q,%,D]=findsos (f, "raticnal")

0= 7 = D =
2 0 -1 -3 3 -1 272 2
0 -3 -3 -3 3 y*z
-1 -3 2 3 0 -1 o2
-3 -3 3 & -3 0 x*z
3 -3 0 -3 & -3 xry
-1 3 -1 0 -3 2 ®~2

Program pieSel ke dvojndsobku matice Q a polynomu p, ¢imzZ doslo k eliminaci zlomki.

Vychéazime tedy ze vztahu:

2 0 -1 -3 3 -1\(7
0 6 -3 -3 -3 3 ||y
-1 =3 2 3 0 -1|]y?
-3 -3 3 6 -3 0|]x
3 3 0 -3 6 3||lxy
-1 3 -1 0 3 2/«

7

Pted findlnim zdpisem vyjadieni vysledného rozkladu polynomu p ve tvaru souctu ¢tverct

(Z{yay{xaxnxﬂ. :2@3+y4+z4+2fyz+2x%2+2yﬁ2—3fy—3fz—3m1

1
polynomi do néj tedy budeme muset ,,vratit dluh* v podobé 3 Problematickd pasaz

z hlediska pocitatového feSeni problému nastane ve chvili, kdy se pokusime obdobné jako
diive vyuzit Choleského dekompozice v programu Wolfram Mathematica. Program totiz
pozaduje striktné pozitivné definitni matici, jinak vypocet zamitne, jak bylo jiZ uvedeno
drive. Vydany vystup a téZ vypocet hodnosti matice Q je uveden niZe.

Q={{2,0y -1, -3, 3, -1}, {0, 6, -3, =35 =3, 3}, {-15 -3, 2, 3, 0, -1}, {-3, =34 3, 6, -3, 0}, {3, -3, 0, -3, 6, -3},
{=1y 35 =1, 0, =3, 2}};

CholeskyDecomposition[Q]

MatrixRank[Q]

CholeskyDecompaosition: The matrix ({2, 0

CholeskyDecomposition ((2, @, -1, -3,3, -1}, (@8, 6, -3, -3, -3, 3],
‘-1, -3,2,3,@, -1}, (-3, -3,3,6, 3,8, (3, 3,8, 3,6, -3),-1,3, -1,8, -3,2))
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Pozitivné semidefinitni matice Q vydand programem MATLAB ma hodnost r(Q) =2,

z ¢ehoz lze usoudit, Ze i vysledny rozklad polynomu p bude ve tvaru souctu dvou Ctvercti.
Abychom rozklad urcili a dokdazali platnost nerovnosti ze zadani feSeného piikladu 8,
uzijeme nyni obecného rozkladu na SOS z kapitoly 3. Nebudeme vSak nyni podrobné
zapisovat vSechny kroky vypoctu. Symetrickymi dpravami nejprve ziskdme diagondlni

matici D a elementarni transformaéni matice X, X ve tvaru:

1
5 0000 0 1 0 0 000 10000
01 0 000
060000 D o1 L oo o

1000000 . |l= = 1000 _ 2
D=l 00000 X7|% 2 X=lp0 1 =33 -1
0 -1 310 0
000000 000 1 0 0
0 2 3 010
0000000 0 <1 -1 0 0 1 000 0 10
000 0 0 1

Smétfujeme k aplikaci vztahu U =JD.X"", na zdklad& kterého jiz dopocteme hledany
rozklad daného polynomu p(x, y,z) na soucet ¢tvercl. Inverzni matice X', matice\/B

a pocitacem ziskany vypocet sou¢inu matic, tj. vyslednd matice U, jsou uvedeny niZe.

R B R |
V2 0 0000 2 2 2 2
0 V6 000 0 o1 -+ -1 11
2 2 2 2
T T P
0 0 0000 00 0 1 0 0
0 0 0000 00 0 0 1 0
00 0 0 0 1
13 3 1 .3 3 _ 1
\/50000010_5_55_5\50\/5\/5\/5\/5
0 N6 0000[y,, L L _11 OJg\F_E_EE
edBx-< 0 0 000 0| 2 2 2 2| 2 2 2 \2
o 0 000 o0l00 1 3 31 0 0 0 0 0 0
o 0 000o0ll00 0 1T 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0000200 0 1T 0 o0 0o 0o 0 0
00 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Nyni jiZ snadno dopocteme hledany rozklad polynomu p na soucet Ctverct, ¢imZ bude

podéan dikaz, Ze je tento polynom pozitivné semidefinitni, a zdroven tim bude dokazana
platnost ptivodni nerovnosti. Vektor monomu z se skladd z prvkl 22, vz, y2, X2, Xy, X

fazenych dle vydaného vystupu programem MATLAB.
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Hledany rozklad polynomu p (x, v, z) je po ,,vraceni 5 ve tvaru souctu dvou Ctvercu:

2 2
1 x> 3xy ¥ 3xz 2 1 \/§ ) \/5 \/§ ) \/5
p(ay,2)=| —=| — =+ — 2= =T 222 ||+ = |2 = 2y = 2 - [P+ 6z
(x.22) {ﬁ( NP RN N1 PR R PR P
Zavérem jeSté oveéfme umocnénim, Ze uvedeny rozklad skute¢né ptedstavuje ptivodné

zadany polynom p.

P=X"4+y "4 +7"4+2%X 24y "2 +2%N"2%2 "2 +2%y"2%272-32X" 3%y -32Y" 3T -3%N%T"3;

2 2
SOSp:[[l!Sqr‘t[z]*[— X +3xy_ Y —3XZ+ 2 zz]]"2]+[[:L.--’Sqr‘t[z]db[..llE :n(z—..lIE :n().-'—..llE yz—..’E Xz+V6 yz]]"Z];
V2 Wz V2 2 2 2 2 2

Expand [S0Sp]
TrueQ[p == Expand [S0Sp] ]

x* 3x3y—2x2y2—y“ 33.:32—2){222—23;222 3xz'+z"

True
Je ztejmé, Ze polynom ziskany umocnénim pomoci piikazu Expand se shoduje s vychozim

polynomem p, coz potvrdil i po¢itacovy softwarem vystupem True. Diikaz je tedy u konce.
Nalezli jsme jedno mozné vyjadieni polynomu p(x, v, z) , COZ znamend, Ze tento polynom

je pozitivné semidefinitni (nezdporny), ¢imz je téZ dokdzédna platnost zadané nerovnosti,

ke které by bylo mozné zpétn¢ od polynomu p pfejit.

Reseny piiklad 8 rozhodné neni mozné povaZovat za trivilni, a to at’ z hlediska klasickych
postupii, tak z hlediska pocitacovych metod. Jedna se o tlohu, kterd povahou svého zadani
vypada jednoduSe, nicmén¢ jsme poukdzali na fadu problematickych pasdzi vypoctu, kdy
jsme se pohybovali na hranici (nebo za hranici) lidskych i (z hlediska Skolské techniky)
pocitacovych moznosti. Ukdzalo se, Ze ne vzdy se Ize spolehnout pouze na techniku, nad
ziskanymi vysledky je nutné se vzdy zamyslet a nékdy uziti dsudku a obecné lidského
rozumu muZe cely, byt pocitaem podporovany vypocet nebo dikaz, vyrazné usnadnit
nebo dokonce vitbec umoznit.
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6 ZAVER

Dtikaz pozitivni semidefinitnosti redlného polynomu f ptfedstavuje klasicky matematicky
problém, ktery lze efektivné vyiesit pomoci metody rozkladu polynomu na soucet ¢tverct
polynomu. Jednd se ovSem o techniku, kterd dnes obvykle nebyva vyucovana na ¢eskych
sttednich Skoldch, ani v kurzech (pocitacové) algebry na pedagogickych ¢i jinych
fakultach pfipravujici ucitele matematiky a/nebo informatiky. Moderni pocitacové
technologie ndm dnes umoziuji nahlizet na takové klasické problémy, tradi¢ni postupy
feSeni a diive objevené algoritmy nekonvencné a s vyuzitim matematického softwaru je
mozné feSit ulohy, které by byly dfive vzhledem k rozsahu, obtiZznosti feSeni a Casové
narocnosti vypoctu prakticky nefeSitelné. Navic prostfednictvim tohoto matematického
softwaru, tedy programii pocitacové algebry ¢i dynamické geometrie, je mozna jista
didaktickd transformace celé problematiky a ve zjednodusené podobé pak mohou byt
postupy a ziskané vysledky prezentovany nejen studentiim ucitelstvi na vysokych Skolach,
pfipadné stavajicim ucitelim matematiky nebo informatiky, ale i nadanym studentim
sttednich Skol, ktefi mohou tyto postupy vyuzit hlavné pii feSeni naro¢nych tloh

Vv,

kuptikladu ve vyssich kolech matematickych olympidd nebo obdobnych matematickych

¢i informatickych soutéZich. Problematika ovSem nabizi moZnost uZiti i pfi feSeni jist€ho

okruhu stfedoskolskych piikladl a dikazu nezdpornosti polynomu jedné neurcité.

Rozklad redlného polynomu jedné neurcité na soucet Ctverci polynomul piedstavuje
zpravidla jednoduchou stiedoskolskou tlohu, kterou lze feSit i bez hlubSich znalosti vySssi
matematiky a pocitaCového softwaru. Opanym piipadem jsou pak rozklady redlnych
polynomt vice neurcitych. Motzkinliv polynom a dal$i nalezené konstrukce, napiiklad
R. M. Robinsonem, navic naznacuji nebezpec¢i — rozklad viibec nemusi existovat. Jistotu
nemame, matematicky software, jako naptiklad programy pocitacové algebry MATLAB
v soucinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS nebo Wolfram Mathematica, piipadné
program dynamické geometrie GeoGebra, ndm ovSem ddvd moZnost rychle takovy
polynom identifikovat a pfipadné¢ vyuZit jinych metod pro rozhodnuti, zda je dany
polynom pozitivné¢ semidefinitni (nezdporny).

V jednotlivych kapitolaich disertacni priace bylo prezentovano historické zakotveni
i soutasné poznatky o stavu feSené problematiky, tj. teoretickd vychodiska. Resené

ptiklady pak poukazuji na moznost zjednodusené prezentace vybranych pojml

sttedoskolskym studentiim s podporou ICT, respektive kognitivnich technologii, a vyuziti
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této problematiky v feSeni tuloh obsahujicich polynomidlni rovnice — at’ se jednd
o fesitelnost rovnice jako takové, ureni poctu kotfent nebo hledani rozkladu samotného.
Zaroven je zteSeni uvedenych piikladi zfejmd uzkd provazanost matematiky
a pocitacovych technologii (informatiky), kdy je mozné tradicni problémy fesit
inovativnim zplsobem s vyuZitim matematického softwaru a pocita¢ ndm umoZiuje
vyrazné cely vypocet urychlit. Vysledky vydané pocitacovym softwarem jsou navic, pti
dodrzeni spravné vstupni syntaxe, bezchybné. Hlavni uplatnéni najde studovand
problematika tak ve vysokoSkolskych kurzech (pocitacové) algebry a v oborech
pfipravujici ucitele matematiky a/nebo informatiky, kdy v souCasné dobé neexistuje
uceleny Cesky psany materidl pojedndvajici o rozkladech na SOS v kontextu piipravy
ucitelit na pedagogickych fakultach. Sbirka podrobn¢ feSenych tloh (tj. kap. 5) pak muze
nejen studentim pomoci pochopit celou techniku rozkladu polynomu na soucet Ctvercu
nebo jeji dil¢i postupy. Zaroven tato pasdZ poukazuje na hranici, kdy jiZ neni prakticky
myslitelné uzivat pii vypoctu (nebo jeho dil¢ich Castech) pouze klasické, lidské postupy
a je nutné prenechat vypocet vypocetni technice a programtiim pocitacové algebry. Téz je
ale demonstrovdana hranice moznosti vypocetnich kapacit bézn¢ uzivané Skolské

techniky (pocitace).

Ptipadné navazujici studie by se mohly vice zaméfit na specifické pfipady homogennich
polynomu ¢i kvadratickych forem a dalsi (pocitacové) postupy vypoctu rozkladu daného
polynomu na soucet Ctvercl. Piipadné je mozné téZ hloubégji studovat geometrickou
strdnku celé problematiky. Technické (odborné) fakulty s dostateCnou vypocetni kapacitou
by se pak mohly vénovat dile polynomiim vys$Sich stupnii ve vice neurcitych, jejichZ
feSeni klasickymi postupy je prakticky nemyslitelné a na pedagogickych fakultach i jinych

fakultach pfipravujici ucitele matematiky nebo informatiky nenalezne praktické uplatnéni.
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RESUME V CESKEM JAZYCE

Rozklad polynomu na soucet ¢tverct polynomu (zkr. SOS) piedstavuje jednu z klasickych
metod, jak dokdzat, Ze je jisty polynom f pozitivn¢ semidefinitni. Jednd se o zplsob
dikazu tzce souvisejici se 17. Hilbertovym problémem pfednesenym Davidem Hilbertem
vramci prednasSky Problémy matematiky na 2. mezindrodnim kongresu matematikll
v Pafizi v roce 1900. V soucasné dobé se ovSem jednd o problematiku, kterd neni obvykle
vyuCovana na Ceskych stfednich Skolach, ani v kurzech (pocitacové) algebry v ramci
piipravy ucitelii matematiky a/nebo informatiky na pedagogickych fakultich. Rozklad
samotny muze byt pfitom v piipadé¢ polynomu jedné neurcité jednoduchou zileZitosti
a muZe se jednat o techniku, kterou mohou vyuZzit feSitelé matematickych olympidd.
Opacnym piipadem jsou polynomy vyssich stupiili ve vice neurcitych, pfi jejichZ feSeni se
neobejdeme bez vypocetni techniky a matematického softwaru. Diky tomuto softwaru je
mozné nahliZet na klasické problémy nekonvencnim-inovativnim zplisobem optikou
pocitacovych technologii a teSit ulohy, které by svym rozsahem byly v minulosti takika
nefeSitelné. Kognitivni technologie ndm navic umoziluji naro¢néjsi pasdze této
problematiky a abstraktni pojmy pfibliZit i studentim stfednich §kol a sou¢asnym ucitelim

na zakladnich a stfednich Skolach.

Disertacni price je proto vénovdna nejen vymezeni daného problému (v¢. historickych
souvislosti), moZnostem jeho feSeni a obecnym matematickym algoritmiim, ale je téz
zaméfena na moznosti uziti matematického softwaru a obecné vypocetni techniky pfi
ur¢ovani rozkladu redlného polynomu na soucet ¢tverci polynomui. Poukazuje na limity
lidskych vypoctd, ale i téch realizovanych s vyuZitim obvyklého Skolského vybaveni. Sada
podrobné¢ feSenych piikladii s postupné rostouci urovni naro¢nosti od stiedoskolskych tloh
po problémy obtizné feSitelné i s vyuzitim pocitae, pak navic ddvd moZnost (nejen)

studentiim princip rozkladu na SOS, jeho dil¢i kroky i jistd omezeni 1épe pochopit.
Kli¢ova slova

pozitivn¢ semidefinitni polynom, 17. Hilbertiv problém, rozklad na soucet ¢tverct (SOS),
matematicky software, kognitivni technologie, Choleského dekompozice, Ctvercové

identity, Hornerovo schéma, fesené ulohy
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SUMMARY IN ENGLISH

Decomposition of a polynomial as a Sum of squares of polynomials (SOS) is one of the
classical method how to prove that certain polynomial f is a positive semidefinite
polynomial. This is a way of proof that is closely related to the 17" Hilbert problem. David
Hilbert defined this problem in his lecture Mathematical Problems at the 2" International
Congress of Mathematicians in Paris in 1900. At present, this is a technique that is not
usually taught at Czech high schools or in (Computer) Algebra courses in the preparation
of mathematics and/or computer science teachers at the faculties of education. In the case
of polynomials of one variable, sum of squares decomposition could be a simple problem
and this technique could be used by mathematical olympics solvers. The opposite case
represents higher degree polynomials in multiple variables. Here we cannot solve the
problem without computer technology and mathematical software. Thanks to this software,
it is possible to look at the classical problems in an innovative way through the optics of
computer technologies, and it is possible to solve problems which were almost impossible
to solve in the past. Through the cognitive technologies, we can also bring near the more
difficult parts of this issue and more abstract concepts to high school students and teachers

at elementary and high schools.

This dissertation thesis is therefore devoted not only to the definition of the problem
(including historical context), the possibilities of its solution and general mathematical
algorithms, but is also focused on the possibilities of using mathematical software and
computer technology in general in the sums of squares decomposition of real polynomials.
The work points to the limits of human calculations, but also those realized using the usual
school equipment. A set of solved problems with a gradually increasing level of difficulty
from high school tasks to problems that are difficult to solve even with the use of a
computer, then they also give students (not only) the principle of SOS decomposition, its

partial steps and certain limitations to better understand.
Key words

positive semidefinite polynomial, 17" Hilbert's problem, sum of squares decomposition
(SOS), mathematical software, cognitive technology, Cholesky decomposition, square

identities, Horner's method, solved problems
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