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Abstrakt

Prace se zabyva modelovanim mechanickych vlastnosti pryze pii uvazovani che-
mického starnuti a kumulace mikrotrhlin vlivem tnavového poskozeni. Pro po-
tfeby numerickych simulaci kumulace tinavového poskozeni je navrzeno pouziti
metody priimérovani v c¢ase pomoci asymptotickych rozvoji. Je popsan materia-
lovy model vhodny pro numerické simulace dilti podrobenych cyklickému zatizeni
pri velkych deformacich a oxidativnimu starnuti. Kumulace poskozeni je formulo-
vana pomoci mechaniky kontinua (tzv. continuum damage mechanics). Starnuti
materialu zavisi na teploté a koncentraci kysliku, pricemz transport kysliku se
popisuje difuzni rovnici s reak¢énim ¢lenem. Mezi dtilezité vlastnosti modelu patii
schopnost popsat zbytkové deformace. Kvili identifikaci parametr modelu byly
odvozeny zjednodusené vztahy pro homogenni stavy deformaci v riznych moédech
a metodou pfimé diferenciace byla provedena citlivostni analyza pfipadu jednoosé
napjatosti. Posledni ¢asti tykajici se materidlového modelu jsou konecnéprvkové
simulace difuze kysliku v poskozeném médiu pro zvolené tvary trhlin a castic
plniva. V préci je navrzeno pouziti téchto simulaci pro doplnéni materidlového
modelu o zavislost tenzoru difuzivity na mife tinavového poskozeni.

V' (asti vénované experimentim jsou uvedena méteni starnuti deformovanych
vzorkl pii zvysené teploté, kterd dokumentuji pravé vyvoj zbytkové deformace
a zmény tahovych kfivek pryze. Mezi dal$imi provedenymi experimenty je smy-
kovéa zkouska typu Arcan, pro kterou byl zkonstruovan ptipravek, jehoz nato¢enim
v cCelistech trhaciho stroje 1ze vzorek podrobit kombinovanému namahéani tahem
a smykem.

Dale se prace vénuje identifikaci parametri materialového modelu, provadéné
ve smyslu minimalizace skalarni cilové funkce tvaru vazeného souctu ¢tverci od-
chylek modelu a méreni. Je navrzeno obecné kritérium, podle kterého lze zvo-
lit experimenty a jejich nastaveni nutné pro identifikaci vSech parametrt. Toto
kritérium spociva v aproximaci cilové funkce kvadratickou funkci a nasledném
vysSetfeni vlastnich hodnot matice aproximace. V zavéru je navrzeno kritérium,
pomoci néhoz lze stanovit meze pouzitelnosti identifikovaného modelu.



Abstract

This work deals with modelling of mechanical properties of rubber with the con-
sideration of chemical ageing and cumulation of microcracks driven by fatigue
damage. The use of time-averaging technique, based on asymptotic expansions, is
suggested for the purpose of numerical simulations of fatigue damage evolution.
A material model suitable for numerical simulations of parts subjected to cyclic
loading under large strains and to oxidative ageing is described. Damage cumu-
lation is formulated using continuum damage mechanics. Ageing of the material is
assumed to depend on temperature and oxygen concentration, with the transport
of oxygen being described by the diffusion equation with a reaction term. Among
the important properties of the model is the ability to acount for permanent set.
For the purpose of parameter identification, simplified forms of the model were
derived under the assumptions of homogeneous state of strain in several modes
of deformation and sensitivity analysis was performed using the direct differenti-
ation method in the case of uniaxial tension. The last part on the material model
are the finite-element simulations of oxygen diffusion in damaged media that were
performed for selected geometries of cracks or filler particles. Future use of such
simulations is suggested in order to enhance the described material model by the
dependence of the diffusivity tensor on the amount of fatigue damage.

The sections on experimental work cover ageing measurements on deformed
specimens at elevated temperature that capture the evolution of permanent set
and changes in stress-strain curves of rubber. Among the other experiments is the
Arcan shear test, which was enabled by manufacturing special set of clamps that
may be rotated in the clamps of a universal testing machine and thereby apply a
combination of tension and shear.

The final part of the work deals with parameter identification, which is perfor-
med by means of minimizing a scalar objective function in the form of weighed sum
of squared residuals. A general identifiability criterion is suggested that enables a
qualified choice of experiments and their settings that are necessary for identifiabi-
lity of all parameters. The criterion is based on taking a quadratic approximation
of the objective function and examining the eigenvalues and eigenvectors of the
approximation’s matrix. Another criterion is suggested at the end of the work
that defines the bounds of usability of an identified model.



Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Modellierung des mechanischen Materialver-
halten von Gummiwerkstoffen unter Beriicksichtigung von chemischer Alterung
und Schadensakkumulation. Fiir die numerischen Simulationen der Entwicklung
von Ermiidungsschdden wird vorgeschagen, eine Zeitmittelungstechnik, die auf
asymptotischen Expansionen basiert, zu verwenden. Ein Materialmodell wird be-
schrieben, das fiir die numerischen Simulationen von Bauteilen, die durch zyklische
Belastung mit groflen Verformungen und oxidativen Alterungsvorginge, verwen-
dbar ist. Die Schadensakkumulation wird mithilfe der Kontinuumsmechanik (sog.
continuum damage mechanics) formuliert. Die Alterung ist von der Temperatur
und Sauerstoffkonzentration abhéngig, wobei der Stofftransport von Sauerstoff
durch die Diffusionsgleichung mit einem Reaktionsterm beschrieben wird. Eine
wichtige Eigenschaft dieses Modells ist die Fiahigkeit die bleibende Deformation zu
beriicksichtigen. Fiir die Zwecke der Parameteridentifikation werden vereinfachte
Losungen fiir homogene Verformungszustinde in verschiedene Verformungsmodi
abgeleitet und fiir uniaxialen Zugversuch wird die Sensitivitéitsanalyse durch die
direkte Differenzierung abgeleitet. Der letzte Teil, der das Materialmodell betri-
fft, sind die Finite-Elemente-Methode Simulationen der Sauerstoffdiffusion in ei-
nem beschidigtem Medium, die fiir verschiedene geometrische Formen von Risse
und Fiillstoffartikeln werden. In der Arbeit wird die Anwendung dieser Simulati-
onen fiir Erweiterung des Materialmodells um die Temperaturabhéngigkeit des
Diffusions-Tensors vorgeschlagen.

Im experimentellen Teil sind die Messungen der bleibenden Deformation bei
erhohten Temperatur beschrieben, die die Deformationsakkumulation und die An-
derungen den Spannungs-Dehnungs-Diagramms dokumentieren. Unter anderen
durchgefiihrten Experimenten ist der Arcan-Scherversuch, fiir den ein Spannzeug
konstruiert wurde, mit dessen Drehung eine Kombination aus Zug und Scherung
untersucht werden kann.

Schliefflich befasst sich die Arbeit mit Parameteridentifikation des Material-
modells, die durch minimierung einer Skalaren Zielfunktion durchgefiihrt wird,
die die Form der Summe der Fehlerquadrate hat. Ein allgemeines Kriterium, nach
dem die notwendigen Messungen und deren Parametern ausgewihlt werden kon-
nen. Dieses Kriterium basiert auf Approximation der Zielfunktion durch die qua-
dratische Funktion und die Analyse der Eigenwerte der Approximation. Am Ende
ist ein Kriterium vorgeschlagen, nach dem die Grenzen der Anwendbarkeit eines
kalibriertes Modell festgestellt werden kénnen.
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Kapitola 1
Uvod

Néazvem pryz se oznacuji materidly riizného chemického slozeni i vlastnosti, sou-
hrnnym pojmenovanim pro pfirodni a syntetické pryze jsou elastomery [36]. Jejich
spolecnym znakem co do slozeni je, Ze jde o smési polymerti propojenych, béhem
procesu zvaného vulkanizace, resp. zesitovani, do trojrozmérné sité. Vazby vzniklé
béhem vulkanizace nepfipousti neomezené teceni materialu, ¢imz se z tekutiny
stava pevna latka. Mezi spolecné znaky tykajici se mechanickych vlastnosti patii
schopnost dosahovat bez poruseni velkych deformaci (fadu az stovek procent),
schopnost rychlého navratu do blizkosti ptivodniho tvaru po odlehceni zatiZeni
[1] a nizkd tuhost v porovnani s konvencénimi materidly, resp. nizka hodnota
smykového modulu pruznosti oproti objemovému.
Pryz, resp. elastomery, nachazi uplatnéni napi. jako material pro vyrobu:

pneumatik,

e izolatoru vibraci (uloZeni motori, ve stavebnictvi, ¢asti kol kolejovych (tram-
vaji, metra) i pasovych vozidel (tanki, bagri)),

hadic,

izolatoru elektrickych kabeltl,

souasti odévi (nepromokavych odévii, obuvi),

tésnéni a prachovych kryti,

past malych pasovych vozidel,

hnacich fement,

mécht vzduchovych pruzin,

plynovych balénii,

zdravotnického materialu,

tzv. meékkych robot,

polstrovani a nejriznéjsich uzivatelskych rozhrani (povrchy vyrobkd, mem-
brany membranovych pocitacovych klavesnic, rukojeti jizdnich kol a motocy-
kld, ochranné obaly na elektronickd zafizeni, apod.).

Za takto Sirokym vyctem aplikaci patrné stoji velka variabilita nejen mechanickych
vlastnosti elastomert (deformacnich, termomechanickych, difuznich), ale i jejich
vlastnosti elektrickych ¢i chemickych. Variability vlastnosti se dosahuje nejen vol-
bou zakladniho polymeru, ale také volbou primési a pribéhem vulkanizace. Mezi
vlastnosti pryzovych smési, které je zadouci takto ovlivnit, patii nejen fyzikalni
vlastnosti, které rozhoduji o funkci vyrobku, ale v nemensi mife i jejich trvanli-
vost pTi uvazeni provoznich podminek a prostfedi. Trvanlivost smési se ovliviiuje
napi. pomoci antioxidanti nebo antiozonanti, které zamezuji chemickym zménam
zpusobenym piitomnosti kysliku nebo ozénu.

Protoze ma pryz podobné mechanické vlastnosti jako nékteré biologické tkane,
lze k jejich modelovani pfistupovat obdobné a obé odvétvi se navzajem dopliuji.
Napf. pryz vyztuzenou nitémi lze modelovat tymiz konstitutivnimi vztahy jako
cévni sténu. Prinos této prace, resp. modelovani elastomerti, tedy nemusi byt
omezen pouze na prumyslové vyuziti pryze.

Hlavni motivaci této prace je modelovani pryzovych segmentii odpruzenych
tramvajovych kol. Tyto segmenty operuji v predepnutém stavu, na ktery jsou
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superponovany nejen vibrace vznikajici pohybem vozidla po nerovném povrchu,
ale i zatizeni vznikajici pii prijezdech oblouky nebo pfi rozjezdech a brzdéni. Nej-
teploté a navic se zahfivaji vlivem cyklickych deformaci. Podstatné pro spravnou
funkci kol je dostatecné predpéti, aby nedoslo k prokluzu disku kola vi¢i obruci
pri rozjezdu ¢i brzdéni. Jako vhodny cil modelovani segmentti se tedy nabizi sta-
novit zmény mechanickych vlastnosti segmentti (napf. zménu tuhosti a velikost
trvalych deformaci) a nasledné navrhnout plan udrzby (dotazeni predepinacich
Sroubit nebo vyménu segmentil). Protoze uvedené segmenty, podobné jako jina
vibroizola¢ni zafizeni, obvykle maji nezanedbatelnou tloustku, nelze zanedbat vliv
difuze kysliku uvnitt soucastky. Proto je tomuto jevu vénovana pozornost. Mezi
materiadly pouzivané v této aplikaci patii synteticka izopren-butadienova pryz
plnéné sazemi nebo etylen-propylenové pryz (EPDM), experimentalni pozorovani
uvedend zde tedy pochazeji prevazné ze zkousek téchto materiali.

Na zakladé predchoziho vyzkumu a reSerSe byly stanoveny tyto cile dizer-
taéni prace:

1. Navrhnout model pryze, ktery bude uvazovat vliv mikromechanického posko-
zeni a starnuti.

2. Navrhnout metodu identifikace parametri modelu.

3. Urcit meze pouzitelnosti identifikovanych parametri.

Témto ciliim odpovida i struktura a obsah této prace. Kapitola 2 této prace shrnuje
soucasny stav poznani vybranych aspekti vySetfovani mechanickych vlastnosti
pryZze. Hlavnimi sledovanymi jevy jsou unavové poskozeni a chemické starnuti
pryze. V pripadé obou témat je sledovano jak jejich experimentalni vysetfovani,
tak konstitutivni modelovani i numerické feseni okrajovych tloh.

Kapitola 3 popisuje modelovani inavového poskozeni pomoci mechaniky kon-
tinua (tzv. continuum damage mechanics), kdy se predpoklada vznik a kumulace
mikroskopickych trhlin ptisobenim cyklického zatizeni. Tento pristup umoznuje
snadnou implementaci numerického feseni pomoci metody konec¢nych prvkii.

Kapitola 4 se zabyva popisem chemickych zmén materidlu a jejich vlivem na
jeho mechanické vlastnosti. Difuze kysliku a vliv chemickych reakci je modelovan
difuzni rovnici s pfidanym reak¢énim ¢lenem, jejiz numerickd implementace je opét
velmi primocara.

Souhrnny materidlovy model uvazujici chemické starnuti i inavové poskozeni
jeuveden v kap. 5. Na jednoduchych ptikladech jsou ilustrovany hlavni vlastnosti
tohoto modelu. V' zavéru kapitoly jsou popsany numerické simulace difuze kysliku
v poskozeném médiu.

Experimentiim je vénovana samostatna kapitola 6. V ni jsou popsany jak
metody obvyklé pfi zkoumani tnavy a starnuti pryze, tak konkrétni zkousky pro-
vedené autorem v prubéhu studia.

Posledni ¢asti prace je metoda identifikace parametrtt modelu a jeji vlastnosti,
popsana v kapitolach 7 a 8. Mezi diilezité vlastnosti identifikace jsou zde zatazeny
predevsim: (i) experimentalni data potfebnd pro feseni ulohy identifikace, (ii) vliv
mnozstvi a kvality experimentalnich dat na podminénost tlohy identifikace a (iii)
kvalita vysledku, kterd je vyjadiena mezemi pouzitelnosti identifikovanych para-
metri. Navrzeny zpisob identifikace je vyjadien jako nelinearni tloha nejmensich
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¢tverct feSend gradientnim algoritmem. Diky tomu lze snadno vyjadrit vlastnosti
této metody prostfednictvim hodnot cilové funkce a pomoci citlivostni analyzy.



Kapitola 2

Soucasny stav

Vzhledem ke slozité struktuie a slozeni pryze a podobnych elastomert lze v jejich
mechanickém chovani pozorovat celou fadu rtznych jevi, které jsou zptisobeny
mnozstvim rozdilnych mechanismt. Tyto mechanismy se lisi jak svoji povahou —
zda jde o procesy fyzikalni ¢i chemické — tak i méritkem, na kterém se projevuji.
Zaméreni na zmény mechanickych vlastnosti prinasi dalsi aroven slozitosti. Inter-
pretace vysledki ¢i predstava o mechanismech se u rtznych autori mnohdy lisi
a v nékterych pripadech dokonce trva stav, kdy dosud nebylo dosazeno shody.

Ukol popsat zménu mechanick§ch vlastnosti v sobé samoziejmé zahrnuje
i popis vlastnosti samotnych. Soucésti vysledku tedy je jak stanoveni mnoziny
vlastnosti, které ma model popsat, tak stanoveni vlivii, které budou povazovany za
dostatecné vyznamné. V pripadé pryze je samotny popis mechanickych vlastnosti
velmi slozity problém a prakticky kazdy model popisuje pouze jistou podmno-
zinu vlastnosti skutecného materialu. Mezi prvky této podmnoziny lze nejcastéji
naragit na:

e Vztah mezi napétim a deformaci; v pfipadé pryze néktery z hyperelastickych
modelt, pripadné i model viskoelasticity nebo deformac¢niho zmékceni.
Slozky komplexniho modulu, které popisuji viskoelastické vlastnosti materialu
[95].

Zbytkova pevnost.

Zbytkové deformace (nékdy uvadéna jako trvald).

Hystereze.

Podobné i zména téchto vlastnosti miize zaviset na nejriznéjsich vlivech. Jako nej-
casté€jsi priklady provoznich podminek, které vlastnosti pryze ovliviiuji, 1ze uvést:

e Mechanické zatizeni, tedy deformaci soucastky predepsanymi posuvy nebo si-
lou, pfipadné i prostirednictvim kontaktu. Sem patii parametry jako napt.
minimum nebo maximum zatiZeni, jeho stfedni hodnota, soucinitel nesyme-
trie kmitu (tzv. R-ratio) apod. ZatiZeni muzZe byt predepisovano bud jako
deformace, napéti nebo pomoci energie.

e Plisobeni teploty, které je obvykle pfi¢inou vratnych zmén v mikroskopické
struktufe pryze (tzv. fyzikalniho starnuti).

e Chemické ptisobeni prostredi, které vede k nevratnym zménam v chemickém
slozeni pryze (tzv. chemické starnuti).

Kromé provoznich podminek je ovSem mira i povaha vyvolanych zmén zavisla
i na [69]

e Slozeni materialu, tj. typu polymeru, pouzitém plnivu, specialnich ptisadach
a zpusobu vulkanizace.

e Samotnych mechanickych vlastnostech materidlu, tj. vztahu mezi napétim
a deformaci, Mullinsové efektu, viskoelastickych vlastnostech nebo krystali-
zaci zpusobené deformaci (Strain-crystallization, strain-induced crystallization).
Tyto vlastnosti totiz ovliviiuji stav napéti v okoli cela trhliny, tim i jeji Sifeni
a v konecném dusledku i kumulaci poskozeni.
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Patrné prvni praci, kterda popisuje pokles tuhosti pfi opakovaném zatézovani, je
¢lanek [21]. Holt [51] uvadi vliv cyklického zatéZovani méfeny pomoci zafizeni
vlastni konstrukce na vzorcich tvaru krouzku. Velmi podrobné zkoumal pozdéji
tyto zmény Mullins, proto je uvedeny pokles tuhosti nazyvan Mullinsovym efek-
tem. Ve svém ¢lanku [76] popisuje experimenty, pfi kterych byly sledovany jak
zmény v zavislosti napéti-deformace, tak zmény elektrické vodivosti. Z jeho po-
zorovani plyne, Ze vlastnosti neplnéné smési jsou predchozi opakovanou deformaci
ovlivnény jen maélo, na rozdil od smési s obsahem plniva. V pozdéjsich publi-
kacich se vénoval zavislosti elastickych vlastnosti na nejvyssi dosazené deformaci
[77] a navrhnul i model této zavislosti pro jednoosou napjatost [78]. Mullinstiv
efekt byl v minulosti pomérné hojné zkouman. Diani [29] uvadi na zékladé reserse
literatury nékolik mechanismi deformac¢niho zmékceni:

preruseni vazeb (bond rupture),
poruseni plniva (filler rupture),
klouzéani molekul (molecules slipping),
rozpleteni molekul (disentanglement) a

poruseni vrstvy kolem ¢astic plniva (double-layer model).

Existuje velké mnozstvi fenomenologickych modelti deformac¢niho zmékcéeni, které
maji vétsinou priznivé matematické vlastnosti a pouzivaji se pfi numerickém
modelovani [39, 40, 41, 84, 83]. Ogdentiv-Roxburghiiv pseudoelasticky model [83] je
oproti jinym modeltim a popisu pomoci continuum damage mechanics (viz kap. 3)
stabilnéjsi [44, 45, 42]. Navic odstranuje vazbu mezi jednotlivymi aspekty modelu
(mezi nelinedrni elasticitou a poklesem tuhosti), coz je vyhodné pfi identifikaci
parametri.

Dosud uvedené modely Mullinsova efektu byly izotropni. Experimentalni vy-
sledky [76, 77, 28] vSak ukazuji existenci jevu zvaného indukovand anizotropie,
tj. stavu kdy deformace materialu vede k rizné zméné mechanickych vlastnosti
v ruznych smérech. Mullins [76] tento jev vySetfoval pomoci bobtnani vzorki
v rozpoustédle. Prestoze je modelovani anizotropniho poskozeni diikladné zpra-
covano (viz napf. [79]), zkouméani tohoto jevu u pryze je zalezitosti spise nedéavné
doby [28, 25, 31, 72,87, 68, 96, 85].

Ke zkoumani zivotnosti konstrukei se pouzivaji dva ptistupy [69, 71]. Prvnim
z nich je vypocet §ifeni existujici trhliny (tzv. crack growth). K tomu je nutné znat
kromé mechanickych vlastnosti materialu i geometrii trhliny. Druhym zptisobem,
jak posuzovat zivotnost, je vyjadiit kumulaci poskozeni (crack nucleation). Tento
pristup pouziva veli¢iny zndmé z mechaniky kontinua.

V pripadé elastomeri je velkou vyzvou zkoumani zivotnosti pii viceosém na-
mahani. Narocna je jak realizace experimentti, tak matematicky popis. K expe-
rimentalnimu vysetfovani mechanickych vlastnosti elastomerit pii viceosém na-
méahani (tj. 1 Zivotnosti) se velmi ¢asto pouzivaji trhaci stroje, které umoziuji
zatizit vzorek kombinaci tahu/tlaku a krutu. Vzorky pro takovy typ zkousek jsou
obvykle rota¢né symetrické se ztizenou stiedni ¢asti, kterd zajistuje, ze makrosko-
pické trhliny vznikaji predevsim v této oblasti. Jednotlivé typy téchto vzorki se
lis pfesnymi rozméry, jsou ale ¢asto pouzivané [63, 89, 6,98, 30]. Mars a Fatemi
[70] navrhli pro zkoumdani Zivotnosti a vzniku trhlin vzorek tvaru prstence. Pro
tento tvar vzorku jsou znamy analytické vztahy pro vsechny slozky deformace.
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Zcela jinym typem vzorku je vzorek pro kombinovanou zkousku tahem a smy-
kem, tzv. Arcan [38]. Ten je vice podobny vzorku pro ¢isty smyk a (podobné jako
vzorek pro Cisty smyk) jej 1ze pouzit i pro pozorovani sifeni trhliny. Na rozdil od
vySe uvedenych vzorki pro tah/krut ovSem jeho konstrukce umoziiuje pouze pro-
porcionalni zatézovani. Pomér tahové a smykové slozky deformace je totiz pevné
dan natocenim pripravku v celistech trhaciho stroje.

Protoze je rozlozeni deformace pii viceosém namahani takika vzdy nehomo-
genni, je nutné vénovat zvysenou pozornost i tomuto aspektu. Casto se pouzivaji
videoextenzometry nebo optické extenzometry. Pro méfeni pole deformaci na ce-
lém povrchu vzorku lze pouzit metodu digitalni korelace obrazu (digital image
correlation, DIC), kterd ovSem neni vhodné pro Fizeni pribéhu zatéZzovani v re-
alném cCase.

V' neposledni fadé hraje pfi experimentalnim zkoumani Zivotnosti vyznam-
nou roli i zpusob jakym se definuje poruseni vzorku [47,48]. Obvyklé zptisoby
definice poruseni jsou: (i) vyrazny pokles tuhosti vzorku vzhledem k urd¢enému
referenénimu cyklu nebo (ii) vznik trhliny stanovené délky.

Na rozdil od Mullinsova efektu probiha kumulace poskozeni i pfi cyklech
pod maximalni dosavadni hodnotou zatizeni. Fyzikalni mechanismy zmén mecha-
nickych vlastnosti jsou pritom obvykle podobné jako u Mullinsova efektu. Pro
matematicky popis kumulace tinavového poskozeni se pouzivaji nasledujici fidici
veliciny, [69, 10]:

nejvetsi hlavni deformace,

nejvétsi hlavni napéti [5, 2],

hustota deformacni energie,

¢ast deformacni energie zpusobujici vznik trhlin (cracking energy density —
CED),

e Eshelbyho tenzor, napt. J-integral.

Pro vypocet zivotnosti pri zatizeni s proménnou amplitudou se casto pouziva
Minerova linedrni hypotéza [73]. Hypotézy kumulace poskozeni jsou vétsinou za-
lozeny na experimentech s konkrétnim materidlem a typem zatizeni, [10]. Sun et
al. [92] zjistili pfi experimentech na riznych smésich, Ze pfi zatéZovani s rostouci
amplitudou deformace dochéazi k rychlejsimu poklesu zbytkové pevnosti nez pii
zatézovani s klesajici amplitudou. Harbour et al. [47] naproti tomu, na zdkladé
experimentii s piirodni pryzi (NR) a butadien-styrenovou pryzi (SBR), povazuji
Minerovu hypotézu za postacujici, pticemz lepsi shody bylo dosazeno v pripadé
NR.

Dilezitym pojmem v matematickém popisu zivotnosti pti viceosém namahani
je tzv. princip ekvivalence. Spociva ve vybéru vhodného skaldrniho parametru, je-
hoz konstantni hodnota potom urcuje ekvivalentni zptisoby zatézovani pti riznych
modech deformace. Mezi v minulosti pouzivané skaldrni parametry patii nejveétsi
hlavni deformace, nejvétsi hlavni napéti a hustota deformacni energie. V soucasné
dobé se ovsem pouziva predevsim CED ve spojeni s analyzou kritické roviny.

Samotny vypocet zivotnosti se v pripadé pryze obvykle fesi tak, ze se pro
znamé zatizeni v numerickém modelu najde kritické misto, ve smyslu zvoleného
parametru ekvivalence, a pro néj se analyticky urci pocet cykli do poruseni.
Pokud se zatizeni sklada z vice sekvenci, které maji napf. rtiznou amplitudu,
pouzije se néktera z hypotéz kumulace poskozeni.
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Continuum damage mechanics (CDM) je zpusob vyjadfeni zmén mechanic-
kych vlastnosti pomoci nastroji mechaniky kontinua. Nejcastéji se takto vyjadiuje
zavislost vztahu napéti-deformace na predchozim zatizeni. CDM se ¢asto pouziva
ve spojeni s plasticitou pro popis vlastnosti kovii i kompozitnich materiali. Po-
drobnéjsi vyklad je obsahem kap. 3. Nekteré z vyse uvedenych modeld Mullinsova
efektu byly odvozeny pouzitim CDM [39, 84].

Ke zménam ve slozeni a vlastnostech materialu dochazi, kromé mechanic-
kého zatézovani, také prostym vystavenim materidlu vliviim prostiedi. Naptiklad
zvysené teploté, atmosfére obsahujici kyslik nebo ozon, moiské vodé, prostiedi
obsahujici riiznéa rozpoustédla nebo elektromagnetickému zafreni.

Tyto zmény, obvykle oznacované jako starnuti, lze podle povahy zmén ve slo-
zeni a struktufe materialu rozlisit na fyzikalni a chemické [50]. Za fyzikalni stér-
nuti se oznacuje takové, které neméni chemické slozeni materidlu a diky tomu jde
casto o vratné zmény. Pi chemickém starnuti se naproti tomu tvori nové chemické
vazby v polymerni siti. Rychlost tvorby téchto vazeb zavisi nejen na fyzikalnich
podminkach, ale i na koncentraci pfislusného ¢inidla (napt. kysliku, ozonu). Stér-
nuti je nezanedbatelnym jevem nejen v pfipadé elastomerti, ale i v piipadé
jinych polymernich materiali [91, 33, 90].

Znacna cCast literatury charakterizuje vliv starnuti pomoci tabulkovych para-
metri materialu, jako jsou napi. pevnost v tahu nebo taznost (napf. [17]). Obecny
konstitutivni vztah, ktery popisuje zmény mechanickych vlastnosti materialu vli-
vem chemického starnuti popsali Lion a Johlitz [66].

Brown [22] popisuje nékolik zpiisobt, jak kvantifikovat miru degradace vlivem
starnuti. V pripadé realnych dilt je na misté pouzit veli¢inu, ktera je pro funkci
soucastky zasadni. Pokud je ovSem cilem posoudit skutecné zmény ve struktuie
materialu, hodi se provést chemicky rozbor nebo méteni absorpce kysliku [50]. Ben
Hassine et al. [17] zjistovali zmény v zesitovani EPDM pomoci bobtnani v roz-
poustédle. Le Gac et al. [64] porovnévali pfirozené a urychlené starnuti silikou
plnéné chloroprenové pryze jak pomoci spektroskopie (infracervena spektroskopie
- FTIR, spektroskopie nukledrni magnetické rezonance - NMR), tak prostfednic-
tvim mechanickych testi (tahova zkouska, indentace).

Techniky experimentalniho zkoumani vlivu starnuti na mechanické vlastnosti
1ze rozdélit do dvou skupin: (i) kontinuélni méfeni béhem procesu starnuti a (ii)
kratkodobé testy, pfi nichz je vzorek vynat ze zkoumaného prostiedi (tzv. inter-
mittent measurements).

Kontinualni méreni vyzaduje konstrukci specialniho zafizeni, které umoznuje
napf. snimat pusobici silu deformovaného vzorku umisténého v peci [74, 55].
Druhy pfistup k méfeni naproti tomu nevyzaduje neobvyklé vybaveni a pro-
vedeni zkousek je snadnéjsi, ovSem za cenu vétsich nepfesnosti [22]. Je vhodnym
doplitkem kontinuélnich testid, nebot umoziuje provést vSechna obvykld méteni
mechanickych vlastnosti. Navic nejsou tato méfeni tolik nachylné na regulaci pod-
minek, nebot jde o kratkodobd méreni.

Zméteny pokles sily pfi kontinualnich testech (napi. [93, 55]) odpovidé degra-
dativnim procestim v polymerni siti. Probihaji-li pfi téchto testech i procesy, pii
nichz vznikaji nové vazby, déje se tak v rovnovaze, a tedy bez vlivu na napja-
tost. Toto plati, pokud viskézni deformace nejsou dominantni. Naproti tomu pii
kratkodobych testech zahrnuje zména méfené sily oba typy reakei [93].
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Wei et al. [95] méFili zménu komplexniho modulu plnénych pryzi vlivem stér-
nuti. Zjistili m.j., ze vzorky drzené v deformovaném stavu starnou rychleji.

Jinou motivaci lze spatfit ve vyzkumu urychleného starnuti materialu. V tomto
pripadé je cilem pomoci vhodné volby podminek nahradit netinosné dlouhy test
testem s vyrazné kratSim trvanim. Vysledky takového vyzkumu maji mimoradny
vyznam pfi testovani primyslovych produkti. Urychleného starnuti se obvykle
dosahuje pomoci zvySené teploty [52,94, 16, 64].

Uvahy uvedené az dosud vedou na formulaci matematick§ch model@ vyjad-
fenych soustavami parcidlnich diferencialnich rovnic (PDR). V nékterych spe-
cialnich pripadech se tyto soustavy zjednodusi takovym zplisobem, Ze 1ze nalézt
feSeni v uzavieném tvaru. Obecnéjsim pristupem k modelovani je numerické
feSeni. V soucasnosti je pri feseni tloh mechaniky pevnych téles patrné nejpouzi-
vanéjsi metoda kone¢nych prvki (MKP). Pouziti ostatnich metod, napt. metody
hrani¢nich prvkid, metody kone¢nych objemti nebo c¢asticovych metod, je spise
okrajovou zalezitosti.

Neddvnym objevem je tzv. izogeometrickd analyza (IGA), ktera spociva v jed-
notném popisu tvaru télesai jeho deformace [53]. Posuvy jsou tedy vyjadieny jako
linearni kombinace stejnych bazovych funkci, kterymi je popsan tvar soucastky
(napt. NURBS nebo T-spline). Uvedenou reprezentaci lze pouzit ve spojeni s me-
todou vazenych rezidui (tzv. galerkinovsky piistup), ¢imz vznikne obdoba MKP.
[zogeometrickd kolokace [8] je zptisob, jak snizit vypocetni naro¢nost takového
postupu u bazovych funkei vyssich fadi. Jeji zakladni myslenkou je vyuzit zaru-
¢enou hladkost bazovych funkci a vyjadfit fidici diferencialni rovnice ve vhodné
zvolenych bodech télesa silnou formulaci. Hlavni myslenkou IGA bylo pivodné ze-
fektivnit proces vyvoje novych produkti, ale ukazalo se, Ze novy popis je vyhodny
i z pohledu numerickych vlastnosti.

Pro modelovani pryze jsou v tomto ohledu zajimavé kontaktni dlohy, pfi
kterych se osvédcila izogeometricka kolokace [26, 61]. P¥i modelovéani dynamickych
kontaktnich uloh se ovsem neosvédcila [60].

Podminkou pfesného modelovani jakéhokoliv zafizeni ¢i podobné mechanické
soustavy je ¢iselné stanoveni parametri konstitutivnich vztaht - jejich tzv. iden-
tifikace. Velkd pozornost je v soucasnosti vénovana identifikaci ve smyslu zjis-
tovani prostorového rozloZzeni elastickych vlastnosti v télese [20]. Prestoze tato
uloha nemusi byt v piipadé pryze bez zajimavosti (napf. za ucelem vySetfeni
miry zmén mechanickych vlastnosti v riznych oblastech télesa) a prestoZe se
rizné metody a postupy mohou prekryvat, zamérenim této prace je identifikace
parametri konstitutivniho vztahu na zakladé co nejjednodussich zkousek, pricemz
je ve vzorcich dosahovano pokud mozno homogenniho stavu deformace. Moznou
vyjimkou z praveé uvedeného popisu je zptisob identifikace parametri nelinearniho
modelu, kdy je ve vzorku zamérné dosazeno nehomogenni deformace a snimek
jednoho ¢asového okamziku umoziuje nahradit jednodussi monotonni test [9, 75].
Tento postup byl pouzZit napf. pro identifikaci elastoplastického modelu [43].

Proces identifikace parametrt konstitutivniho vztahu v sobé zahrnuje nékolik
dil¢ich tloh. Zejména je to vybér experimenti, které je nutné provést, aby vibec
bylo mozné z namétenych dat parametry identifikovat. V pripadé anizotropniho
materidlu je na priklad nutné provést tahové zkousky ve vice smérech. Stejné tak
v pripadé nelinearné elastického materialu obvykle nestaci jeden méd deformace
[v4]. Podobné v piipadech, kdy je zaddouci zachytit ¢asovou zévislost, musi byt
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vhodné zvolen ¢asovy prubéh zatézovani - obvykle ve tvaru cykll, relaxace nebo
teCeni (creepu) [18].

Nutnost provadét mechanické zkousky pii vice médech deformace vede au-
tomaticky na vicekriterialni optimalizaci. To s sebou nese i vice moznosti, jak
definovat cilovou funkci. Na rozdil napt. od optimalizace konstrukci by zmény
jednotlivych kritérii nemély ptisobit proti sobé a neni tedy na misté pouzivat
Paretovo kritérium optimality. Z tohoto divodu se pri identifikaci jako cilova
funkce obvykle pouziva linearni kombinace dil¢ich kritérii.

Bambach et al. [13] porovnévaji tii typy cilové funkce:

e soucet ¢tvercl odchylek,
e soucet ¢tvercli odchylek smérnic a
e linearni kombinaci obou zptlisob1,

pricemz nejlepsich vysledkt je dosazeno pouzitim posledni formulace.

Zasadni, pfitom nepiili§ zpracovanou (v piipadé nelinedrnich modeli), otéz-
kou je Tesitelnost ulohy identifikace. Zavisi na zvoleném materidlovém modelu, na
tvaru cilové funkce i na experimentalnich datech. ResSersi obecnych kritérii iden-
tifikovatelnosti lze nalézt napi. v [32]. Castym néastrojem pro vySetiovani iden-
tifikovatelnosti parametrii je citlivostni analyza [23]. Bambach et al. [13] pouzili
korela¢ni matice pro vyjadreni kritéria identifikovatelnosti parametri nelinearniho
modelu plasticity.

Citlivostni analyza slouzi nejen k posouzeni identifikovatelnosti parametri,
ale je i soucasti gradientnich algoritmi numerické optimalizace. V jednoduchych
ptipadech (napf. homogenni deformace) ji lze obvykle provést analyticky. Je-li
stavova tiloha Tfesena numericky, lze gradient vycislit pomoci kone¢nych diferenci.
Vyhodou tohoto postupu je minimalni Gsili potfebné pro implementaci. Existuji
ovSem i postupy, jak odvodit citlivostni analyzu pfimo na zakladé vztahti popisu-
jicich stavovou tlohu. Pfehledny vyklad 1ze nalézt napt. v [58]. Mezi zakladni me-
tody patii metoda pi¥imé diferenciace (direct differentiation method, DDM) a me-
toda adjungované soustavy (adjoint system method, ASM). Rohan a Cimrman
[88] popisuji pouziti a vypocetni naro¢nost obou metod v piipadé identifikace
nelinearniho viskoelastického materialu s aktivnimi vlakny. Z jejich numerického
experimentu lze soudit, ze DDM je oproti ASM vyhodnéjsi pfi vétsim mmnozstvi
dat a nizSim poctu identifikovanych parametri.



Kapitola 3

Modelovani inavového poskozeni

Obvykly postup pfi vyhodnocovani zivotnosti strojni souc¢asti spo¢iva ve stanoveni
poskozeni od jednotlivych zatéznych stavii a nasledné urceni poctu cyklt do poru-
Seni pti pfedepsané sekvenci zatézovani. Podobné postupy jsou casto uplatiovany
i v pripadé pryze.

V této praci byl zvolen ponékud jiny postup, spocivajici ve vyuziti nelinear-
nich pravidel kumulace poskozeni a transientni simulaci celého pribéhu zatézovani
v cCasové oblasti. Tento postup neni tak obvykly patrné kviili nenosné narocnosti
zminénych simulaci, coz by se ovS§em mohlo zménit diky stale trvajicimu pokroku
v moznostech vypocetni techniky (konkrétné paralelizaci, po strance hardwaru
i softwaru), ale predevsim diky rozvoji viceskalového modelovani v ¢asové ob-
lasti, jehoz se tyka druha cast této kapitoly. Prvni c¢ast je shrnutim jednoho ze
zékladnich modeli iinavového poskozeni pryze, u kterého sice byly demonstrovany
nékteré nedostatky, ovSem bez pouziti plné simulace v cCase, bez niz napt. nelze
zohlednit rozdily ve tvaru zatézovani.

3.1 Konstitutivni model

Model je pfevzat z ¢lankd Ayouba et al. [12,11]. Je zavedena skaldrni vnitfni
proménna D € (0,1), kterd vyjadiuje miru izotropniho poskozeni materialu.
Déle je zaveden pojem efektivniho napéti S, pridemz vztah s druhym Piolov§m-
Kirchhoffovym tenzorem napjatosti S je

S=(1-D)S (3.1)

a formalné podobny vztah plati i pro hlavni napéti S;:
S;=(1-D)S;. (3.2)

Evoluéni vztah pro vnitini proménnou D je podle [65]
D=—— 3.3
ay ) ( )

kde ¢* je tzv. disipac¢ni potencidl a Y je termodynamicka sila sdruzend s posko-
zenim D, ktera je definovana jako

ov
Y=——. 3.4
5D (3.4)
Protoze hustota deformacni energie je funkei hlavnich protazeni, ¥ = ¥()\;, D),
lze termodynamickou silu Y vyjadiit jako

3
oV o\
Y =— . 3.5
—~ 0\; 0D (3:5)
Derivaci S; podle D lze s uvézenim (3.2) zapsat jako
95 S; 0S; 0N
= (3.6)

oD ~ (1- D)2 0N 0D

10



Kombinaci rovnic (3.2) a (3.6) vyjde

O\ S;

oD (1- D)%

(3.7)

Model poskozeni je nezavisly na zvoleném tvaru hustoty deformacni energie,
nicméné v ¢lancich [12] a [11] se pfedpokladd Ogdentiv model

=Y P00 b g pag - 3) (3.8)
kde p; a o jsou parametry modelu a A, j € {1, 2,3} jsou hlavni protazeni. Vztah
pro termodynamickou silu y se v pfipadé Ogdenova modelu zapise jako

Seq

y =2
1-D’

(3.9)

kde ekvivalentni napéti Seq je [11]

~ N o —2 — N a;j—1 _
o0 () ()
= S (0 = 2) X R AT —2pA7

i=1 9 i=1 j=1Hj i

Y

(3.10)
kde p je hydrostaticky tlak, ktery je v pripadé zde uvazovaného nestlacitelného
materialu nezavisly na deformaci a je nutné jej urcit pomoci okrajovych podminek
ulohy.

Disipa¢ni potenciél je v [12] zvolen podle [65] jako®

N 1

©* = YYCESY) (—AY)* (3.11)

kde A a a jsou materidlové parametry. Evoluéni vztah (3.3) je po dosazeni (3.11)

a (3.9) )
D= (%) : (3.12)

Autofi déle uvadi [12, 11] jesté pouziti modelu pro cyklické zatizeni a vypocet
poctu cyklt do poruseni. Tento postup nebyl autorem nikdy pfimo pouzit, nicméné
je zde pro tplnost uveden. Ve vztahu (3.12) se ¢as nahradi poc¢tem cykla N:

g—ﬁ _ (%)a | (3.13)

Metodou separace proménnych lze poté odvodit vztah pro hodnotu poskozeni po
N cyklech zatizeni:

D N
/(l—D)adD:/ (ASw)" AN = (3.14)
0 0

L'V této praci je na rozdil od ptivodniho textu pouzivana pievricend hodnota soucinitele A —
zde uvedené vztahy uz jsou upraveny.

11



= D=1-(1-(1+a)(ASq)* N)Y (3.15)
Pocet cykli do poruseni se odvodi z podminky D = D¢ =1 jako

11
T lta ASqt

Ng (3.16)

Zobecnény vztah pro poskozeni pii n blocich vicetroviiového zatézovani je [11]

1/(14a)
Di=1— ((1 — Di )" — (1+a) (ASu)" Ni> (3.17)

a obecnd podminka pro urceni poc¢tu cykli do poruseni je

De=1 n—1l AN a
/ (1-D)*dD =) _ / (A Seqiirny)” AN . (3.18)
0 i=0 / Ni

3.2 Pouziti metody asymptotickych rozvojua

V  konferen¢nich ptispéveich [v20,v19] a ¢lanku [v1] byl na vypocet kumulace
poskozeni aplikovan postup vyuzivajici metodu asymptotickych rozvoji pro od-
vozeni evolu¢niho vztahu s homogenizovanym koeficientem. Tato metoda jiz byla
drive pouzita pro feseni tiloh kumulace iinavového poskozeni pti malych deforma-
cich [27], ¢i ulohy plasticity [7, 46, 19]. V nedavné dobé byla metoda homogenizace
parabolickych rovnic formalizovana pomoci tzv. unfolding operatoru, jehoz pouziti
je obvyklé pfi viceskadlovém modelovani v prostoru [3].
Skutecny ¢as se pro potfeby této kapitoly pieznaci na t. Navic se zavedou dalsi

dvé casové proménné: ,pomaly” cas t a ,rychly” cas 7, pro které plati

_ t

t=t+TT1, T:E, £E—0, (3.19)
kde T je délka zatézovaciho cyklu. Veli¢ina ¢, ktera je funkci ¢asu, mize byt potom
vyjadrena jako funkce téchto dvou novych casovych proménnych:

¢ =o(t,T). (3.20)

Tot4lni derivaci veli¢iny ¢ podle skute¢ného ¢asu ¢ lze potom rozepsat pomoci
pravidla o derivovani slozené funkce jako

do 9 190

T ot Teor (3.21)

Dale se predpoklada, Ze velicinu ¢ lze zapsat ve tvaru asymptotického rozvoje

o(t,7) = Zsi Gi(t,T) = do(t, ) + (L, T) + O(E?) . (3.22)

Dosazenim (3.22) do (3.21) vyjde vztah pro ¢asovou derivaci ¢

dp  1d¢g , Opo | Oy 0¢1 | O¢o 2
E_gaTJr8t+af+§(at+ar>+o<§)‘ (3.23)
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Integralni pramér pres ¢asovy interval (0,7 je definovan vztahem

T
(p(t,-)) = %/0 o(t,7)dr . (3.24)

Je-1i funkce ¢ periodicka v 7, plati

<%(t, -)> =0. (3.25)

Pouziti vyse uvedenych vztahti pro modelovani iinavového poskozeni je nasle-
dujici. Poskozeni D se zapiSe pomoci asymptotického rozvoje (3.22)

D(t,7) = Do(t,7) + { Da(t, 7) + . .. (3.26)
a jeho Casova derivace, pomoci (3.23), jako

10D oD oD
=== U

D(t,T) = 2
G =% "o o (3:27)
Dosazenim vztaht (3.26) a (3.27) do evolu¢ni rovnice (3.12) vyjde
10Dy 0Dy 0D, A Seq ‘
- e = 2
cor o or (1—Do—¢Di—..) (3:28)

Taylortiv rozvoj pravé strany v okoli £ = 0 je

-1 ASe ‘ Dia AS, “
0§ +((1_§0)) +1_D0((1_50)) E+... (3.29)

Porovnanim ¢lenii se stejnymi mocninami £ vyjdou nésledujici rovnice (pouzity
jsou zde pouze prvni dvé):

oD
& 5o =0, (3.30)
oD oD AS “
0. 0 1 eq
SRR e _((1—D0)) . (3.31)

Vztah (3.30) znamend, ze slozka Dy zavisi pouze na ,pomalém” ¢ase t. Druha
rovnice poslouzi pro odvozeni evolu¢niho vztahu pro pomalou slozku poskozeni Dj.
Na obé strany se aplikuje integralni pramér (3.24). Leva strana se diky linearité
operatoru a s pouzitim vlastnosti (3.25) zjednodusi na

<8D0 apl> 0D,

ot or o (3.32)

Jediny ¢len na pravé strané, ktery zavisi na rychlém case 7, je ekvivalentni napéti
Seq, Proto se pravé strana upravi nasledovné:

(a8) ) - = o
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Evolu¢ni vztah pro pomalou slozku poskozeni vyjde, s prihlédnutim ke vztahu
(3.30),

dDy  ODy A" (Se®)
&t ot (1-Dy)e’ (8:34)

Vyznam vztahu (3.34) pfi vypoctech Zivotnosti je ten, ze pfi pouziti nelinear-
niho vztahu pro kumulaci poskozeni neni nutné provadét v c¢asové oblasti plnou
simulaci vSech cykli, ktera by vedla na netinosné mnozstvi ¢asovych hladin. Misto
toho se casovy interval diskretizuje vyrazné hrubsim délenim, nez je pocet cykld,
na kazdé casové hladiné se vytesi pouze jeden zatézovaci cyklus a pomoci vztahu
(3.34) se fesi pouze prubéh pomalé slozky poskozeni. Pouziti modelu homogeni-
zovaného v casové oblasti neni zavislé na prostorové a do jisté miry ani casové
diskretizaci v tom smyslu, Ze lze pouzit rizné numerické fesice. Na prikladech ve
zbytku této kapitoly je ukazano pouziti homogenizovaného modelu pii numeric-
kych vypoctech kumulace poskozeni v pripadé jednoosé napjatosti a homogennich

vvvvvv

provedena metodou konecénych prvka (piiklady 3.3 a 3.4).

Priklad 3.1: Jednoosa napjatost s homogenni deformaci

Modely poskozeni (3.12) a (3.34) byly upraveny pro pfipad homogenni deformace
a jednoosé napjatosti. Pomoci fesice LSODE byly provedeny vypocty s riznym
poctem casovych hladin na jeden cyklus zatézovani. Materidlovy model s para-
metry A = %Pa, a = 2 byl nejdiive podroben cyklické deformaci s predepsanym
protazenim

A(t) = Ao + Aa sin(wt) , (3.35)

S parametry
=11, Aa=01, w=27nrad/s, ¢ =1500s. (3.36)

Vysledky simulaci s riiznou ¢asovou diskretizaci jsou na obr. 3.1, porovnavany
jsou pripady s 11, 41 a 81 casovymi hladinami na jeden zatézovaci cyklus. Roz-
dily v TeSeni jsou patrné jak mezi jednotlivymi pripady plné integrace, tak mezi
feSenimi homogenizované tlohy. Obecné lze Tici, ze chyba se zvétsuje s rostouci
tizaci. Zaroven tento jev nepredstavuje zasadni problém v pouzitelnosti metody,
nebot se predpoklada jeji pouziti pfedevsim pro nizsi hodnoty poskozeni.

Pro ilustraci byl tentyz vypocet proveden i s proménnou hodnotou statické
¢asti predepsaného protazeni

A(t) = No(t) + Aa sin(wt) ,

)\ (t) o /\01 pro O S t S tl, (337)
0 o /\02 prot >t

s parametry (viz obr. 3.2)
/\01 = 1,1 s )\02 = 1,175 s )\A = 0,1 , W= 27rrad/s . (338)

Vysledky jsou, opét pro rtizné pocty casovych hladin, vykresleny na obr. 3.3.
|
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1.2

— plna integrace, 11 int.b.
1.0f| — plnd integrace, 41 int.b. b
oo homog., 11 int.b. y
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e— homog., 81 int.b.

0 0.6} g
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Obrazek 3.1. Porovnani prubéhi poskozeni spoétenych plnou integraci a feSenim
homogenizované evolu¢ni rovnice (piiklad 3.1)

30

N
(9]

20

=
U1

deformace [%]

=
(@)

500 1000 1500 2000 2500
cas |s]

Obrazek 3.2. Piedepsana deformace s nekonstantni statickou slozkou (pfiklad 3.1).

Priklad 3.2: Jednoosa napjatost s nehomogenni deformaci

Metodou konec¢nych prvki se fesi vyvoj tinavového poskozeni na tyc¢i po ¢astech
konstantniho prifezu (viz obr. 3.4) pfi pfedepsaném cyklickém protazeni. Byly
pouzity tii prvky s linearni aproximaci posuvi a konstantni aproximaci deformace
a poskozeni. Predepsany posuv byl

ﬂ(t) =0,3 (ll + 1o + l3) sin(wt) . (339)
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1.2

— plna integrace, 21 int.b.
1.0l{ =—* homog., 21 int.b.
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Obrazek 3.3. Porovnani prubéhii poskozeni spoétenych plnou integraci a feSenim ho-
mogenizované evolu¢ni rovnice (prfiklad 3.1) - nekonstantni statickd slozka predepsané
deformace.

l la l3

u(0) =0 Uy Uo

D) Da) Dys)

Obrazek 3.4. Geometrie vzorku nekonstantniho priifezu a odpovidajici veli¢iny (p¥i-
klad 3.2).

V pripadé plné integrace a na mikroskale homogenizované tlohy byl pouzit expli-
citni casovy fesic¢, zatimco pro homogenizovanou tlohu na makroskale byl pouzit
implicitni Tesic.

Vysledné casové zavislosti poskozeni na vSech tfech prvcich spoctené obéma
metodami jsou porovnany na obr. 3.5. Z grafi je patrnd dobra shoda kromé
oblasti blizko poruseni prvku 2. Zaroven je patrné prerozdéleni napéti, coz se
projevuje tak, Ze se zrychlenim Do) dochdazi k poklesu Dy a D(3), ke kterému u
homogenni deformace (ptiklad 3.1) nedochézi.

Vypocetni ¢asy pro rizné délky simulaci jsou uvedeny v tab. 3.1. Zde je zdi-
raznéna nezavislost casovych diskretizaci na mikro- a makroskale homogenizované
tlohy v tom smyslu, Ze pro feseni homogenizované tlohy bylo mozné volit vzdy
stejny pocet Casovych krokid a cas vypoctu je tedy pro vSechny délky simulaci
stejny, na rozdil od plné integrace, kdy je nutné vytesSit — se zvolenym poctem
casovych kroki — vSechny zatézovaci cykly.

Tabulka 3.1. Vypocetni ¢asy MKP simulaci jednoosé napjatosti s nehomogenni de-
formaci (ptiklad 3.2).

10000 cykla

20000 cykla

45000 cykla

homogenizovand tloha
plné integrace

14s
636s

15s
1270 s

14s
2870s
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~— D¢y, homog.
0.8r| — D), plné integrace
N ~—— Dy, homog.
2 06r D), pind integrace
g ~— D), homog.
c 0.4f .
% ), pIna integrace
a
0.2
0.0 e . . e
0 15000 30000 45000
pocet cykld
2.5:1075
2.0-107°}
A 15-105}
=
[J]
g 10105}
vl
0
o
o
0.5-1075}
0.0-107%
0

pocet cykld
Obrazek 3.5. Pribéh poskozeni na jednotlivych prvcich (pfiklad 3.2).

Priklad 3.3: MKP simulace pfi malych deformacich

Pro ovéfeni pouzitého aparatu v kontextu prostorové diskretizace metodou ko-
neénych prvkia byl v praci [v19] implementovan model poskozeni p¥i malych
deformacich [27] pomoci MKP baliku FEniCS [67]. V' tomto modelu jsou vztahy
pro efektivni napéti a efektivni Youngtiv modul pruznosti

oc=(1-D)oy, E=(1-D)E,. (3.40)

Evolu¢ni vztah pro poskozeni je

: 1-D N
D=8 (ﬂ) , (3.41)
€1

kde B, o, a N jsou parametry modelu a 1 a o1 jsou prvni hlavni invarianty tenzoru
malych deformaci a tenzoru napéti.

Jako ¢asovy fesi¢ bylo pouzito explicitni schéma, tzn. ¢asova derivace posko-
zeni na k — 1-ni ¢asové hladiné se aproximuje pomoci dopiredné konecné diference:

D&) _ pk-1)

H(k=1)
DR e

= DW= pk=1) L Apk-1) pHlE=1) (3.42)

Na zakladé takto uréeného pole poskozeni se spocte pole posuviti u®) (viz obr. 3.6).

Simulace byla provedena na vypocetni oblasti tvaru krychle o délce hrany 1 m.
Predepsané okrajové podminky byly:

ui(z;=0)=0 i=1,2,3, (3.43)

ui(r; = 1m) = 107 (1 — cos(101)) . (3.44)
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Obrazek 3.6. Schéma explicitniho ¢asového tesice pti MKP vypoctu tlohy s tinavo-
vym poskozenim (piiklad 3.3).

MKP sit ve zdeformovaném tvaru je vykreslena na obr. 3.7. Rozlozeni pogko-
zeni na konci simulace vypoc¢teného plnou integraci a pomoci homogenizovaného
modelu je na nedeformované siti zobrazeno na obr. 3.8. Protoze pfi porovnani
vedle sebe nejsou patrné rozdily, jsou na obr. 3.9 vykresleny priibéhy poskozeni
v case ve dvou riznych bodech vypocetni oblasti. Z c¢asovych zavislosti je patrna
dobra shoda homogenizovaného modelu s plnou integraci. Rozdil ve vyslednych
hodnotéach (zejména v misté A) lze patrné vysvétlit pouzitym ¢asovym FeSicem
a pomérné velkym casovym krokem v pripadé feSeni homogenizovaného modelu.
Druh4 ¢ast obr. 3.9 - zvétsena oblast s viditelnymi cykly v feSeni plnou integraci
- zobrazuje rozdil v obou metodéach feseni. Tj. fakt, ze vysledkem feseni homo-
genizovaného modelu je pouze ,,pomald” slozka poskozeni Dy spoc¢tena s krokem
mnohokrat delsim nez je délka zatézovaciho cyklu.

w

<%

Obrazek 3.7. Zdeformovanad MKP sif (ptiklad 3.3), Gernou éarou je naznacen nezde-
formovany tvar oblasti. Posuvy zvétseny 2 - 10%-krat.
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Obrazek 3.8. RozloZeni poskozeni D na konci simulace (ptiklad 3.3). Vlevo vysledek
plné integrace, vpravo homogenizovany model.

Pro ilustraci toho, jaky vyznam mé simulace pritbéhu poskozeni véetné neline-
arniho pravidla jeho kumulace slouzi obr. 3.10, na kterém je vykresleno rozlozeni
casové derivace poskozeni na zacatku a na konci simulace. Je zfejmy kvantitativni
rozdil v dosahovanych rychlostech poskozeni, ale zejména v distribuci této ve-
liciny, kdy prerozdéleni prenaseného napéti vlivem poskozeni vede také ke zméné
v procesu poskozovani co do prostorového rozlozeni. Toto je ziejmé z rozlozeni
casové derivace poskozeni D na horni podstavé vypocetni oblasti.

Priklad 3.4: Poskozeni pfi velkych deformacich [v1]
Stejny postup jako v pfipadé malych deformaci (piiklad 3.3) byl v ¢lanku [v1]
pouzit i pro simulace poskozeni pomoci modelu tinavového poskozeni pro velké
deformace [12].

Material se v neposkozeném stavu poklada za homogenni, popsany Ogdeno-
vym hyperelastickym modelem s parametry (je uvazovan pouze jeden ¢len fady,
proto jsou vynechany indexy parametri)

p=1Pa, a=3. (3.45)
Poskozeni je popsano modelem s parametry
A=02Pat, a=2. (3.46)

Tyto materidlové parametry byly zvoleny tak, aby numericky priklad ilustroval
rizné aspekty popisované vypocetni metody a zaroven ¢as nutny pro vypocet zi-
stal na dostupném systému pfijatelny, resp. hodnota exponentu a byla zvolena
libovolné a hodnota soucinitele A byla poté nastavena tak, aby doslo k poruseni
v nékterych bodech sité pred koncem simulace, jejiz trvani bylo také pevné nasta-
veno. VIiv obou parametri modelu poskozeni je ilustrovan obr. 3.11 pro ptipad
jednoosé napjatosti. Vétsi hodnota libovolného z parametri vede k pomalejsi
kumulaci poskozeni a tedy nartistu poc¢tu cykli do poruseni.
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Obrazek 3.9. Prubéh poskozeni v ¢ase ve zvolenych mistech sité (priklad 3.3). Horni
graf obsahuje celou simulaci, ve spodnim grafu jsou ziejmé rozdily mezi obéma meto-
dami — vysledkem homogenizovaného modelu je pouze ,pomald” slozka D, spoctena
v mistech oznacenych teckami.
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Obrazek 3.10. Rozlozeni rychlosti poskozeni D na zacatku a na konci simulace (pri-
klad 3.3).

o a=20Al=4.75Pa| |
a=2.0, A1=5.00Pa | AR 1

=
o
T

o
oo
T

T ocl|== a=20A=525Pa| A )
\CIEJ ' : :
S 04| S iy 1
~ :
>N .
(o] :
O 0.2 T T  RREERPRLD g
0.0 i i i |
0 200 400 600 800 1000
1.0 ' ' B R ;

e— a=19 A'=50Pa| 5
081 4—a a=20 A'=50Pa| i/ e 1
- ‘

o - 1
<06l a=21A*=50Pa| : [/ e S |
C . . !
ON) .
O DL SCIETRPRLRPRED .
V4 .
>0 .
4 .
Q 0.2t e T e T T Feeeeee g
0.0 i i i i
0 200 400 600 800 1000

pocet cykld

Obrazek 3.11. Vliv parametrti modelu poskozeni v piipadé jednoosé napjatosti a
harmonického predepsaného posuvu (piiklad 3.4). Vliv soucinitele A nahote, vliv ex-
ponentu a dole.

Uloha byla feSena jako rovinna napjatost. Vipocetni oblast méla tvar obdél-
nika, okrajové podminky byly

@ =1[0,0" naTy, (3.47)
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@ =1[0,u(t)]" naly, (3.48)
FSi7=1[0,0" nal,, (3.49)

kde F je deformacni gradient, S druhy Piolav-Kirchhoffiv tenzor napjatosti a

7 zna¢i vnéjsi normélu k hranici vypocetni oblasti 9, pro kterou plati (viz
obr. 3.12)

0 =T, Ul Ul . (3.50)
Predepsany svisly posuv byl
a(t) = 0,3 sin® (7 t) . (3.51)
Pocatec¢ni podminka byla
D=0 vsSudev Q. (3.52)
T u
L'y
Ful QO I—\u2
L'y

Obrazek 3.12. Vypodetni oblast a ¢asti hranice pro okrajové podminky (pfiklad 3.4).

Stejné jako v predchozim prikladé, 3.3, byly porovnavany dva zptsoby ca-
sové diskretizace: plna integrace a feSeni homogenizovaného modelu. Simulace
byly v obou piipadech provedeny pro 1000 zatézovacich cykld. Plna integrace
byla provedena explicitni metodou stejné jako v predchozim ptikladé, pricemz
kazdy cyklus zatizeni byl diskretizovan osmi kroky a cela simulace tedy méla cel-
kem 8001 c¢asovych hladin. Pfi feSeni homogenizovaného modelu bylo 1000 cykli
rozdéleno na 11 ¢asovych hladin. Na kazdé hladiné byla provedena simulace jed-
noho zatézovaciho cyklu stejnym zpisobem jako v piipadé plné integrace (tj.
8 kroku explicitni metodou) s konstantni (v ¢ase) hodnotou ,pomalé” slozky
poskozeni Dy. Kumulace Dy byla fesena implicitni metodou. Prostorova diskreti-
zace byla provedena metodou kone¢nych prvki, pouzita sit je na obr. 3.13. Byly
pouzity ¢tytuzlové prvky s bilinearni aproximaci posuvi.

V porovnani obou metod byly sledovany dva ukazatele: pfesnost a vypocetni
cas. Plna integrace byla pro ucely tohoto srovnani povazovana za spravné reseni
a homogenizovany model by mél v idealnim piipadé vést ke stejnym vysledktm.
Ptesnost byla porovnavana na zakladé pribéht poskozeni D, resp. Dy, v cCase
v rlznych mistech vypocetni oblasti. Umisténi bodi, ve kterych bylo provedeno
srovnani je na obr. 3.13. Samotné porovnani priibéhtl poskozeni je na obr. 3.14-
3.21. Vysledky homogenizovaného modelu jsou velmi blizko tém ziskanym plnou
integraci s vyjimkou bodt A a B (obr. 3.14 a 3.15), kde je v pribéhu simulace
dosazeno poruseni (tj. proménnd D doséhne hodnoty 1). P¥i¢inou této neshody
je pouzita casova diskretizace v pripadé feseni homogenizovaného modelu, tj.
ekvidistantni déleni. Kdyby bylo déleni v okoli poruseni jemnéjsi, nebo kdyby byl
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pouzit adaptivni fesi¢, bylo by feSeni homogenizovaného modelu piesnéjsi. Pouziti
homogenizovaného modelu je nicméné na ¢asové diskretizaci nezavislé a uvedena
nepresnost reseni tedy obecné nepredstavuje zasadni nedostatek.

Z grafti je také zfejmé, ze vyvoj poskozeni v jednom misté ovliviiuje feseni ve
zbytku vypocetni oblasti. Toto je patrné z faktu, ze prvni ¢ast kiivek v mistech A
a B (obr. 3.14 a 3.15) je konvexni, zatimco odpovidajici ¢asti kiivek v mistech C,
D a G (obr. 3.16, 3.17 a 3.20) jsou konkavni. Jiny projev prostorovych zavislosti
v rozlozeni poskozeni je zfejmy v okamziku, kdy je v jednom misté dosazeno
uplného poruseni materialu - priblizné pti 600 cyklech v mistech A a B. Po
tomto okamziku uz material v okoli nepfenasi napéti, coz vyrazné ovlivni rozvoj
poskozeni ve zbytku vypocetni oblasti. Dalsi poskozovani se zrychlilo v bodech
C, E a F (obr. 3.16, 3.18 a 3.19) a naopak se zpomalilo v bodech D, G a H
(obr. 3.17, 3.20 a 3.21).

4F ]
3t i
E d |
i RS 1
. & SlE P
0 1 2 3
Il[m]

Obrazek 3.13. Nezdeformovand MKP sit s vyznacenymi body, ve kterych bylo pro-
vedeno porovnéani ¢asovych pribéhil poskozeni (priklad 3.4).
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Obrazek 3.14. Pribéh poskozeni v bodé A (piiklad 3.4).

Numerické vypocty a vizualizace byly naprogramovany v programovacim ja-
zyce Python s pomoci knihoven Numpy a Scipy [57] a Matplotlib [54]. Skripty byly
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Obrazek 3.15. Pribéh poskozeni v bodé B (piiklad 3.4).
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Obrazek 3.16. Prubéh poskozeni v bodé C (pfiklad 3.4).
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Obrazek 3.17. Pribéh poskozeni v bodé D (piiklad 3.4).

implementovany jako jednovlaknové aplikace - nebyla provedena zadnéa paraleli-
zace. Vypocetni naro¢nost obou metod byla porovnavana pii separatnich bézich
obou skripti na pocitaci s procesorem Intel Core i3-370M (2 jadra, 4 vlakna)
s maximalni frekvenci 2.4 GHz, s operac¢ni paméti velikosti 4 GB, SSD tlozistém
a s 64-bitovou verzi operacniho systému Arch Linux s jadrem verze 4.7. Vysledné
¢asy trvani obou simulaci jsou v tab. 3.2. ReSeni homogenizovaného modelu je
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Obrazek 3.20.

v tomto pfikladu ptiblizné 17-krat rychlejsi nez plna integrace. Tohoto vysledku
parametry zvolenymi tak, aby vypocet plnou integraci
probéhl v pfijatelném case. Kdyby simulace meéla postihnout vétsi pocty cykla
(napi. 10° nebo 10%), rozdil ve vipodetni narocnosti by byl jesté vyraznéjsi.
Vysledné rozlozeni poskozeni ve vypocetni oblasti je zndzornéno na obr. 3.22.
Porovnani zdeformovanych siti (pfi maximalnim pfedepsaném posuvu) na za¢atku

bylo ovSsem dosazeno s
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Prubéh poskozeni v bodé E (piiklad 3.4).

Priubéh poskozeni v bodé F (piiklad 3.4).

Prubéh poskozeni v bodé G (priklad 3.4).
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Obrazek 3.21. Prubéh poskozeni v bodé H (piiklad 3.4).

trvani vypoctu
plna integrace 11 hodin 18 minut
homogenizovany model 41 minut

Tabulka 3.2. Vypocetni ¢asy obou diskutovanych metod vypoctu cyklického posko-
zeni (piiklad 3.4).

a na konci simulace je vykresleno na obr. 3.23. Je patrné, ze vlivem rychlejsi ku-
mulace poskozeni, pfedevsim v levém dolnim a pravém hornim rohu, a nasledného
poruseni v téchto mistech dochézi k prerozdéleni napéti a zméné ve vyslednych
posuvech.
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Obrazek 3.22. RozloZeni poskozeni na konci simulace (pfiklad 3.4).

— 0.0
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Obrazek 3.23. Porovnéni zdeformovanych siti na za¢atku a na konci simulace (ptiklad
3.4).
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Kapitola 4
Modelovani chemického starnuti

Patrné prvni studii starnuti pryze je ¢lanek Tobolskyho et al. [93], ve které se
také zminuje dilezity predpoklad, pritomny ve vSech pozdéjsich modelech, totiz
7e nové vazby v polymerni siti vznikaji v deformované konfiguraci bez vlivu na
napjatost.

Soucésti nékterych modelt chemického starnuti je i transport kysliku (pfip.
jiného chemického ¢inidla), nicméné i pokud neni pfimo uvazovan, lze jej do uvah
snadno zahrnout prostiednictvim difuzni rovnice rozsifené o reakéni ¢len. Tento
typ rovnic méa nezanedbatelny vyznam i v jinych aplikacich, napt. ve stavebnictvi
(starnuti betonu) nebo v biomechanice.

Podrobné jsou v této kapitole popsany dva modely, které byly autorem po-
uzity k numerickym simulacim starnuti pryze. Je to nejprve dvousifovy model
Liona a Johlitze, jehoz zjednodusena varianta byla pouzita pro numerickou simu-
laci tésnéni vulkanizacniho lisu. Poté je to tzv. dynamic network model Naumanna
a Thlemanna, ktery byl autorem upraven pro modelovani starnuti a inavového po-
Skozeni (viz kap. 5) av této praci je vysledny model pouZit i pro ilustraci postupu
pro vySetfovani identifikovatelnosti parametru (kap. 7.3).

Druhy z pristupt byl v této praci vybran k blizsimu zkouméani z téchto
davodi: (i) jde o novéjsi postup (ii) dle ndzoru autora je opravnénd namitka
proti dvousitovému modelu, Ze pocet dvou polymernich siti je ponckud umély
predpoklad.

4.1 Model Lion-Johlitz

Model [66] se sklada z evolu¢nich vztaht

dos(t) = fes(E, T, qcs, qr) (4.1)
qR(t) = fR(E7 T7 qcs, QR) ) (42}

kde proménnd gcs € (0,1) popisuje pribéh Stépeni vazeb, zatimco proménna
qr € (0,1) popisuje vznik novych vazeb.

Hustota Helmholtzovy volné energie (na jednotku hmotnosti) je rozlozena na
tti ¢leny:

V=" g+V_+7T, . (4.3)

Prvni ¢len popisuje objemové zmény vyvolané starnutim. Na deformaci zavisi
prostiednictvim jakobianu deformac¢niho gradientu a déle zavisi na teploté a vyse
uvedenych proménnych popisujicich pribéh starnuti:

Uiol = Yyol(J, T, qcs, qr) - (4.4)

Druhy ¢len vyjadruje stav té ¢asti polymerni sité, ktera vlivem starnuti ztraci
tuhost:

. o
U=V (ET.qcs), 5— <0. (4.5)
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Pokud polymerni sit pii maximélni mozné mite zestarnuti nepfenasi zadné napéti,
plati
ov_
lim —— =0. (4.6)
acs—1 OE
Pokud je polymerni sif i pfi maximalni mife starnuti schopna néjaké napéti pie-
nést, ma uvedena parcialni derivace nenulové slozky.
Tteti ¢len rozkladu (4.3) vyjadiuje pfispévek nové vznikljch vazeb. Pro tento
¢len plati, Zze pokud je deformace konstantni v case, nové vznikla sit zistava bez
napéti, a je vyjadien explicitnim vztahem

@+5/ G&@@M“”%“@“”+@NN“%@N%“@“»>“‘

— 00
(4.7)
Skalarni funkce G_‘t a GE popisuji nartst tuhosti vlivem starnuti. Jsou neklesajici
vzhledem k proménné gg, tj.

oG4 oG"
—% >0, —=>0, 4.8
dgr dgr (4.8)

a protoze tato ¢ast polymerni sité neni na poc¢atku pritomna, plati
A B
GL(T,00=0, GI(T,0)=0. (4.9)
Z predchozich dvou vlastnosti plyne i nezapornost obou funkci:
GX(T,qr) >0, GH(T,qr)>0. (4.10)

4.1.1 Varianta pro malé deformace

V ¢lanku [56] byl predstaven dvousitovy model starnuti pro malé deformace.
Predpoklada se aditivni rozklad tenzoru napéti

o=pl+ocs+or, (4.11)

kde ocg znaci napéti v siti, ktera podléha stépeni vazeb, a og napéti v siti, ktera
je tvofena nové vzniklymi vazbami. Stépeni vazeb je vyjadieno vnitini proménnou
gcs a vznik novych vazeb proménnou ¢r. Napéti v siti podléhajici stépeni vazeb
je

ocs =2 pes(ges) €7 (4.12)
kde €P je devidtor tenzoru maljch deformaci a pcg je smykovy modul zavisly na
starnuti. Napéti v nové vznikajici siti je ddno hypoelastickym vztahem

o= | 2 r (qr(s)) €0 ds (4.13)

kde t je Cas, €P je Casova derivace devidtoru tenzoru malych deformaci a ug
je materidlovy parametr zavisly na starnuti. Zavislosti tuhostnich parametri na
starnuti jsou urceny vztahy

pes(ges) = peso (1 —qes) (4.14)
pr(qr) = HRo GR - (4.15)
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Evolu¢ni vztahy pro vnitini proménné jsou:

. Ecs
_ 1 — == 4.1
dos = ves ¢ (1 — qcs) exp ( RT) , (4.16)
) Er
_ 1— _ZR 41
gr = URC ( QR) €xXp ( RT) ) ( 7)

kde vcs, vr, Fcs a Er jsou materialové parametry, ¢ je koncentrace kysliku, 7' je
absolutni teplota a R = 8,314 J/mol/K je univerzalni plynova konstanta.

Difuze kysliku a jeho spotfeba chemickymi reakcemi je vyjadiena rozsifenou
difuzni rovnici

oc

pa+V-j'—é:0. (4.18)

Tok kysliku je -
] = —kait ((5 + fT) Ve, (4.19)

kde kgi, 0 a & jsou parametry modelu. Reakéni ¢len ¢ je predepsan vztahy

¢=k(T, qcs,qr) (0 +ET) (4.20)

k(T,qcs, qr) = (acs (1 — qcs) + ar (1 — gqr)) exp (%) ; (4.21)

kde acs, ar a AFE jsou dal$i parametry modelu.
Vypocetni oblast je znacena (). Jeji hranice I' je za Gcelem predepséani okra-
jovych podminek rozdélena takto (viz napf. [35])

I =T UTE =I5 Ul (4.22)

a Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky jsou predepsany takto:

u=1up naly, (4.23)
c=cp nalp, (4.24)
ol =1y nal¥, (4.25)
ii-j=jn nal%. (4.26)
Pocatec¢ni podminky jsou
u=1uy mnafvdcaset=0, (4.27)
c=c nafQlvcaset=0. (4.28)

Uloha 4.1: Slaba formulace okrajové-pocatecéni tilohy elasticity a star-
nuti pro malé deformace
Najit pole posuvi u € U a koncentrace ¢ € C vyhovujici rovnicim

/ Voi:odV = [ 6i-txndS, (4.29)

Q ry

—/50 (pé+ke) dV—i—/VfSC-dez/ dejndsS, (4.30)
Q Q rg,
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pro vSechny testovaci funkce du € V a dc € D. Prostory funkci jsou definovany
takto!:

Z/{:{ﬁEHl(Q):ﬁz_'DnaF%}, ( )
V={6GeH (Q):0@=nal}h} (4.32)
C={ceH' (Q):c=cpnalf}, (4.33)
D= {dce H' (Q):dc=0nalH} . (4.34)

Pro potfeby implementace pomoci MKP baliku SfePy [24] bylo nutné ptefor-
mulovat rovnici (4.29) derivovanim podle ¢asu:

/V(Sﬁ:ddV:/ Su -t dS . (4.35)
Q

IR

Casové derivace napéti vyjde, s uvazenim vztaht (4.12) a (4.13),

&= —pl+2(jicse® + pos €°) +2ur € (4.36)
os IR

Priklad 4.1: Piiklad - MKP simulace tésnéni vulkaniza¢niho lisu
Varianta Lionova-Johlitzova modelu starnuti pryze pro malé deformace byla im-
plementovana v ramci pfispévku [v8] pomoci kone¢néprvkového baliku SfePy [24].
Pouziti bylo ilustrovano numerickou simulaci tésnéni vulkanizacniho lisu.

Lis je v Tezu zobrazen na obr. 4.1 s vyznacenou polohou tésnéni, které
je pfedmétem tohoto piikladu. Uloha byla fesena za pfedpokladu rovinné defor-
mace vzhledem k zanedbatelnym rozmértim prifezu tésnéni oproti jeho primeéru.
Nedeformovand MKP sif s vyznacenymi ¢astmi hranice, kde jsou predepsany Di-
richletovy okrajové podminky, je znazornéna na obr. 4.2. Okrajové podminky
jsou:

“=0 nal},, (4.37)
= ip(t) = [0,uy(1)]" maTfy, (4.38)
c=cp=1 naly, (4.39)
(4.40)
(4.41)

£

{NZO nal‘ﬁ,

jN:O naFf\I.

Predepsany svisly posuv w,(t) je zobrazen na obr. 4.3. Hodnoty jeho parametrt
jsou: Umax = 0,8mm, t; = 0,1h a t5 = 19,8 h. Poc¢ate¢ni podminky byly

c=1 vQ, (4.42)
ges=qr=0 vQ. (4.43)

I Tuéné jsou znaceny Sobolevovy prostory vektorovych funkei, italikou prostory skalarnich funkei.
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Parametry materidlového modelu byly:

kair = 107 %kgsm™ |
p=920kgm™3
Fcs = Er = 5000 Jmol ™ |
acs = ag = 10,0,

ves = vg = 107* )
peso = pro = 1,0Pa
0=10,
£=10"2.
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Obrazek 4.2. Konecnéprvkova sit a okrajové podminky simulace tésnéni vulkanizac-
niho lisu (pfiklad 4.1) [v8].

Protoze evolu¢ni vztahy pro vnitini proménné gcs a qr jsou formalné shodné
a protoze byly zvoleny stejné hodnoty odpovidajicich si parametrt téchto vztah,
jsou i vysledna rozlozeni obou proménnych ve vsech casovych krocich shodna.
Hodnoty téchto vnitinich proménnych vyjadiuji miru starnuti a zmén mechanic-
kych vlastnosti materidlu (pomoci rovnic (4.14) a (4.15)).
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Obrézek 4.3. Predepsany svisly posuv kontaktni plochy vulkaniza¢niho lisu (pii-
klad 4.1) [v8].

Vysledné rozlozeni proménné gr na konci simulace jsou vykreslena na obr. 4.4
pro teplotu 25°C a 4.5 pro teplotu 170°C. Rozlozeni koncentrace kysliku ¢ a
vnitini proménné gr podél svislého a vodorovného rozmeéru tésnéni (tisecky A a B
na obr. 4.4) jsou na obr. 4.6 a 4.7. Je zfejmé, ze vyssi teplota vede na vyssi miru
starnuti (hodnotu proménné gr). Rozlozeni koncentrace kysliku ¢ je v souladu
s okrajovou podminkou (4.39) v tom smyslu, Ze lepsi pfistup kysliku urychluje
starnuti.

1Ry 62
10.53
0.44
0.35
0.26

Obrazek 4.4. Rozlozeni proménné qg v tésnéni vulkanizacéniho lisu po 20 h pii teploté
25°C.

Casové priibéhy koncentrace kysliku ¢ a vnitini proménné gg ve dvou vybra-
nych mistech (body C a D na obr. 4.5) jsou vykresleny na obr. 4.8. V. bodé D
je predepsana konstantni koncentrace kysliku ¢ = 1, coz vede k velmi rychlému
starnuti. Naproti tomu v bodé C se spotiebuje vyznamné mnozstvi kysliku kratce
po zacatku déje a jeho dalsi prisun prostiednictvim difuze je natolik omezeny, ze
je starnuti v tomto misté vyrazné pomale;jsi.
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Obrazek 4.5. Rozlozeni proménné gg v tésnéni vulkanizacniho lisu po 20 h pfi teploté
170°C.
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Obrazek 4.6. Prubéhy koncentrace kysliku ¢ a vnitini proménné ¢g podél svislé osy
Fezu tésnéni (tsecka A na obr. 4.4).

—_—c,25°C

— Qgr, 25°C
-== c,170°C
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0.0 25 50 75 10.0 125 15.0 175
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Obrazek 4.7. Pribéhy koncentrace kysliku ¢ a vnitini proménné gg podél vodorovné
osy Tezu tésnéni (isecka B na obr. 4.4).

Rozlozeni svislé slozky napéti je na zdeformované siti vykresleno na obr. 4.9
a 4.10 pro teplotu 25°C a na obr. 4.11 a 4.12 pro teplotu 170°C. V nejvice
zatizené oblasti v okoli bodu E je zretelny pokles napéti vlivem stépnych reakeci.
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Obrazek 4.8. Prubéhy koncentrace kysliku ¢ a vnitini proménné gg v C¢ase na dvou
riznych mistech tésnéni (body C a D, viz obr. 4.5).

Vyvoj svislé slozky napéti a jejich ¢asti podle (4.11) v ¢&ase je pro obé teploty
patrny z obr. 4.13 a 4.14. Cast napéti odpovidajici nové vznikajicim vazbam,
OR, je v pribéhu relaxace konstantni az na malé zmény zptsobené prerozdélenim
napéti v soucastce a plné se projevi po odlehcéeni. Efekt stépnych reakci je patrny
na poklesu o¢g (v absolutni hodnotg).

T 93

-0.0
Y
T -0.41
T
-0.82
-1.2
-1.41

Obrazek 4.9. Napéti (slozka o, ) na zac¢atku relaxa¢niho intervalu (¢ = 0,1h), teplota
25°C.

Uvedeny ptiklad, pfevzaty z [v8], ilustruje pouziti modelu starnuti pryze pro
malé deformace v MKP simulaci pryzové soucastky. Numericky model zohled-
nuje nehomogenni rozlozeni mechanickych vlastnosti materidlu jako souc¢ast reseni
ulohy. Mozné pouziti je pro predikci zmén mechanickych vlastnosti soucastky pii
provoznim zatiZeni a nasledné napi. i planovani servisnich intervalt a vymeény dilu
¢i tvarové optimalizace se zohlednénim zmén mechanickych vlastnosti. V pfipadé
uvedeného tésnéni je pozadavkem, aby pri zavieni vulkaniza¢ni komory bylo do-
sazeno dostatecného pfedpéti ve svislém sméru tak, aby pfi natlakovani komory
nedoslo ke ztrate tlaku.

|
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Obrazek 4.10. Napéti (slozka oy, ) na konci relaxac¢niho intervalu (¢ = 19,9h), teplota
25°C.
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Obrazek 4.11. Napéti (slozka oy,) na zac¢atku relaxa¢niho intervalu (¢ = 0,1h), tep-
lota 170°C.

4.2 Model Naumann-Ihlemann (dynamic network
model)

Tento model je podrobné popsan v dizertaéni praci Christopha Naumanna [80].
Naumann popisuje kompletné kinetiku chemickych reakci i difuzi kysliku, na je-
hoz spotiebé pfimo zavisi starnuti pryze. Jeho model zahrnuje i popis Mullinsova
efektu a jako zaklad modelu lze pouzit jak polynomiélni funkce invariant defor-
mace (Mooneyho-Rivlintiv model) tak Ogdentiv model.

polymerni sité, jez podléha jak vlivu §tépeni vazeb, tak jejich vzniku. Stépné
reakce na kinematiku nemaji vliv. Nové vzniklé vazby naproti tomu zvysuji tuhost
materidlu, ovSem vznikaji v aktualni, zdeformované, konfiguraci a pravé jejich
pusobenim vznika trvald deformace vyjadfend ¢asti deformac¢niho gradientu F
(viz obr. 4.15).
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Obrazek 4.12. Napéti (slozka oy, ) na konci relaxa¢niho intervalu (¢t = 19,9 h), teplota
170°C.

0 5 10 15 20
time [h]

Obrazek 4.13. Vyvoj svislé slozky napéti (o,,) v bodé E (viz obr. 4.9) v Case, teplota
25°C. Zobrazena je celkova hodnota i ¢asti odpovidajici ¢lentim rozkladu (4.11).

—-1.5+4

0 5 10 15 20
time [h]

Obrazek 4.14. Vyvoj svislé slozky napéti (oy,) v bodé E (viz obr. 4.9) v case,

teplota 170°C. Zobrazena je celkova hodnota i ¢asti odpovidajici ¢lenim rozkladu
(4.11).

Celkova deformace - z pocatecéni nedeformované konfigurace €2y do aktualni

konfigurace {2 — je rozloZena na zménu objemu (Qy — ) a izochorickou ¢ast
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Obrazek 4.15. Kinematika pouZzitd u dynamic network modelu.
(Q — Q) tak, Ze pro deformacni gradient plati rozklad
F=FF. (4.44)

Tomuto rozkladu na volumetrickou (F) a izochorickou (F) &st odpovida aditivni
rozklad hustoty volné energie
U="U+1V. (4.45)

Izochoricka ¢ast deformacniho gradientu je déle rozloZena na deformaci do neza-
tizeného stavu (stress-free configuration, Q1) a z nezatiZeného stavu do aktudlni
konfigurace:

F=F,F; . (4.46)

Pomoci uvedenych rozkladi deformac¢niho gradientu lze déle definovat také pravy
Cauchyho-Greentiv deformac¢ni tenzor C, jeho izochorickou ¢ast C a elastickou
¢ast Co, kterd odpovida deformaci mezi nezatizenou a aktualni konfiguraci:

C=F'F=J23C, (4.47)
C=F'F=FICyF, (4.48)
Co=FlF,=FTCF!. (4.49)

Hustota volné energie T je potom funkci deformacniho tenzoru Cy, napf. model
neo-hookeovského typu

£0 \if == Cl() l/(t) ,u(t) (CQ = 3) y (450)
kde C1p je materidlovy parametr a soucinitele v(t) a p(t) popisuji rizné Gcéinky
starnuti materialu: soucinitel v odpovida stépnym reakcim a p popisuje vliv nové

vzniklych vazeb.
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Pro popis zmén nezatizené konfigurace se namisto Cs pouzije vnitini pro-
ménna C;!, pomoci které se vztah (4.50) zapise jako

po ¥ = Ciov(t) u(t) (C;l Yo 3) . (4.51)

Evolu¢ni rovnice pro Cfl je odvozena z pozadavku, aby nové vazby vznikaly za
nulového napéti. Vysledny vztah s poc¢atecni podminkou jsou

—1 .
e RO (45
C;lo)=1. (4.53)

Uvedeny model neo-hookeovského typu lze zobecnit tak, aby byl analogicky
Mooneyho-Rivlinovu modelu v tom smyslu, ze hustota volné energie zavisi na
druhém invariantu deformace. Lze provést i zobecnéni na model Ogdenova typu.

Pro popis zmén mechanickych vlastnosti materialu vlivem chemického starnuti
staci znat distribuci a rychlost spotieby kysliku. Bezrozmérna koncentrace kysliku
je znacCena £p,. Transport kysliku a jeho spotfeba vlivem chemickych reakei je
vyjadrena upravenou difuzni rovnici

k1éo
kaie A -2 =0 4.54
it 502 1+ 52 502 ( )
s okrajovymi podminkami
n-Véo, =0 xz €0, (4.55)
o, =1 x€00. (4.56)

Materialové parametry jsou zde difuzivita kqi¢ a reakéni soucinitele k1 a (35. Difuzni
rovnice je zde uvedena ve tvaru, ktery odpovida stacionarnimu stavu, nebot bylo
ukazano [80, kap. 4.1.6], Ze nestacionarni slozka mé na starnuti zanedbatelny vliv.

Vazba mezi chemickymi procesy a mechanickymi vlastnostmi materidlu je
vyjadirena pomoci evoluc¢nich vztahii pro tuhostni soucinitele

v kl gOz

—=—ag————, 4.57
v U1+ o, (457
ﬂ kl §O2

—=arR—————— 4.58
g 1+ Baéo, (4.58)

s pocatecnimi podminkami
v(0)=1, p0)=1. (4.59)

Mullinsiv efekt je do modelu zahrnut prostfednictvim soucinitele 7, ktery
vstupuje do vztahu pro vypocet napéti

S =2nCiopvdev [Cl_l : C] cl-JpcCct! (4.60)

a ktery se spocte pomoci vztahti

7 = N (Vmax) + (1 — nm(\i/max)> exp (m1 ( v 1)) ,(4.61)

max

Wy (1) = max {@(7), < t} , (4.62)

A

Nen(Urna) = (2 + 1 — ma) exp <—m3 q/m) . (4.63)
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Kapitola 5

Souhrnny model starnuti a poskozeni

Pro modelovani zmén mechanickych vlastnosti pryze pii soucasném uvazovani
tnavového poskozeni i chemického starnuti byl autorem navrzen model [v15], ktery
kombinuje continuum damage mechanics (CDM) podle [12] s dynamickym sifo-
vym modelem (dynamic network model [81, 80]). Formalné je pouzit stejny postup
jako pfi zahrnuti Mullinsova efektu v pavodnim modelu (viz kap. 4.2), ale roz-
voj poskozeni je popsan jinymi vztahy. V této kapitole je uvedena formulace
souhrnného modelu, piiklady jeho pouziti a jsou diskutovany jeho vlastnosti.

5.1 Formulace modelu
Pro popis kinematiky je pouzit tentyz rozklad jako v kap. 4.2, tj. plati

F=FF, (5.1)
C=F'F, (5.2)
F=F,F,, (5.3)
C,=F;F;, (5.4)

pfi¢emz vnitini proménna C;* vyjadiuje zbytkovou deformaci.

Hustota Helmholtzovy volné energie W je funkci elastické ¢asti deformace Co,
vnitinich proménnych 1 a v vyjadiujicich starnuti a vnitini proménné D vyjadiu-
jici poskozeni. Neo-Hookeovsky tvar je

U= Copuv(l—D) (Cy:l—3)=Ciopur(l— D) (é:c;l—:s) . (5.5)

kde (¢ je parametr modelu. Druhy Pioliv-Kirchhofttiv tenzor napéti je v tako-
vém pripadé a pfi uvazovani nestlacitelného materialu

S=2Cppv(l—D)dev [Cfl C] cl-pct. (5.6)

Rozvoj poskozeni je popsan vztahy

ov

D=(-AY)" |, Y =_— 5.7
(-Avy, v=22 (57)
s parametry A a a a pocateéni podminkou
D(0)=0. (5.8)
Zmeéna tuhosti vlivem starnuti je opét
v kl 602
—=—ag—————, 5.9
v 1+ B 6o, (5:9)
/.L kl 502
S =ap———m—— 5.10
po N1+ Bréo, (5.10)
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s pocatecnimi podminkami
v(0)=1, p0)=1. (5.11)
Pii zanedbani difuze kysliku, napf. v pripadé tenkych vzorki, je koncentrace £o,
konstantni a predchozi vztahy lze zjednodusit na
%
— = —kg, 5.12
y s (5.12)
f
]
kde kr a kg jsou nové parametry modelu starnuti.
Simulace chovani pryzového dilu muze tedy byt popsana napf. v totalni
Lagrangeové formulaci jako nasledujici pocate¢né-okrajova tloha.

Uloha 5.1:

Jsou predepsany objemové sily f QO x (to,t1) — RY, posuvy ¢asti hranice
up : I'p x (to, tl) — RN a vektor napéti ty : I'y X (to, t1) — RYN. Déle je predepsan
priibéh teploty! T : Qg x {(to,t1) — R a okrajové podminky pro bezrozmérnou
koncentraci kysliku &o,

= kg , (5.13)

f =80, nalo,p, (5.14)

Véo, 1= fo, mnalo,N. (5.15)

Refenim tlohy se rozumi najit pole posuvi @ : Qg x (to,t1) — R, pole

bezrozmérné koncentrace kysliku &g, : Qg x (tg,t1) — R, pole tuhostnich soudi-

niteld p : Qg X (to,t1) = R a v : Qo x (tg,t1) — R, pole parametru poskozeni

D : Qox (to, 1) — R a pole inverzi trvalych deformaci C;' : Qg x (to, 1) — RV*N

takovych, ze v kazdém Case t € (tg, t1) splituji podminku rovnovéhy a difuzni rov-
nici

Div (SFT) +pof=0, vQ, (5.16)
k1 &o
kait Ao, — ———— =0, Q. 4.54
ait A%0 1+ 52 €0, v (4.54)
s okrajovymi podminkami
17: = ZTD na FD s (517)
oii=ty naly, (5.18)
f =&o, mnalo,n, (5.14)
Véo, -1 = fo, mnalo,n (5.15)
a evolucni vztahy
DC' _ jifp1 1
~Le1-c ) 0 4.52
Dt 1 ( 1 v (4.52)
: ov
D=(AY)", Y="— vQ .
(AY)", 5p 7% (5.7)
/:L kl 502
Eoapg—22— vQ, 5.10
w1 Byéo, (5.10)
v kl §O2
Z—ag—29% 40, 5.9
v ST hto, (5.9)

! Neni uvazovana termomechanicks vazba a rozloZeni teploty lze tedy uréit nezéavisle jako FeSeni
tlohy vedeni tepla.
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s pocatecnimi podminkami

Ci'l=1 vQ, (5.19)
D=0 vQ, (5.20)
=1 vQ, (5.21)
v=1 vQ. (5.22)

U

5.2 Priklady

Chovéani materidlového modelu popsaného v predchozi ¢asti je na tomto misté
ilustrovano nékolika priklady odezev na typické zptisoby zatézovani. Vétsina pii-
kladt byla pfedstavena v [v15]. Jde vesmés o odezvy na rtzné typy zatézovani za
predpokladu homogenni deformace pti jednoosé napjatosti. Diky tomuto predpo-
kladu pfejde ptivodni okrajova tloha 5.1 na soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic (ODR), kterou lze fesit ve specidlnich piipadech (napf. relaxace) analy-
ticky nebo obvyklymi numerickymi fesi¢i. Odvozeni potfebnych vztahti je popsano
v dodatku A.

Priklad 5.1: Jednoosa napjatost
Protazeni je pfedepsano funkci

At) =140,1sin*(27t) . (5.23)

Teplota T' i bezrozmérna koncentrace kysliku £p, se predpokladaji konstantni
v Case i v prostoru a hodnoty parametri modelu jsou

Cio=1,0Pa, (5.24)
A=50Pa, (5.25)
a=30, (5.26)

kr=12-1073%, (5.27)
ks = 1072 . (5.28)

Vysledné casové zavislosti vnitinich proménnych a napéti jsou vykresleny
v obr. 5.1. Trvald deformace (resp. deformace odpovidajici nezatiZenému stavu)
roste z nuly na stfedni hodnotu predepsané cyklické deformace a zatizeni se tak
meéni z puvodné mijivého na symetrické. V souladu s hodnotami parametrt kr
a kg roste hodnota soucinu v u, tj. ptevazuje z pohledu vlivu starnuti na celkovou
tuhost proces tvorby novych vazeb nad jejich zanikem. V soucinu se soucinite-
lem poskozeni ovSem celkova tuhost klesa, nebot poskozeni je ve svém efektu jev
nevratny.

Porovnani zavislosti napéti na deformaci pfi prvnim a poslednim cyklu si-
mulace je na obr. 5.2. Neni patrnd zadna hystereze, nebot hodnoty souciniteld
starnuti kg a kg jsou pfilis malé vzhledem ke zvolené frekvenci zatizeni a jiny
mechanismus, ktery by k hysterezi mohl vést, pouzity model neobsahuje. Kromé
vyrazného poklesu tuhosti je patrné i zména nezatizeného stavu a ji odpovidajici
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Obrazek 5.1. Vysledky numerické simulace cyklické zkousky pii jednoosé napjatosti.

tlakové napéti pii nulové deformaci v pripadé posledniho cyklu, coz je jev bézné
pozorovany pii experimentech.

|
Priiklad 5.2: Dvoukrokova relaxace
Protazeni je pfedepsano funkci
1,2 0<t<5000s,
Alt) = {1,3 5000 < ¢ . (5:29)

Vysledné pribéhy napéti a poskozeni jsou vykreslena v obr. 5.3 pro tyto hodnoty
parametrid modelu:

010 = 1,0 Pa s (530)
A=15Pa, (5.31)
a€{4,0,4,5,8,0} , (5.32)
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Obrazek 5.2. Zavislost napéti na deformaci v prvnim a 3150 cyklu.

krp =12-107%, (5.33)
ks = 1073 (5.34)

Vysledky jsou zobrazeny pro rtizné hodnoty exponentu a. Je patrné, ze priibéh
trvalé deformace neni exponentem a ovlivnén, na rozdil od pribéhu napéti a
poskozeni. Napéti v kazdém pripadé klesa pti kazdém kroku zatizeni k nule, coz
je zptsobeno starnutim, konkrétné zménou nezatizené konfigurace. Tento zavér
plyne z faktu, ze pfi druhém kroku napéti opét vzroste a jeho pokles tedy nebyl
zplusoben Stépnymi reakcemi ani poskozenim. Pokud by totiz pokles napéti byl
zpusoben poklesem soucinitele » k nule nebo nartistem proménné D k jedné,
zména deformace by nezpiisobila vyraznou zménu napéti. Dalsim patrnym efektem
zmény nezatizené konfigurace je odpovidajici pokles rychlosti poskozeni.

Priklad 5.3: Relaxace pri cyklicky proménné teploté
Protazeni méa po celou dobu experimentu hodnotu A = 1,2 a teplota je pfedepsana
jako
T(t) = 300 K + Tomp sin® (7 f 1) , (5.35)
s frekvenci f = 1072 Hz a tfemi riznymi amplitudami, Thyp € {20K, 10K, 1K}.
Zéavislosti koeficientti evoluénich vztaht (5.13) a (5.12) na teploté T" jsou ur-
¢eny Arrheniovym zakonem

_Eai .
kfz(T) = k’()i exp (ﬁ) , 1€ {R, S} s (536)

jehoz parametry jsou soucinitel ky; a aktivacni energie F,;. Univerzalni plynova
konstanta je oznacCena R.
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Obrazek 5.3. Vysledky numerické simulace dvoukrokové relaxace pii jednoosé napja-
tosti.

Vysledné pribéhy napéti, poskozeni a koeficienti evoluc¢nich rovnic kgr a kg
jsou vykresleny v obr. 5.4 pro tyto hodnoty parametrtt modelu:

Cio=1,0Pa, (5.37)
A=15Pa, (5.38)
a=6,0, (5.39)

kor = 1,2-1072 | (5.40)

kos = 1072 (5.41)

Far=2-10*7, (5.42)

F.s=2-10"J . (5.43)

Z grafl je patrné, ze zbytkova deformace se blizi predepsané deformaci, pfi-
cemz nejblize jsou hodnoty odpovidajici amplitudé Thyp = 20 K. Nésledkem pri-
béhi zbytkové deformace klesa napéti k nule. Hodnoty poskozeni se ustali, nejvetsi
poskozeni odpovida nejmensi teplotni amplitudé a naopak.

[ |

5.3 Vlastnosti modelu

Chovani modelu ilustrované v predchozi kapitole na ptikladech nékolika vybra-
nych typu zatiZeni odpovidéd do znacné miry vychozimu dynamickému sitovému
modelu. Vyjimkou, ktera je proto predmétem zkoumani této prace, je vztah star-
nuti a tnavového poskozeni. Projevy starnuti maji rizny vliv na vyvoj poskozeni.
Pokles tuhosti ¢i zména nezatizené konfigurace pti zachovaném zatézovani snizuji
rychlost poskozovani, zatimco rist tuhosti tuto rychlost zvysuje.
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Obrazek 5.4. Vysledky numerické simulace relaxace pfi jednoosé napjatosti a cyklicky
proménné teploté.

Zména nezatizené konfigurace je proces do jisté miry vratny. Naproti tomu po-
kles tuhosti vlivem starnuti i poskozeni je nevratny. Pokud je soucinitel poskozeni
nenulovy, vzdy prevazi nad nartistem tuhosti.

5.4 VlIiv poskozeni na transport kysliku

Vyse popsany model obsahuje implicitné vliv starnuti na rozvoj inavového po-
skozeni, vazba v opa¢ném sméru vsak pfitomna neni. Jako jeden z moznych
mechanismti takové vazby autor navrhuje ptisobeni mikrotrhlin na difuzi kysliku.
Pritomnost trhliny, ktera je ekvivalentni poskozeni, miize pro pohyb molekul kys-
liku tvorit v krajnich pfipadech bud piekdzku nebo zkratku. Vliv poskozeni na
proces starnuti pak spociva ve zrychleni ¢i zpomaleni prisunu kysliku.

V literatufe zabyvajici se difuzi v pryzich je zminovana spise prvni moznost,
prekazky jsou ovSem tvoreny Casticemi plniva, ¢emuz odpovidaji i experimentalni
vysledky. V této kapitole jsou popsany simulace ustaleného stavu difuze meto-
dou konec¢nych prvki v periodickém médiu s nehomogenitami riznych tvari
obou typi vcetné jejich kombinace. Vysledkem téchto simulaci jsou predevsim
homogenizované koeficienty difuzivity v zavislosti na geometrii a velikosti trhlin.
Tyto zavislosti jsou validovany analytickymi vzorci zndmymi z literatury a v za-
véru kapitoly je navrzen postup davajici do souvislosti proménnou poskozeni D
s makroskopickou hodnotou difuzivity kq;s.

Priklad vypocetni oblasti, kterou je jedna periodickd burika, je znazornén na
obr. 5.5. Je tvofena pevnou fazi (g, trhlinou )y, hranici mezi pevnou fazi a
trhlinou ['gy a vnéjsi hranici vypocetni oblasti I'p. Pfedpokladem je, Ze transport
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kysliku na rozhrani pevné a plynné faze se ridi Henryho zdkonem
c= Sp02 ) (544)

ve kterém je c¢ koncentrace kysliku v pevné fazi, po, je parcidlni tlak kysliku
v plynné fazi a soucinitel S tzv. Henryho konstanta.

Qs Qy
(] \ / o

\

@ / )
I'sv e I
Ip

Obrazek 5.5. Geometrie vypocetni oblasti pro periodické médium s trhlinami

Déle se predpoklada, ze transport kysliku v plynné fazi probiha mnohem vét-
Simi rychlostmi nez jeho difuze v pevné fazi. Z toho vyplyva, ze parcialni tlak
kysliku v kazdé uzaviené a oddélené trhliné je konstantni a tedy, diky Henryho
zékonu (5.44), je i koncentrace kysliku na hranici kazdé takové trhliny konstantni.
Toto samoziejmé plati, je-li Henryho konstanta S kladna. Pokud je nulova, k po-
hybu kysliku pfes hranici trhliny nedochézi a trhlina se pro molekuly kysliku
chova jako prekazka. Prvni varianta, kdy trhlina ptisobi jako zkratka je popsana
nasledujici okrajovou ulohou.

Uloha 5.2: Difuze kysliku v periodickém médiu s trhlinami
Pro zadany makroskopicky gradient koncentrace Vcy najit fluktuacni ¢ast c¢; ta-
kovou, ktera splnuje difuzni rovnici

V- (KVe)=0 naQg, (5.45)
kde celkova koncentrace ¢ = ¢y + ¢1, Dirichletovy okrajové podminky jsou
cg=0 nalc, (5.46)
periodické okrajové podminky
c1(x1) = c1(x2) Vxy € I'p, xo = P(x1) , (5.47)

kde P je operator, ktery bodim z I'p prifazuje odpovidajici body na proté€jsi
¢asti hranice, a konecné podminky ve tvaru linearni kombinace

C(Xl) = C(Xg) VXl,XQ S FSV . (548)
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O
Slaba formulace tlohy 5.2 je v pripadé konstantni difuzivity K: Pro zadany
gradient Vc¢y najit ¢y € U takové, ze

/ KVec Vg = —/ KVey Vg, VYgqeV, (5.49)
Qs QS

kde prostor ptfipustnych reseni U = { c€ H'(Qg) :c=0nalpUTlcacy+c=
konst. na I'sy } a prostor testovacich funkci V = { q€ H*(Qs) :q=0nalpu
I'cUTgy }

Homogenizované koeficienty se spoctou tak, ze se fesi ulohy, ve kterych jsou
bazové vektory e; pouzity coby predepsané gradienty makroskopické koncentrace
Vel |t

0 » J-
vel) =e; . (5.50)

Slozky homogenizovaného tenzoru difuzivity se potom spoctou jako

Kg = |Q_13! o K (Vc(()i) + Vc@) (Vc(()j) + chj)> ,

kde chz) je TeSeni okrajové ulohy (5.49) s gradientem makroskopické koncentrace
definovanym (5.50).

Numerické simulace metodou koneénych prvki (MKP) byly implementovany
pomoci knihovny SfePy [24]. Parametrické generovani MKP siti bylo realizovano
pomoci Gmsh [37].

Priiklad 5.4: Kruhova trhlina proménného priuméru

Uloha je definovéna v roving, byly pouzity trojihelnikové prvky s linearni apro-
ximaci koncentrace. Piklad sité je na obr. 5.6. Difuzivita pryze (pevné faze) je
zvolena jednotkova, tj.

K — Ll) (1)] . (5.51)

Henryho koeficient se pfedpoklada kladny, S > 0, tj. prestup kysliku pres rozhrani
I'sv je mozny.

Obrazek 5.6. MKP sit pro vypocet homogenizovanych difuznich koeficienti (piiklad
5.4)
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Obrazek 5.7. Vysledné koncentrace pii rtiznych makroskopickych gradientech, kru-
hova trhlina o priiméru 0,2 (ptiklad 5.4). Levy sloupec obsahuje vysledky pro Vg = [1,0]7,
pravy sloupec pro Vo = [0, 1]T. Zcela nahote jsou hodnoty cy, uprostied fluktuacni
¢ast ¢1 a dole celkova hodnota ¢y + ¢;.

Ukazka vyslednych koncentraci je na obr. 5.7. V. pripadé gradientu Ve¢y =
[1,0]T je fluktuacni ¢ast koncentrace evidentnd nesymetricka, coZ je zpiisobeno
hrubou diskretizaci hranice trhliny nesymetrickou podle svislé osy. Tento jev byl
pro uplnost v obrazku ponechan.

Zavislost homogenizovanych koeficientdi na primeéru trhliny je na obr. 5.8.
Prvky na diagonale maji stejnou hodnotu a rostou s objemovym podilem trhliny,
zatimco mimodiagonalni slozky jsou nulové, tenzor difuznich koeficientti je tedy
izotropni.
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Obrazek 5.8. Homogenizované koeficienty v zavislosti na primeéru kruhové trhliny
(piiklad 5.4).

Priklad 5.5: Proménné vnéjsi rozmeéry periodické burky
Primeér kruhové trhliny je v tomto prikladé 0,4, ale méni se jejich vzdéalenost po-
dél vodorovné osy. Toho je dosazeno zménou vnéjSich rozmért vypocetni oblasti.
Ostatni parametry zistavaji stejné jako v predchozim prikladé.

Ukazka vysledkiit MKP vypoctu je na obr. 5.9. Homogenizované koeficienty,
viz obr. 5.10, jsou v tomto pripadé neizotropni kromé ptipadu ¢tvercové bunky
a opét rostou s objemovym podilem trhliny.

[ |

Priklad 5.6: Trhlina tvaru elipsy

V tomto prikladu jsou uvazovany trhliny tvaru elipsy s konstantni plochou, ale
proménnym pomeérem délek poloos. Ostatni parametry jsou stejné jako v ostat-
nich prikladech.

Ptiklad vyslednych koncentraci je zobrazen na obr. 5.11. Homogenizované koe-
ficienty, viz obr. 5.12, jsou opét anizotropni kromé piipadu kruhové trhliny. Stejné
jako v predchozim ptikladé plati, ze koeficient ve sméru, ve kterém jsou mezi trh-
linami mensi vzdalenosti, nabyva vétsi hodnoty a naopak.

Protoze matice difuznich koeficientli reprezentuje tenzorovou veli¢inu, podléhéa
obvyklym transformac¢nim vztahtim pfi zménach souradnic. Tento fakt byl ovéfen
porovnanim transformovanych slozek matice s vysledkem numerickyjch simulaci,
ve kterych byla trhlina pootocena.

[ |

Piiklad 5.7: ReSeni v prostoru

Ptevedeni popisovanych rovinnych tloh do prostoru je mozné provést s minimél-
nimi zménami v kédu diky obecnosti pouzité MKP knihovny SfePy. Tento priklad
byl fesen na siti tvorené ctyfuzlovymi prvky s linearni aproximaci koncentrace.
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Obrazek 5.9. Vysledné koncentrace pii riznych makroskopickych gradientech, sifka
buriky 0,8 (pfiklad 5.5). Levy sloupec obsahuje vysledky pro Vegy
sloupec pro Veg = [0,1]T. Zcela nahote jsou hodnoty co, uprostied fluktua¢ni éast c;

a dole celkova hodnota cg + ¢;.

Obr. 5.13 obsahuje ptiklad vyslednych koncentraci. Dalsi diskuzi obsahuje kap.

[1,0]", pravy

5.4.1, kde jsou homogenizované koeficienty porovnany s analytickymi vztahy.

Priklad 5.8: Neprostupna castice plniva

Volba Henryho koeficientu S = 0 vede k situaci, kdy se inkluze vzhledem k difuzi
chovaji jako prekazky. Toto mize byt, vzhledem k experimentalnim vysledkim
[14, 4], pFipad ¢astic plniva.

Z prikladu vyslednych koncentraci na obr. 5.14 je patrné, ze pribéh koncent-
race podél hranice inkluze je kvalitativné zcela odlisny od pripadd s propustnou
inkluzi. Hodnoty homogenizovanych koeficienti v zavislosti na objemovém po-
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Obrézek 5.10. Homogenizované koeficienty v zavislosti na vzdélenosti trhlin (p¥iklad
5.5).

meéru inkluze jsou na obr. 5.15. Vys$si pomér plniva vede v souladu s ocekavanim
k poklesu difuzivity. Diky symetrii tlohy jsou homogenizované koeficienty izot-
ropni.

Priklad 5.9: Casteéné odtrzena éastice plniva
Tento priklad ukazuje kombinaci obou druhti podminek zkoumanyjch dosud. Pted-
poklada se, ze kruhova inkluze - ¢astice plniva - je na horni ¢asti svého povrchu
(y > 0) odtrzena od matrice, tj. Henryho koeficient je zde kladny, S > 0, a trans-
port kysliku pfes tuto ¢ast hranice je mozny. Na zbylé ¢asti hranice (y < 0) je
Henryho koeficient nulovy, S = 0, a rozhrani je zde pro kyslik neprostupné.
Vysledné rozlozeni koncentrace je vykresleno na obr. 5.16 a matice difuznich
koeficientt je
K — 1,234 —0,0109

= 1200109 0817 (5.52)

5.4.1 Aproximace homogenizovanych koeficienti

Z literatury jsou znamy nejriznéjsi vztahy pro homogenizovanou vodivost kompo-
zitnich materiali, které je mozné diky formalni podobnosti difuzni rovnice pouzit
pro srovnani s prezentovanymi numerickymi vypocty.

Prvnim je Maxwelliv vztah [99] pro fidce rozptylené kulové ¢éstice, tj. mate-
ridl, ve kterém je velikost castic zanedbatelna proti vzdalenosti mezi nimi,

247

-1
k=1-— 3¢V (ﬁ + ¢V> y (553)

kde ¢y € (0,7/6) je objemovy podil inkluze, v = Ky /KR je pomér vodivosti in-
kluze (Kr) a matrice (KR) a x je pomér priamérné vodivosti kompozitu a matrice.
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Obrazek 5.11. Vysledné koncentrace pii riznych makroskopickych gradientech, trh-
lina tvaru elipsy s poloosami 0,5 a 0,25 (pfiklad 5.6). Levy sloupec obsahuje vysledky
pro Veg = [1,0]T, pravy sloupec pro Vg = [0,1]T. Zcela nahote jsou hodnoty co,
uprostied fluktuacni ¢ast ¢; a dole celkova hodnota cg + ¢1.

V kontextu této prace maji vyznam dva specialni ptipady: v = 0 v pfipadé nevo-
divé inkluze (¢astice plniva) a v — oo v piipadé plné propustné trhliny. Dalsim
vztahem je Rayleightiv pro kulové inkluze rozmisténé v krychlové siti [86, 99]:

2+~ a(l—7) 103 14/3
k=1-3¢y [ 4 gy~ 2LV 103 , 554
\4 1_,)/ \4 %+,y A\ (V ) ( )
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Obrazek 5.12. Homogenizované koeficienty v zéavislosti na na délce svislé poloosy
trhliny (pfiklad 5.6).
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Obrazek 5.13. Fluktua¢ni ¢ast (vlevo) a celkova koncentrace (vpravo) v pfipadé ku-
lové inkluze o prtméru 1 uvniti krychlové bunky (piiklad 5.7), makroskopicky gradient
Veo = [0,1,0]T. Jedna étvrtina buiiky je skryta.
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Obrazek 5.14. Fluktuacni ¢éast (vlevo) a celkovd koncentrace v piipadé kruhové

¢astice plniva o priiméru 1 (piiklad 5.8), makroskopicky gradient Veg = [0, 1]T.
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Obrazek 5.15. Homogenizované koeficienty v zavislosti na objemovém podilu ¢astic
plniva (piiklad 5.8).
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Obrazek 5.16. Vysledné koncentrace pii riznych makroskopickych gradientech, ¢as-
te¢né odtrzend ¢astice plniva (piiklad 5.9). Levy sloupec obsahuje vysledky pro Veg = [1,0]T,
pravy sloupec pro Ve¢y = [0,1]T. Nahoie fluktuaéni ¢4st ¢; a dole celkova hodnota

co + c1. Cern4, ¢ara na hranici inkluze znaéi jeji neprostupnou ¢ast, zbytek je odtrzena

plné prostupna cast.
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kde a = 0,523. Ttetim vztahem pro kulové inkluze je vzorec Zuzovskyho a Bren-
nera [99]

24 v 16 a2, pr0/3
k=1-30¢y 11—~ 5 + v — 4/3+~ +2;0 ;/30 ¢7/3
1= v (5.55)
53,503 (1 — ) éu”

-1
+ O :

i ww)
kde agy = 0,2857 a agp = 0,02036 v pripadé kulovych dér rozmisténych v krych-
lové siti.
Priklad 5.10: Porovnani s analytickymi vztahy - kulové trhliny v krych-
lové mtizZce
Vztahy (5.53)-(5.55) byly porovnany s vysledky MKP vypoctia. Obr. 5.17 obsa-
huje relativni rozdily pomérné vodivosti kompozitu s neprostupnymi casticemi
plniva v zavislosti na objemovém poméru plniva. Obr. 5.18 obsahuje relativni
rozdily pomérné vodivosti materialu s plné prostupnymi trhlinami v zavislosti
na objemovém pomeéru trhlin. Vysledky vykazuji velmi dobrou shodu v pfipadé
neprostupnych ¢astic plniva a pro nizsi objemovy podil trhlin. Rozdily pii vyssich
podilech trhlin lze do jisté miry zmensit zjemnénim sit€, ale vzhledem k tomu,
Ze hlavni motivaci této prace je modelovani pryzovych dili v pracovnich pod-
minkéch, odhad Zivotnosti a pfipadné navrh vymeény dili za nové, neni pripadna
neshoda v oblasti velkjch objemovych podilt trhlin relevantni.
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ﬁ —e— Zuzovsky
)
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primér ¢astice
Obrazek 5.17. Relativni rozdily pomérné vodivosti kompozitu s ¢asticemi plniva
v zévislosti na objemovém poméru plniva (piiklad 5.10).

|
Pro rovinné tlohy s kruhovymi inkluzemi lze pouzit Rayleighiv vztah [86]
/ 3¢L\L/ 4 2 -
k=1=2¢y (V' + ¢y — —— (7*0,03235020) , (5.56)
v
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Obrazek 5.18. Relativni rozdily pomérné vodivosti materidlu s plné prostupnymi
trhlinami v zdvislosti na objemovém poméru trhlin (pfiklad 5.10).

kde
V= — . (5.57)

Priklad 5.11: Porovnani s analytickymi vztahy - rovinny pripad
Porovnani vztahu (5.56) s MKP vypocty pro pfipad neprostupnych ¢astic plniva
i plné prostupnych trhlin je vykresleno na obr. 5.19. Stejné jako u predchoziho
prikladu plati, Zze shoda je dobra pro malé hodnoty objemového podilu inkluze.

0.002 4 =—e— trhlina (y—x)

—+— plnivo (y=0)
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prGmeér trhliny

Obrazek 5.19. Relativni rozdily pomérnych vodivosti materidlu s neprostupnymi
¢asticemi plniva a s plné prostupnymi trhlinami (piiklad 5.11).
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5.4.2 Pouziti pro makroskopicky model difuze

Prakticky vyznam numerickych simulaci difuze na mikroskopickych bunkach tkvi
v moznosti navrzeni odpovidajiciho fenomenologického modelu. Jde o ¢innost
probihajici v dobé psani této dizertacni prace a budou zde tedy jen ve strucnosti
shrnuty hlavni kroky bez piimé vazby na ostatni kapitoly. Cilem je na makrosko-
pické skale urcit vztah mezi poskozenim D a difuzivitou kgir bez uvazovani sifeni
mikrotrhlin a s dal$imi zjednodusujicimi predpoklady.

Klicovym krokem je nalezeni hypotézy tvaru trhlin, tj. predpisu, ktery po-
pisuje geometrii mikroskopické burnky v zavislosti na hodnoté D. Je-li takova
hypotéza zvolena, lze numericky vypocist hodnoty difuzivity kgqi pro rizna D
a tyto pouzit v TeSeni okrajové-pocatecni tlohy 5.1 namisto konstantni difuzi-
vity. Ve spojeni s predepsanymi hodnotami makroskopické deformace je mozné
realizovat tento postup bud vhodnou metodou pro viceskdlové simulace, napr.
FEM? (FEM-squared), kdy se fes{ mikrotloha v kaZdém kvadraturnim bods,
nebo pomoci vhodné interpola¢ni funkce vyjadrit difuzivitu podle pfedem spocte-
nych hodnot.
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Kapitola 6
Experimenty

6.1 Starnuti

Postup pfi zkouseni vlivu tepelného starnuti ve vzduchu na fyzikalni vlastnosti
pryZze upravuje norma CSN 62 1522. Télesa dle ni starnou v nedeformovaném
stavu. PTi zkousce se provede pocatecni méfeni zvolenych fyzikalnich vlastnosti,
poté se umisti do zafizeni zabezpecujiciho stalou teplotu a vyménu vzduchu —
teplotni komory (v terminologii uvedené normy termostatu). V teplotni komote
se vzorky nechaji po stanovenou dobu starnout a po jejich vyjmuti se opét pro-
vede méfeni zvolenych fyzikalnich vlastnosti. Norma stanovuje teploty a doby
starnuti, pripustné ¢asové intervaly mezi jednotlivymi tikony i pozadavky na kon-
strukci teplotni komory (napf. minimalni vzdalenost vzorkt od stén i od sebe
navzajem, pozadavky na vyménu vzduchu nebo pfipustné vykyvy teploty). Me-
zinarodni norma ISO 188 rozlisuje dva zptisoby realizace starnuti v peci, tj. pii
atmosferickém tlaku, a v tlakové nadobé za zvyseného tlaku.

Johlitz popisuje v ¢lanku [55] dva druhy experimentt provedené na piirodni
pryzi plnéné 60 phr sazi. Prvnim typem méfeni je kontinualni relaxacni zkouska
(continuous relazation test), pti které jsou tahové vzorky drzeny pii predepsané
deformaci piimo v teplotni komoie a sila je méfena po celou dobu starnuti. Pri
tomto druhu zkousky je mozné pozorovat vliv fyzikalniho starnuti a stépnych re-
akci na tuhost vzorku, ale vliv nové vzniklych vazeb neni patrny, nebot se tvoii
beze zmény napéti (tzv. stress-free). Druhy typ méfeni (intermittent monotonic
tension test) je prakticky shodny s postupem podle CSN 62 1522 popsaném
v predchozim odstavci, tj. vzorky starnou v nedeformovaném stavu a po stano-
vené dobé se provede monotonni tahova zkouska. Pro kazdou zkousku se pouzije
novy vzorek a zatézovani probiha pfi malych rychlostech deformace, ¢imz se po-
tlaci projevy Mullinsova efektu a viskoelasticity.

6.2 Unava

Standardni zkousky tinavy pryze jsou bud ohybové nebo tahové. Postupy zkouseni
unavy v ohybu upravuji napt. normy ASTM D430, ASTM D813 nebo ISO 132.
Pro zkousky v tahu stanovuje norma ISO 6943 télesa tvaru krouzkd a ploché
dvoulopatkové vzorky a doporucuje se pro materialy bez vyrazného teceni. Norma
ASTM D4482 je prakticky shodna. Zkousky je obvykle mozné realizovat jako
méfeni poctu cykld do poruseni nebo meéreni ristu trhliny.

Pro tinavové zkousky elastomeri pii viceosém namahéani bylo vyvinuto néko-
lik typt vzorki. Castym tvarem, v rfiznych rozmérovych variantach, je vzorek
tvaru presypacich hodin (hourglass specimen), ktery sestava z rotacné symetrické
pryzové casti navulkanizované ke kovovym podstavam, které se upinaji do celisti
trhaciho stroje (viz obr. 6.1). Tento typ vzorku lze zatézovat tahem, tlakem i
krutem nebo jejich kombinaci. Nevyhodou pro tinavové zkousky muze byt, oproti
plochym vzorktim, hromadéni tepla.

Mars a Fatemi [70] navrhli vzorek tvaru prstence navulkanizovaného mezi
kovové podstavy, ktery rovnéz umoznuje zkousky tahem, tlakem a krutem, ale ma
mnohem mensi tloustku a jsou pro néj zndma analytickd Feseni.
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Obrazek 6.1. Vzorek tvaru presypacich hodin.

6.3 Experimenty provedené autorem

6.3.1 Cyklické zkousky

Tato ¢ast prace je popsana v [v10]. Cyklické zatézovani bylo provadéno na servo-
hydraulickém stroji Instron 8800. V pfedepsaném zatézovani (obr. 6.2) se stfidaji
vzdy ¢tyfi cykly mezi 0 a 25% deformace (,pomalé cykly”) a poté 5000 cykli
harmonické deformace (,,rychlé cykly”) superponované na statickou hodnotu. Tato
posloupnost dvou druhi cyklt se vzdy opakovala 80-krat s hodinovou prestavkou
po kazdych dvaceti cyklech. Vyjimkou byly zkousky prostym smykem, pfi kterych
dochéazelo k odlepeni vzorku diive.

25% |
| €a
0l
_ J
Y
4 cykly 5000 cykla
N )
——

80 x
Obrazek 6.2. Predepsana deformace pfi cyklickych zkouskéach.

Rychlost deformace pii ,,pomalych cyklech” byla 0,015, coz odpovida rych-
losti posuvu Celisti stroje 0,26 mm/s v pfipadé tlakovych vzorka a 0,10 mm/s
v pripadé prostého smyku. ,,Rychlé cykly” byly provadény s frekvenci 10 Hz.

Pro zkousku jednoosym tlakem byly vyrobeny tlacné plochy, které lze upnout
do tahovych celisti trhaciho stroje (obr. 6.3). Tla¢na plocha je opatfena mélkou
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drazkou tvaru kruznice, kterd vyrazné omezuje samovolny posuv vzorku béhem
cyklického zatézovani. Pro zkousky prostym smykem byla pouzita obvykla konfi-
gurace, tj. pryzovy kvadr nalepeny protilehlymi sténami mezi dva ocelové plechy —
obr. 6.4. Posuvy byly pfi obou médech zatéZzovani snimany pohonem stroje, nebot
rozméry vzorkli a tvar pfipravkid neumoznoval pfipnuti mechanického extenzo-
metru.

Obrazek 6.3. Fotografie cyklické zkousky jednoosym tlakem.

Zmétena data jsou znazornéna na obr. 6.5 a 6.6. Jsou vykreslena maxima
a minima sily pii ,rychlych” cyklech. Jednotlivé kiivky odpovidaji riznym pa-
rametrium zatézovani, tj. amplitudé ,rychlych” cykli €, a jejich stfedni hodnoté
em. V grafech je zfejmy pokles sily, coz mtize byt zptisobeno o¢ekavanym pokle-
sem tuhosti vlivem poskozeni, ale také napi. trvalymi deformacemi. Skutecnym
vysledkem zkousek jsou tedy data zméfena pii ,,pomalych” cyklech, ze kterych
Ize 1épe usuzovat na mechanismy zmén vlastnosti materialu. Zaroven mohou byt
statické deformacni vlastnosti pozadovanym vystupem, napi. pri feseni tlohy jak
se bude ménit statické predpéti tlumiciho elementu vlivem cyklického provozniho
zatizeni. Model vlivu cyklického namahani pryze na jeji statické vlastnosti byl
popsan v [v10].

6.3.2 Arcan

V rémci projektu VS15 [v30] byl vyroben pfipravek pro kombinované zkousky
tahem a smykem (tzv. Arcan). Tvar a rozméry vzorku jsou znazornény na obr.
6.7. Srafované oblasti jsou upnuty v piipravku. Fotografie celé sestavy b&hem
zkousky je na obr. 6.8. Vzorek se do stfedni ¢asti pripravku upeviiuje pomoci
vlozek vyrabénych dodatecéné. Doposud byl pfipravek pouzit pouze ke zkouseni
mékkych materialtt — pryze a korkového kompozitu — kdy byly vlozky vyrobeny
z plastu (PLA) na 3D tiskarné. Tento zpiisob vyroby umoziuje tvar vlozek pfi-
zpusobit drobnym rozdiltim ve tvarech vzorkt, pricemz tyto rozdily maji v zasadé
tTi priciny:

1. Tloustka desky, ze které se vzorky Fezou, zavisi na vyrobci a zamyslené apli-
kaci. Neni tedy mozné dodrzet pfi rtznych mérenich predepsanou tloustku
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Obrazek 6.4. Fotografie cyklické zkousky prostym smykem; zvétseny jsou oblasti, kde
je patrné odlepovani vzorku od ocelovych plecht.

1.6 T T T
15 Ew |
1.4} —em = 3,9mm, €, = 1,0mm

—em = 3,9mm, £, = 0,5m1n

1.3} —em = 4,2mm, €, = 0,5m1
121 \-: - A 1

L1} R

0.9 i

sila [kN]

0.8 ‘ ‘ ‘
0 100000 200000 300000 400000
pocet cykla

Obrazek 6.5. Sila pii cyklické tlakové zkouSce — minima a maxima, [v10].

vzork. S pomoci 3D tisku se velmi rychle (v fadu desitek minut) vyrobi
vlozky presné pozadované tloustky.
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Obrazek 6.6. Sila pii cyklické smykové zkousce — minima a maxima, [v10].

2. Vzorky se obvykle feZou vodnim paprskem. Castym jevem pii pouZiti této
technologie je, ze se paprsek mirné rozsifuje a i po korekci tohoto rozsiteni

0.9F

—&m = 2mm, €, = 0,5 mn)]
-=em = 1,5mm, €5, = 0,5 njin

20000

40000 60000

pocet cykla

80000

100000

maji obvykle narezané vzorky jednu podstavu vétsi.

3. PTi méfeni pryze dochazi k vytahovani vzorki z pfipravku, procez se na jeho
strany (na obr. 6.7 vyznaceno Srafovanim) lepi kovové pfilozky. Obvykle se
ovSsem nepovede nalepit prilozky zcela presné a ty pak na nékterych hranach
vzorku mirné vy¢nivaji (o 0,1-0,2mm). Toto se Fesi vytisknutim sady vlozek

s ruznou hodnotou tolerance.

Pti zkousce se predepisuji pouze tahové posuvy, ale podle natoceni pripravku
v Celistech je vzorek namahan zvolenou kombinaci tahu a smyku (viz obr. 6.9 a

kap. A.3).

Obrazek 6.7. Rozméry vzorku (v mm) pro kombinovanou zkousku tahem a smykem

(Arcan) [59].
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Obrazek 6.8. Fotografie ptripravku pro kombinovanou zkousSku tahem a smykem
(Arcan). Vlevo piipravek bez upinacich desticek, vpravo béhem zkousky.

4
Obrazek 6.9. Pootoceni ptipravku pro kombinovanou zkousku tahem a smykem (Ar-
can)

Pripravek byl pouzit pro validaci identifikovaného modelu korko-pryzového
kompozitu [v9], pfi¢emz uchyceni pomoci plastovych vlozek nepfedstavovalo pro-
blém. Pfi zkouskéach pryze [v7,v5] bylo ovSem zaznamenano vytahovani vzorki
z pripravku, viz obr. 6.10. Tento jev byl eliminovan nalepenim kovovych prilozek
na boky vzorku, obr. 6.11. Pouziti kovovych prilozek rovnéz odstranuje nutnost
stlaceni vzorku pfi upinani, diky ¢emuz nedochézi k jeho vytlaceni z pripravku
a nezadoucimu nartstu mérené sily pri nulovém posuvu.

Obr. 6.12 obsahuje ¢asové zavislosti pfedepsaného posuvu pistu a zméfené
hodnoty sily, obr. 6.13 obsahuje zavislosti zméfené sily na posuvu pistu pro thly
pootoceni piipravku 0°,30° a 60°. S rostoucim tthlem pootoceni ptipravku je pa-
trny nartst zmétené sily, pricemz vétsi rozdil je mezi 30 a 60 °. Vzhledem k poctim
vzorkll, kdy byl pouzit pouze jeden vzorek pro nenulové tihly natoceni pripravku,
je ovSem tento zaver nejisty a v pripadé dalsich méreni jej bude nutné proveérit.
Dtvodem pro pouziti pouze jednoho vzorku pro pootoceny piipravek byl kromé
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—
Obrazek 6.10. Vytahovani pryzového vzorku bez piilozek z piipravku. Cervené sipky
oznacuji mista, kde dochazi k odlehnuti vzorku od stén pfipravku. Vzorek byl kvili
fotografovani upevnén plexisklem.

Plastové vlozky

Nalepené prilozky ——
Vzorek

Obrazek 6.11. Vzorek typu Arcan s nalepenymi kovovymi piilozkami a plastové
vlozky do pripravku

casové narocnosti meéreni i omezeny pocet vzorki dodanych vyrobcem a predchozi

pouziti vétstho mnozstvi vzorki pro analyzu jejich uchyceni v pripravku.

6.3.3 Starnuti pfi zvySené teploté

Vysledky popsané v této kapitole nebyly dosud publikovany. Jde ale o dulezi-
tou cast predkladané prace, proto jsou zde postup méfeni i vysledky popsany

podrobnéji.
Meéfteni vlivu starnuti pti zvysené teploté bylo provadéno v teplotni komote

(termostatu) umoznujici dosazeni teploty az 140 °C. Rozméry vnitiniho prostoru
teplotni komory jsou 50 x 60 x40 cm (vyska x $itka x hloubka), uvnitf je misto pro
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Obrazek 6.12. Casové zavislosti pFedepsaného posuvu pistu a zméfené sily pii tiech
ruznych thlech pootoceni pripravku Arcan.
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Obrazek 6.13. Zavislosti zméfené sily na posuvu pistu pro vzorky typu Arcan pii
tfech ruznych thlech pootoceni

t1i policky, vzdalené od sebe ve svislém sméru 14 cm. Vyména vzduchu s okolim je
zajisténa kruhovym vétracim otvorem o primeéru 5cm ve stropu teplotni komory.

Pii zkouskach bylo postupovéno s piihlédnutim k normé CSN 62 1522 (Pryz
— Metoda stanoveni urychleného tepelného starnuti ve vzduchu). Byly dodrzeny
podminky starnuti (vymeéna vzduchu v teplotni komorte, teplota starnuti, doba
kondicionovani vzorki po vyjmuti z teplotni komory). Tvar vzorkd a umisténi
ve svéracich bylo voleno na zékladé dostupnosti materidlu (pryzovych vzorki)
a podle normy CSN ISO 815-1, kterd upravuje méfeni trvalé deformace v tlaku
(viz déle).
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K méteni byly pouzity vzorky tvaru valce o vysce 26 mm a priméru 13,5 mm.
U téchto byla nejprve provedena zkouska jednoosym tlakem. Pti ni byly vzorky
zatizeny Ctyfmi kvazistatickymi cykly do deformace 35 %. Poté byly vzorky po
tfech stlaceny ve strojnich svéracich (obr. 6.14) na pfedem stanovené hodnoty
deformace a vlozeny do teplotni komory. Tam byly ponechany po dobu 24 ho-
din pii teploté 70 °C. Poté byly vyjmuty, ochlazeny na pokojovou teplotu a po
stanovené dobé kondicionovani (minimalné 16 hodin, maximalné 6 dni) byla opét
provedena zkouska jednoosym tlakem. Po ni byly vzorky opét vlozeny do svéraki
a do teplotni komory a néasledoval dalsi krok starnuti. Vysledkem méteni jsou
tedy zavislosti napéti na deformaci zméfené pro rizné hodnoty predpéti a po
riznych dobach starnuti.

Obrazek 6.14. Upnuti vzorka ve svérdku pii méfeni tepelného starnuti. Soudésti
piipravku je deska s rovnou kontaktni plochou a distan¢ni vlozky, které zajistuji
stlaceni vzorkt na predepsanou deformaci s dostatec¢nou presnosti.

Byly zvoleny dvé hodnoty deformace: 15% a 25 %. Kromé toho byly v peci
pritomny jesté tii nestlacené vzorky a tii nestlacené vzorky byly umistény mimo
pec.

Obr. 6.15-6.19 zobrazuji vliv celkové doby starnuti pii riznych hodnotach de-
formace na vysledky kvazistatické tlakové zkousky. V pripadé nedeformovanych
vzorki (obr. 6.15 a 6.16) je pii zvySené teploté patrny navrat materidlu do bliz-
kosti ptivodniho stavu. Na rozdil od vzork umisténych mimo pec (obr. 6.15) 1ze i
pii néaslednych zkouskach vzorkt umisténych v peci (obr. 6.16) pozorovat vyrazny
Mullinstiv efekt (detail na obr. 6.17).

Ostatni zkousky (obr. 6.18-6.19) naznacuji vyrazny vliv predpéti jak na narust
tuhosti a miru Mullinsova efektu, kterou lze pozorovat pii nasledném zatizeni, tak
na velikost zbytkové deformace (bude popsano dale). Nartst tuhosti lze pfitom
pozorovat témér vyhradné v oblasti deformaci nad hodnotou, pti které byl vzorek
drzen v teplotni komore.

Obr. 6.20 zobrazuje velikost zbytkové deformace v zavislosti na ¢ase. Zbytkova
deformace byla méfena s prihlédnutim k normé CSN ISO 815-1 (Pry#, vulkani-
zovany nebo termoplasticky elastomer — Stanoveni trvalé deformace v tlaku —
Cast 1: Pii laboratornich nebo zvysenych teplotach). Nebyl dodrzen tvar zku-
Sebnich vzorkt z divodu dostupnosti materialu. Predepsana teplota a postup
zkousky (tj. doba zotaveni mezi vyjmutim vzorkd z pece a méfenim jejich
tloustky) dodrzeny byly.

V piipadé vzorkt bez pfedpéti (na obr. 6.20 zobrazeny modrou a zelenou
barvou) lze predpokladat, ze zbytkova deformace je disledkem zatiZeni vzorki
pri kvazistatickych zkouskach nebo dtsledkem zmény objemu materidlu béhem
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Obrazek 6.15. Porovnani kvazistatickych zkousek u vzorku starnouciho pii deformaci
0 % pfi pokojové teploté (23°C).
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Obrazek 6.16. Porovnani kvazistatickych zkousek u vzorku starnouciho pii deformaci
0% pf¥i zvysené teploté (70°C).

starnuti. U vzorkt umisténych v peci je hodnota zbytkové deformace nizsi nez u
vzorku drzeného pii pokojové teploté. Lze se tedy domnivat, Ze zvysena teplota
pusobi v tomto pripadé snizovani trvalé deformace. Pro potvrzeni nebo vyvraceni
této domnénky ovSem neni (ve zde uvedenych vysledcich) k dispozici dostatek
dat.

U wvzorkd drzenych béhem starnuti pii nenulovém piedpéti (na obr. 6.20
zobrazeny Cervené a Cerné) dosahuji trvalé deformace nezanedbatelnych hodnot
a v pribéhu starnuti jesté dale vyrazné rostou. Struktura materialu se tedy méni
jak v zavislosti na predpéti, tak v zavislosti na dobé starnuti. Tato predstava
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Obrazek 6.17. Porovnéni vlivu teploty na Mullinstiv efekt u vzorkt starnoucich v ne-
deformovaném stavu. Nahore vzorek starnouci pii 23 °C, dole vzorek starnouci pfi
70°C.

souhlasi s predstavou o zméné zesifovani uvedenou v kap. 4, ktera je zdkladem
modeli chemického starnuti (kap. 4.1, [66], nebo 4.2, [80]), a citované modely
jsou proto vhodnymi kandidaty pro modelovani zde popsanych jevii.
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Obrazek 6.18. Porovnani kvazistatickych zkousek u vzorku stdrnouciho pii deformaci
15% pii zvysené teploté (70°C). Zvyraznény jsou, pro piehlednost a kvili povaze
diskutovanych vysledkt, pouze ¢tvrté zatézovaci kiivky.
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Obrazek 6.19. Porovnani kvazistatickych zkousek u vzorku starnouciho pfi deformaci
25% pii zvySené teploté (70°C). Zvyraznény jsou, pro piehlednost a kvili povaze
diskutovanych vysledki, pouze ¢tvrté zatézovaci kiivky.
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Obrazek 6.20. Velikost zbytkové deformace pii experimentu se starnutim za zvysené
teploty. Barevné jsou odliSeny rtizné hodnoty deformace.
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Kapitola 7

Identifikace parametru

Tato kapitola se zabyva nejdrive identifikaci parametri materialovych modeli
obecné a poté aplikaci uvedenych postupt na souhrnny model poskozeni a star-
nuti popsany v kap. 5. Hlavnim pfinosem je ¢ast 7.3 vénovand volbé vhodnych
méfeni a analyze vlastnosti optimaliza¢ni metody v zavislosti na experimental-
nich datech. Stanoveni mezi pouzitelnosti identifikovanych parametrii je popsano
az v kapitole 8. Jiz na tomto misté je ovSsem na obr. 7.1 pro ilustraci uveden
celkovy postup identifikace parametr materidlového modelu. Tento postup pred-
poklada volbu libovolného materidlového modelu a pripadnou revizi této volby.
Vybér modelu lze ovsem chépat i jako rozhodovani mezi riiznou mirou zjednodu-
seni komplexniho modelu uvedeného v této praci tak, jak je popsano v kap. 8.1.
Zasadnim krokem je zvazeni predpokladaného naméahani soucasti a na zakladé néj
stanoveni pozadovanych mezi pouzitelnosti materidlového modelu. Vyznamnou
¢ast této kapitoly (podkap. 7.3) tvori tfeti krok metody, ktery spoc¢iva v analyze
proveditelnych experimentii z pohledu identifikovatelnosti parametrit vybraného
modelu. Vystupem této analyzy je seznam experimentti, které je nutné provést.
Dalsi ¢ast metody, kterou popisuje tato kapitola, je samotna kalibrace modelu
(podkap. 7.1 a 7.2). V diagramu je znazornéna doporu¢end volba optimalizaéni
metody v zavislosti na vlastnostech modelu — zda je linearni vzhledem ke svym
parametrim a zda nékteré jeho parametry podléhaji nerovnostnim vazbam. Kroky
metody tykajici se mezi pouzitelnosti a vyhodnoceni shody modelu s experimenty
jsou popsany v kap. 8.

7.1 Uloha identifikace parametr modelu

Matematicka formulace zvolené pro potfeby této prace mé tvar minimalizace hod-
noty zdola omezené skalarni funkce.

Uloha 7.1: Identifikace parametrt
Najit sadu parametri

- . ;1
& = argmin f(a) , (7.1)

kde f je néktera z forem cilovych funkci popsanych nize a mnozina A je tzv.
pripustna mnozina dana pripadnymi vazbami. Il

7.1.1 Cilova funkce ve tvaru vazeného souc¢tu ¢tvercu od-
chylek

Funkce f v (7.1) je v tomto pfipadé dana predpisem
fwrss(@) =Y _w; (F; — F(z;0))” (7.2)

kde x; jsou hodnoty nezavisle proménné, F; jim odpovidajici zmérené hodnoty
zavisle proménné, funkce F' je model a w; jsou nezaporné vahové koeficienty.

Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly se pracuje se dvéma modifikacemi uvedeného
tvaru cilové funkce, které jsou ovSem jen jejim preformulovanim za tcelem pie-
hlednosti vykladu a jsou jejimi specialnimi pripady.
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Obrazek 7.1. Postup volby materidlového modelu, jeho kalibrace a zhodnoceni.
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7.1.2 Modifikace cilové funkce pro analyzu vlivu experi-
mentalnich dat

Predpokladéa se provedeni nékolika méfeni s riznymi zpiisoby zatézovani, napf.
cyklické zkousky v tahu a tlaku s rdznymi rychlostmi posuvu, relaxace, teceni,
apod. Pro posouzeni vlivu experimentu jako celku na identifikovatelnost parame-
tri a na kvalitu identifikovanych parametri (viz kap. 7.3.1) se cilové funkce zvoli
ve tvaru
2
f (Ol) Zw th (FZ] _F(giaxj;a)) (7 3)
expl = ) .
>, (Fij)? ’

>

kde index 7 odpovida jednotlivym zkouskam a index j znaci jednotlivé okamziky
méfeni. Oproti (7.2) pfibylo normovéani sou¢tem experimentalnich dat a vahové
koeficienty w; prislusné jednotlivym experimenttim.

Pro vysetfeni vlivu jednotlivych ¢asovych okamziki (viz kap. 7.3.2) se vdhové
koeficienty prifadi kazdé slozce rezidua zvlast:

o wij (Fiy — F(ei, 255 00))
feXpQ(()é):ZZJ (Zt-(Fi'(; 2 (7.4)

&

7.1.3 Vazby

Pouziti vazeb nejcastéji prameni z potieby zajistit stabilitu identifikovaného mo-
delu nebo je zadouci kvili zachovani fyzikalniho vyznamu nékterych parametrii
(napf. relaxacnich ¢ast).

Pti odvozeni vazeb pro parametry polynomialniho hyperelastického modelu
[v25] byla podminka stability zredukovana na limity tahového a tlakového napéti

Alim ola; \) =400,
o (7.5)
lim o(a;\) = —0 .

A—0t

Nutnou podminkou pro splnéni (7.5) je nezapornost vSech parametri modelu
Clij), coz je sama o sobé natolik restriktivni podminka, Ze dalsi omezeni nebyla
pozadovana.

V pripadé Ogdenova hyperelastického modelu je postacujici podminkou pro
stabilitu [82, str. 582]

a;pg >0, V. 7.6
j M

V piipadé Ogdenova modelu s jednim nebo dvéma cleny jde zaroven o podminku
nutnou, pro modely se tfemi a vice ¢leny neni nutné splnit nerovnost pro vsechna
J-

Pokud model obsahuje evolu¢ni vztahy ve tvaru obycejnych diferencidlnich
rovnic, je obvyklé omezit jejich koeficienty tak, aby odpovidaly fyzikalnimu vy-
znamu. V pripadé dynamic network modelu se to tyka predevsim souciniteli
starnuti ag a ag (viz (4.57)) a difuzivity kg (viz (4.54)), které maji byt kladné.
Podobné parametr poskozeni A (viz (5.7)) by mél byt nezaporny, aby byla disi-
pace nezaporna.
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7.2 ResSeni optimaliza¢ni tlohy

Prakticky postup pfi identifikaci parametrtt modelu obvykle spociva v pouziti
vhodného algoritmu pro numerickou optimalizaci. Obecné algoritmy jsou k dis-
pozici jako soucést softwarovych baliki pro védecké vypocty (napf. SciPy [57],
Octave [34], Matlab), ovSem nékteré fesice jsou dostupné i samostatné (napi.
[Popt [97]).

Podkapitoly 7.2.1-7.2.5 tvorii prehled nejjednodussich algoritmt pro numeric-
kou optimalizaci. Priklad 7.1 obsahuje ptiklady jejich pouziti pfi identifikaci a
porovnani vlastnosti.

7.2.1 Metoda nejmensich ¢tverca

Je-li model F' linearni vzhledem k parametrim a a jde o tlohu bez vazeb (tj.
A = R") piejde tiloha 7.1 na soustavu linearnich algebraickych rovnic. Piipady
nelinearnich modelti 1ze obvykle linearizovat, ale je nutné sledovat platnost linea-
rizovaného modelu. Linearizovany model lze pouzit jak k itera¢nimu feseni tlohy
identifikace, tak k odvozeni nékterych teoretickych zavérua [15] (viz kap. 7.3).

Pti identifikaci parametr polynomialniho hyperelastického modelu se uka-
zalo, ze pro zajisténi stability identifikovaného modelu je nutné, aby vsechny pa-
rametry byly nezdporné [v25]| (viz kap. 7.1.3). Tato tloha byla feSena funkci
scipy.optimize.nnls [57], kterd vyuziva algoritmus popsany Lawsonem a Han-
sonem [62, kap. 23].

Ve zvlastnich pfipadech je mozné model linearizovat transformaci promeén-
nych. Takto byly napt. identifikovany parametry modelu cyklického poskozeni
v ¢lanku [11], kdy se vztah (3.16) pro pocet cykli do poruseni N; pievede do
logaritmickych souradnic:

Aa
log Nf = —a log Seq + log (1 - a) : (7.7)

Za nezavisle proménnou se v tomto piipadé povazuje ekvivalentni napéti Seq a
méfenou veli¢inou je pocet cyklt do poruseni Nf. Parametry linedrniho modelu

jsou pak a a log (%)
7.2.2 Metoda nejvétsiho spadu

Vstupem metody je kromé pfedpisu cilové funkce (v€etné experimentélnich dat)
jesté startovaci bod a. V' k-tém kroku se vektor parametrii zméni podle nasle-
dujiciho predpisu:

Qi1 = O — dk Vf(ak) y (7.8)

kde délka kroku dj muze byt, v zavislosti na zvolené varianté algoritmu, zvolena
konstanta nebo feSeni ulohy jednorozmérné minimalizace (line-search)

d, = arg géi}zlf (o —dVf(ay)) . (7.9)

7.2.3 Metoda sdruzenych sméru

Na zacatku se zvoli
po = —go = —Vf(ag). (7.10)
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V k-tém kroku se provedou nésledujici vypocty:

B, = 181 7
[f=a1

Pr = —8k + BrPr—1, (7.11)

dy = arg mtinf (og—1 4+t pr—1) ,
Q1 = o +dy P
7.2.4 Newtonova metoda a kvazinewtonovské metody

Predpis pro k-ty krok optimalizace je
i1 = g — YN H_1 Vf(ak) y (712)

kde H znac¢i Hessovu matici cilové funkce f a soucinitel vn omezuje délku kroku
metody, pokud je yn < 1.

Metody, které aproximuji Hessovu matici (resp. jeji inverzi, ¢imz se snizuje
vypocetni narofnost) pouze za pouziti funkénich hodnot a gradientu, se nazyvaji
kvazinewtonovské. Patii sem napt. BFGS nebo DFP.

7.2.5 Levenbergova-Marquardtova metoda

Patii mezi tzv. trust region metody, které — podobné jako newtonovské — aproxi-
muji cilovou funkei funkei kvadratickou. Je ale stanovena velikost okoli, na kterém
je tato aproximace jesté povazovana za divéryhodnou a tim je stanovena i ma-
ximalni délka kroku.

Vztah pro vypocet ¢lenti minimizujici posloupnosti je

i1 = o, — (H+ gy diag H) ™ V(o) (7.13)

kde H je Hessova matice cilové funkce a hodnota parametru A, se upravuje podle
prubéhu optimalizace: Dojde-li v ramci kroku ke snizeni hodnoty cilové funkce,
snizi se jeho hodnota. V opa¢ném piipadé se jeho hodnota zvysi a vypocet axiq
se opakuje s touto vétsi hodnotou.

V pripadé cilové funkce ve tvaru

fla) = ' ri?(c) =r" -r (7.14)

lze v okoli minima pouzit aproximaci Hessovy matice
HxVTV, (7.15)

kde matice V = Vr.

Priklad 7.1: Porovnani optimaliza¢nich metod

Identifikace parametri Ogdenova hyperelastického modelu. Uvazuje se pouze je-
den clen tfady, parametry optimalizace jsou tedy modul p a exponent a. ,Ex-
perimentalni” data byla generovana umeéle, se zvolenymi parametry p = 1,2 Pa,
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Obrazek 7.2. Priklad 7.1. Prubéh identifikace parametri Ogdenova modelu ruznymi
metodami v prostoru optimalizac¢nich parametra.

a = 1,5. Pro vSechny metody bylo provedeno patnact krokid optimalizace. V pti-
padé realné ulohy by byla zastavovaci podminka volena napt. ve tvaru

V(o) <e, (7.16)

kde € je zvolené (malé) ¢islo. Pro jednorozmérnou minimalizaci byla pouzita funkce
minimize scalar z baliku scipy.optimize [57].

Pribéh optimalizace a hladiny cilové funkce v prostoru optimalizacnich para-
metri jsou vykresleny v obr. 7.2. Hodnoty cilové funkce v pribéhu identifikace
jsou na obr. 7.3.

Z pohledu rychlosti konvergence se v tomto pfipadé jevi jako nejlepsi me-
toda sdruzenych sméri. Prvni krok je identicky s metodou nejvétsiho spadu a
DFP, ale od druhého kroku je jiz konvergence metody sdruzenych smeéri vyrazné
rychlejsi. Levenbergova-Marquardtova metoda se od ostatnich uz v prvnim kroku
1isi, zfejmé diky pouzité aproximaci Hessovy matice (7.15). Béhem nékolika krokt
se ovSem Levenbergova-Marquardtova metoda dostane do podobného trendu jako
metoda sdruzenych sméru a lze tedy ocekavat, ze pro feSeni uiloh identifikace bude
vhodné téz.

[ |

7.3 Vliv experimentalnich dat

Pojem identifikovatelnosti parametri v zavislosti na pouzitych datech je v lite-
ratufe znamy, ovsem tyka se typicky situace, kdy je vybrany matematicky model
prilis slozity, tj. méa velké mnozstvi parametri (je tzv. overparametrized), a do-
stupnéd data neumoznuji identifikovat vSechny tyto parametry [23]. K této situaci
muze dojit i pti identifikaci parametri materidlovych modeli pryze, coz bude uka-
zéno v této kapitole, pficemz bude navrzen postup, jak tomuto stavu vhodnou
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Obrazek 7.3. Priklad 7.1. Prubéh identifikace parametri Ogdenova modelu ruznymi
metodami — rychlost konvergence.

volbou pouzitych méfeni predejit. Protoze je tato prace zamérena na zahrnuti
starnuti a poskozeni, dvou jevli podobnych ve svém vlivu na ¢asovou zménu tu-
hosti materialu, je popisovana metoda ilustrovana priklady, které zdtraznuji prave
parametry, které ovliviiuji zménu tuhosti materidlu v zavislosti na case a historii
zatézovani, zatimco pouziti na obvyklé tuhostni parametry zde popsano neni. Ve
zminénych piikladech je tedy pouzit jediny méd naméhani — jednoosa napjatost —
ale jsou podrobné zkoumany rtzné c¢asové pribéhy predepsaného zatizeni a jejich
vliv na Tesitelnost a podminénost tlohy identifikace. Predkladana metoda posuzo-
vani identifikovatelnosti parametrt je nicméné naprosto obecna a lze ji tedy pouzit
i pro parametry, které odpovidaji riznym geometrickym charakteristikaim defor-
macniho chovani materidlu, napt. tuhostnim parametrim polynomialniho modelu
(Ch0, Cot,...) nebo parametraim Ogdenova modelu (u;, ;).

K problému identifikovatelnosti bylo pristoupeno pomoci analyzy cilové funkce
ve spojeni s numerickymi experimenty, coz je postup vedouci ke znacnému zjed-
noduseni problému, diky kterému lze v prvnim kroku abstrahovat od jevii, které
nebyly cilem prace, jako napt. zahrnuti chyb méreni ndhodnych nebo systematic-
kych. Zminény ptistup pomoci numerickych experimentd rovnéz umoznuje zvazit
potencial dosud nerealizovanych experimenti, tj. piinos pofizeni nového zafizeni
nebo usili vlozeného do ladéni aparatury a postupu dosud nerealizovaného mé-
feni. Jevy potlacené ve zminéném zjednoduseni je zaroven mozné zamérné zkou-
mat napt. tak, ze se do numerickych experimentt chyby méfeni umeéle zavedou.
Zaroven lze ve zde uvedenych postupech pouzit skutecna experimentalni data a
vySetfovat tak vlastnosti cilové funkce, ktera popisuje chovani fyzicky existujiciho
materialu.
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7.3.1 Vybér deformac¢nich médu a ¢asovych prubéhu

Tato kapitola vysetiuje vliv experimentu ¢; jako celku na vlastnosti cilové funkce.
Zamyslené pouziti takové analyzy je rozvaha, zda zahrnuti uvedeného experimentu
prispiva k identifikovatelnosti hledané sady parametri modelu a jaky je jeho vliv
na presnost ¢i obor pouzitelnosti vysledku.

Predpokladé se cilova funkce podle (7.3). Citlivost cilové funkce vzhledem
k i-tému experimentu jako celku lze zapsat jako

2
Ofexpr 2o, (Fij = Flei, vj5 1)) (7.17)
Ow; >, (F)? ’
coZ je opét skalarni funkce parametrti modelu (pro kazdé ). Pouziti tohoto typu
citlivosti je ilustrovano nasledujicim prikladem.

Piiklad 7.2: Prosty tah/tlak za konstantni teploty a koncentrace kysliku
Protoze jsou teplota i koncentrace kysliku nezavislé na case, je priibéh vnitinich
proménnych g a v feSenim jednoduché linearni obycejné diferencialni rovnice.
Priubéh inverzni trvalé deformace Cfl zavisi na predepsaném priibéhu deformace
v Case. Za “spravné“ parametry materialového modelu byly zvoleny:

Cio=10Pa, kp=09, ks=105, A=005Pal, a=2 (7.18)

a numerickou simulaci odezev na vybrana buzeni byly vygenerovany priibéhy de-
formace a napéti, které byly pouzity misto experimentalnich dat. Zvolené typy
zatizeni byly:

e teCeni s predepsanym nominalnim napétim 1N,
e cyklicka zkouska s predepsanym protazenim

A(t) = 1+ sin? (7t) | (7.19)
e relaxacni zkouska s predepsanou skokovou deformaci
_J1 prot<0
At) = {2 pro t > 0 (7.20)

e méfeni trvalé deformace, pti kterém je vzorek nejdiive zdeformovan jako pri
relaxaci (A = 2,5), poté zcela odleh¢en do nezatizeného stavu (na nulové na-
péti) a deformace zméfend v této fazi je povazovana za trvalou a je vysledkem
méfeni.

Na obr. 7.4 jsou vykreslena predepsana protazeni, vygenerovana napéti a jim
odpovidajici citlivosti cilové funkce fexp1 v roviné parametrt starnuti kg a ks.
Diilezitym zjisténim je, Ze hladiny citlivosti v pfipadé relaxac¢ni zkousky a mé-
feni trvalé deformace jsou rovnobézné. Pti identifikaci pouze na zakladé relaxacni
zkousky tedy nelze stanovit hodnotu parametru kg a, podobné, ze samotného
méfeni trvalé deformace nelze urcit hodnotu parametru kg.
|
Vysledky naznacené v predchozim prikladé graficky lze formulovat i ¢iselné.
Cilova funkce ¢ jeji citlivost (pro jednoduchost znaceni bude pouZito souhrnné
oznaceni f) se za tim tcelem aproximuje v bodé ay kvadratickou funkei fapprox

f(@) & fapprox =T Aa+bTa+c. (7.21)
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Obrazek 7.4. Piiklad 7.2. Citlivosti cilové funkce vzhledem k jednotlivym experi-
mentim v roviné parametri starnuti kg-ks (horni fada) a vygenerovand data (spodni
dvé tady). Cervené tecky v grafech citlivosti oznacuji spravné hodnoty parametri
modelu. Cerné tecky v grafech dat oznaéuji body pouzité pro vypocet cilové funkce.

Minimalizace této aproximace spo¢iva v TeSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic

2Aa=—b. (7.22)

Kromé existence jednoznacného feSeni muze nastat (viz napf. [49]) jesté pfipad,
kdy existuje nekonecné mnoho feseni a ptipad, kdy neexistuje zadné feseni. Vzhle-
dem k povaze zde Tesenych tloh identifikace materidlovych parametri je rele-
vantni predev§im pfipad nekonecné mmnoha feSeni. Ten nastane, pokud vektor
pravych stran b nelezi v nulovém prostoru matice A. Pfi vySetfovani identifiko-
vatelnosti parametr se tedy najdou nulova vlastni ¢isla matice A a jim odpo-
vidajici vlastni vektory v;. Kazdy z téchto vlastnich vektort, ktery je kolmy na
vektor b, potom znaci smér, ve kterém jsou hladiny fipprox rovnobézné a kazdy
takovy smér znaci deficit v identifikovatelnosti parametri modelu. Je tedy mozné
identifikovat linearni kombinaci parametri, slozek a, ktera odpovida nenulovym
slozkam vektoru v;, ale nikoliv vSsechny hodnoty téchto parametr.

Obr. 7.5 a 7.6 zobrazuji poc¢ty takovych neidentifikovatelnych kombinaci v za-
vislosti na poloze bodu «, ve kterém byla zkonstruovana kvadraticka aproximace.
Hodnoty v obou grafech jsou vyc¢isleny na siti 201 x 201 bodu. Kritéria, podle
kterych byly posuzované veli¢iny povazovany za nulové, byla:

|Ai| < e, (7.23)
|v; - bl
< X
o = T2

kde A; znaci vlastni ¢islo matice A pfislusné vlastnimu vektoru v;.
Kombinace parametrii, jejichz pocty jsou v uvedenych grafech vykresleny,
nicméné nemaji primou vazbu na rovinu, ve které jsou zobrazeny, tj. je-li napft.
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u relaxace v néjakém bodé roviny parametr poskozeni zobrazen jeden neiden-
tifikovatelny smér, jde o tentyz smér, ktery je pro tutéz kombinaci parametri
zobrazen jako deficitni v roviné parametrt starnuti.

Kvadraticka aproximace byla v tomto pripadé urcena metodou pouzivanou
napf. Batesem a Wattsem [15], kdy se cilova funkce zapiSe jako

fla) =r(a)" r(a) (7.25)
a rezidualni vektor r se potom aproximuje v bodé « linearné jako
r(a) =r(ayg) + V() (¢ —ag) =ro+V (v — o) - (7.26)

Matice V byla v pripadé vypoctu obr. 7.5 a 7.6 stanovena metodou primé dife-
renciace (DDM, viz kap. B.2). Parametry kvadratické aproximace vyjdou

A=VTv, (7.27)
b=-2V'Vr+2VTr,, (7.28)
c=agV'Vag+ryr. (7.29)

Priklad konkrétnich hodnot vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich vek-
torti pro aproximaci v bodé ay = & jsou uvedeny v tab. 7.1. Z uvedenych dat
jsou zrejmé nasledujici zavéry:

e Teleni neobsahuje zadné deficity identifikovatelnosti podle kritérii (7.23) a
(7.24), vektor ve sméru exponentu poskozeni a je vSak jejich splnéni velmi
blizko.

e Relaxacni a cyklickd zkouska maji deficit prevladajici ve sméru koeficientu
poskozeni A.

e Méfeni trvalé deformace umoziiuje identifikaci pouze parametru kg, nebot
jedina nenulova slozka jediného vlastniho vektoru, ktery nepatii mezi deficitni
sméry, odpovida pravé tomuto parametru.

o Koeficient poskozeni A je problematicky u vSech uvedenych zkousek.

Interpretace uvedené analyzy cilové funkce je ta, ze zadny z uvazovanych ex-
perimentii nepostacuje k identifikaci vSech parametr modelu a je tedy nutné po-
uzit néjakou jejich kombinaci. Existence deficitu v identifikovatelnosti neni nutné
problémem pro optimaliza¢ni metody, které nevyuzivaji kvadratickou aproximaci
cilové funkce, nebot i v pripadé, Ze neexistuje jednozna¢né minimum této apro-
ximace, existuje obvykle gradient a je tedy mozné postupovat v jim definovaném
sméru. U nékterych z vySe zminénych problematickych experimentt (relaxace,
zbytkova deformace) je ovSem problém na metodé feseni nezavisly, nebot tyto diléi
cilové funkce nemaji jednoznacné minimum.

Pro tplnost je na obr. 7.7 v roviné parametra starnuti kg-kg spolu s hladi-
nami cilové funkce vykreslena hladina jeji kvadratické aproximace, ktera prochazi
bodem, ve kterém byla aproximace zkonstruovana a ma tedy v tomto bodé s hla-
dinou ptvodni cilové funkce spolec¢nou tec¢nu. Graf kromé toho ilustruje i princip
optimaliza¢nich metod vyuZivajicich kvadratickou aproximaci cilové funkce (viz
kap. 7.2.4 a 7.2.5).

Kromé fesitelnosti tlohy identifikace se nabizi sledovat jesté pripadny dopad
volby experimenti na spolehlivost vysledki. Napi. cyklickd zkouska sice umoz-
nuje nalezeni hodnot parametri kg a ks, ale hladiny v okoli feseni tvori protahlé
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Obrazek 7.5. Pocet neidentifikovatelnych kombinaci parametrii pfi riznych experi-
mentech, vykresleno v roviné koeficient® starnuti kgr-kg. Nahoie e; = e = 107'2, dole
€] = €y = 1073,

udoli. Pii nepfesném urceni jedné z neznamych tak automaticky vznikne chyba
i v hodnoté druhého parametru. Naproti tomu pfi pouziti kombinace relaxa¢ni
zkousky a méfeni trvalé deformace maji hladiny cilové funkce tvar blizky kruzni-
cim, viz obr. 7.8, a chyba v jednom parametru neznamena automaticky chybu

v hodnoté druhého.
7.3.2 Vliv jednotlivych bodi

Tato kapitola se, na rozdil od pfedchozi, zabyva vlivem jednotlivych bodi méreni
na vlastnosti cilové funkce. Cilem takového popisu je pfedevsim urcit, zda je po-
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Obrazek 7.6. Pocet neidentifikovatelnych kombinaci parametrii pfi riznych experi-
mentech, vykresleno v roviné parametrii poskozeni a-A. Nahote ¢; = e = 10712, dole
€] = €y = 1073,

uzité mnozstvi dat dostatecné, zda lze nékteré idaje vynechat, nebo které jsou
naopak pro identifikaci nepostradatelné.

K uvedenému tcelu se pouzije cilova funkce ve tvaru (7.4) pfi¢em?z jeji derivace
vzhledem k vybrané kombinaci ¢ a j vyjadiuje vliv j-tého bodu i-tého méfeni a
ma tvar

Ofexp2  (Fij — F(ei, x5 )’
Dwig >, (Fij)?

Pro ilustraci pouziti je opét uveden priklad.

(7.30)
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prevladajici

vl. ¢islo vl. vektor v; (v; - b) /||b]| | smér
tecent 0,440 0,997
0,0103 —0,0710
5,65107° | [-0,0511, 0,821, —0,314,
0,473, —0,0287]" 3,6710* kg, ks, A
1,0701075 | [0,00409, 0,485, 0,0492,
0,872, —0,0466] " —29010°% | A
9,60107* | [-1,93107%,—0,00341, 8,2110~%,
0,0552,0,998] " ~1,171071 | 4
relaxace 0,543 —0,939
0,0960 —0,345
4,4710~* | [-0,0124,9,501077, —0,137
0,989, —0,0594] " 249104 A
3,62107° | [-7,47107,3,7210%,—8,88107%,
—0,0601, —0,998]" 2,011078 a
1,21107* | [6,991071% —1,00,-9,311077,
—2,141075,-3,7110~4] " 297107 | kg
cyklicka | 1,01 —0,386
deformace | 0,153 —0,463
7,4210~* | [0,0378,1,0910%, —0,111,
0,991, —0,0600] " 2,42104 A
125107 | [-1,14107%,-1,26107%,-9,1210~*,
—0,0605, —0,998]* 5461078 a
552107 | [-1,64107%, —1,00,—1,921078,
—8,5210%,1,2610°6] " 1,4210716 | kg
zbytkova | 0 —4,29107%
deformace | 0,0818 [—2,9010713, -1, -2,34 1013,
—3,3610716,3,2610716] " 1 kR
3,6510~49 —8,0410%
0 5591072
0 2,111072

Tabulka 7.1. Vlastni ¢isla a vlastni vektory kvadratickych aproximaci citlivosti ci-
lové funkce pro stanoveni identifikovatelnosti parametri. Pro prehlednost uvedeny jen
vlastni vektory nejblizsi splnéni kritérii (7.23) a (7.24) kromé teceni, kde je uveden
pouze jediny vektor nesplnujici tato kritéria.

Piiklad 7.3: Prosty tah/tlak za konstantni teploty a koncentrace kysliku
— vliv jednotlivych bodu

Na obr. 7.9 jsou zobrazeny citlivosti cilové funkce vzhledem k vybranym bodim
zkousky teceni. Méfenou veli¢inou je protazeni, jehoz hodnota v okamziku zatizeni
neni ovlivnéna zadnym z parametrii starnuti. S rostoucim casem roste i vaha
bod méreni, ale cilova funkce si v roviné parametru starnuti zachovava tvar
protahlého udoli, které je pti identifikaci nezadouci z divodu mozného cik-cak
efektu, ale predevsim kvtli spolehlivosti identifikovanych parametri.
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Obréazek 7.7. Cilova funkce (modré hladiny) a jeji kvadratickd aproximace (zelené
hladiny). Cernym kole¢kem je oznaden bod, ve kterém byla aproximace zkonstruovéna,
Cervené je zakresleno minimum puvodni cilové funkce.
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Obrazek 7.8. Hladiny cilové funkce slozené pouze z relaxace a trvalé deformace
v roviné koeficientt starnuti kr-ks.

Na obr. 7.10 jsou zobrazeny citlivosti cilové funkce vzhledem k méfeni zbyt-
kové deformace. Toto méfeni sestava z jediného idaje, na néjz ma vliv predchozi
historie zatizeni. Méfeni zbytkové deformace v libovolném pozdéjsim case by
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Obrazek 7.9. Priklad 7.3. Citlivosti cilové funkce vzhledem k bodim méreni — teceni.
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Obrazek 7.10. Priklad 7.3. Citlivosti cilové funkce vzhledem k bodim méfeni — trvald
deformace.

ovsem v pripadé zde uvazovaného materidlového modelu vedlo k identickym
vysledkim.
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7.4 Zavér

Na zakladé vyse uvedenych prikladti optimaliza¢nich algoritmii se jako vhodny
postup pii kalibraci modelu chemického starnuti a poskozeni pryze (kap. 5) jevi
pouziti gradientniho algoritmu s vhodnym zahrnutim nerovnostnich vazeb. Ro-
bustni technikou je metoda nejvétsiho spadu, pricemz vazby mohou byt snadno
zohlednény modifikaci cilové funkce vhodné zvolenou penaltou. Pro rychlejsi kon-
vergenci lze doporucit metodu sdruzenych smért ¢i Levenbergovu-Marquardtovu
metodu. Vzhledem k pribéhim cilovych funkei konstruovanych v kap. 7.3.1,
jejichz hladiny by v prostoru parametri mély byt blizko elipsoidiim, 1ze nicméné
predpokladat, ze pomala konvergence Newtonovy metody a kvazinewtonovskych
metod se vhodnou volbou experimentt do jisté miry eliminuje.

Hlavnim zavérem této kapitoly je ovSem volba experimentalnich dat nutnjch
k 1spésné kalibraci modelu. Byl uveden obecny postup spocivajici v analyze
cilové funkce. Na prikladech byly studovany jeji vlastnosti vzhledem k parame-
trim urcujicim zavislosti mechanickych vlastnosti materidlu na case a historii
zatézovani. Z provedenych simulaci plyne, Ze tyto parametry modelu lze identi-
fikovat bud na zdkladé méfeni teceni nebo kombinace relaxacni zkousky a trvalé
deformaci, pficemz druhd moznost vede k robustnéjsim vysledkim.

Identifikace tuhostnich parametri modelu nebyla v ramci této prace zkou-
mana, resp. ve vsech vypoctech byl uvazovan pouze parametr Cg, jehoz stanoveni
je velmi primocaré, ackoliv pouzitelnost vysledného modelu je omezena. Dtivodem
pro toto zjednoduseni je fakt, ze stanoveni tuhostnich parametri je tloha z velké
a jiz na toto téma existuje rozsahla literatura, ktera popisuje deformac¢ni médy
nutné pro identifikaci riiznych tuhostnich parametri. Pro pryze, které byly auto-
rem dosud zkoumany, se vzdy potvrdilo, ze pfi identifikaci zalozené na tahové a
tlakové zkousce dosahuje model dobré shody i ve smyku. Tento zavér se nepotvr-
dil v pripadé korko-pryzového kompozitu, u ne¢hoz je tedy pouzit smykovou c¢i
krutovou zkousku i pti kalibraci modelu.

Lze tedy fici, Ze pro identifikaci vSech parametrii modelu (tuhostnich i ¢aso-
vych) je nutné pro kazdy deformac¢ni méd — zde tah a tlak! — provést pozadovanou
historii zatézovani — zde teceni a méteni zbytkové deformace. Pokud méa byt uva-
zovan i vliv difuze kysliku, je nutné zjistit i koeficient difuzivity, napf. mérenim
permeability membrany. Toto méfeni lze realizovat nezavisle na ostatnich a hod-
notu koeficientu difuzivity je tedy mozné v analyze identifikovatelnosti i procesu
kalibrace modelu povazovat za znamou konstantu. Opacné situace by nastala
v piipadé, Ze neni mozné méfeni permeabilit realizovat (napt. kvili chybéjicimu
piistrojovému vybaveni nebo nemoznosti vyrobit pozadované vzorky). Nabizi se
pak provést identifikaci koeficientu difuzivity napt. pomoci mechanickych zkousek
na vzorcich rizné tloustky, pfi¢emz chemické starnuti by diky rozdilnému prubéhu
difuze kysliku mélo riizny vliv na zmény tuhosti jednotlivych vzorkid. Takovato
méfeni jiz ovSsem nejsou z pohledu kalibrace modelu nezavisla na ostatnich expe-
rimentech a musi byt zahrnuta do analyzy identifikovatelnosti podle kap. 7.3.1.

I Tlak lze alternativné realizovat jako ekvibiaxialni zkousku.
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Kapitola 8

Spolehlivost modelu a meze jeho pouzi-
telnosti

Kvalitu identifikovanych parametri vzhledem ke zméfenym dattim vyjadiuje ci-
lova funkce. Pii praktickém pouziti mohou ovSem vyvstat i nasledujici otazky
tykajici se vysledku:

e Jsou identifikované parametry stabilni vzhledem k pouzitym experimentalnim
dattim?

e Jak se lisi predikovana hodnota sledované veli¢iny F'(¢; ) od ji odpovidajici
zmérené hodnoty F; v zavislosti na nezavisle proménné t7

e Jaka bude shoda modelu s experimenty, které nebyly zahrnuty v sadé méfeni,
na zakladé kterych byla provedena identifikace?

Prvni bod byl jiz stru¢né diskutovan v kap. 7.3. Druhy a tfeti bod je ekvivalentni
hodnoté cilové funkce, tj. pro zvolenou hodnotu cilové funkce lze dopocist maxi-
malni odchylku mezi predikovanou a zméfenou hodnotou pro libovolnou hodnotu
nezavisle proménné. Podkapitola 8.2 obsahuje formulaci obecného kritéria, které
lze pouzit pro stanoveni mezi pouzitelnosti identifikovanych parametri a to pro
experimenty zahrnuté ve formulaci cilové funkce i pro méreni pro kalibraci modelu
nepouzita.

Posledni podkapitola potom popisuje zptisob, jak pracovat s vysledky iden-
tifikace parametrti Ogdenova hyperelastického modelu ve tvaru intervalu. Autor
tento postup povazuje za potencialné natolik vyznamny pro praxi, ze je zde uve-
den.

8.1 Omezeni plynouci z vlastnosti materialo-
vého modelu

Castym pozadavkem pii volbé materialového modelu je zanedbat nékteré jevy po-
zorované v chovani skutecného materialu, napt. teplotni zavislost, viskoelasticitu
nebo nelinearitu. Toto zanedbani s sebou pak nese omezeni prediktivnich schop-
nosti modelu, ktery lze nasledné pouzit jen v urcitém okoli fyzikalnich podminek,
pro které byl zkalibrovan. Ptes zjevny nesoulad se skutec¢nosti ovSsem mtize mit
pouziti zjednoduseného modelu zcela legitimni opodstatnéni v technické praxi.

Model chemického starnuti a inavového poskozeni pryze popisovany v této
praci (kap. 5) zanedbava predevsim tyto jevy:

viskoelasticitu,

Mullinsuv efekt,

anizotropii pivodnich mechanickych vlastnosti i procesu poskozeni a
stlacitelnost.

Zanedbani viskoelasticity prameni pfimo z motivace této prace, kdy cilem mode-
lovani neni vypocet prechodové odezvy v case, ale vypocet predpéti ¢i deformace
pii statické zkousce. Mullinstiv efekt neni uvazovan, nebot je obvykle patrny pouze
béhem nékolika prvnich cyklt zatézovani. Zbyla omezeni jsou pak ucinéna s cilem
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zachovat prijatelnou miru slozitosti modelu a jde tedy o mozné dalsi kroky v jeho
Vyvoji.

Dalsi zjednoduseni lze v materidlovém modelu uplatnit, pokud by tomu od-
povidaly predpoklddané provozni podminky, zanedbanim:

e difuze kysliku v pfipadé tenkych soucasti,

e teplotni zavislosti pii predpokladaném provozu bez velkych teplotnich vykyvi
nebo

e omezenim rozsahu deformaci,

pricemz vliv na pouzitelnost takto zjednodusenych modeli je ziejmy.

8.2 Meze pouzitelnosti identifikovaného modelu

Jako kritérium pro stanoveni mezi pouzitelnosti identifikovaného modelu bylo
v prispévku [v13] navrzeno nasledujici.

Nechf sada parametri povazovana za feSeni tlohy 7.1 je &. Déle se uvazuje
experiment, pii némz byly zméfeny hodnoty zavisle proménné F; odpovidajici
hodnotam nezavisle proménné ¢;. Pouzitelnost modelu pro rtizné hodnoty nezavisle
proménné t se potom posoudi podle splnéni kritéria

Fi— AFpn(t:) < F(ti&) < Fi+ AFpu(t), (8.1)

kde AFpin a AFpax jsou zvolené funkce. Aby bylo mozné stanovit hranice inter-
vali pouzitelnosti pfesnéji nez ve zvolenych bodech ¢;, nahradi se zméfené hodnoty
F; vhodnou spojitou aproximaci.

Uvedené kritérium mize byt pouzito pro stanoveni mezi parametrii zatizeni
tak, ze se provede napi. série cyklickych tahovych zkousek s proménnou amplitu-
dou posuvu a shodnymi ostatnimi parametry zatézovani. Pro kazdé métreni se pak
proveéii splnéni kritéria (8.1) a vysledkem je interval (resp. mnozina) amplitud,
pro které je model charakterizovany parametry & povazovany za pouzitelny. Ve
zcela obecném pripadé je nutné podobny postup opakovat pro vsechny relevantni
zpusoby zatézovani (médy deformace, ¢asové pribéhy) a jejich parametry (am-
plituda, stfedni hodnota, rychlost zatiZeni). Prakticky tedy lze meze pouZzitelnosti
vysetfit jen ve velmi omezeném rozsahu.

Priklad 8.1: Meze pouzitelnosti neo-Hookeovského a dvouparametric-
kého Mooneyho-Rivlinova hyperelastického modelu

Pro ilustraci pouziti kritéria (8.1) jsou uvazovany dva hyperelastické modely. Data
byla vygenerovana pomoci Ogdenova hyperelastického modelu (3.8) s parametry

pwr=1Pa, a3 =05, pr=03Pa, as=50,

aby je nebylo mozné pomoci zadného z obou modelt popsat presné. Kritérium
pouzitelnosti bylo definovano funkcemi

AFmin(t) = AFmay(t) = FO + F' (t — 1) | (8.2)

s parametry F(©) = 1Pa, F/ = 1Pa a ty = 1, pfi¢emZ jako nezavisle proménn4 ¢
je v tomto prikladu brano pomérné protazeni ve sméru zatézovani \.
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Obr. 8.1 ukazuje pro pripad jednoosé napjatosti vygenerovana data spolu
s obéma modely, zvolenym kritériem pouzitelnosti a vyznacenymi intervaly pou-
zitelnosti obou modeli. Oba modely byly v tomto pfipadé kalibrovany metodou
nejmensich ¢tverct (linearni), nebot jsou linedrni vzhledem ke svym parametrim.
Vysledné parametry a hodnoty cilové funkce f byly:

e neo-Hookeovsky model: Cg = 1,45Pa, f = 768,
e Mooneyho-Rivliniv model: Cy¢ = 2,38 Pa, Cy; = —0,295 Pa, f = 540.
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Obrazek 8.1. Meze pouzitelnosti neo-Hookeovského a dvouparametrického Mooneyho-Rivlinova
hyperelastického modelu kalibrovanych metodou nejmensich étverci (piiklad 8.1).
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Obrazek 8.2. Cilové funkce definované pomoci souctu étverctt odchylek (piiklad 8.1).

Z grafu je ovsem zfejmé, ze ani jeden model nepopisuje dobie uvedena data.
Dobré shody neni dosazeno ani v okoli nedeformovaného stavu, nebot modely maji
zcela jinou pocatecni tuhost. Toto je zptisobeno zahrnutim dat s prilis velkymi
deformacemi do cilové funkce — modely pak tvofi jen jakési secny, jejichz tvar ale
v zadném misté nekopiruje data.
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Pro odstranéni uvedeného nedostatku byl u¢inén pokus definovat cilovou funkci
jako délku intervalu pouZzitelnosti v okoli nezatizeného stavu ¢, tj.

fla) = { —|Z| pokud existuje interval pouzitelnosti Z takovy, ze tel,
0 pokud ¢ nelezi v zadném intervalu pouzitelnosti.
(8.3)
Vysledné parametry a hodnoty cilové funkce f byly:

e neo-Hookeovsky model: Cyp = 0,84 Pa, f = —1,602,
e Mooneyho-Rivliniv model: C¢ = 0,98 Pa, Cy; = —0,080 Pa, f = —1,629.
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Obrazek 8.3. Meze pouzitelnosti neo-Hookeovského a dvouparametrického Mooneyho-Rivlinova
hyperelastického modelu v pfipadé parametrti identifikovanych na zakladé délky in-
tervalu pouzitelnosti (pfiklad 8.1).

Vysledky jsou znézornény na obr. &8.3. Je ziejmé, Ze interval spolehlivosti
se u obou modeli podarilo vyrazné rozsirit, prestoze ani u tohoto zpusobu ka-
librace modeld neni vysledna shoda idealni. Dalsi nevyhodou tohoto pfistupu je
nekonvexnost cilové funkce — viz obr. 8.4.

Priklad 8.2: Meze pouzZitelnosti dvouparametrického Mooneyho-Rivlinova
hyperelastického modelu pro skutecna experimentalni data

V tomto prikladu jsou pouzita data z cyklickych tahovych a tlakovych zkousek.
Kritérium pouzitelnosti bylo voleno tak, ze méfené hodnoty Fj lezely na zatézovaci
¢asti kiivky a parametry vztahu (8.2) byly

FO®O =02MPa, F' =05MPa, f=1. (8.4)

Vysledky jsou znazornény na obr. 8.5.
|
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Obréazek 8.4. Cilové funkce definované pomoci délky intervalu spolehlivosti (piiklad
8.1).
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Obrazek 8.5. Meze pouzitelnosti dvouparametrického Mooneyho-Rivlinova hypere-
lastického modelu v pfipadé redlnych dat (ptiklad 8.1).

Priklad 8.1 ilustruje nésledujici zavéry tykajici se posuzovani mezi pouzitel-
nosti materidlového modelu:

e Samotna hodnota cilové funkce nevypovida o kvalitativni shodé modelu a dat.
o Cilova funkce zalozena na intervalu pouzitelnosti (8.3) je naro¢né na vy¢isleni
a je nekonvexni.

Priklad 8.2 naproti tomu ukazuje, jak stanovit meze pouzitelnosti ve smyslu roz-
sahu deformaci zvoleného zptisobu zatézovani (zde jednoosé napjatosti) pfi mo-
delovani pryze hyperelastickym materidlovym modelem. Za nezavisle proménnou
jejiz meze je tedy v tomto prikladu pomérné protazeni ve sméru osy vzorku.

V pripadé materidlovych modelt zavislych na case ¢i historii zatézovani je
situace slozitéjsi, nebot funkci nezavislé proménné plni (za predpokladu homo-
genni deformace) ¢asova zavislost deformace. Meze pouZitelnosti takovych modeli
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(véetné modelu chemického starnuti a poskozeni popisovaného v této praci) se
pak nabizi posuzovat nasledujicimi dvéma zptisoby:

e Casovy priibéh deformace povazovat za neménny, napf. uvazovanim relaxacni
zkousky pii predepsané hodnoté deformace. Interval pouzitelnosti je potom
primo casovy interval, béhem kterého lezi napéti predpovézend modelem ve
zvoleném okoli zmétfenych hodnot.

e Piedepsany casovy pribéh deformace parametrizovat skalarni promeénnou,
napi. hodnotou deformace prfi relaxacni zkousce nebo amplitudou cykli, a
interval pouzitelnosti modelu urcit pro tuto proménnou.

8.3 Vysledek identifikace ve tvaru intervalu

Pro tcely numerickych simulaci je téZ mozné pouzit vice sad parametri materi-
alového modelu a vysledky jim odpovidajicich simulaci interpretovat jako meze
skutecné dosahovanych hodnot sledovanych veli¢in. V' pripadé netrividlnich ma-
teridlovych modelti obecné neplati, ze takto urcéené meze zavislosti napéti na de-
formaci nezméni potadi, proto je zde bez dikazu uvedena véta, ktera obsahuje
nutné podminky pro parametry Ogdenova modelu.

Véta 1:
Uvazuji se dvé varianty Ogdenova modelu, oy @ 0max, Které se lisi hodnotami

svych parametrt — [fmin,1, Omin, 1, fmin,2, Cmin,2; - - -] & [fbmax, 15 Mmax,15 fmax,2> Cmax,2,
...]. Déle je zvolen tfeti model, o, s parametry [u1,aq, o, @9, ...]. Necht lze
parametry téchto tii modeld uspotradat tak, ze

Mmin,i S Hi S ljfmax,i a amin,i S Q; S amax,i VZ . (85)

Potom pfi libovolné pripustné deformaci plati pro hlavni napéti

lominill < llojll < llomaxjll , 7 =1,2,3. (8.6)

O

Pouziti véty 1 ilustruji obr. 8.6 a 8.7. Parametry modelu jsou zobrazeny jako
body v prostoru parametri (rovina p-« — pro nazornost byly uvazovany modely
s jednim ¢lenem rozvoje). Vysledky simulaci jsou v tomto piipadé zavislosti no-
minalniho napéti pfi jednoosé napjatosti na deformaci (protazeni). V pfipadé
splnénych predpokladii véty 1 lezi vSechny odezvy modeli v mnoziné ohranic¢ené
odezvami meznich modellt oy & Opmax, tj. pro libovolné protazeni A € (0, co) plati

Tmin(A) < 0(A) < Omax(N) . (8.7)
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Obrazek 8.6. Pribéhy nominalniho napéti v piipadé jednoosé napjatosti pro rizné
hodnoty parametri Ogdenova modelu — predpoklady véty 1 jsou splnény.
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Obrazek 8.7. Pribéhy nominalniho napéti v piipadé jednoosé napjatosti pro rizné
hodnoty parametri Ogdenova modelu — predpoklady véty 1 nejsou splnény.
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Kapitola 9
ZAavér

Predkladana dizertacni prace popisuje rizna témata souvisejici s modelovanim
mechanického chovani pryze a to predevsim takova, kterd se vazou k 1loham
feSenym na Katedfe mechaniky Zapadoceské univerzity v Plzni v dobé dok-
torského studia autora. Tyto tlohy byly motivovany spolupraci na priamyslovych
aplikacich, ale i i¢asti na védeckych konferencich a sledovanim aktualniho vyvoje
vyzkumu v oblasti konstitutivniho modelovani pryze a numerickych metod.

Znacné Usili bylo vénovano experimentim a meéfeni. Jejich prinos k zave-
ram této prace se ovsem v dobé jejiho psani ukézal byt prevazné nepiimy, a
proto jsou v textu zminény spiSe okrajové, predevsim jako podklad pro sesta-
veni materidlového modelu a motivace numerickych simulaci. Vyroba a testovani
smykového pfipravku Arcan ma zna¢ny vyznam pro zkouseni materidli na KME
(pryzi, ale i korko-pryZového kompozitu) a pro validaci identifikovanych materi-
alovych modelti. Méfeni trvalych deformaci a starnuti za zvysSené teploty naproti
tomu motivovalo vybér materidlového modelu v této praci a proces identifikace
parametri.

Mezi hlavni vysledky prace patii pouziti metody asymptotickych rozvojt pro
feSeni kumulace tnavového poskozeni a implementace tohoto postupu do MKP
feSeni tnavy pri velkych deformacich. Tento postup je zasadni pro aplikaci ostat-
nich ¢asti prace v praxi, nebot navrhovany materidlovy model obsahuje nelinedrni
pravidlo kumulace poskozeni a proto je nutné simulace cyklického zatézovani pro-
vadét v Gasové oblasti. Reseni vysokocyklické tinavy by bez priimérovani v case
vedlo k netnosné dlouhym vypocetnim castiim a to i v pripadé tloh s homo-
gennimi deformacemi. Nékteré softwarové nastroje (FESafe/Rubber) pro vysetto-
vani vysokocyklové inavy elastomerti jiz podobnou techniku obsahuji, konkrétné
moznost prepocitat po zvoleném poctu cykli parametry kumulace poskozeni se
zohlednénim prerozdéleni napéti. Vyhodou zde popsaného pristupu je ovsem jeho
obecnost a nezavislost na ¢asovém fesici.

Dalgim dilezitym vysledkem je iprava Naumannova-Thlemannova modelu (dy-
namic network model) tak, aby popisoval pokles tuhosti zptisobeny kumulaci tina-
vového poskozeni, na rozdil od ptivodni verze modelu, ktera zahrnuje pouze zmék-
¢eni vlivem Mullinsova efektu. Ten je ovSem zavisly pouze na maximalni dosavadni
hodnoté zatizeni a je tedy patrny pouze pii nékolika prvnich cyklech zatiZzeni, za-
timco kumulace inavového poskozeni probiha i pti hodnotach zatizeni mensich nez
je dosavadni maximum. Pro posuzovani zivotnosti strojnich soucasti ma tedy vy-
znam spise tato forma poklesu tuhosti materialu. Model chemického starnuti navic
popisuje pokles i nartist tuhosti vlivem chemickych reakci za pritomnosti kysliku.
Vysledny model lze tedy pouzit k vysSetfovani zivotnosti soucasti se zohlednénim
riznych mechanizmd zmén mechanickych vlastnosti materialu, kdy napi. pokles
tuhosti vlivem poskozeni je kompenzovan nartistem tuhosti vlivem starnuti, ovsem
napi. predpéti klesa také vlivem trvalych deformaci zptsobenych starnutim.

Za zasadni pak lze povazovat ¢ast zabyvajici se identifikaci parametrii modelu,
a to zejména kap. 7.3, kterd popisuje obecny pristup k vySetfovani experimen-
talniho programu. Numerické priklady v této ¢asti ilustruji pouziti uvedené me-
tody pomoci dfive popsaného modelu chemického starnuti a inavového poskozeni
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pryze, pricemz hlavnim cilem je vyjasnit vztahy mezi riznymi aspekty modelu
v casové oblasti, pfedevsim situaci, kdy stépné chemické reakce a poskozeni ve-
dou shodné k poklesu tuhosti materialu. Zavéry numerickych experimentii v této
casti jsou:

o Na zakladé relaxacni zkousky nelze identifikovat parametr reformace poly-
merni sité kg.

e Na zakladé méreni trvalé deformace lze identifikovat pouze parametr refor-
mace polymerni sité kg.

e Teceni sice umoznuje identifikovat vSechny parametry modelu, ale protahly
tvar hladin cilové funkce vede na korelaci mezi chybami jednotlivych para-
metri. Pouziti kombinace relaxacni zkousky a méreni trvalé deformace tento
nedostatek odstranuje.

Formalné shodny postup lze pouzit pro vySetieni identifikovatelnosti tuhostnich
parametr v zavislosti na mdédech deformace pouzitych pii experimentech.

Stanoveni mezi pouzitelnosti zkalibrovaného modelu popisuje kritérium uve-
dené v kapitole 8. Toto kritérium je zcela obecné co se tyce zptisobu zatézovani
a volby veli¢iny vzhledem ke které je meze stanovit. Pouzitelnost modelu lze tedy
udavat napt. jako rozsah deformaci nebo jako Casovy interval, ve kterém je zaru-
¢eno, ze odezva modelu (napf. napéti) bude ve zvoleném okoli experimentélnich
hodnot. Vyhodou popsaného kritéria oproti samotné hodnoté cilové funkce je,
ze 1épe reflektuje shodu ¢i rozdily v odezvach modelu a skuteéného materialu.
V ramci této prace byla provéfena i moznost pouzit meze pouzitelnosti v definici
cilové funkce pro kalibraci modelu. Vysledné modely dosahovaly, podle o¢ekavani,
mnohem vétsich intervalii pouzitelnosti nez modely zkalibrované pomoci metody
nejmensich ¢tverctl, zna¢nou nevyhodou je ovSem ztrata konvexity cilové funkce.

Dilezitou c¢asti prace je odvozeni vztaht pro rtizné ptripady homogennich de-
formaci (tah/tlak, prosty smyk a kombinace tahu a smyku) a citlivostni analyza
jednoosé napjatosti. Tyto vztahy nejen umoznily vySe uvedenou analyzu cilové
funkce, ale jsou velmi uzitecné pro zrychleni numerické optimalizace pii identifi-
kaci parametriit modelu. Pies jejich prakticky vyznam jde ovSem spiSe o aplikaci
jiz zndmych metod, a proto jsou uvedeny v dodatcich k této praci.

Jako vhodny smér dalsiho vyzkumu se jevi aplikace zde popsanych postupii na
komplexnéjsi materidlové modely, predevsim na jejich tuhostni parametry, jejichz
identifikaci se tato prace prakticky nezabyva. Praktickd identifikace parametrii
a validace za pouziti realnych experimentii bude kromé provedeni potfebnych
meéreni vyzadovat také efektivni implementaci numerickych simulaci a pribézné
ovéreni predpokladil, zejm. homogenity deformaci v méfeném objemu vzorkd.
V ptipadé uspésné realizace mikroskopickych méreni je readlné i odvozeni modelu
vlivu poskozeni na difuzi kysliku tak, jak byl popsan v kap. 5.4.2.
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Priloha A
Reseni uloh s homogenni deformaci

Prestoze je mozné numericky implementovat vztahy pro homogenni deformace
v jejich pivodnim obecném tvaru (viz kap. 5), jejich zjednoduseni je vhodné pro
feSeni tloh s pfedepsanym nominalnim napétim a pro citlivostni analyzu.
Predpoklada se nestlacitelny material a zmény objemu vlivem starnuti se neu-
vazuji. Dale se predpokladéd neo-hookeovsky tvar hustoty deformacni energie (5.5).
Soustava parcialnich diferencialnich rovnic v okrajové tloze 5.1 piejde diky pired-
pokladu homogenni deformace soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

A.1 Jednoosa napjatost

Protazeni ve sméru ptisobici sily A je povazovano za znamou funkci casu ¢, stejné
jako teplota 7" a bezrozmeérna koncentrace kysliku £p,. Deformacni gradient je ve
vhodné zvolené kartézské souradnicové soustavé reprezentovan matici

0

1
F = I , (A1)
0

pravy Cauchylv-Greeniv deformacni tenzor a jeho inverze

A0 0 A2 0 0
C=(0 3+ 0|, C'=]0 X O (A.2)
0 0 1 0 0 A

Pozadavek jednoosého napéti vede k nasledujicimu odvozeni hodnoty hyd-
rostatického tlaku p. Skutecné napéti se spocte jako

1 2
o= ~FSF' = -Cypr(l-D)Fdev[Ci'C] CTFT —p (4.3)

Rozvoj trvalé deformace se tidi vztahy

D(C;! '
DI e (e,
D(CY),, D(C)y o A
Dt = Dt = E ()\ - (Cl )22) )

pfi¢emz mimodiagonalni slozky jsou nulové. Devidtor ve vztahu (A.3) tedy vyjde

dev [C{'C] =C{'C— % tr [C7C] =

1 2 0 0 (A.5)
1 2 1 1
- 3 ((Cl )11 A" — (Cl )22 A ) 0 -1 0
0o 0 -1



Dosazenim vyjdou vztahy pro hydrostaticky tlak a osovou slozku napéti
21 _ _ _
p:§ijuy(D—1) (— (Cll)n >\2+(C11)22)\ 1) , (A.6)
41 _ _ _
ou =375 Copy (D=1) ((C) M+ (Ci)p M) —p=
2 _ _ _
= 5 Copv (D-1) ((Ch) M= (Cih), A7) - (A7)
c;! ‘
Ci ) _ 3)) (A.8)

Evolucni vztah pro poskozeni vyjde
A

D= (AClOul/ ((Cl_l)u A2

A.2 Prosty smyk

Obrazek A.1l. Vzorek tvaru hranolu zatéZzovany prostym smykem.
Situace je znazornéna na obr. A.l. Deformace jako funkce casu je dana pa-
rametrem k = k(t) tak, ze deformad¢ni gradient je ve vhodné zvolené kartézské
(A.9)

soutadnicové soustavé reprezentovan matici
1 k& O
F=({0 1 0,
0 0 1
pravy Cauchytv-Greeniv deformacni tenzor a jeho inverze
1k 0 1+k* —k 0
C=|k 1+k> 0|, Cl'=] -k 1 0 (A.10)

0 0 1 0 0 1

Nekonstantni slozky inverze trvalé deformace jsou v tomto pripadé popsany evo-
luénimi vztahy
-1 -1
D (Cl )12 - D (Cl )21 I -1
= == (k= (C))
Dt Dt 1 12
D (Cfl) ‘ (A.11)
1 ¥ -
S CUNE



devidtor ve vztahu pro napéti (A.3) vyjde

dev[C{'C]=C{'C— % tr [C;'C|] =

] -10 0 1 0 0
=3 |¥]0 2 0 +k(CT), |0 1 0]+
0 0 -1 00 -2
2 0 0 -2 0 0 (A.12)
+(CY, |0 =1 0 |+|0 1 0|]+
0 0 -1 0 0 1
0 k+(CiY), ©
+ 1 k+(CY), 0 0
0 0 0
a slozky skutecného napéti
5 ] 2 0 0
o= SCiopr(1=D) g(l<;2+21<;(c1—1)12+(c;1)11—1) 0 -1 0 |+
0 0 -1
0 k+(CiY), O
+ 1 E+(CiY)y, 0 of]—-rl.
0 0 0
(A.13)

Predpoklada se stav rovinné napjatosti a hodnota hydrostatického tlaku se tedy
spocte z podminky o33 = 0 jako

21 _ _
p=—35Cwuv(l-D) (K +2k (C;Y),,+(CTH,, —1) (A.14)
Evoluc¢ni vztah pro poskozeni je po dosazeni
D= (ACwpv((Cih), +2k (CTY) ,+K —1))" . (A.15)

Pro porovnani s experimenty je jesté nutné vyjadrit hodnotu nominélniho
napéti Pjo = Aio, kde F je tahova sila ve sméru posuvu podstavy vzorku I'r a Ag
je pocatecni plocha podstavy I'r. Bez Gjmy na obecnosti 1ze predpokladat vzorek
tvaru krychle o strané 1m. Plocha podstavy je tedy Ag = 1 m? a jeji normala je
vzhledem k volbé soufadnicového systému 7 = [0, 1, O]T. Sila se potom spocte
jako

3 . 9 k+(Ci)y,
F:/ tdS:/ oiidS = 2Ciouv(1l— D) 0 (A16)
I'r I'r J 0

Priklad A.1: Prosty smyk
Jednotkova krychle je cyklicky zatézovana prostym smykem. Zkos k je predepsan
jako

k(t) = ko sin® (f7t) . (A.17)
Koncentrace kysliku £p, i teplota jsou uvazovany konstantni v case. Vysledné

pritbéhy nominalniho napéti a vnitinich proménnych jsou na obr. A.2.
|
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Ci0=1Pa, kg =0.9, ks=1.1
0.2 4

T —

— D

zkos [—]

— v
0_
1_
— Cn2
— C2
— (C1)12
SN N LN AN LN D
0+ /T\v —_ . r —— —— (Cy)2 4
©
a
'T': 0.25 A
<
3
%% 0.00
pS . . . . ; . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

cas [s]

Obrazek A.2. Piiklad A.1. Pribéhy zkosu, vnitinich proménnych a nominélniho
napéti.

A.3 Kombinace tahu/tlaku a smyku

Predpoklada se deformacni gradient ve tvaru

A2 kN0
F=1| 0 A 0 , (A.18)
0 0 A1/
pravy Cauchytuv-Greeniiv deformacni tenzor a jeho inverze

3 kA2 0 A(K2+1) —kXATYV2 0

C= kM2 XN(K2+1) 0], Cl=| kA1 A0

0 0 3 0 0 A
(A.19)

Inverze trvalé deformace méa tedy nekonstantni pouze slozky 11, 12, 21, 22 a 33,
které jsou popsany evolu¢nimi vztahy

D (Cl_l)ll o /”L 2 -1
S - (@),
D (C_1)12 D (C1_1)21 . —1/2 —
D = :5 <_“ : _(Cll)w) ’
D(Ci)y i e
w2 (e,
D(Ci')y i 1
n (e,



devidtor ve vztahu pro napéti (A.3) vyjde

dev [C{'C] =C{'C— % tr [C; C] =

] 2 3kN/2 0 10 0
-1 -1
3 (Cl )11 0 -1 0 _(Cl )33 0 10
0 0 ~1 00 -2
(K2 +1)\3 0 0
+(Cil)yy | BEXYZ 2(K241)A3 0 +
I 0 0 (k> 4+ 1) 23
(B2 3(k2+1)A3 0
+(CiY, | 3 ke X3/ 0
| 0 0 —2k A\3/2
(A.21)
a slozky skutecného napéti
192 o Cfl -2 0 0
o =25 Copv(l-D) (Al)“ 0 1 0]+
0 0 01
(2k2—1) 3k 0
+ (Cyh)y, A 3k (2—k?) 0 —
0 0 (k* +1)
Cfl 1 0 0
( 1)\)33 0 1 0 +
00 —2
4k 3 0
+(C) VA3 =2 0[] -pl
0 0 -2
(A.22)

Stejné jako v pripadé prostého smyku se predpoklada stav rovinné napjatosti a
hydrostaticky tlak p se ur¢i z podminky o33 = 0 jako

21
P = —§ jcloﬂl/(l — D)
_ _ _ _ (A.23)
(Cr1) (G ¥ (R +1) =2 (CY)yy +2 (C11) ), kNP2
S .
Evolucni vztah pro poskozeni vyjde

: ch,, +(Cct

D= <AOw,UV <( ! )11 \ ( 1 )33 +2l€\/X(C1_1)12
(A.24)

(K1 1) (cll)m))a |

Popisovany zpiisob namahéni, tj. kombinace tahu a smyku, se vyskytuje pte-
devsim pii zkouskach v piipravku Arcan. Pozadovaného poméru tahu a zkosu se
docili natocenim pripravku v celistech trhaciho stroje, méri se tedy sila ve sméru
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svirajicim s osou piipravku zndmy thel « (viz obr. A.3), pfi¢emz parametry de-
formace pouzité ve vyse uvedeném odvozeni se tedy ze znamého tthlu o a posunuti

(A.25)

pistu u vyjadii jako
A=14+usina,
(A.26)

a celkova sila vyjde

k=wucosa.

Normala ve vztahu pro vektor skute¢ného (Cauchyova) napéti je opét 77 = [0, 1, O]T

. o 1
F:/ tdS:/ ondS=—-on=
s Tr A
—1 —1
9 1 (C )22 kA% + (C(lc_2)12 VA (A.27)
A b N G PR e
0
a jeji prumét do sméru pohybu pistu, p'= [cos a, sin «, O]T je
. c) (ch
= . 1 ( 1 —1 1
=F.j=sna ((Cl )22 A — ng> + cos ((Cl )22 kEX+ Tw
(A.28)
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Obrazek A.3. Popis deformaci v pootoceném p¥ipravku Arcan

Priklad A.2: Kombinace tahu a smyku

Je fesen pripad cyklického zatézovani s postupné rostouci amplitudou pii riznych
thlech natoceni piipravku, opét za konstantni koncentrace kysliku a konstantni
teploty. Obr. A.4 obsahuje zavislosti sily na predepsaném posunuti, pficemz s ros-
toucim thlem natoceni je dosahovano vétsich sil, coz souhlasi s experimentalnimi
vysledky uvedenymi v kap. 6.3.2. Od experimentalnich dat se model odchyluje
v zavislosti tohoto nartstu, tj. ze mezi kiivkami pro natoceni 0 a 30° je vétsi
rozdil nez mezi kiivkami pro 30 a 60°, zatimco u experimentalnich vysledku je
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C10=1.0Pa, kg =0.04, ks =0.01, A=0.02Pa"}, a=2.0

0891 — 0°
— 30°
— 45°
— 60°

061

90°

0.4

sila [N]

0.2 A

0.0 A

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
posuv

Obrazek A.4. Priklad A.2. Zavislosti sily na pfedepsaném posuvu pro ruzné thly
natoceni pripravku.

tomu naopak. Dale model oproti experimentiim prakticky neobsahuje hysterezi,
coz je ovSem predpokladany vysledek, nebot model explicitné neobsahuje ¢leny
popisujici viskézni chovani ani Mullinsiv efekt.
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Priloha B

Dynamic network model pri jednoosé na-
pjatosti, konstantni teploté a konstantni
koncentraci kysliku

Experimenty provadéné pri zkoumani deformacnich vlastnosti pryze jsou ¢asto na-
vrzeny tak, aby v urcité ¢asti zkusebnich vzorki byl homogenni stav deformace a
napéti. Priklady takovych méfeni jsou tahové zkousky s cinkovymi nebo dvoulo-
patkovymi vzorky, tlakové zkousky s dostatecné dlouhymi valcovymi vzorky nebo
biaxialni zkousky. Diky homogenité vysSetiovanych veli¢cin mohou byt pro vypo-
¢et odezvy materidlu pouzity zjednodusené vztahy, konkrétné v pripadé dynamic
network modelu pfejde pocatecné-okrajova tiloha soustavy parcialnich diferencial-
nich rovnic na poc¢atecni tlohu soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Vztahy
odvozené v této kapitole byly pouzity pro vysetfovani vlivu experimentalnich dat
na vlastnosti cilové funkce v kap. 7.3.

Dalsim predpokladem pouzitym v této kapitole je konstantni koncentrace
kysliku, coz plati v pripadé tenkych vzorki, u kterych ma difuze kysliku zane-
dbatelny vliv. Déle se pfedpoklada jesté konstantni teplota.

Deformacni gradient je v piipadé jednoosé napjatosti reprezentovan matici

A0 0
F=|0 x¥2 o |, (B.1)
0 0 A2

kde A je protazeni ve sméru zatézovani vzorku. Pravy Cauchyho-Greentiv defor-
macni tenzor a jeho inverze jsou tedy

A0 0 A2 0 0
C=(0 Xt o], Ct'=]0 XxoO (B.2)
0 0 ' 0 0 A
Skutecné (Cauchyovo) napéti je
1 2
a:jFSFT:jcwwu—D)FC*lFT—p. (B.3)
Evoluéni vztahy pro C1_1 jsou
9 1 by —2 -1
ot (€)= 1 (A= (C)y) (B4)
0 Ch),, = 0 C)..= L A —(Ct B.5
&(1)22_§(1>33_;(_(1)22)7 (B.5)

pfi¢emz mimodiagonalni prvku jsou nulové. Devidtor ve vztahu (B.3) je tedy

dev[C{'C]=C{'C— % tr [C{'C| =
(B.6)



Hydrostaticky tlak a osova slozka skute¢ného napéti jsou potom

11

p=—35Copr(1-D) (CTh)y A= (€T, A7Y) (B.7)
=2 G (12 D) (€)= (€00 47— =
_ %Clouy (1- D) (€7, 2 = (C7Y),, A7) - (B.8)

Poskozeni se tidi vztahy

D= (—AY)",
Y =—=—— C :C-3) =
oD o B (G ) (B.9)
C _ _ -
s pocatecni podminkou
D(0) =0 (B.10)
Starnuti se ridi nasledujicimi evolu¢nimi vztahy a pocatecnimi podminkami:
p=kgp, w0 =1, (B.11)
v=—ksv, v0)=1. (B.12)

B.1 Numerické simulace

Vztahy pro jednoosou napjatost pri konstantni teploté a koncentraci kysliku jsou
pouzity pro vysSetfovani identifikovatelnosti v kap. 7.3. Tato sekce obsahuje
formulace dvou konkrétnich tloh a popis implementace jejich numerického feseni.

Uloha B.1: Uloha s piedepsanou deformaci

Pro zadany Casovy interval (0,¢1) a historii protazeni A : (0,#;) — R' na-
jit funkee po: (0,¢1) — (0,1), v : (0,¢1) — (0,1), (CT1)y, : (0,t1) — RY,
(C11),, : (0,t1) = RT a D :(0,t1) — (0,1) takové, které spliiuji evoluéni vatahy
a pocate¢ni podminky (B.4), (B.5), (B.9), (B.11) a (B.12). O
Uloha B.2: Uloha s piedepsanym nominalnim napé&tim

Pro zadany ¢asovy interval (0, ;) a historii nomindlniho napéti Py; : (0,¢1) = R
najit funkce A : (0,t1) — R*, p: (0,¢1) — (0,1), v : (0,41) — (0,1), (C{'), -
(0,t1) — R*, (C{1),, : (0,t1) = R* a D : (0,41) — (0,1) takové, které spl-
nuji evoluéni vztahy a pocateéni podminky (B.4), (B.5), (B.9), (B.11), (B.12) a
podminku pro nominalni napéti

Py =Ciopr (1=D) ((C{Y),, A= (Cih),, A7) . (B.13)

O

Reseni tlohy B.1 se implementuje pfimo jako Feseni po¢atecni ilohy soustavy

oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, nebot uvedené evolucni vztahy lze zapsat ve

tvaru x = f(t,x), kde x = [u, v, D, (Cl_l)11 , (Cl_l)m]T. Napéti se poté pouze
vy¢isli pomoci vztahu (B.8).
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Uloha B.2 naproti tomu vyzaduje pFeformulovani, aby bylo mozné pouZit né-
ktery z obecnych Fesi¢i poc¢atecnich tloh soustav ODR. Vztah (B.13) se formalné
zderivuje podle casu

. . . . . D 71
P =Cq (;LBN—FI/B,, —DBp+AB)+ D_t (Cl )11 B(Cfl)n

(B.14)

57 (€ B(Cfl>22) ’

kde

By=v(1-D) ((C{"),; A= (C{1)yy A7), (B.15)
y=p(1=D) ((C{Y); A= (C{Y),, A7), (B.16)
Bp =pv ((Cl_l)n A= (C1_1)22 A7) (B.17)
By=pv (1-D) ((C{"),, +2 (C11),, A7°) | (B.18)
B(c1 ) = uv (1 - D) A 5 (319)
B(c; Y, =1V (1—D) A2 (B.20)

Ze vztahu (B.14) lze vyjadrit ¢asovou derivaci protazeni, které v tloze B.2 vystu-
puje jako neznama:

. P )
A= B! (C_i_ﬂBM—DBmLDBD_

D D
7 (G B, ~ oy (G Be 1>22)= (B:21)
P (€ A (€)M (€ A (€ A
CroBr -t (G +2 (G A0 2 (C) +2 (€, A2
kr —ks

+ D (€ A= (G A b (ch A
L=D (C7), +2 (Cl)y, A% Dt (O +2 (€1, AP
D A2
A = B.22
or (O ey (e, (522
Py D - - B
Cho By N <<_kR+kS T —D) ((C11)11 A= (C11)22 A7)
D _ D 3 B
Dt (Cl 1)11 - Dt (Cl 1)22 2)
((Cl_l)ll +2 (C1_1)22 )‘_3)_1 : (B.23)

Pocatec¢ni podminka pro neznamé protazeni A\ se urci feSenim nelinearni rovnice
(B.13).

Takto formulovana tloha s pfedepsanym nominalnim napétim je citlivd na
kumulaci numerickych chyb a je proto nutné volit dostatecné maly casovy krok.
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B.2 Citlivostni analyza

Citlivostni vztahy pro zde popisovany zjednoduseny model byly odvozeny me-
todou ptrimé diferenciace. Tato metoda byla pouzita pfedevsim z toho davodu,
7e pro modely zavislé na historii zatézovani, ke kterym dynamicky sifovy model
patii, neni podle literatury vyhodné pouzit metodu adjungované soustavy ([58],
kap. 4.2.1). Cilem je ziskat citlivost hledanych funkei (u, v, (Cfl)ll, ...) vzhle-
dem k parametrim modelu (Cg, kg, ...). Tyto diléi citlivosti je mozné pouzit
napi. kK vypoctu gradientu cilové funkce pii identifikaci nebo k sestrojeni jeji
kvadratické aproximace.

B.2.1 Uloha s piedepsanou deformaci

Evolué¢ni vztahy pro citlivosti se odvodi ptimo z evoluc¢nich vztahti pro jednotlivé
neznamé funkece (celkem devét neznamych citlivosti, ostatni nez zde uvedené jsou
identicky nulové):

d du du

d dv dv
&diksz—y—ksdiks, (B25)
dd (Cl_l)n ) -1 d (Cl_l)n
e R CRME - Ly (B.26)
d d (C1_1)22 _ -1 d (C1_1)22
dt dkn A= (C')y — kr dkg (B.27)
ddD _ a —1 2 —1 _9)\
4t = Cu (ACwpv ((CTY), A +2(CiY),, A—3))" (B.28)
dtdkr ~ Op dkr  9(C;Y),, dke  9(C;Y),, dka
ddD 0D dv
3 dks =25, ks’ (B.30)
ddD a _ _ a
Tax 1 ACowy (€)X +2(C1),A=3))" (B.31)
d dD : _ _
T g = Plog(ACuy (€)X +2(Crl)y, A=3)) (B.32)
kde
oD a
E N % (ACH),U” ((Cf1)11 N +2 (Cfl)Qz/\ o 3)) ’ (B.33)
oD -1 2 -1 a-1 2
—— =a (ACpuv ((CTY),; X +2 (C{1),, A=3))"  ACwurvA, (B.34)
(€,
8D 1 2 -1 a—1
—— =2a (ACopv ((C{Y),; X +2 (Ci'),, A—=3))" ACiurv, (B.35)
9(Cr)
oD a
== (ACour (€71, M +2 (€),,A=3))" . (B.36)

Samotny vypocet citlivosti potom spociva v TeSeni pocatecni tlohy soustavy
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic s nulovymi pocate¢nimi podminkami, nebot
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v puvodni tloze jsou poc¢ateéni podminky dané nezavisle na hodnotach parametri
materiadlového modelu.

Piiklad B.1: Uloha s piedepsanou deformaci — ovéfeni pomoci koneé-
nych diferenci

Citlivosti neznamych a napéti spoc¢tené pomoci vyse uvedenych vztaht byly po-
rovnany s citlivostmi spo¢tenymi metodou centralnich kone¢nych diferenci, tj.
citlivost neznamé y vzhledem k parametru a; byla urcena jako

dOéi FD 2Az ’ ‘

kde A; je zvoleny krok metody. Rozdily citlivosti spo¢tenych DDM a metodou
kone¢nych diferenci jsou na obr. B.1. Krok metody konec¢nych diferenci byl zvolen
pro vsechny parametry stejny A; = 1078, Reseni dil¢ich tloh B.1 i citlivostni
tlohy (B.24)-(B.36) bylo provedeno explicitni metodou Runge-Kutta fadu 5 nebo
4 s maximalni délkou ¢asového kroku 0,05. Citlivost proménné p je pro ilustraci
porovnana i s presnym Tfesenim, které lze odvodit diky pfedpokladu konstantni
koncentrace kysliku a konstantni teploty a ma tvar

d_p“ — tekrt

T = e (B.38)
|

B.2.2 Uloha s piedepsanym nominalnim napétim

Postup je stejny jako v predchozim piipad€. Vysledné evolucni vztahy pro citli-
vosti jsou:

d dp du

Gk = Gy (5:39)

d dv dv

Gk = P g (B.40)
dd(Cit),, dx  d(cyh)
Il St S § RN N D 4 TSN I B.41
dt  dCig R dCho dCio ( )
dd(Cit),, dx  d(Ccih)
— L1 2 ey, — kg [2AP S B.42
dt dkn (C)yy — hm Ey R T I (B.42)
dd (C;1)11 -3 dA d (Cfl)ll
dd (C;1)11 -3 dA d <C;1)11
d d (Cfl)ll -3 d)‘ d (Cfl)ll
S = ke (2T ) (B.45)
Ad(€), (L d(C)y (B.46)
de¢ dClo dClO dClO ’
dd(C'),, ; dx - d(c)
S > R W obe kp | — — - /22 B.4
T (T 40
dd(Cy (2 dE )y (B.1)
dt~ dks R\ dks dks ’ '
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le—9

2
0_
— AdC1/dkR
2 —o— AdC,/dkr
\/
le—10
NN A '
—e— Adu/dkg (exact - FD)
—179 —— Adu/dkg (exact - DDM)
—o— Adu/dkg
—2 1 —e— Adv/dks
le-14
0 —_— AdD/dClo
—— AdD/dkx N Vo
—1 4 —— AdD/dks
—e— AdD/dA
_2 | —— AdD/da
le—9
2.5 —_— AdU/dClo
—e— Ado/dkr
0.0 1 —e— do/dks
—e— Ado/dA
—2.51 —— Ado/da
_50-

A4

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

time [s]

Obrazek B.1. Ovéfeni citlivostni analyzy pomoci koneénych diferenci — tiloha s pte-
depsanou deformaci (Pfiklad B.1).

dd(CY)y _, fdr d(C),,
a a4 "Flaa dA ’
dd(C)y _, (& d(C)y,
At da B\ da da ’
d dD a _ _ _ a
ade - 0710 (Aclol“j ((Cl 1)11 2?42 (cl 1)22 ATt _3)) +
LoD A\ 9D dp 9D dv oD d(c;1)11+
oX dCip 8,& dCqo ov dCip 8((:1_1)11 dC1o
=0 =0
LoD d(G),
9(CiY),, dCw0
ddp 9D dx 9D dp 0D d(Cr),
dt dkr )N dkr 8u dkr 8(C1_1)11 dkr

oD d(CiY),,

9 (Cl_l)zz dkr
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ddp oD d\ oD dv 9D d(C)
dtdks — OA dks ' Ov dks = 9 (CY)

oD  d(CiY),,

Toe, ks o
ddD «a _ _ a
&M:Z (Aclol“’ ((cll)n N2+ 2 (C11)22)\_3)) +
. . d C_1 . d C—l
@QjL 62 ( 1 )11 + 82 ( 1 )22 ’ (3054)
oA dA T 9(cih),, dA T a(c), ddA
d dD .
dt da D log (ACloul/ ((Cl_l)u N2+ 2 (C1_1>22 A= 3)) +
oD dx oD d(CY),,  aDb  d(C),
hetnidy B.55
Torvda To(cY),,  da oG, da (5:39)
g dA _ P11 B Pll dB)y i
dt dCqg B 0120 B Cio B§ dCio

1 _ 1 9
1—D dCyo * (1-D)? dClo) (C) 1 A= (€ A%+

D d(cl_l)ll —1 d)\ d(cl_1)22 -2
+(kSkR+1_D> ( dCho A+ (E dCy  dCho AT

(1dD D dD

_ . dA
2(C1) A 5 )

_gd (cl_l)n N — d (cl_l)n dA id (c1_1)22 A2_9 d (C1_1>22 23 dA
dt  dCio dt dCip dt  dCio dt dCio

(€ +2 (€11, A79)

(s 125 ) (@ e - A G D)

-1

o [d(cih) d(cyh) dA
-1 -1 —3\~2 1 /11 1 )22 y—3 -1 -4
(€ v o) (M et oo e, ot B
(B.56)
ddy_ PudBy
dtdkr ~ Cio B} dkr
1 dD D dD _ _ _
(_1+1—deR+(1—D)2dkR) (€7 A= (€7 A7) +
D\ (d(C)y, oAy A€y,
_ _5 dA
2 (Cil)y A SdkR)
LAy 4G, A d A€y A€y g AN
dt  dkgr dt  dkg ' dt dkg dt dkg
((C;1)11 +2 (Cfl)Qz )‘_3)71 -
D d(c;t d(c;t
— <<ks —kp + 1_D> ((Cl_l)u A\ — (C1—1)22 )\72) _ ( dlt )11 A+ ( dlt )22 /\2>

122



(B.57)

ddy _ Pu dB
dtdks ~ Cio B2 dhs

(1+ 1 b, D dD) (€7 A () A +

1—-D dks = (1—D)? dkg

D d(cfl)ll -1 dA d(cfl>22 —2

_ _o dA
2 (cl 1)22 A 3dkg>

Cdd(Cy Gy dh A A€y (€ o dA
dt  dkg dt dks dt  dks dt dks

((CY)y +2 (€, A9 7 =

D _ ~ L, d d(crh),,
(1t 1 25) (0t r - (€ - LG 26 )

_ Ty sz (d(CTY) d(Ci)y, o Sy e dX
((Cl 1)11""2 (Cl 1)22 A 3) ( dkg 2 dksg #AT -6 (Cl 1)22 A 4%

ddx Py dB
dtdA  CioB? dA

1 dD D dD _ _ _
(1—D aa T a- by dA) (Cr1)yy A= () A7) +

D d(cfl)ll —1 dA d(cl_l)22 -2
+(k35—k‘R—|—1_D>< a4 )\+(C1 )ﬂﬂ_idA AT+

d (C;1)11 dA dd (C;1)22 A2_9 d (cfl)Qz A3 d)‘>

a@ o _CloB?\ da

1 dD D dD _ - -
(1Dda+(1D)2da> (€1 A= (C) A7) +

D ) (d(cll) + Q_@)f%_

ddx Py dBy (

+(k’s—k’R+lD
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dd(cih), \ d(Cih)y, dx | dd(C),, N d(cih),, 8 dA)

dt da dt da dt da dt da
(€1, +2 (€, A7) -
: d(c;t d(c;t
(15 m 725) (e (€ - HE L G D 1)
o (d(c;? d(c;t
((Cl_l)u +2 <C1—1)22 )\73> 2 ( ( dla)u +2 ( dla )22 A 36 <C1—1)22 A4 j::)
(B.60)
kde
dB, dD _ _ _
dCro  dCyo pv ((C 1)11 +2 (G 1)22 A7)+
d(cfl)ll d(cfl)QQ -3 -1 —4 dA
—i—,uI/(l—D)( e +2 aCre AP =6 (CY)yy A oo
(B.61)
dB,\ du B)\ dD _ _ —
T = e g i () 2 (G, A7)
d (Cfl)ll d (C;1)22 -3 -1 —4 dA
+pv(l—D) ( T +2 T AP =6 (CY)yy A T
(B.62)
B, _dv By dD .o s
dk‘s - dks v dk‘s K ((Cl )11 +2 (Cl )22 A )+
d (Cfl)ll d (C;1)22 -3 -1 —4 dA
+pv(l—D) ( s +2 T AP =6 (CY)yy A Ths
(B.63)
dB) dD _ _ _
i = qatr (C) +2(Crh)y A7)+
d(C) d(Cit)y - g dA
+pv (1= D) ( Y A S (SR PP
(B.64)
dB, dD _ _ -
-t () 2 (C), M)+
d (Cl_l)ll d (C1_1)22 -3 -1 —4 dA
+uu(1—D)< 10 +2 10 A7 =6 (CT1),, A 1
(B.65)
oD ae
N —a (Aclol“/ ((CII)M NP2 (CI1)22 AT 3)) 1
(ACwpv (2 (CiY),, A=2(CiY),, A7) (B.66)
88113 = viz (B.33)
oD
————— =viz (B.34)
2(C)y
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oD

— 2= = viz (B.35)
9(C)
oD
E = V1z (B36)
Pocateéni podminka pro %/\10 se ziska formélnim zderivovanim vztahu (B.13)
podle Cyy. Po tprave vyjde
—1 -1 -2
dA (Cl )11 A (Cl )22 A

- _ . B.67
dChg Cho ((Cl_l)n + 2 (Cl_l)22 )\*3) ( )

Piiklad B.2: Uloha s piedepsanym nominalnim napé&tim — ovéieni po-
moci kone¢nych diferenci
Citlivosti neznamych spoctené pomoci vyse uvedenych vztahti byly porovnany
s citlivostmi spoc¢tenymi metodou centralnich konecnych diferenci stejnym zpti-
sobem jako v prikladu B.1. Rozdily citlivosti spoc¢tenych DDM a metodou ko-
necnych diferenci jsou na obr. B.2. Krok metody konec¢nych diferenci byl zvolen
pro viechny parametry stejny A; = 107%. ReSeni dil¢ich tiloh B.1 i citlivostni
ulohy (B.24)-(B.36) bylo provedeno explicitni metodou Runge-Kutta fadu 5 nebo
4 s maximalni délkou ¢asového kroku 0,05.

[ |
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Obrazek B.2. Ovéfeni citlivostni analyzy pomoci konecénych diferenci — tiloha s pte-

depsanym nomindlnim napétim (Piiklad B.2).
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