
Západočeská Univerzita v Plzni

Fakulta aplikovaných věd
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Abstrakt

Hlavnı́m záměrem práce bylo připravit návrh rozšiřujı́cı́ho učebnı́ho materiálu určeného pro
učitele studentů vysokých škol, kteřı́ si zvolili vyššı́ matematiku jako volitelný předmět, či
středoškolských studentů, kteřı́ se matematice věnujı́ nad rámec povinných osnov.

V úvodu práce jsou sepsány důvody, které motivovaly k výběru témat a je zde stručně
provedena charakteristika jednotlivých kapitol. Na tuto část navazuje druhá kapitola, ve které
připomeneme význam některých známých pojmů. Na vybraných střednı́ch školách a na vy-
sokých školách, které majı́ do výuky zařazen základnı́ kurz diferenciálnı́ho počtu, se studenti
setkávajı́ s pojmem derivace a jejı́ definicı́ pomocı́ limity. S využitı́m derivace a jejı́ch aplikacı́
jsou pak nejčastěji seznámeni při určovánı́ monotonie a extrémů funkce jedné reálné proměnné.
Tyto přı́klady většinou nejsou spojeny s praxı́. Při závěrečném průzkumu pak studenti uvádějı́
jako nejčastějšı́ odpověd’ na otázku nejproblematičtějšı́ho úseku probı́rané látky pojem limita.
Základnı́ definice derivace studenty pak odradı́ již v úvodu, protože jejı́m nástrojem je právě
limita. Dalšı́m cı́lem práce proto bude snaha zaměřit se na některé problematické pojmy jako
je napřı́klad posloupnost, Lipschitzova podmı́nka, limita, derivace, integrál a vhodnou formou
přiblı́žit tyto pojmy tak, aby studenti pochopili podstatu problému a aby byli schopni aplikovat
poznatky při vytvářenı́ jednoduchých matematických modelů např. při popisu pohybu vozidel
na silnicı́ch. V závěru se stručně zmı́nı́me o parciálnı́ch derivacı́ch, protože je budeme v 6. ka-
pitole využı́vat.

Třetı́ kapitola je věnována výkladu o procesu vývoje a významu matematického mode-
lovánı́. Seznámı́me se s numerickými problémy a úskalı́mi, které matematické modelovánı́
provázı́. Současně představı́me jednoduchý diagram popisujı́cı́ posloupnost kroků, které je nutné
dodržet k tomu, aby mohl být model ”úspěšný“.

Navazujı́cı́ část práce - čtvrtá kapitola si klade za cı́l vytvořit modely jednoduchých reálných
problémů. Z jistého úhlu pohledu na řešenı́ těchto úloh se lze dostat k pojmům jako je např.
pevný a přitahujı́cı́ bod, orbita či chaos. Výklad je veden takovým způsobem, aby student pocho-
pil základnı́ pojmy pomocı́ analýzy grafů souvisejı́cı́ch s uvedenými problémy. Tato tematika
může být pro studenty přı́nosná také tı́m, že poznatky o nelineárnı́ch a chaotických procesech
přinášejı́ kromě rozšı́řenı́ matematických znalostı́ obohacenı́ ve smyslu pohledu na jinou realitu,
který nenı́ ve škole obvyklý.

Pátá kapitola v podstatě tematicky navazuje na předchozı́ kapitolu. Ukážeme, jak lze převést
řešenı́ spojitého problému na řešenı́ diskrétnı́ho problému a za jakých podmı́nek jsou tyto modi-
fikace úspěšné. Při této přı́ležitosti se zaměřı́me na vybraná úskalı́ spojená s aktuálnı́mi tématy
(analýza Lipschitzovy podmı́nky, volba počátečnı́ho přiblı́ženı́).

V následujı́cı́ části práce je pozornost soustředěna na snahu porovnat výsledky dvou zcela
rozdı́lných přı́stupů k modelovánı́ dynamiky dopravnı́ho proudu. Způsob modelovánı́ dopravnı́ch
systémů je ovlivněn mnoha faktory. Zásadnı́ roli zde hraje dostupnost dat pro daný způsob mo-
delovánı́ a samozřejmě i požadovaná úroveň detailu. Rozeznáváme proto tři základnı́ skupiny
modelů. Prvnı́ skupinu zastupujı́ makromodely zaměřujı́cı́ se na celkové chovánı́ systému a
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vyžadujı́cı́ globálnı́ vstupnı́ data. Opakem jsou pak mikromodely specializujı́cı́ se na detailnı́
popis chovánı́ jednotlivých elementů modelu. Mezi těmito dvěma přı́stupy pak můžeme najı́t
skupinu tzv. mezoskopických modelů, které kombinujı́ prvky makromodelů i mikromodelů.

V šesté kapitole budeme věnovat pozornost otázce modelovánı́ dopravnı́ho proudu z makro-
skopického úhlu pohledu. Nejdřı́ve odvodı́me matematický model v podobě parciálnı́ dife-
renciálnı́ rovnice a poté se zaměřı́me na řešenı́ této rovnice pomocı́ metody charakteristik.

V přı́padě, že je úloha pro modelovánı́ dopravnı́ho proudu zadána s nespojitými počáteč-
nı́mi podmı́nkami, lze narazit na potı́že spojené s řešenı́m tohoto problému použitı́m makro-
skopického modelu. Pak může být velmi výhodné využı́t jiný přı́stup, tzv. multiagentnı́ přı́stup,
kdy se model skládá z velkého množstvı́ objektů s autonomnı́m chovánı́m - agentů, které právě
tı́mto chovánı́m a uplatněnı́m svých vzájemných vazeb vytvářejı́ globálnı́ charakteristiku celku.
S tı́mto mikrokospickým přı́stupem k řešenı́ daného problému se setkáme v 7. kapitole. K po-
chopenı́ souvislostı́ mezi dvěma odlišnými pohledy na vnı́mánı́ popisu např. dopravnı́ho toku
vozidel - mikroskopického a makroskopického lze úspěšně využı́t softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovým způsobem, aby zaměřená cı́lová skupina studentů
porozuměla hlavnı́m myšlenkám vedoucı́ch k sestavenı́ a řešenı́ matematických modelů s tı́m,
že výklad některých složitějšı́ch partiı́ bude podán zjednodušenějšı́ formou.

Problematika numerického řešenı́ jednoduchých problémů je obsahem 8. kapitoly. Stručnou
formou je zde student seznámen s pojmem diferenčnı́ metody a jak lze těchto numerických
metod využı́t k řešenı́ jednoduché parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice. Konečně v závěru se dot-
kneme také toho, za jakých podmı́nek je vybraná numerická metoda užitečná v souvislosti s
termı́ny konvergence, konsistence a stabilita numerické metody. Při této přı́ležitosti se zmı́nı́me
o některých problémech spojených s aktuálnı́mi tématy (Rankinova-Hugoniotova či Courantova-
Friedrichsova-Lewyho podmı́nka).

Klı́čová slova: derivace, pevný bod, orbita, chaos, hustota a tok vozidel, metoda charakteristik,
simulačnı́ model, numerické metody
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Abstract

The aim of this work is to suggest an expansion of preparation of learning materials designed
for university teachers who work with students who have chosen advanced mathematics as an
elective, or with high school students who are engaged in mathematics beyond compulsory cur-
riculum. Students will work with a simple example of mathematical modeling in solving simple
transport tasks.

At selected secondary schools and universities, where the basic course of differential calcu-
lus is included in, students encounter the concept of derivative and its definition using limits.
They are most familiar with the use of derivatives and its applications in determining the mo-
notony and extremes of functions of one variable. These examples are not usually associated
with practice. In the final survey, students reported as the most common answer to the most
problematic part of the subject matter concept of the limit. The basic definition of derivative
discourages students already in the beginning, because the tool of the definition of the limit is
the limit itself. Another aim therefore will be to focus on some of the problematic notions such
as derivatives, limit sequence, integral and the appropriate form to introduce these concepts so
that students understand the nature of the problem and are able to apply their knowledge in
creating simple mathematical models e.g. to describe the movement of vehicles on the roads.
The concept of derivation is mentioned in the second chapter of the work.

Chapter 3 is devoted to the interpretation of the development process and the importance
of mathematical modeling. We meet with numerical problems and pitfalls that are joined with
the mathematical modeling. At the same time we introduce a simple diagram describing the
sequence of steps that must be followed in order to be able the model ”successful“.

The following part of the work - the fourth chapter - aims to create models of simple but
real problems. From a certain perspective on solving these tasks, we can get to concepts such
as fixed points or an attracting orbit and even chaos. Lectures are conducted in such a way that
students understand the basic concepts by analysis of graphs associated with these problems.

Chapter 5 follows the previous chapter. We will show how to convert the solving of conti-
nuous problem to the solving of the discrete problem and under what conditions these modi-
fications are successful. On this occasion, we will focus on selected problems associated with
current topics (importance of Lipschitz condition, choice of initial approach).

In Chapter 6 we derive a mathematical model in the form of partial differential equations.
To apply the equation for an illustrative example of the practice it was necessary to introduce
and understand some important concepts such as the traffic density, the traffic jam, the conti-
nuous and reduced traffic or the flow function. Then, we have focused on solving this equation
using the method of characteristics. The theoretical part is complemented by several practical
examples describing situations encountered in everyday traffic.

In the following part, we focus on trying to compare the results of two entirely different
approaches to modeling the dynamics of traffic flow. We can distinguish three basic models.
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The first group represented by macromodels is focused on the overall behavior of the system
and requires global input data. The opposite is then micromodels specializing in the detailed
description of the behavior of individual elements of the model. Between these two approaches,
we can find another group called mesoscopic models that combine elements of both macromo-
del and micromodel.

In case the task of traffic flow modeling is defined with discontinuous initial conditions, we
might encounter difficulties associated with resolving this problem using a macroscopic model.
It might be useful to choose a different approach called multiagent approach where the model
consists of many objects with autonomous behavior - agents that using this behavior and asser-
ting their mutual relations form a global response unit. We introduce this microscopic approach
in Chapter 7. To understand the relationship between these two different models in more detail
- microscopic and macroscopic – we can use the AnyLogic software. We tried to describe given
problem in a way so that a focused target group of students would understand the main points
leading to building and solving mathematical models. We aimed to deliver the interpretation of
certain parts in a more popular form.

The issue of the numerical solution of simple problems is the content of Chapter 8. Briefly,
the student is introduced the concept of differential methods and how they can use numerical
methods to solve simple partial differential equations. In the end, we also analyze the conditi-
ons under which the numerical methods are useful in connection with the terms of convergence,
consistency and numerical stability. On this occasion, we will discuss about some of the pitfalls
associated with current topics (Rankine-Hugoniot or Courant-Friedrichs-Lewy condition).

The part concerning the numerical modeling and numerical experiments could be beneficial
for students. Students are during the actual formulation of initial conditions corresponding to
the modeled reality delved into the solved problem and they are more easily able to understand
the problems of comparison of discrete and continuous approach to solving problems related,
for example, to modeling the traffic flow of vehicles (detailed calculation of slopes of characte-
ristics may help to explain some contexts). The differences between these two ways i.e. where
time does not go continuously but changes abruptly from one event to the other, and cases where
a phenomenon is described as a continuous function of time, will be demonstrated on simple
concrete examples so that the apparent advantages and disadvantages or common features of
both approaches were understood. For comparison of results obtained by the procedures set out
in Chapters 6, 7 and 8 on solving one particular model situation again, we chose a graphic way.
The graphs in the paper were constructed using the graphical software Derive 6.

Keys words: derivative, fixed point, orbit, chaos, density and flow of vehicles, method of cha-
racteristics, simulation models, numerical methods
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8.1 Diference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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8.3 Konvergence numerické metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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1 Úvod

1.1 Motivace
Hlavnı́m cı́lem práce je připravit návrh rozšiřujı́cı́ho učebnı́ho materiálu určeného pro učitele
studentů vysokých škol, kteřı́ si zvolili vyššı́ matematiku jako volitelný předmět, či středo-
školských studentů, kteřı́ se matematice věnujı́ nad rámec povinných osnov.

Pokud se zaměřı́me na vysokoškolské učitele, pak nedı́lnou součástı́ jejich činnosti společně
s výukou je jejich dalšı́ sebevzdělávánı́. Ve většině přı́padů je tato činnost spojena s vědeckovýz-
kumnými aktivitami v různých podobách a současně s formou postupného zvyšovánı́ vědecké
kvalifikace. Střednı́ školy ovšem nějaký konkrétnı́ komplexnı́ koncept sebevzdělávánı́ učitelů
dlouhodobě postrádaly. Tuto situaci by měla v blı́zké budoucnosti napravit novela zavádějı́cı́
kariérnı́ řád, jı́mž stanovı́ pro pedagogy tři kariérnı́ stupně. Do prvnı́ho stupně učitel vstupuje
automaticky a má za úkol se s podporou svého tzv. uvádějı́cı́ho učitele profesně rozvı́jet a dále
sebevzdělávat po dobu dvou let. Postup do vyššı́ch kariérnı́ch stupňů je pak učiteli umožněn na
základě hodnotı́cı́ho pohovoru před komisı́. Škola rovněž definuje pro rozvoj pedagoga vlastnı́
požadavky, které se pak spolu s předepsanými zkombinujı́ a vytvářejı́ tak osobnı́ plán profesnı́ho
rozvoje zakládajı́cı́m se na pokračujı́cı́m sebevzdělávánı́.

Řada učitelů se věnuje dalšı́mu studiu matematiky z několika důvodů. Jednı́m z nejvýzna-
mnějšı́ch cı́lů je pak rozšı́řit si své vědomosti proto, aby mohli přispět k zpestřenı́ výkladu
povinné látky nebo zařadit některé modernı́ metody, aktuálnı́ novinky či postupy, které nejsou
součástı́ obvyklých povinných školnı́ch osnov, a mohou přispět k popularizaci neoblı́bené ma-
tematiky. Na základě těchto úvah se zrodila myšlenka zpracovat vybrané partie matematiky
vztahujı́cı́ se k tématu matematické a numerické modelovánı́ do ucelené podoby tak, aby mohly
napomoci učitelům k výše formulovaným cı́lům.

Matematické a numerické modelovánı́ je neustále se rozvı́jejı́cı́ modernı́ obor, který je využı́-
ván v mnoha oblastech lidské činnosti. Modelovánı́ proniklo do různých disciplı́n např. tech-
nických, přı́rodnı́ch, ekonomických či sociálnı́ch. S matematickými modely se setkáváme denně
na každém kroku, při předpovědi počası́, při modelovánı́ dopravnı́ch sı́tı́, populace, řı́zenı́ zásob,
prouděnı́ podzemnı́ vody, určenı́ zátopových oblastı́ při povodnı́ch a v inženýrských dı́lech (kon-
strukce letadel, jaderných reaktorů, aut, rychlovlaků, mostů) atd. Modely se staly nedı́lnou
součástı́ a nástrojem při předvı́dánı́ vývoje různých dějů. Použitı́ vhodného matematického
modelu přinášı́ mnoho výhod, usnadňuje pochopenı́ složitějšı́ch jevů a procesů a souvislostı́,
umožňuje simulaci různých možných výsledků. Pojmy matematického a numerického mode-
lovánı́ jsou v současnosti běžně použı́vány i ve sdělovacı́ch prostředcı́ch, proto by si začleněnı́
postupů a metod vztahujı́cı́ch se k modelovánı́ jednoduššı́ch jevů v rozumné mı́ře do osnov
vybraných škol zasluhovalo. Snahou některých škol je zařadit do výuky předmět seznamujı́cı́
studenty s využitı́m komerčnı́ch programů např. Matlab či Statistica k demonstraci probı́rané
látky v různých předmětech jako jsou matematika, fyzika, biologie či chemie. Odtud pak již
vede cesta k numerickému modelovánı́. Modelovánı́ představuje celý proces včetně verifikace
a validace na pomezı́ matematiky, přı́slušné disciplı́ny a informatiky.
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Pozornost nebude zaměřena pouze na izolované metody, ale na modelovánı́ jako jistý přı́stup
k řešenı́ daného problému. Studenti se s pomocı́ vyučujı́cı́ho seznámı́ s různými postupy v ob-
lasti matematického modelovánı́ vybraných jevů, se kterými se lze setkat v reálném životě
napřı́klad při řešenı́ jednoduchých dopravnı́ch úloh. Některé vybrané partie byly již cvičně
zařazeny jako zpestřenı́ výuky v seminářı́ch určených pro předmět Matematika 3 na Vysoké
škole technické a ekonomické v Českých Budějovicı́ch a studenty byly přijaty kladně.

Při podrobné analýze odborné či popularizačnı́ literatury určené pro středoškolské studenty
na českém trhu se nepodařilo nalézt publikaci, která by se věnovala matematickému a nume-
rickému modelovánı́ v tématech zahrnutých v této práci. Lze narazit na publikace věnujı́cı́
se popularizaci matematického modelovánı́ jmenovitě napřı́klad sbı́rka řešených netradičnı́ch
úloh s názvem Aplikačnı́ úlohy pro radost (viz [5]), která je určena zájemcům o matematické
modelovánı́ reálných situacı́ a je směřována nejen ke studentům poslednı́ch ročnı́ků střednı́ch
škol, ale také do řad učitelů. Lze vyhledat nesčetně odkazů na internetové kurzy, přednášky a
konference, které se zabývajı́ jistým úsekem vztahujı́cı́m se tematicky k modelovánı́. Existujı́
jednotlivé články publikované napřı́klad v časopise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
nebo v časopise Vesmı́r. Lze vyhledat řadu publikacı́ napřı́klad [14], některé bakalářské, diplo-
mové a disertačnı́ práce, které se tématu matematického a numerického modelovánı́ věnujı́, ale
většinou v jiném kontextu a jsou určeny předevšı́m pro terciárnı́ vzdělávánı́. Velkým přı́nosem
v této oblasti je pak činnost Školy matematického modelovánı́ (Škomam), kterou pořádá již od
roku 2005 Katedra aplikované matematiky na Vysoké škole Báňské – Technické univerzitě v
Ostravě v podobě každoročnı́ho třı́dennı́ho kurzu. Tato akce je určena předevšı́m pro studenty
poslednı́ch a předposlednı́ch ročnı́ků střednı́ch škol, je zaměřena na matematické modelovánı́
a výpočetnı́ techniku a je organizována prostřednictvı́m dopolednı́ch sekcı́ přednášek a odpo-
lednı́ch počı́tačových cvičenı́.

Pokud provedeme podobný průzkum v zahraničı́, narazı́me opět na velmi početnou da-
tabázi různých produktů, které se pojı́ s matematickým a numerickým modelovánı́m, a jsou
určeny pro studenty různých úrovnı́. Za zmı́nku stojı́ uvést napřı́klad skupinu ICTMA (Me-
zinárodnı́ společenstvı́ učitelů matematického modelovánı́ a aplikacı́). Cı́lem této mezinárodnı́
skupiny je popsat všechny aspekty týkajı́cı́ se vyučovánı́ a učenı́ o matematickém modelovánı́
na sekundárnı́ a terciárnı́ úrovni, např. psychologické aspekty modelovánı́ a jeho učenı́, mode-
lovánı́ kompetencı́, přı́klady modelovánı́ a vzdělávacı́ch kurzů pro učitele. Zaměřenı́ činnosti
této skupiny vede převážně k didaktickému pohledu na uvedenou problematiku. Dále by stálo
za pozornost zmı́nit aktivitu pracovnı́ků na Chalmers University of Technology, kteřı́ vyvinuli
program s názvem Aplikovaná matematika: Body & Soul (viz [9]). Tento projekt představuje
možnosti matematického modelovánı́ v oblasti matematiky, vědy a techniky a zahrnuje modernı́
verzi matematické analýzy, lineárnı́ algebry včetně numerických metod a aplikacı́ určených pro
bakalářské programy v oblasti technických disciplı́n. Dalšı́ část této publikace je již věnována
vysokoškolským tématům jako jsou napřı́klad dynamické systémy, dynamika tekutin, mecha-
nika těles atd.
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1.2 Témata kapitol
Ve všech začleněných kapitolách nalezneme podrobný výklad vztahujı́cı́ se k danému tématu.
Pro názornost je text doplněn řadou ilustrativnı́ch obrázků či grafů. V přı́padě složitějšı́ch úvah
vyžadujı́cı́ch zı́skat detailnějšı́ a komplexnı́ představu jsou uvedeny odkazy na vhodnou lite-
raturu. Většina kapitol je uzavřena několika jednoduchými řešenými přı́klady. V závěru každé
kapitoly je provedeno stručné shrnutı́ probraného úseku a připojena doporučenı́ a odkazy k
dalšı́mu studiu.

V úvodnı́ část navazuje druhá kapitola, ve které připomeneme význam některých známých
pojmů. Na vybraných střednı́ch školách a na vysokých školách, které majı́ do výuky zařazen
základnı́ kurz diferenciálnı́ho počtu, se studenti setkávajı́ s pojmem derivace a jejı́ definicı́ po-
mocı́ limity. S využitı́m derivace a jejı́ch aplikacı́ jsou pak nejčastěji seznámeni při určovánı́
monotonie a extrémů funkce jedné reálné proměnné. Tyto přı́klady většinou nejsou spojeny
s praxı́. Při závěrečném průzkumu pak studenti uvádějı́ jako nejčastějšı́ odpověd’ na otázku
nejproblematičtějšı́ho úseku probı́rané látky pojem limita. Základnı́ definice derivace studenty
pak odradı́ již v úvodu, protože jejı́m nástrojem je právě limita. Dalšı́m cı́lem práce proto
bude snaha zaměřit se na některé problematické pojmy jako je napřı́klad posloupnost, Lipschi-
tzova podmı́nka, limita, derivace, integrál a vhodnou formou přiblı́žit tyto pojmy tak, aby stu-
denti pochopili podstatu problému a aby byli schopni aplikovat poznatky při vytvářenı́ jed-
noduchých matematických modelů např. při popisu pohybu vozidel na silnicı́ch. V závěru se
stručně zmı́nı́me o parciálnı́ch derivacı́ch, protože je budeme v 6. kapitole využı́vat.

Třetı́ kapitola je věnována výkladu o procesu vývoje a významu matematického mode-
lovánı́. Seznámı́me se s numerickými problémy a úskalı́mi, které matematické modelovánı́
provázı́. Současně představı́me jednoduchý diagram popisujı́cı́ posloupnost kroků, které je nutné
dodržet k tomu, aby mohl být model ”úspěšný“.

Čtvrtá kapitola si klade za cı́l vytvořit modely jednoduchých reálných problémů. Z jistého
úhlu pohledu na řešenı́ těchto úloh se lze dostat k pojmům jako je např. pevný a přitahujı́cı́
bod, orbita či chaos. Výklad je veden takovým způsobem, aby student pochopil základnı́ pojmy
pomocı́ analýzy grafů souvisejı́cı́ch s uvedenými problémy. Tato tematika může být pro stu-
denty přı́nosná také tı́m, že poznatky o nelineárnı́ch a chaotických procesech přinášejı́ kromě
rozšı́řenı́ matematických znalostı́ obohacenı́ ve smyslu pohledu na jinou realitu, který nenı́ ve
škole obvyklý.

Pátá kapitola tematicky navazuje na předchozı́ kapitolu. Ukážeme, jak lze převést řešenı́
spojitého problému na řešenı́ diskrétnı́ho problému a za jakých podmı́nek jsou tyto modifi-
kace úspěšné. Při této přı́ležitosti se zaměřı́me na vybraná úskalı́ spojená s aktuálnı́mi tématy
(analýza Lipschitzovy podmı́nky, volba počátečnı́ho přiblı́ženı́).

V následujı́cı́ části práce je pozornost soustředěna na snahu porovnat výsledky dvou zcela
rozdı́lných přı́stupů k modelovánı́ dynamiky dopravnı́ho proudu. Způsob modelovánı́ dopravnı́ch
systémů je ovlivněn mnoha faktory. Zásadnı́ roli zde hraje dostupnost dat pro daný způsob mo-
delovánı́ a samozřejmě i požadovaná úroveň detailu. Rozeznáváme proto tři základnı́ skupiny
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modelů. Prvnı́ skupinu zastupujı́ makromodely zaměřujı́cı́ se na celkové chovánı́ systému a
vyžadujı́cı́ globálnı́ vstupnı́ data. Opakem jsou pak mikromodely specializujı́cı́ se na detailnı́
popis chovánı́ jednotlivých elementů modelu. Mezi těmito dvěma přı́stupy pak můžeme najı́t
skupinu tzv. mezoskopických modelů, které kombinujı́ prvky makromodelů i mikromodelů.

V šesté kapitole se budeme věnovat tématu modelovánı́ dopravnı́ho proudu z makrosko-
pického úhlu pohledu. Nejdřı́ve odvodı́me matematický model v podobě parciálnı́ diferenciálnı́
rovnice a poté se zaměřı́me na řešenı́ této rovnice pomocı́ metody charakteristik.

V přı́padě, že je úloha pro modelovánı́ dopravnı́ho proudu zadána s nespojitými počáteč-
nı́mi podmı́nkami, lze narazit na potı́že spojené s řešenı́m tohoto problému použitı́m makro-
skopického modelu. Pak může být velmi výhodné využı́t jiný přı́stup, tzv. multiagentnı́ přı́stup,
kdy se model skládá z velkého množstvı́ objektů s autonomnı́m chovánı́m - agentů, které právě
tı́mto chovánı́m a uplatněnı́m svých vzájemných vazeb vytvářejı́ globálnı́ charakteristiku celku.
S tı́mto mikrokospickým přı́stupem k řešenı́ daného problému se setkáme v 7. kapitole. K po-
chopenı́ souvislostı́ mezi dvěma odlišnými pohledy na vnı́mánı́ popisu např. dopravnı́ho toku
vozidel - mikroskopického a makroskopického lze úspěšně využı́t softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovým způsobem, aby zaměřená cı́lová skupina studentů
porozuměla hlavnı́m myšlenkám vedoucı́ch k sestavenı́ a řešenı́ matematických modelů s tı́m,
že výklad některých složitějšı́ch partiı́ bude podán zjednodušenějšı́ formou.

Problematika numerického řešenı́ jednoduchých problémů je obsahem 8. kapitoly. Stručnou
formou je zde student seznámen s pojmem diferenčnı́ metody a jak lze těchto numerických
metod využı́t k řešenı́ jednoduché parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice. Konečně v závěru se do-
tkneme také toho, za jakých podmı́nek je vybraná numerická metoda užitečná v souvislosti s
termı́ny konvergence, konsistence a stabilita numerické metody. Při této přı́ležitosti se zmı́nı́me
o některých úskalı́ch spojených s aktuálnı́mi tématy (Rankinova-Hugoniotova či Courantova-
Friedrichsova-Lewyho podmı́nka).
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2 Základnı́ pojmy
Tato kapitola zahrnuje stručný přehled základnı́ch matematických pojmů a označenı́. Vybrané
termı́ny jsou v hodinách matematiky na střednı́ch školách probı́rány a studenti by měli mı́t
povědomı́ o jejich významu. Cı́lem této části je osvěžit souvislosti, v jakých jsou tyto pojmy
propojeny, protože se s nimi v navazujı́cı́ části textu budeme setkávat.

2.1 Změna jako stěžejnı́ pojem
Svět kolem nás se stále měnı́, tyto změny můžeme pozorovat v různých projevech a formách v
biologii, fyzice, chemii či ekonomii. Přı́kladem mohou sloužit následujı́cı́ procesy jako změny
za časovou jednotku:

• rychlost = změna dráhy

• zrychlenı́ = změna rychlosti

• ochlazenı́, oteplenı́ = změna teploty

• změna hustoty populace

• změna koncentrace látky

• změna barvy

• rozpad částic látky

• změna hustoty silničnı́ho provozu

Pozorujeme-li změnu jistého děje vlastnı́ma očima, např. změnu barvy, let ptačı́ho hejna či po-
hyb ryb, vnı́máme tento jev dı́ky našemu nedokonalému viděnı́ jako souvislou, spojitou událost.
Při jistém přiblı́ženı́ za pomoci např. mikroskopu či dalekohledu se souvislý jev stává jevem
diskrétnı́m. Můžeme pak let ptačı́ho hejna popsat jako pohyb skupiny jednotlivých ptáků –
bodů dané množiny. Z praktického hlediska pak lze popsat trajektorii bodu – částice pomocı́
spojité resp. po částech spojité funkce než pomocı́ diskrétnı́ množiny. Tento přechod s sebou
nese jisté nevýhody v podobě nepřesnostı́ v ”hluchých mı́stech”, tedy v mı́stech, kde o po-
loze částic nemusı́me mı́t informace (náhlá změna směru letu hejna). Podobným způsobem
lze pozorovat prouděnı́ tekutiny, přenos tepla či sledovat dopravnı́ tok vozidel na silnicı́ch.
Společným pojı́tkem uvedených přı́kladů je snaha o popis změny sledované za nějakou časovou
jednotku či o předpověd’ jejı́ho dalšı́ho vývoje. Pohyb živých a neživých objektů má mnoho
společných rysů, avšak částečky neživé hmoty se za konstantnı́ch podmı́nek pohybujı́ stále
stejným způsobem, ovšem pohyb živých tvorů je ovlivněn tı́m, že každý objekt se v daný mo-
ment může rozhodnout a reagovat jiným způsobem.

Veškeré snahy o popis přı́rodnı́ch jevů vedou k různým matematickým vztahům - k co
možná nejstručnějšı́mu a přesnému popisu dějů kolem nás zapsaným matematickým jazykem.
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Tyto vztahy mohou být odvozeny na základě logických úvah a zkušenostı́, ale často jsou výsled-
kem mnohaletého studia různých souvislostı́ a mohou být vyjádřeny napřı́klad prostřednictvı́m
rovnic. Rovnice vyjadřujı́ vztah mezi proměnnými a popisujı́, jakým způsobem se tyto proměnné
měnı́ napřı́klad v čase a prostoru. Proměnné veličiny jsou dány podle toho, jaký problém řešı́me,
mohou představovat polohu či hodnotu teploty, hustoty, rychlosti atd. K tomu, abychom mohli
rovnice sestavit a následně řešit, potřebujeme vybudovat jistý matematický aparát a definovat
základnı́ matematické pojmy (viz např. [4]).

2.2 Pojem posloupnosti a limity
Každá funkce, jejı́mž definičnı́m oborem je množina přirozených čı́sel, se nazývá nekonečná
posloupnost. Nejčastěji je oborem hodnot této funkce množina reálných čı́sel a obvykle bývá
značena symbolem {xn}∞n=1. Každou posloupnost lze charakterizovat dle mnoha hledisek např.
monotónie či omezenosti a nejčastějšı́m cı́lem jejı́ho vyšetřovánı́ bývá otázka jejı́ konvergence
respektive nalezenı́ jejı́ limity a (v zápisu limn→∞ xn = a). S definicı́ limity posloupnosti se
studenti majı́ možnost seznámit v této podobě:

Reálné čı́slo a se nazývá vlastnı́ limita posloupnosti {xn}∞n=1 právě tehdy, když pro každé ε > 0
existuje přirozené čı́slo n0 tak, že pro každé n = n0 platı́ |xn − a| < ε.

Pokud má tedy daná posloupnost konečnou limitu a, pak to dle definice znamená, že at’ udáme
libovolně malou vzdálenost od hodnoty a (přesnost s jakou se přiblı́žı́me k a), pak vždy exis-
tuje člen dané posloupnosti, od kterého jsou již všechny následujı́cı́ členy obsaženy v intervale
daném krajnı́mi body a a hodnotou udávajı́cı́ přesnost.

V následujı́cı́ch kapitolách se budeme věnovat problému

xn+1 = ϕ (xn)

pro n = 1, ..., který bude jistým způsobem souviset s řešenı́m jiné úlohy. Budeme postupně
určovat členy posloupnosti {x1, x2, .., xn, ...} na základě výše uvedeného předpisu a budeme
se zajı́mat o to, zda má daná posloupnost limitu. V kladném přı́padě může být tato limita při
splněnı́ jistých podmı́nek pak řešenı́m původnı́ úlohy. Vztah xn+1 = ϕ (xn) bývá také nazýván
rekurentnı́ formulı́ 1. řádu - předpisem pro výpočet členů posloupnosti pomocı́ předcházejı́cı́ho
členu. V přı́padě, že formule zahrnuje k předcházejı́cı́ch členů posloupnosti, mluvı́ se o re-
kurentnı́ formuli k-tého řádu. Přibližnou hodnotu limity pak stanovujeme právě postupným
určovánı́m členů dané posloupnosti s tı́m, že jsme schopni ověřit, zda je daná posloupnost
konvergentnı́ resp. jak rychle konverguje (viz např. [9]). Nedı́lnou součástı́ tohoto procesu je
pak stanovenı́ odhadu chyby, které se v daném kroku rekurentnı́ho postupu dopustı́me. Ob-
last numerické matematiky zabývajı́cı́ se odhadovánı́m chyb při numerických výpočtech je
velmi rozsáhlá, tato problematika nebude v textu detailně zmiňována. V praxi se objevujı́ reku-
rentnı́ výpočty spojené s mnoha problémy, ve středoškolské výuce nenı́ tomuto tématu bohužel
věnováno mnoho pozornosti.
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Při praktických výpočtech je pak na mı́stě otázka: Bude-li hodnota rozdı́lu dvou sousednı́ch
hodnot dané posloupnosti |xn+1− xn| pro n→∞ konvergovat k 0, bude pak daná posloupnost
konvergentnı́? Zeptáme-li se obráceně, tedy v přı́padě, že posloupnost {xn}∞n=1 má limitu a,
bude platit, že |xn+1 − xn| pro n → ∞ bude konvergovat k 0? Odpověd’ na druhou otázku je
kladná, protože platı́ nerovnost

|xn+1 − xn| = |xn+1 − a+ a− xn| 5 |xn+1 − a|+ |a− xn|.

Součet |xn+1 − a| + |a − xn| konverguje pro n → ∞ k 0, poněvadž posloupnost {xn}∞n=1 má
limitu a. V přı́padě prvnı́ho dotazu nebude odpověd’ snadná. Pokud budeme mı́t konkrétnějšı́
informace o vlastnostech funkce ϕ (x), může být pak tvrzenı́ pravdivé. V dalšı́m textu budeme
předpokládat, že daná funkce ϕ (x) je na sledovaném intervalu spojitá a splňuje následujı́cı́
podmı́nku. Existuje-li reálná konstanta q taková, že 0 < q < 1 a pro každé x a y z intervalu I
platı́ nerovnost

|ϕ (x)− ϕ (y) | 5 q|x− y|,

pak řı́káme, že funkce ϕ (x) splňuje na intervalu I podmı́nku kontrakce. Konstanta q, která
v podmı́nce vystupuje, se nazývá Lipschitzova konstanta a funkce, které tuto podmı́nku (tzv.
Lipschitzovu) splňujı́ (i bez omezenı́ ve tvaru q < 1), se nazývajı́ lipschitzovsky spojité. Platı́-
-li, že krajnı́ body intervalu I se zobrazı́ opět do I , pak je také zaručeno, že pokud x ∈ I , pak
také ϕ (x) ∈ I (viz také v kapitole 4. a 5.).

Předpokládejme tedy, že funkce ϕ (x) splňuje na intervalu ohraničeném body a a xn Lipschit-
zovu podmı́nku s konstantou q, kde 0 < q < 1. Pak platı́

|xn − a| = |ϕ (xn−1)− a| 5 q|xn−1 − a| 5 q|xn−1 − xn|+ q|xn − a|,

tedy je splněno

|xn − a| − q|xn − a| 5 q|xn−1 − xn|,

odtud plyne

(1− q)|xn − a| 5 q|xn−1 − xn|

a konečně

|xn − a| 5
q

(1− q)
|xn−1 − xn|.

Z poslednı́ nerovnosti vyplývá, že pokud bude rozdı́l |xn+1 − xn| pro n→∞ konvergovat k 0,
pak posloupnost {xn}∞n=1 má limitu a.

Na závěr je třeba poznamenat, že pokud daná posloupnost {xn}∞n=1 nekonverguje, pak bud’ os-
ciluje nebo diverguje tj. má limitu rovnou +∞ nebo −∞. Termı́n nekonečna by si zasluhoval
krátkou historickou poznámku.
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Poznámka

Myšlenka nekonečna proniká celou matematikou a pojem nekonečna je bezpochyby jeden
z jejı́ch ústřednı́ch termı́nů. Jako jedno z prvnı́ch pojmenovánı́ nekonečna byl dlouhou
dobu použı́ván název tzv. bludného nekonečna: ”Nekonečným nazýváme to, co nemá
žádného východiska nebo hranic, ačkoliv by je podle své povahy mı́ti mělo.“ K takovému
nekonečnu lze přirovnat napřı́klad pohyb po kružnici. Antické diskuze týkajı́cı́ se pojmu
nekonečna pak sumarizoval Aristoteles odlišenı́m pojmu aktuálnı́ho nekonečna od pojmu
potenciálnı́ho nekonečna. Jako přı́klad pro vysvětlenı́ potenciálnı́ho nekonečna může
sloužit řada přirozených čı́sel, která nenı́ shora nijak omezena, ale v principu neexistuje
žádné největšı́ přirozené čı́slo. Nekonečno je tedy přı́stupno pouze potenciálně. Aktuálnı́
nekonečno souvisı́ s abstrakcı́, která připouštı́ existenci nekonečně mnoha prvků sloučených
v jeden celek, a lze jej chápat jako uzavřený objekt nepodléhajı́cı́ dalšı́mu procesu zvětšovánı́
(úsečka jako množina bodů), ([25]).

Snaha pochopit pojem nekonečna jako abstraktnı́ho pojmu se tak řadı́ stále k jedné z nej-
obtı́žnějšı́ch součástı́ matematiky a lidé jak už z dávné minulosti či současnosti si nekonečno
nedokázali a stále nedokážı́ představit viz obr. 1.

Obrázek 1: Bludné nekonečno
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2.3 Pojem derivace
V této části práce budeme věnovat naši pozornost jednomu z nejdůležitějšı́ch nástrojů v mate-
matice - derivaci funkce, pokusı́me se k podstatě tohoto pojmu postupně dopracovat.

Při vyšetřovánı́ vlastnostı́ dané spojité funkce definované na intervalu I - monotónie, určovánı́
lokálnı́ch extrémů či konvexity a konkávity je rozumné zaměřit se na popis směrnic tečen sestro-
jených k funkci y = f(x) v každém bodě. Důvod je celkem logický, protože tečna je přı́mka,
která má s funkcı́ f(x) společný právě jeden bod a v jeho ”velké blı́zkosti“ takřka kopı́ruje jejı́
graf (studenti na střednı́ škole definici tečny takto vnı́majı́). Lze dokázat (viz [9]), že optimálnı́
lineárnı́ aproximacı́ funkce f(x) v okolı́ bodu T je v určitém smyslu tečna sestrojená k funkci
f v bodě T . Zvolme libovolně bod T = [x0, f(x0)], kde x0 náležı́ intervalu I , pak rovnice tečny
sestrojené k dané funkci v bodě T má tvar

f(x)− f(x0) = k(x− x0).

Významným ukazatelem je pak hodnota jejı́ směrnice k, která udává, zda je tečna a tedy i
funkce v daném bodě rostoucı́, klesajı́cı́ či konstantnı́. Jednoduchou úvahou pak lze dospět k
následujı́cı́m souvislostem viz obr. 2:

• k > 0⇒ funkce je v jisté okolı́ bodu rostoucı́

• k < 0⇒ funkce je v jisté okolı́ bodu klesajı́cı́

• k = 0 ⇒ daný bod je bodem jisté změny, může být lokálnı́m extrémem nebo inflexnı́m
bodem

Obrázek 2: Význam hodnoty derivace

Nabı́zı́ se tedy otázka: Pokud by se podařilo odvodit ke každé funkci jednoduchý způsob,
jakým lze stanovit hodnoty směrnic tečen sestrojených v libovolném bodě definičnı́ho oboru
dané funkce, pak bychom mohli snadno zı́skat představu o jejı́m chovánı́. Budeme této ”od-
vozené“ funkci, která bude přiřazovat ke každému bodu x0 směrnici tečny sestrojené v bodě
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T = [x0, f(x0)], řı́kat derivace funkce. Pojem derivace má patrně původ ve francouzském slově

”dérivé“, který lze přeložit jako odvozenı́. Pojem derivace byl poprvé zaveden v 18. stoletı́ fran-
couzským matematikem a astronomem italského původu Lagrangem a derivace funkce y byla
označena symbolem y′ (viz [10]). V přı́padě jednoduchých funkcı́ lze tuto závislost hodnoty
směrnice na předpisu funkce snadno odvodit.

Přı́klady

1. f(x) = kx+ q

Platı́ kx − kx0 = k(x − x0) tedy (kx)′ = k. Pokud je funkce f(x) konstantnı́, pak platı́
q − q = 0.(x− x0), tudı́ž q′ = 0. Derivace funkce f(x) = 2x− 15 je tedy rovna 2.

2. f(x) = x2

Rovnice tečny sestrojené ke grafu této funkce v bodě T = [x0, f(x0)] má tvar x2 − x2
0 =

= k(x− x0). Dále platı́ po úpravě (x− x0)(x + x0) = k(x− x0), tedy k = x + x0. Směrnice
tečny sestrojené v bodě T je rovna hodnotě k = x0 + x0 = 2x0 a (x2)′ = 2x.

3. f(x) = x3

Rovnice tečny sestrojené ke grafu této funkce v bodě T = [x0, f(x0)] má tvar x3 − x3
0 =

= k(x− x0). Podobně jako v předchozı́m přı́kladě platı́:

x3 − x3
0 = (x− x0)(x2 + x0x+ x2

0),

tedy pro x = x0 je k = 3x2
0 a (x3)′ = 3x2.

Výpočet pro derivaci funkce xn v bodě T = [x0, f(x0)], kde n je libovolné přirozené čı́slo,
lze pak zobecnit dle

xn − xn0 = (x− x0)(xn−1 + x0x
n−2 + · · ·+ xn−1

0 )

na vztah (xn)′ = nxn−1. Určenı́ derivace polynomické funkce je tedy jednoduché, nebot’ podı́l
xn−xn

0

x−x0
lze algebraicky upravit.

Jakým způsobem budeme ovšem postupovat v přı́padech určovánı́ derivace nealgebraických
funkcı́? Zvolme napřı́klad f(x) = sinx, bod T = [x0, f(x0)] a pro snadnějšı́ úpravu vyjádřeme
rozdı́l x − x0 = h. Potom lze hodnotu směrnici tečny k sestrojené v bodě [x0, f(x0)] přepsat
následovně:

sinx− sinx0

x− x0

=
sin(x+ h)− sinh

h
.

Využijeme-li k úpravě čitatele vztahu sin(x+ y) = sin x cos y + sin y cosx, pak platı́

11



k =
sinh cosx

h
,

protože x = x0 a tudı́ž h = 0. V tomto mı́stě se objevuje jistý problém a to, jak stanovit hodnotu
tohoto výrazu v bodě h = 0. Přicházı́ čas na využitı́ dalšı́ho pomocnı́ka v matematice - oblı́bené
limity. Podařı́-li se pomocı́ vhodných operacı́ upravit vyhodnocovaný výraz tak, abychom mohli
určit jeho hodnotu v bodě h = 0, obdržı́me hledanou funkci. Pojd’me se pustit do úpravy:

k = lim
h→ 0

sinh cosx

h
= cosx, (1)

poněvadž limh→ 0
sinh
h

= 1. Uvedený vztah je známým výsledkem a studenti se s touto limitou
setkávajı́ již v úvodu kapitoly vztahujı́cı́ se k výpočtu limit. Tato část matematiky je studenty v
drtivé většině hodnocena velmi negativně a hlavnı́m důvodem této antipatie je fakt, že studenti
nemajı́ zažité návyky potřebné k úpravám algebraických výrazů, a proto se s výpočtem limity
nevypořádávajı́ úspěšně. Tato neznalost se potom odrážı́ v dalšı́ch matematických disciplı́nách,
poněvadž výpočet limit je svázán s mnoha matematickými problémy.

Poznámka

Na ověřenı́ výsledku (1) můžeme využı́t velmi jednoduchého pravidla nazývaného

”l’Hospitalovým“ (čteme lopitalovým). Toto pravidlo lze uplatnit v přı́padě, kdy počı́táme
limitu z podı́lu dvou funkcı́ ve tvaru

lim
x→ a

f(x)

g(x)
,

kde a je reálné čı́slo takové, že jsou splněny podmı́nky f(a) = 0 a g(a) = 0 nebo f(a) = ±∞
a g(a) = ±∞ a navı́c existuje limx→ a

f ′(x)
g′(x)

. Pak lze dokázat, že platı́

lim
x→ a

f(x)

g(x)
= lim

x→ a

f ′(x)

g′(x)
.

Tı́mto pravidlem si lze usnadnit algebraické úpravy zlomku f(x)
g(x)

do tvaru, ve kterém jsme
již schopni po dosazenı́ bodu a výraz vyhodnotit. Výsledek limh→ 0

sinh
h

= 1 je rovněž
čitelný z grafického znázorněnı́ funkce y = x a y = sinx ve velké blı́zkosti bodu [0, 0],
kde grafy zmiňovaných funkcı́ takřka splývajı́, a proto poměry jejich funkčnı́ch hodnot jsou
velmi ”blı́zké“ hodnotě rovné 1.

Při odvozovánı́ postupu při výpočtu derivace funkce pak lze využı́t limity a derivaci funkce
f(x) v bodě x0 definovat následovně

f ′(x0) = lim
x→ x0

f(x)− f(x0)

x− x0

, (2)
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pokud tato limita existuje. Hodnota f(x)−f(x0)
x−x0

představuje směrnici sečny procházejı́cı́ body
[x0, f(x0)] a [x, f(x)] a limx→ x0

f(x)−f(x0)
x−x0

je směrnicı́ tečny v bodě [x0, f(x0)] viz obr. 3.
Posune-li se x do bodu x0, pak se sečna stává tečnou.

Obrázek 3: Zobrazenı́ tečny a sečny

Na tomto mı́stě by bylo vhodné zmı́nit Heineho větu, kterou lze využı́t při formulovánı́ pojmu
derivace. Důsledkem této věty je fakt, že určenı́ limity posloupnosti lze převést na výpočet
limity funkce. Tento postup může být výhodný, nebot’ pro stanovovánı́ limit funkcı́ existujı́
silnějšı́ nástroje (předevšı́m pak Věta o limitě složené funkce).

Poznámka

Heineho věta.

Funkce f definovaná v prsténcovém okolı́ bodu a má v bodě a limitu L právě tehdy,
když platı́ podmı́nka: Pro každou posloupnost čı́sel {xn}∞n=1 z definičnı́ho oboru funkce f
takovou, že xn 6= a a limn→∞ xn = a platı́ limn→∞ f(xn) = L.

Důsledkem Heineho věty je pak následujı́cı́ tvrzenı́: Necht’ má funkce f v bodě +∞ limitu
rovnou L. Potom také existuje limita posloupnosti {f(n)}∞n=1 a platı́

lim
n→∞

f(n) = lim
x→∞

f(x) = L.

Budeme-li postupně sestrojovat sečny dle obr. 3 a stanovovat jejich směrnice, pak derivaci
funkce f(x) v bodě x0 lze definovat jako limitu této posloupnosti směrnic sečen (pokud zmiňovaná
limita existuje).

V přı́padě, kdy derivace spojité funkce v daném bodě neexistuje viz obr. 4, pak je při popisu
vlastnostı́ funkce v okolı́ daného bodu nutné postupovat jiným způsobem (vyšetřovat monotónii
funkce v okolı́ tohoto bodu).
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Obrázek 4: V bodě B nelze stanovit hodnotu derivace funkce

Při určovánı́ derivacı́ by nebylo přı́liš pohodlné pokaždé stanovovat přı́slušné limity, protože v
přı́padě komplikovanějšı́ch funkcı́ nemusı́ být jejich určenı́ vždy snadnou záležitostı́. Poněvadž
lze pro všechny základnı́ matematické funkce tyto limity nalézt a současně lze formulovat pravi-
dla o derivovánı́ součinu či podı́lu funkcı́ a derivovánı́ složené funkce, je pak proces derivovánı́
jednoduchou a rutinnı́ záležitostı́. Předpokládejme dále v textu, že si student osvojil základnı́
pravidla derivovánı́ a správně vnı́má geometrický význam derivace, budeme této zkušenosti v
řadě situacı́ využı́vat.

2.4 Derivace a integrál
Studenti jsou seznamováni s praktickými úlohami, ve kterých je nutné pracovat s derivacı́ dané
funkce v souvislosti s určovánı́m jejı́ch extrémů eventuálně jejı́ monotónie. Ovšem v praxi jsme
často postaveni před obrácený úkol. Známe funkčnı́ závislost popisujı́cı́ nějaký jev po jisté

”změně“ - derivaci neznámé funkce podle dané proměnné a zajı́máme se o to, jaký předpis
měla funkce před ”změnou“, napřı́klad vztah pro závislost rychlosti v pohybu s rovnoměrným
zrychlenı́m a na čase t je dán známým vztahem ve tvaru v = at. Funkce at je derivacı́ funkce
1
2
at2 + c, kde c je libovolná reálná konstanta. Protože rychlost je definována jako změna dráhy
s za časovou jednotku t (derivace funkce 1

2
at2 + c podle proměnné t), pak vztah s = 1

2
at2

představuje závislost dráhy rovnoměrně zrychleného pohybu na čase t.

Nastı́něný problém lze formulovat následovně:

Je dána reálná funkce f(t) definovaná na intervalu I = 〈a, b〉. Cı́lem je určit funkci y(t) defino-
vanou na I tak, aby byla na I splněna následujı́cı́ rovnost

y′(t) = f(t). (3)

14



Uvedená rovnice patřı́ do kategorie rovnic, které označujeme jako diferenciálnı́ rovnice a jejı́
řešenı́ budeme nazývat primitivnı́ funkcı́ k funkci f nebo (neurčitým) integrálem k funkci f
podle proměnné t na intervalu I , symbolicky

∫
f(t)dt. Vzhledem k tomu, jaký řešı́me problém

v (3), lze řešenı́ pojmenovat také antiderivacı́ funkce f na daném intervalu. Je-li y′(t) = f(t),
pak také (y(t) + c)′ = f(t), kde c je reálná konstanta a nazývá se integračnı́ konstantou. Rov-
nice (3) má tedy nekonečně mnoho řešenı́ a pokud k řešené úloze (3) připojı́me dodatečnou
podmı́nku - počátečnı́ podmı́nku napřı́klad ve tvaru y(a) = ya, zı́skáme jediné řešenı́ úlohy (3)
procházejı́cı́ bodem [a, ya]. Zaved’me označenı́ y(t)− y(a) =

∫ t

a
f(x)dx, kde výraz

∫ t

a
f(x)dx

čteme jako určitý integrál funkce f(x) v mezı́ch od a do t podle proměnné x. K významu tohoto
symbolu se dostaneme v následujı́cı́m textu.

Pokusı́me se pomocı́ jednoduchého přı́kladu z praxe najı́t způsob, jak určit neznámou funkci
y(t) (viz [11]). Budeme řešit přı́klad, který tematicky souvisı́ s problematikou studovanou v 6.
kapitole.

Představme si vozidlo pohybujı́cı́ se po vozovce v čase t, funkce y(t) bude vyjadřovat vzdále-
nost vozidla překonanou za dobu t a funkce f(t) bude reprezentovat okamžitou rychlost vozidla
v čase t. Budeme sledovat vozidlo v časovém intervalu od t = t0 = 0 do t = tN = 1. Rozdělme
časový interval na úseky 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · < tN = 1, tı́mto způsobem pak
zı́skáme posloupnost vzdálenostı́ y(tn) a jim odpovı́dajı́cı́ch okamžitých rychlostı́ f(tn). Nynı́
využijeme fakt známý ze základů fyziky a to, že ujetou vzdálenost lze spočı́tat jako součin
průměrné rychlosti a délky časové jednotky od hodnoty tn−1 do doby tn. Z tohoto důvodu lze
y(tn) nahradit hodnotou takto

y(tn) ≈ y(tn−1) + f(tn−1)(tn − tn−1) (4)

nebo také tı́mto způsobem

y(tn) ≈ y(tn−1) + f(tn)(tn − tn−1), (5)

kde jsme hodnotu průměrné rychlosti nahradili hodnotou okamžité rychlosti. Je-li napřı́klad
y(t) = t2, pak platı́

y(tn)− y(tn−1) = t2n − t2n−1 = (tn + tn−1)(tn − tn−1).

V přı́padě volby aproximace ve tvaru (4) nebo (5) je f(tn−1) ≈ 2tn−1 nebo f(tn) ≈ 2tn (tento
výsledek již připomı́ná derivaci druhé mocniny t). Úpravou vztahu (5) obdržı́me

f(tn) ≈ y(tn)− y(tn−1)

tn − tn−1

. (6)

Protože y′(t) = f(t) a tedy y′(tn−1) = f(tn−1), lze pak derivaci y′(tn−1) aproximovanou
následovně
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y′(tn−1) ≈ y(tn)− y(tn−1)

tn − tn−1

(7)

chápat jako průměrnou rychlost v časovém úseku od tn−1 do doby tn. Rovnice y′(t) = f(t)
tedy popisuje, že derivace dráhy y(t) podle času je rovna okamžité rychlosti f(t) a vztah (7)
řı́ká, že okamžitá rychlost v čase tn−1 je přibližně rovna průměrné hodnotě rychlosti v intervale
〈tn−1, tn〉. Nynı́ lze postup popsaný vztahem (5) opakovat

y(tn−1) ≈ y(tn−2) + f(tn−2)(tn−1 − tn−2)

a dále

y(tn) ≈ y(tn−2) + f(tn−2)(tn−1 − tn−2) + y(tn−1) + f(tn−1)(tn − tn−1).

Protože y(t0) = y(0) = 0, dostáváme

y(tn) ≈ f(t0)(t1 − t0) + f(t1)(t2 − t1) + · · ·+ f(tn−2)(tn−1 − tn−2) + f(tn−1)(tn − tn−1) (8)

neboli celková vzdálenost ujetá za čas tn je přibližně rovna součtu úseků překonaných v předcho-
zı́ch časových intervalech, jejichž hodnoty jsme nahradili součinem přı́slušné okamžité rych-
losti a ujeté vzdálenosti. Položı́me-li n = N , pak platı́ y(1) = y(tN) a vztah (8) lze přepsat
následovně

y(1) ≈ f(t0)(t1 − t0) + · · ·+ f(tN−1)(tN − tN−1) =
N∑

n=1

f(tn−1)(tn − tn−1). (9)

Nahradı́me-li v (9) symbol ≈ symbolem =, rozdı́l tn − tn−1 symbolem dt, pak lze hodnotu
součtu všech uvedených členů zapsat přibližně pomocı́ určitého integrálu takto

y(1) =

∫ 1

0

f(t)dt.

Termı́n integrace můžeme volně přeložit jako slučovánı́ či sčı́tánı́ částı́ v celek. Hodnota určitého
integrálu

∫ 1

0
f(t)dt je rovna součtu součinů okamžitých rychlostı́ a velmi malého časového

úseku, na němž se vozidlo pohybovalo odpovı́dajı́cı́ okamžitou rychlostı́.

16



Poznámka

Integrál, k němuž jsme v předchozı́ch úvahách dospěli, byl pojmenován po německém
matematikovi Bernhardu Riemannovi jako Riemannův určitý integrál. Suma ve vztahu
(9) se nazývá Riemannova integrálnı́ suma funkce f , která pak sloužı́ jako pomocný
nástroj pro definici jmenovaného integrálu. Geometrický význam tohoto integrálu spočı́vá
v tom, že za předpokladu, že spojitá funkce f(t) splňuje na uzavřeném intervalu 〈t0, tN〉
podmı́nku |f(t)| < K (je ohraničená), je Riemannův integrál roven obsahu plochy ome-
zené funkcı́ f(t) a intervalem 〈t0, tN〉 (v přı́padě, že daná funkce f je na intervalu nezáporná).

2.5 Pojem parciálnı́ derivace
Funkce vı́ce proměnných jsou přirozeným zobecněnı́m funkcı́ jedné proměnné a popisované
změny závisejı́ většinou na měnı́cı́m se čase. Proměnné pak mohou zastupovat napřı́klad tep-
lotu, polohu či hustotu sledovaného objektu. Tı́m se dostáváme do problematiky teorie funkcı́
vı́ce proměnných, kdy problém hledánı́ lokálnı́ch extrémů má stejný význam jako v přı́padě
funkce jedné proměnné - hledáme napřı́klad čas a polohu, kde daná funkce dosahuje ma-
ximálnı́ch hodnot hustoty či teploty. Tato část teorie je velmi rozsáhlá a nenı́ nutné se této
problematice zde podrobněji věnovat. Pro pochopenı́ souvislostı́ uváděných dále v textu bude
potřeba osvojit si pouze schopnost umět derivovat podle přı́slušných proměnných - derivovat
parciálně. Geometrický význam derivace zůstává nezměněn, hledáme stále části definičnı́ho
oboru, kde funkce roste či klesá resp. je konstantnı́.

Pokusme se problém přiblı́žit na přı́kladu představy trojrozměrné (reliéfnı́) mapy nějaké vy-
brané krajiny ve tvaru obdélnı́kového výřezu, kdy jedna hrana obdélnı́ku bude představovat osu
x a druhá hrana osu y. Nadmořská výška bude měřena na ose kolmé k rovině dané osami x
a y z = f(x, y). Nejnižšı́ mı́sta v údolı́ch představujı́ lokálnı́ minima a vrcholky lokálnı́ ma-
xima. Postavı́me-li se na hranu osy x a na ose y vybereme jeden konkrétnı́ bod, pak vidı́me
profil sledované krajiny v předem určeném řezu, totéž můžeme provést obráceně a sledovat
situaci z hrany osy y. Zjistı́me, že vrcholek se nacházı́ v mı́stě, kde vidı́me maximálnı́ výšku
z obou směrů a totožné zjištěnı́ zaznamenáváme při určovánı́ nejnižšı́ch bodů. Jsou to mı́sta,
kde jsou obě derivace funkcı́ bud’ proměnné x nebo y nulové či v přı́padě ostrých špiček nebo
hrotů neexistujı́. Bohužel zde může nastat situace, která představuje jev, se kterým se v teorii
funkce jedné proměnné nesetkáme. Jedná se o bod, který se z jedné strany pohledu jevı́ jako bod
lokálnı́ho maxima a z druhé strany jako bod lokálnı́ho minima. Tento bod se nazývá sedlovým
bodem (opravdu připomı́ná sedlo viz obr. 5) a má jistý význam v oblasti matematiky vztahujı́cı́
se napřı́klad k optimalizačnı́m procesům.
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Obrázek 5: Původ názvu sedlového bodu

Z předchozı́ poznámky si můžeme odnést tuto zkušenost: derivovat podle vybrané proměnné
neznamená nic jiného než vnı́mat ostatnı́ proměnné jako konstanty a dále použı́vat známá pra-
vidla pro derivovánı́ beze změn. Je na mı́stě zavést jednoduchá označenı́ pro parciálnı́ derivaci
funkce vı́ce proměnných. Je-li dána pro jednoduchost funkce dvou proměnných s předpisem
f(x, y), pak parciálnı́ derivaci funkce f(x, y) dle proměnné x, (dı́váme se na reliéf krajiny z
pohledu osy x), budeme značit fx a obráceně parciálnı́ derivaci funkce f(x, y) podle proměnné
y (stojı́me na hraně dané osou y) budeme charakterizovat symbolem fy.

Přı́klady

1. f(x, y) = x2y3 − 6xy + 5, 2. f(x, y) = y sinx
1−xy 3. f(x, y) =

√
xy − x3

Řešenı́

1. fx = 2xy3 − 6y, fy = 3y2x2 − 6x

2. fx =
y cosx(1− xy)− y sinx(−y)

(1− xy)2
, fy =

sinx(1− xy)− y sinx(−x)

(1− xy)2

3. fx = y−3x2

2
√

y−3x2
, fy = x

2
√

y−3x2

Shrnutı́. V této kapitole jsme zopakovali důležitá témata vztahujı́cı́ se k pojmům posloup-
nost, konvergence, limita, Lipschitzovská podmı́nka, derivace, parciálnı́ derivace a integrál.
Jsou to vesměs témata, se kterými se studenti na střednı́ch ale i vysokých školách potýkajı́
často neúspěšně a nechápou některé souvislosti např. limita - derivace. Je třeba zdůraznit, že
porozuměnı́ těchto pojmů je stěžejnı́ pro pochopenı́ výkladu v navazujı́cı́ch kapitolách. Pro pro-
hloubenı́ znalostı́ v této oblasti lze doporučit např. publikaci [9].
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3 Matematické modelovánı́

3.1 Vývoj modernı́ho modelovánı́
Rozvoj matematického modelovánı́ je neoddělitelně spojen s vývojem matematických věd.
Významnou etapou v posunu matematiky se stalo obdobı́ konce 16. stoletı́ až do 18. stoletı́, kdy
byly položeny základy matematické analýzy. Dı́ky práci Newtona, Leibnize, Eulera, Gausse
a dalšı́ch matematiků se podařilo dosáhnout zásadnı́ch výsledků v oblasti analýzy předevšı́m
vybudovánı́m základnı́ch pilı́řů diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu. Velkým rozmachem vědy
spojeným dále ve 20. stoletı́ napřı́klad se jmény A. Einsteina, E. Schrödingera či J. van der Wa-
alse atd. se postupně matematické modelovánı́ spojuje s využitı́m počı́tačů. Střetávajı́ se různé
části matematiky jak navzájem (geometrie, analýza, numerická matematika, algebra, diskrétnı́
matematika), tak hlavně s jinými vědami, jako jsou fyzika, biologie, geologie, chemie a sa-
mozřejmě s aplikovanými disciplı́nami, jako jsou inženýrstvı́ různého zaměřenı́ nebo ekono-
mie. Teoretické poznatky postupně nashromážděné lidstvem za několik poslednı́ch tisı́c let se
zúročujı́ v nových modernı́ch disciplı́nách a s rozmachem vědy nabývajı́ stále většı́ho smyslu
a využitı́. Matematické modelovánı́ se stává prostředkem poznánı́ i relativně levnou techno-
logiı́, pomáhá doplňovat výsledky experimentů nebo nahrazuje experimenty technicky, ekono-
micky, či eticky nerealizovatelné v praxi, umožňuje výpočet a výběr optimálnı́ho řešenı́, vytvářı́
predikce nebo naopak pohledy do dávné minulosti, zprostředkuje nebo doplňuje pohledy do ne-
dosažitelných mı́st Země či dalekého Vesmı́ru, nebo naopak mikroskopických objektů či živých
buněk. Některé významné státy vnı́majı́ matematické modelovánı́ i jako jeden z prostředků
k udrženı́ technologického náskoku pro strategickou obranu části civilizace, [23]. Matema-
tické a numerické modelovánı́ je neustále se zdokonalujı́cı́ disciplı́na, jejı́ vývoj nekončı́ a s
přibývajı́cı́mi úspěšnými aplikacemi matematického modelovánı́ se dále vynořujı́ nové a stále
obtı́žnějšı́ výzvy. Zárodky numerické matematiky lze sice najı́t již před nástupem éry počı́tačů,
která tento obor posunula na dřı́ve nepředstavitelnou úroveň, ale řešenı́ nových problémů s se-
bou současně přineslo dalšı́ otaznı́ky napřı́klad v podobě řešenı́ nelineárnı́ch úloh. Kromě toho
se numerická matematika vracı́ i k úlohám již vyřešeným a hledá cesty, jak je řešit rychleji, efek-
tivněji, a tedy i levněji. Vylepšovánı́ modelů je nezbytné, ale je třeba počı́tat s tı́m, že nemusı́
vést ke spolehlivě správným výsledkům.

3.2 Charakteristika modelů
V reálném světě se prostřednictvı́m různých médiı́ denně setkáváme s mnoha modely v různých
oblastech lidské činnosti. Modely lze rozdělit do dvou skupin podle toho, zda zahrnujeme do
modelu náhodné veličiny na deterministické a stochastické modely. Podle povahy problému se
modely použı́vajı́ individuálně nebo v kombinacı́ch. Dále lze tyto skupiny rozdělit dle vztahu
k průběhu času na dynamické a statické nebo podle spojitosti na spojité či diskrétnı́. Pro řešenı́
známých problémů lze použı́t tzv. standardnı́ modely, pro řešenı́ zcela nových problémů je
nutné zkonstruovat nové modely. Je možné rozlišit dva způsoby odvozenı́ řešenı́ z modelu -
analytické řešenı́, které je založeno na určenı́ přesného řešenı́ pomocı́ analytických matema-
tických metod (řešenı́ soustav rovnic) a numerické řešenı́, které se využı́vá při řešenı́ modelů,
u nichž nelze řešit problém analyticky, nebo v přı́padech, kdy je analytické řešenı́ složité (si-
mulace na počı́tači). Při vytvářenı́ matematického modelu je třeba postupovat tak, aby model
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opravdu kopı́roval reálnou situaci a aby bylo možné v určitých fázı́ch modelovacı́ho procesu
kontrolovat dosažené výsledky eventuálně mı́t možnost model upravit nebo zvolit jinou cestu.
Současně je nutné mı́t v každé fázi procesu možnost odhadnout chyby, které se použitı́m mo-
delu dopouštı́me. Z toho vyplývá nutnost zabývat se takovými otázkami, jako je odhad chyby,
podmı́něnost úlohy či stabilita algoritmu. Navı́c v souvislosti s matematickým modelovánı́m
docházı́ při vytvářenı́ matematického modelu i při jeho řešenı́ k celé řadě dalšı́ch nepřesnostı́.
Jejich zdrojem mohou být i chyby, kterých se můžeme dopustit při měřenı́ dat. Matematický
model je zjednodušenı́m již zjednodušeného fyzikálnı́ho modelu a neodpovı́dá přesně realitě.
Vzájemné srovnánı́ reality a výsledného modelu může být také velmi netriviálnı́ záležitostı́.
Současně je třeba vzı́t v úvahu chyby vzniklé při zpracovánı́ úlohy na počı́tači. Dalšı́m zdrojem
kumulovánı́ chyb může být fakt, že úloha je špatně podmı́něná a algoritmus je nestabilnı́. Řada
zmiňovaných pojmů (podmı́něnost, stabilita, počı́tačová aritmetika, validace či verifikace) nenı́
běžně součástı́ středoškolské matematiky a přitom jsou tyto pojmy zcela zásadnı́ pro pocho-
penı́ mnoha souvislostı́ při studiu přı́rodnı́ch nebo technických věd. Některých otázek se lehce
dotkneme v 8. kapitole. Na obr. 6 jsou stručně popsány kroky, které mohou přispět k dosaženı́
zdárného výsledku při vytvářenı́ modelu.

Obrázek 6: Diagram matematického modelovánı́
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4 Modelovánı́ a chaos
Matematické modelovánı́ proniklo do různých oborů technických, přı́rodnı́ch, ekonomických i
sociálnı́ch věd a stalo se důležitým nástrojem při simulovánı́ systémů a analýzách a předvı́dánı́
různých procesů či stavů společenstev. Významnou roli sehrál v minulém stoletı́ v této oblasti
rozvoj předpovı́dánı́ počası́. Jednı́m z prvnı́ch zakladatelů numerického modelovánı́ předpovědi
počası́ byl Lewis Fry Richardson, který v roce 1922 sestavil prvnı́ numerickou předpověd’
počası́. O dalšı́ vývoj se velkou měrou zasloužil americký matematik a meteorolog Edward Lo-
renz. Lorenz dokázal, že chovánı́ složitých nelineárnı́ch dynamických systémů je silně závislé
na vstupnı́ch podmı́nkách. V jeho výzkumu sehrála velkou roli náhoda. Lorenz chtěl opět využı́t
jeden ze svých meteorologických modelů, ale použil počátečnı́ hodnoty s menšı́ přesnostı́ než
poprvé – namı́sto zaokrouhlenı́ na šest desetinných mı́st zadal stejné čı́slo zaokrouhlené pouze
na tři desetinná mı́sta. Tato zdánlivě malá zanedbatelná změna vstupnı́ch údajů zásadně změnila
chovánı́ celku. Tento jev, kdy malé změny ve vstupnı́ch parametrech mohou způsobit velké
rozdı́ly v konečném důsledku, dostal název efekt motýlı́ch křı́del, protože bývá přirovnáván k
mávnutı́ křı́del motýla, který může tı́mto činem vyvolat hurikán tisı́ce kilometrů od něj. Vnesl
tak nový impuls do zkoumánı́ teorie chaosu, která je mnohými považována za mimořádně per-
spektivnı́ oblast matematiky a fyziky. Teorie chaosu doplněná Lorenzovými poznatky mimo
jiné také naznačuje jeden z důvodů, proč dlouhodobé prognózy různých jevů vypracované spe-
cialisty za pomoci nejmodernějšı́ techniky často nedávajı́ výrazně kvalitnějšı́ výsledky než intu-
itivnı́ odhady přemýšlivých amatérů. Efekt motýlı́ch křı́del a teorie chaosu tak v mnohém svým
významem připomı́najı́ převratný Einsteinův přı́nos v podobě teorie relativity.

4.1 Přı́klady jednoduchých modelů
Hlavnı́ cı́l této části práce směřuje k jednoduchému popisu základnı́ch pojmů teorie chaosu v
dynamických systémech s podporou grafického prostředı́. Jeden z podnětů k sepsánı́ této části je
postupné zjišt’ovánı́ faktu, že studenti jak střednı́ch, tak vysokých škol majı́ stále většı́ problém

”čı́st z grafu“ a vůbec chápat spojenı́ grafu s reálnou situacı́. Vybrali jsme tedy záměrně téma,
které se běžně v osnovách škol neobjevuje a mohlo by být pro studenty zajı́mavé. Budeme
se snažit na základě výběru vhodné posloupnosti grafů funkcı́ a pomocı́ jednoduchých úvah
samostatně dopracovat k definicı́m základnı́ch pojmů a jednoduchým závěrům v úvodu do te-
orie chaosu v dynamických systémech. S pomocı́ vhodného matematického modelu lze dospět
k formulacı́m jednoduchých úloh, k jejichž řešenı́ nenı́ třeba budovat složitou teorii a postačı́
vycházet ze základů středoškolské matematiky. S pomocı́ vybraných modelů lze poukázat na
některé důležité souvislosti, se kterými se studenti v hodinách matematiky na střednı́ škole ne-
setkajı́ a mohou si tak rozšı́řit své matematické znalosti.

K odvozenı́ základnı́ch pojmů teorie chaosu by mohla posloužit analýza vhodného matema-
tického modelu. V úvodu se proto pro názornost zaměřı́me na jednoduché populačnı́ modely
[1].
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Model 1

Laboratornı́mi testy bylo zjištěno, že množstvı́ bakteriı́ téhož druhu se za stejných podmı́nek v
průběhu jedné hodiny zdvojnásobı́. Tuto závislost můžeme popsat pomocı́ funkce f(x) následovně

f(x) = 2x,

kde x představuje počet bakteriı́ a nahradit ji iteračnı́m modelem - opakujı́cı́m se procesem ve
tvaru

xn+1 = f(xn) = 2xn,

kde n = 1, ..., přičemž n-tá iterace (přiblı́ženı́) xn představuje počet bakteriı́ v čase n a x1 je
počátečnı́ množstvı́ bakteriı́. Tedy celkové množstvı́ bakteriı́ za dvě časové jednotky je dáno
hodnotou f(f(x1)) = f(x2) = x3 a jedná se zde o skládánı́ totožných funkcı́. Tento model by
zřejmě nebylo možné uplatnit na lidskou populaci vzhledem k faktům, že na jejı́ vývoj má vliv
mnoho faktorů a platı́

lim
n→∞

f(xn) =∞.

Poznámka

Na tomto mı́stě by bylo vhodné zmı́nit se o přı́nosu anglického ekonoma Thomase Roberta
Malthuse, významného představitele klasické školy politické ekonomie. Svým dı́lem reago-
val na měnı́cı́ se sociálnı́ a demografické poměry v Anglii přelomu 18. a 19. stoletı́, které
se pokoušel vysvětlit pomocı́ vlastnı́ populačnı́ teorie, jı́ž polemizoval s tehdy převažujı́cı́mi
osvı́censkými představami o blı́žı́cı́ se zlaté době lidstva. Byl přesvědčen, že samotné zákony
přı́rody zabránı́ lidstvu dosáhnout stavu dokonalé společnosti a že je nevyhnutelné, aby
součástı́ společnosti byly vrstvy obyvatelstva trvale žijı́cı́ho na pokraji chudoby.

Použijeme-li mı́sto předchozı́ho modelu následujı́cı́ upravený model, pak bude možné popsat
realitu ”výstižněji“.

Model 2

Definujme funkci g(x) následovně

g(x) = 2x(1− x),

kde počet obyvatelstva x je zadán v milionech, tedy hodnota x = 0, 01 odpovı́dá hodnotě de-
seti tisı́cům obyvatel. Pokud je populace nı́zká, je faktor (1 − x) blı́zký jedné a tı́m se model
přibližuje Modelu 1. Je-li populace vysoká, pak je hodnota g(x) dána součinem 2x a zbytkového
množstvı́ (1− x). Porovnánı́m obou modelů pro počátečnı́ hodnotu x = 0, 01, kdy čas měřı́me
v letech, zjistı́me zajı́mavý výsledek. Po dvanácti letech by podle Modelu 1 dosahovala popu-
lace počtu f 12(0, 01)

.
= 4096 · 109 a dle Modelu 2 zı́skáme g12(0, 01)

.
= 0, 5

.
= g13(0, 01)

.
=

.
= g14(0, 01) atd. Výpočtu každé hodnoty funkce f nebo g budeme řı́kat iterace. Snadno zazna-
menáme, že pokud zvolı́me libovolný počátečnı́ stav x ∈ (0, 1), pak se vždy po určitém počtu

22



iteracı́ dostaneme k bodu x = 0, 5 s jistou přesnostı́. Tento bod budeme nazývat pevným bodem
funkce f a budeme jej označovat x∗. Pevný bod má v reálné praxi určitě svůj význam, protože
jednı́m z cı́lů zkoumaného modelu bude otázka, zda a kdy se vývoj studovaného systému ustálı́
[1].

4.2 Základnı́ vlastnosti
Hledánı́ pevného bodu funkce f(x) = 2x a g(x) = 2x(x− 1) představuje řešenı́ rovnic

x = 2x a x = 2x(x− 1). (10)

Znázorněme si tento proces graficky viz obr. 7 a obr. 8.

Obrázek 7: 2x = x
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Obrázek 8: 2x(1− x) = x

Na obr. 7 je jediným průsečı́kem funkce f(x) a y = x bod s x−ovou souřadnicı́ x = 0. Všechny
body zı́skané iteračnı́m procesem xn+1 = 2xn se od tohoto průsečı́ku budou vzdalovat, můžeme
tedy použı́t přirovnánı́, že jsou bodem s x = 0 odpuzovány. Na obr. 8 vidı́me dva průsečı́ky obou
grafů a to v bodech s x−ovou souřadnicı́ x = 0 a x = 0.5. Oba dva body jsou body pevnými, ale
lišı́ se podstatně jedinou vlastnostı́. Jakoukoliv volbou počátečnı́ iterace x ∈ (0, 1) se dalšı́ body
zı́skané iteračnı́m procesem přibližujı́ (jsou ”přitahovány“) k bodu x = 0.5 a od bodu x = 0
jsou ”odpuzovány“. Bude tedy nutné odlišovat pevný bod přitahujı́cı́ a pevný bod odpuzujı́cı́,
názorně viz obr. 9 a obr. 10.

Obrázek 9: Představa přitahujı́cı́ho mı́sta
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Obrázek 10: Představa odpuzujı́cı́ho mı́sta

Jaké musı́ mı́t vlastnosti daná funkce, aby pevný bod byl přitahujı́cı́m či odpuzujı́cı́m bodem?
S pomocı́ následujı́cı́ho grafu lze poměrně snadno uhádnout odpověd’. Pokud tečna sestrojená
ke grafu funkce v každém bodě iterace má směrnici menšı́ než má přı́mka y = x neboli

|g′(x)| < 1, (11)

pak platı́

lim
n→∞

g(xn) = x∗,

kde x1 je vhodně zvoleno. Výběru počátečnı́ho přiblı́ženı́ se budeme věnovat podrobněji v
následujı́cı́m textu. Je-li splněna podmı́nka (11), pak bude pevný bod funkce g(x) přitahujı́cı́m
bodem, v opačném přı́padě se bude jednat o pevný bod odpuzujı́cı́ viz obr. 11.
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Obrázek 11: |g(́x)| < 1

Posloupnost iteracı́ {x1, x2, x3, ...} zkonstruovanou procesem xn+1 = f(xn) pro n = 1, ...
budeme nazývat orbitou (přı́slušnou k funkci f(x) a bodu x1). Pro přehledné znázorněnı́ orbity
můžeme použı́t lineárnı́ lomenou čáru spojujı́cı́ body [x1, 0] , [x1, f(x1)] a [f(x1), f(x2)] atd.
Pak jsou z grafu velmi snadno rozpoznatelné oba přı́pady a to orbita s odpuzujı́cı́m pevným
bodem viz obr. 12 a obr. 13 a přitahujı́cı́m pevným bodem viz obr. 14 a obr. 15.

Obrázek 12: Odpuzujı́cı́ pevný bod
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Obrázek 13: Odpuzujı́cı́ pevný bod

Obrázek 14: Přitahujı́cı́ pevný bod
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Obrázek 15: Přitahujı́cı́ pevný bod

Na následujı́cı́ch obrázcı́ch je znázorněna situace, kdy se body orbity periodicky opakujı́, v
přı́padě obr. 16 se jedná o tzv. 2-periodickou přitahujı́cı́ orbitu funkce f(x) = 3.3x(1 − x),
kde f(p1) = p2, f(p2) = p1 a obr. 17 ukazuje 4-periodickou přitahujı́cı́ orbitu funkce g(x) =
= 3.5x(1 − x), kde g(p1) = p2, g(p2) = p3, g(p3) = p4 a g(p4) = p1. Opakujı́cı́ se body
přı́slušných orbit jsou označeny červenou barvou. Oba přı́pady zastupujı́ přitahujı́cı́ orbity a
naznačujı́ ”ustálenı́ stavu“.

Obrázek 16: f(x) = 3.3x(1− x)
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Obrázek 17: f(x) = 3.5x(1− x)

Následujı́cı́ grafy ukazujı́, že každá iterace xn+1 = f(xn) představuje ve skutečnosti opakované
skládánı́ funkce f(x):

f(x1) = x2, f(f(x1)) = x3, ..., f
n(x1) = xn+1.

Jinak řečeno pevný bod funkce fn−1(x) je pevným bodem funkce fn(x). Na obr. 18, 19, 20 a
21 je postupně znázorněno opakované složenı́ funkcı́ 0.5x(1 − x), 3x(1 − x), 3.3x(1 − x) a
4x(1− x). Napřı́klad v poslednı́m uvedeném přı́padě má prvnı́ složenı́ předpis funkce ve tvaru

f(f(x)) = 4[4x(1− x)][1− 4x(1− x)] = −64x4 + 128x3 − 482 + 16x.

Je patrné, jak se postupně situace komplikuje a objevujı́ se dalšı́ pevné body v závislosti na
hodnotě konstanty a v předpisu funkce f(x) = ax(1− x). Na obr. 18 a 19 je stav ”ustálený“ a
v přı́padě obr. 20 a 21 je již velice nepřehledný.
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Obrázek 18: f(x) = 0.5x(1− x)

Obrázek 19: f(x) = 3x(1− x)
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Obrázek 20: f(x) = 3.3x(1− x)

Obrázek 21: f(x) = 4x(1− x)
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Obrázek 22: f(x) = 4x(1− x)

Obrázek 23: f(x) = sin x

Obrázky 22 a 23 znázorňujı́ nekonečnou omezenou orbitu funkce. Zřejmě zde funkce nemá
žádný přitahujı́cı́ pevný bod ani přitahujı́cı́ periodickou orbitu. Z vlastnosti derivace složené
funkce pak pro každou k-periodickou orbitu {p1, p2, ...pk} platı́

f (k) (p1) = f́ (p1) f́ (p2) ...f́ (pk) , (12)

kde f (k) označuje k−tou derivaci funkce f . Pak na základě zobecněnı́ vlastnosti (11) můžeme
vyslovit hypotézu, že pokud je splněna podmı́nka
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|f́ (p1) ||f́ (p2) |...|f́ (pk) | < 1, (13)

pak bude k-periodická orbita {p1, p2, ...pk} přitahujı́cı́ orbitou. Je-li možno dokázat, že prvky
omezené orbity nekonvergujı́ v nekonečnu k nějaké k-periodické přitahujı́cı́ orbitě, pak odtud
již vede jen několik kroků k formulaci definice pojmu chaos (z řečtiny neuspořádanost, zmatek).

4.3 Co je to chaos?
Uvažujme diskrétnı́ dynamický systém popsaný pomocı́ vztahu

xn+1 = f(xn)

pro n = 1, ...,, kde funkce f(x) je nelineárnı́ funkce. Předpoklad nelinearity je podstatný,
protože v přı́padě, kdy je funkce lineárnı́ tj. platı́ kf(x) = f(kx) pro nenulovou reálnou kon-
stantu k a f(x + y) = f(x) + f(y), jsou systémy konečné dimenze poměrně detailně popsány
a posloupnost zı́skaná předpisem xn+1 = f(xn) nevykazuje chaotické chovánı́. Hlavnı́m rysem
systémů, které majı́ chaotický charakter, je velká citlivost na počátečnı́ podmı́nky. Zvolı́me-li
dva velmi blı́zké body, které budou reprezentovat počátečnı́ podmı́nky systému, pak pokud se
tyto dva body budou od sebe při daném procesu výrazně (exponenciálně) vzdalovat, nebude
možné budoucı́ stav systému žádným způsobem předpovědět.

Zvolme dva body x1 a x1 + ∆x1 tak, aby byly velmi blı́zko od sebe. Pak lze vzdálenost těchto
bodů po jedné iteraci vyjádřit následovně

∆x2 = f(x1 + ∆x1)− f(x1) ≈ ∆x1f́(x1).

Aproximace hodnoty ln |f́(x1)| označená symbolem λ1 byla nazvána lokálnı́m Ljapunovovým
exponentem (přı́slušným k funkci f a bodu x1). Jeho hodnota představuje mı́ru rozpı́nánı́ systému
v bodě x1 - bude-li jeho hodnota záporná, pak se budou body po iteraci přibližovat, v přı́padě
kladné hodnoty se budou rozbı́hat. Globálnı́ Ljapunovův exponent pak lze definovat jako střednı́
hodnotu lokálnı́ch exponentů pro dostatečně velký počet iteracı́ ve tvaru

lim
k→∞

(1/k)(ln|f́ (x1) |+ ln|f́ (x2) |+ ...+ ln|f́ (xk))|.

Jinými slovy: Globálnı́ Ljapunovův exponent je reálné čı́slo charakterizujı́cı́ průměrnou změnu
vývoje celého systému. Ljapunovův exponent je tak velmi užitečný nástroj k odlišenı́ nesta-
bilnı́ho, chaotického chovánı́ systému od chovánı́, které je stabilnı́ a předpověditelné. Jestliže je
hodnota Ljapunovova exponentu záporná, potom je chovánı́ systému stabilnı́. Čı́m je hodnota
Ljapunovova exponentu většı́ kladné čı́slo, tı́m citlivějšı́ je závislost na daných počátečnı́ch
podmı́nkách (souvisı́ se znaménkem hodnoty logaritmu v intervalech (0, 1) a (1,∞), vztahem
(13) a definicı́ Ljapunovova exponentu).

Dalšı́ důležitá nedı́lná vlastnost chaotického systému spočı́vá v tom, aby se při generovánı́
množiny bodů {x1, x2, x3, ...} zkonstruovanou procesem xn+1 = f(xn) pro n = 1, ... nestalo
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to, že se tato posloupnost bodů dostane do stavu, kdy se jistá konečná podmnožina bodů při
zobrazenı́ ”zacyklı́“ (bude možné vysledovat jistou pravidelnost - existenci přitahujı́cı́ orbity).
Tedy chaotický systém musı́ mı́t alespoň jeden Ljapunovův exponent kladný.

Na základě předchozı́ch úvah pak má smysl vyslovit následujı́cı́ definici (viz [1]).

Definice: Necht’ f(x) je reálná funkce a necht’ {x1, x2, .., xk, ...} je omezená orbita funkce f(x).
Pak orbita {x1, x2, .., xk, ...} je chaotická, jestliže nenı́ konvergentnı́ k žádné periodické orbitě
přı́slušné funkci f(x) a bodu x1 pro k →∞ a platı́

lim
k→∞

(1/k)(ln|f́ (x1) |+ ln|f́ (x2) |+ ...+ ln|f́ (xk))| > 0, (14)

pokud uvedená limita existuje [1].

Představa pojmu chaos již tedy začı́ná nabı́rat zřetelnějšı́ch obrysů viz obr. 24 a obr. 25.

Obrázek 24: Toto je chaos
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Obrázek 25: Chaos jinak

4.4 Bifurkačnı́ diagram
Termı́nem bifurkace se označuje jev, při kterém docházı́ k výrazným změnám vnitřnı́ho stavu
sledovaného systému v situaci, kdy se nepatrně změnı́ vstupnı́ parametry. U některých systémů
k bifurkacı́m nedocházı́, protože se s postupným zvyšovánı́m či snižovánı́m hodnot vstupnı́ch
parametrů (napřı́klad teploty při chemických reakcı́ch) systém měnı́ pouze nevýznamně. Exis-
tujı́ však systémy, u nichž po docı́lenı́ jistých - kritických hodnot vstupnı́ch dat docházı́ k prudké
změně vnitřnı́ho stavu. Může se napřı́klad jednat o náhlý vznik turbulence v potrubı́ při dosaženı́
určité rychlosti prouděnı́ kapaliny, o fázový přechod látky při změně teploty atd. Jedná se tedy
o rozdvojenı́ stavu neboli nestabilitu systému, kdy jedna situace má dvě vzdalujı́cı́ se řešenı́.

Demonstrujme popsaný jev pomocı́ jednoduchého přı́kladu. Uvažujme nynı́ opět funkci ve tvaru
f(x) = ax(1− x), kde a je prvkem intervalu 〈1, 4〉. Budeme postupně měnit hodnoty parame-
tru a a znázorňovat všechny pevné body funkce f(x) na intervalu 〈0, 1〉 pro měnı́cı́ se hodnoty
parametru a. Graf, který znázorňuje všechny pevné body, se nazývá bifurkačnı́m diagramem
(viz [1]). Z tohoto diagramu lze velmi přehledně sledovat, pro které hodnoty parametru a je
stav ustálený či chaotický, kde má funkce periodické orbity a kde je pevný bod jediný. Si-
tuace znázorněná na obr. 26, 27, 28 a 29 odpovı́dá informacı́m, které pak zřetelně vyčteme
z bifurkačnı́ho diagramu viz obr. 30.
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Obrázek 26: f(x) = 2x(1− x)

Obrázek 27: f(x) = 3.3x(1− x)
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Obrázek 28: f(x) = 3.5x(1− x)

Obrázek 29: f(x) = 3.8x(1− x)
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Obrázek 30: Bifurkačnı́ diagram

Název bifurkačnı́ho diagramu je odvozen z anglického slova ”bifurcation“, což v překladu zna-
mená rozdvojenı́ a z obr. 30 je zřejmé proč. Levá část diagramu odpovı́dajı́cı́ hodnotám a z
intervalu (1,3) viz obr. 26 a představuje ustálený stav systému, po prvnı́m rozdvojenı́ se pak
systém pohybuje mezi dvěma stavy viz. obr. 27, dále následuje interval, ve kterém má funkce 4-
periodickou orbitu viz. obr. 28. V pravé části diagramu se střı́dajı́ úseky chaosu a k-periodických
stavů. ”Bı́lé“ oblasti bývajı́ nazývány okny bifurkace [1].

V celém textu jsme se záměrně vyhýbali problematice volby počátečnı́ iterace, jejı́ analýza
by vyžadovala mnohem většı́ prostor, informace k této otázce lze nalézt napřı́klad v [1]. Na
poslednı́m zařazeném obrázku obr. 31 je patrné, jak je volba počátečnı́ho bodu důležitá. Při dvou
různých volbách bodu x1 má funkce jiný pevný přitahujı́cı́ bod. Navı́c může dojı́t k přı́padu,
kdy počátečnı́ přiblı́ženı́ zadáme s malou přesnostı́, což může mı́t za následek to, že výsledkem
daného iteračnı́ho procesu bude chybné řešenı́. Tento problém souvisı́ s jevem popisovaným v
úvodu této kapitoly, kdy se během řešenı́ praktických úloh při zanedbatelné změně vstupnı́ch
dat obdržı́ obrovské chyby ve výsledcı́ch. Takové úlohy nazýváme špatně podmı́něné a jsou
velmi problematicky řešitelné, pokud jsou jejich vstupnı́ data zatı́ženy chybami jako jsou chyby
měřenı́, chyby měřı́cı́ch zařı́zenı́ nebo zaokrouhlovacı́ chyby. Naopak dobře podmı́něná úloha
je taková úloha, kdy malá změna ve vstupnı́ch datech vyvolá malou změnu řešenı́. K tomuto
problému se vrátı́me v následujı́cı́ kapitole.
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Obrázek 31: Volba počátečnı́ho bodu

Přı́klady

Pokuste se pomocı́ vhodného dosažitelného grafického software dosáhnout obdobných výsled-
ků, které ukazujı́ obr. 26, 27, 28 či 29. Zvolte funkci g(x) = x, f(x) = ax(1 − x) a hodnotu
parametru a postupně obměňujte. Zvolte vhodně počátečnı́ bod x1 a počı́tejte postupně hodnoty
bodů f(x1) = x2, f(f(x1)) = x3, .... Body o souřadnicı́ch [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], [x3, f(x3)], ...
spojte úsečkami, ve výsledku pak obdržı́te lomenou čáru. Tı́mto způsobem zı́skáte pestrou škálu
různých typů orbit.

Shrnutı́. V této kapitole jsou zpracována následujı́cı́ témata. Pomocı́ výběru vhodné posloup-
nosti grafů funkcı́ jsme dospěli k formulacı́m základnı́ch pojmů úvodu do teorie chaosu v dy-
namických systémech. Z grafů je patrné, kdy je pevný bod přitahujı́cı́ a kdy odpuzujı́cı́, kdy
se orbita stává k-periodickou. Znázorněnı́m skládánı́ funkcı́ jsme přiblı́žili pojem iterace z
jiného úhlu pohledu. V závěru jsme pomocı́ bifurkačnı́ho diagramu ověřili vlastnosti studo-
vaných funkcı́. Grafy byly zpracovány pomocı́ softwaru Derive 6 [18]. Uvedené téma může být
vhodné jako motivačnı́ téma na cvičenı́ch, kde se studenti seznamujı́ s některým matematickým
softwarem. Zařazené přı́klady jednoduchých populačnı́ch modelů mohou být rozšı́řeny na kom-
plikovanějšı́ modely, kdy do děje vstupujı́ dalšı́ faktory ovlivňujı́cı́ růst populace nebo známé
modely např. model dravec - kořist či modely samočištěnı́ jezera. Přı́klady těchto modelů a je-
jich analýzy lze nalézt napřı́klad v [14]. Téma chaosu by mohlo být pro studenty přı́nosným
zpestřenı́m vyučovánı́, protože nabı́zı́ pohled do zcela nové a modernı́ části matematiky.
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5 Od spojitého problému k diskrétnı́mu problému
Na problém řešený v předchozı́ kapitole se můžeme podı́vat také z jiného úhlu pohledu. V
úvodu představı́me jednoduchý přı́klad. Budeme hledat nulové body spojité funkce f(x), tedy
řešit rovnici f(x) = 0, ale ne zcela tradičnı́m způsobem. Necht’ je dána rovnice napřı́klad ve
tvaru

5x− 3 = 0. (15)

Vztah (15) přepı́šeme následovně

5x = 3 (16)

a dále bychom mohli prostou algebraickou úpravou rovnici vyřešit a řešenı́ vyjádřit ve tvaru

x =
3

5
nebo x = 0, 6. Mı́sto toho ovšem rovnici (16) uvedeme do tvaru

4x+ x = 3, (17)

odtud

x = 3− 4x. (18)

Je zřejmé, že rovnici (16) můžeme podobným způsobem přepsat v nekonečně mnoha podobách
obecně do tvaru

x = ϕ (x) , (19)

kde ϕ (x) je nějaká spojitá funkce, napřı́klad 2x = 3 + 8x nebo x = 1
4
(3 − x). Zvolme x0 z

jistého intervalu (možnost konkrétnı́ volby vysvětlı́me později) a položme ϕ (x0) = x1. Pokud
budeme tento postup opakovat, obdržı́me následujı́cı́ proces

xn+1 = ϕ (xn) , (20)

kde n = 0, ... je celé čı́slo a x0 je vhodně zvolené prvnı́ počátečnı́ přiblı́ženı́, stane se z po-
pisovaného spojitého děje děj diskrétnı́. Postupným dosazovánı́m vypočı́taných hodnot do re-
kurentnı́ho vztahu (20) obdržı́me posloupnost reálných čı́sel x0, x1, ..., xn, ... (posloupnost ite-
racı́ - jinak také orbitu přı́slušnou bodu x0) a tı́m se dostáváme k problému zmiňovanému v
předchozı́ kapitole. Převedenı́ reálného problému pomocı́ matematického modelu s využitı́m
iteračnı́ho postupu představuje velmi významnou část numerické matematiky, tı́mto postupem
lze řešit celou řadu úloh jmenovitě napřı́klad soustavy lineárnı́ch i nelineárnı́ch rovnic. Dalšı́m
středem zájmu je pak studium vlastnostı́ posloupnosti zı́skané pomocı́ rekurentnı́ch formulı́,
předevšı́m zda daná posloupnost vůbec konverguje k hledanému řešenı́, s jakou přesnostı́ a
při jaké volbě počátečnı́ho přiblı́ženı́. V této souvislosti je možné zmı́nit vlastnosti posloup-
nostı́ jako je napřı́klad omezenost, monotónie, nezápornost, konvergence či chaotické chovánı́.
Studium těchto vlastnostı́ je zahrnuto do středoškolských osnov pouze částečně. V předchozı́
kapitole jsme poukázali na význam možnosti určit chaotické chovánı́ posloupnosti dat pro mo-
delovánı́. V této kapitole se pokusı́me upozornit na dalšı́ aspekty při řešenı́ problému (20).
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Bude-li platit

ϕ (xn+1) = ϕ (xn) , (21)

pro nějaké n s předem udanou přesnostı́, bude bod xn řešenı́m úlohy (20) s uvedenou přesnostı́.
Na základě vztahu (18) lze sestrojit rekurentnı́ formuli ve tvaru

xn+1 = 3− 4xn. (22)

Nabı́zı́ se hned několik otázek:

• Jakou souvislost bude mı́t zı́skaná posloupnost s našı́m problémem, bude konvergovat k
řešenı́ rovnice?

• Při jaké volbě varianty funkce ϕ (x) bude problém řešitelný?

• Bude volba počátečnı́ho přiblı́ženı́ ovlivňovat výsledek?

• Bude mı́t úloha vždy jediné řešenı́?

Při libovolné volbě počátečnı́ho přiblı́ženı́ nemusı́me zı́skat vždy posloupnost, která k přesnému
řešenı́ konverguje. V následujı́cı́m grafu jsou znázorněny funkce y = x a y = 3−4x a úsečkami
jsou spojeny jednotlivé body iterace {0.1, 2.6,−7.4, 32.6,−127.4, 512.6, ...} viz obr. 32.

Obrázek 32: x = 3− 4x

Přepı́šeme-li rovnici (16) do tvaru 4x = 3− x, pak obdržı́me funkci ϕ (x) ve tvaru

ϕ (x) =
1

4
(3− x). (23)

V tomto přı́padě zı́skáme pro libovolnou volbu počátečnı́ho přiblı́ženı́ posloupnost konvergentnı́
{0.1, 0.725, 0.5687, 0.6078, ...} viz obr. 33.
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Obrázek 33: x = 1
4
(3− x)

Jestliže bude koeficient u x v předpisu funkce ϕ (x) v absolutnı́ hodnotě většı́ než jedna, zı́skaná
posloupnost nebude konvergentnı́, bude-li koeficient v absolutnı́ hodnotě menšı́ než jedna, pak
posloupnost {xn}∞n=1 bude konvergovat k řešenı́ dané úlohy. Koeficient u x udává směrnici dané
přı́mky a jejı́ hodnota určuje, jak bude přı́mka sklopena vzhledem k ose x. Směrnici přı́mky lze
stanovit pomocı́ derivace. Můžeme vyslovit hypotézu, že pokud se podařı́ zvolit funkci ϕ (x)
tak, že jejı́ derivace bude ve sledovaném intervalu v absolutnı́ hodnotě menšı́ než jedna, po-
sloupnost zı́skaná postupem uvedeným v (20) bude konvergovat k nulovému bodu funkce f(x)
viz obr. 34 a 35. Tyto úvahy lze propojit s výsledky, ke kterých jsme dospěli ve 2. a 3. kapitole,
kde jsme se dostali k řešenı́ podobného problému z jiného úhlu pohledu.

Obrázek 34: Derivace funkce ϕ (x) je menšı́ než 1
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Obrázek 35: Derivace funkce ϕ (x) je většı́ než 1

Toto tvrzenı́ lze velmi snadno obhájit, protože platı́: Je-li α kořenem funkce f(x) v intervalu
(a, b) a je-li všude v (a, b) splněna podmı́nka |ϕ′(x)| 5 q < 1, pak

|α− xn| = |ϕ(α)− ϕ(xn−1| = |(α− xn−1)ϕ′(c)| 5 |α− xn−1|,

kde bod c je prvkem intervalu (a, b). Existence tohoto bodu a platnost předchozı́ho vztahu je
zaručena Větou o střednı́ hodnotě v přı́padě, že je funkce ϕ (x) na daném intervalu spojitá a má
v každém jeho bodě derivaci.

Poznámka

Věta o střednı́ hodnotě řı́ká, že pokud jsou splněny podmı́nky uvedené v předchozı́m
odstavci, pak existuje bod c z intervalu 〈a, b〉 takový, že tečna sestrojená v bodě [c, ϕ (c)]
ke grafu funkce ϕ (x), má totožnou směrnici jako spojnice bodů [a, ϕ (a)] a [b, ϕ (b)] viz
obr. 36. Tato věta patřı́ k základnı́m kamenům diferenciálnı́ho počtu a využı́vá se v různých
modifikacı́ch napřı́klad jako pomůcka při dokazovánı́ některých matematických tvrzenı́.

Na základě uvedených faktů pak po několikanásobném použitı́ předchozı́ho vztahu platı́

|α− xn−1||ϕ′(c)| 5 q|α− xn−1| 5 q2|α− xn−2| 5 · · · 5 qn|α− x0|.

Protože q < 1, pak qn < 1 a posloupnost {xn}∞n=1 konverguje k bodu α. Jinými slovy, pro velmi
velké n je bod xn velmi blı́zko bodu α.
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Obrázek 36: Věta o střednı́ hodnotě v realitě

Při řešenı́ této jednoduché úlohy neovlivňovala volba počátečnı́ho přiblı́ženı́ x0 konečný výsledek.
Funkce ϕ (x) měla pouze jediný společný bod s přı́mkou y = x. Pokud budeme řešit problém,
kdy rovnici přepı́šeme do takového tvaru, že funkce ϕ (x) bude mı́t s přı́mkou y = x dva
průsečı́ky, narazı́me na jistý problém. Zvolme napřı́klad

ϕ (x) =
1

2
(3x− x3). (24)

Tı́mto přepisem lze řešit rovnici x3−x = 0. Obrázky 37 - 40 dokládajı́, jaké potı́že se mohou při
různých volbách počátečnı́ho přiblı́ženı́ objevit. Posloupnost konverguje, ale k různým řešenı́m
v závislosti na volbě počátečnı́ho přiblı́ženı́ x0.

Obrázek 37: Dva průsečı́ky
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Obrázek 38: Volba počátečnı́ho přiblı́ženı́ může ovlivnit výsledek

Obrázek 39: Dalšı́ ukázka důležitosti volby počátečnı́ho přiblı́ženı́
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Obrázek 40: y = 3.3x(1− x)

Jak tedy zajistit, aby při dané volbě počátečnı́ho přiblı́ženı́ x0 posloupnost zı́skaná procesem
(20) konvergovala k řešenı́ ležı́cı́m v předem daném intervale?

Nejpřı́nosnějšı́ bude, vysvětlı́me-li tento problém na konkrétnı́m přı́kladě. Bude užitečné postu-
povat následujı́cı́m sledem kroků:

• Zvolme ϕ (x)

• Odhadněme interval, kde ležı́ průsečı́k grafů funkcı́ ϕ (x) a y = x (existuje mnoho
způsobů, jak tento interval analyticky nalézt, předevšı́m, když funkce ϕ (x) je polyno-
mická, ale v našem krátkém úseku se omezı́me pouze na určenı́ odhadu intervalu z gra-
fického náčrtku).

• Platı́, že funkce ϕ (x) zobrazuje interval 〈a, b〉 opět do intervalu 〈a, b〉?

• Je všude v intervale 〈a, b〉 splněna podmı́nka |ϕ′ (x) | < 1?

• Zvolme libovolně x0 z intervalu 〈a, b〉 a počı́tejme dle předpisu

xn+1 = ϕ (xn) , (25)

tak dlouho, až nalezneme řešenı́ s předem udanou přesnostı́.
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Vyzkoušejme si ověřovánı́ předchozı́ch podmı́nek na konkrétnı́m přı́padě. Máme za úkol nalézt
řešenı́ rovnice

2x− 7− log x = 0. (26)

Nabı́zı́ se velmi jednoduchý přepis rovnice (26) do tvaru

2x− 7 = log x,

který bude vhodný pro nalezenı́ odhadu intervalu, ve kterém ležı́ všechny průsečı́ky grafů funkcı́
y = 2x − 7 a y = log x. Na obr. 41 je vidět, že se jedná o dva intervaly: (0, 1〉, (bod 0 nenı́
prvkem definičnı́ho oboru funkce log x) a interval 〈3, 4〉.

Obrázek 41: Odhad intervalů, kde ležı́ průsečı́ky funkcı́ y = log x a y = 2x− 7

Zvolme funkci ϕ (x) napřı́klad ve tvaru

ϕ (x) =
1

2
(7 + log x). (27)

Ověřı́me splněnı́ všech podmı́nek:

ϕ (3)
.
= 3, 73856 a ϕ (4)

.
= 3, 8010, tedy platı́, že ϕ (x) zobrazuje interval 〈3, 4〉 opět do in-

tervalu 〈3, 4〉, protože daná funkce je zde spojitá a monotónnı́, proto musı́ nabývat funkčnı́ch
hodnot mezi těmito dvěma hodnotami. Máme tedy zaručeno, že posloupnost ”nevyběhne“ z
intervalu ven. Tento problém souvisı́ s tématy, která jsme řešili v rámci kapitoly 2.2. Dále je
splněno:

ϕ′ (x) =
1

2x ln 10
, (28)

což je spojitá funkce na intervalu 〈3, 4〉, vždy kladná, klesajı́cı́ a s hodnotami menšı́mi než jedna.
Tento fakt lze ověřit pouhým dosazenı́m bodů x = 3 a x = 4, protože funkce daná předpisem
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(27) nabývá hodnot mezi těmito funkčnı́mi hodnotami. Zvolme nynı́ libovolný bod z intervalu
〈3, 4〉 nejlépe mezi body 3, 73856 a 3, 8010 napřı́klad x = 3, 8 a pak použitı́m předpisu

xn+1 = ϕ (xn) =
1

2
(7 + log xn),

zı́skáme hodnotu řešenı́ α = 3, 7892 s přesnostı́ na čtyři desetinná mı́sta.

Budeme-li postupovat obdobně v přı́padě druhého intervalu (0, 1〉, narazı́me záhy na problém.
Funkce ϕ (x) zobrazuje hodnoty z intervalu (0, 1〉 do intervalu 〈3, 4〉 a tudı́ž by posloupnost
zı́skaná procesem xn+1 = ϕ (xn) = 1

2
(7 + log xn) konvergovala k prvnı́mu nalezenému kořenu.

Přı́klady

1. Nalezněte řešenı́ rovnice x2−cosx = 0 v intervalu (0, 1) s přesnostı́ na čtyři desetinná mı́sta.

2. Nalezněte řešenı́ rovnice x2 − 3x = 0 s přesnostı́ na pět desetinných mı́st.

3. Nalezněte řešenı́ rovnice x3 + x− 1000 = 0 v intervalu (9, 10) s přesnostı́ na čtyři desetinná
mı́sta.

Řešenı́

1. Funkce ϕ (x) =
√

cosx zobrazuje interval (0, 1) do intervalu (0, 1), řešenı́ α .
= 0, 8241.

2. Funkceϕ (x) = −
√

3x zobrazuje interval (−1, 0) do intervalu (−1, 0), řešenı́ α .
= −0, 68603.

3. Funkce ϕ (x) = (1000 − x)1/3 zobrazuje interval (9, 10) do intervalu (9, 10), řešenı́ α .
=

9, 9666.

Poznámka

Pokud bychom volili funkci ϕ (x) ve tvaru ϕ (x) = f (x) g (x) + x, pak bychom zı́skali
napřı́klad v přı́padě volby g (x) = −1/f ′ (x) metodu známou jako Newtonovu nebo také
Metodu tečen.

Shrnutı́. Tato kapitola velmi úzce navazuje na kapitoly 2. a 4. Vlastnosti posloupnostı́ a funkcı́
uvedené ve 2. kapitole jsme využili při řešenı́ jednoduchých úloh pomocı́ iteračnı́ metody, což
je pro studenty zcela nové téma. Poznatky zı́skané v předchozı́ kapitole lze využı́t při řešenı́
uvedených úloh. Studovaná problematika je současně vhodná k využitı́ při přı́pravě výuky do
hodin informatiky. Studenti pak snadno mohou pochopit význam termı́nů jako jsou iterace,
přesnost, chyba či konvergence. Informace o tomto tématu lze nalézt napřı́klad v [22].
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6 Modelovánı́ dopravnı́ho proudu
Modelovánı́ dopravy pomocı́ výpočetnı́ techniky představuje poměrně novou oborovou dis-
ciplı́nu, která se do povědomı́ širšı́ odborné veřejnosti u nás dostala teprve v 80. letech 20.
stoletı́. Dopravnı́ modelovánı́ a simulace se využı́vá předevšı́m v dopravnı́m inženýrstvı́ a do-
pravnı́m plánovánı́. Základem dopravnı́ch modelů je pro dané účely co nejvěrněji modelovat
pohyby vozidel a jejich vzájemné ovlivňovánı́. Nelze však vytvořit jeden univerzálnı́ model,
který by byl použitelný pro modelovánı́ všech situacı́. Hlavnı́mi kritérii jsou rozsah modelované
sı́tě, mı́ra přiblı́ženı́ se reálnému stavu a zobrazenı́ detailu. Při vytvářenı́ dopravnı́ho modelu je
třeba vzı́t v úvahu mnoho faktorů, které ovlivňujı́ realitu jako napřı́klad řidiči a jejich chovánı́,
samotná vozidla a jejich chovánı́, dopravnı́ sı́t’, prvky a systémy řı́zenı́ dopravy nebo okolnı́
prostředı́. Na základě těchto elementů, které vstupujı́ do modelovacı́ho procesu, může pak mo-
del zahrnovat řadu prvků vztahujı́cı́ch se ke složitějšı́m modelům jako napřı́klad předpovı́dánı́
počası́.

Modelovánı́ dopravnı́ho proudu má mnoho společných rysů s předpovı́dánı́m počası́, jedná se o
komplexnı́ děje, které majı́ nelineárnı́ dynamický charakter. Prognózy počası́ jsou založeny na
matematickém modelu a obecně platı́, že většı́ množstvı́ vstupnı́ch dat a vyššı́ výpočetnı́ výkon
může mı́t za následek také vyššı́ přesnost dosaženého výsledku. Závislost mezi množstvı́m
zpracovaných údajů a kvalitou výsledku však nenı́ v žádném přı́padě lineárnı́ a je známou
skutečnostı́, že nelineárnı́ dynamické systémy závislé na vı́ce parametrech jsou nepředvı́datelné
dokonce i co se týče modelovánı́ dopravnı́ho toku (viz [24]). Libovolně malá změna vstupnı́ch
údajů totiž může vést k naprosto odlišnému výsledku (viz 4. kapitola). Mezi dopravnı́m mode-
lovánı́m a předpověd’mi počası́ lze však postřehnout jeden velký rozdı́l, který spočı́vá v tradici
těchto činnostı́. Zájem o předpověd’ počası́ provázı́ lidstvo po celou historii, ale historie do-
pravnı́ho modelovánı́ je samozřejmě kratšı́, vozidla se vyrábějı́ až od začátku dvacátého stoletı́,
a teprve komplikace s jejich množstvı́m na silnicı́ch společně s budovánı́m složitých dopravnı́ch
sı́tı́ vedly ke snaze o studium dějů v dopravnı́m proudu (viz [3]). Matematické modelovánı́ do-
pravy se začalo výrazně rozvı́jet po druhé světové válce a svoji úlohu tu sehrál také rozmach
výpočetnı́ techniky. Byly vytvořeny různé typy modelů od mikroskopické úrovně, přes úroveň
mezoskopickou až po úroveň makroskopickou, pro většı́ informovanost lze odkázat napřı́klad
na publikaci [12].

6.1 Hustota a tok vozidel
Pohyb vozidel na dálnici můžeme popsat na základě analogie s pohybem tekutiny - pohybem
částic tekutiny. Tok vozidel na dálnici lze z jistého úhlu pohledu a za daných podmı́nek chápat
jako tok částic tekutiny (např. při pohledu na silnici z letadla). Je tedy nutné odlišovat po-
jem makroskopické rychlosti jako rychlosti toku vozidel a mikroskopické rychlosti jako rych-
losti jednotlivých vozidel. Pohyb částic tekutiny je ovlivňován pohybem okolnı́ch částic, ovšem
jı́zda řidiče závisı́ i na jiných faktorech. Řidič přizpůsobuje jı́zdu podle rozumové úvahy situaci
před sebou či za sebou a vnı́má dalšı́ faktory, které mohou rozhodnout o změně jeho jı́zdy či
rychlosti jeho jı́zdy. Částice tekutiny se může při svém pohybu srazit s jinou částicı́, řidič vo-
zidla se srážce s jiným vozidlem samozřejmě vyhýbá. Protože vozidla budou v našem modelu
představovat jednotky, budeme předpokládat, že majı́ totožnou délku. Dále předpokládejme pro
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zjednodušenı́, že provoz vozidel budeme sledovat pouze jednı́m směrem. Pro určenı́ počtu vozi-
del na měřeném úseku za danou časovou jednotku musı́me vzı́t v úvahu jednak celkovou hustotu
vozidel a jejich rychlost [20]. Hustota vozidel na sledovaném úseku je pojem, který by si za-
sluhoval podrobnějšı́ho rozboru. Hustotu vozidel budeme definovat jako poměr počtu vozidel k
jednotkové délce vozovky a budeme ji označovat symbolem ρ:

hustota vozidel =
počet vozidel

jednotková délka silnice
.

Je-li napřı́klad sledovaný úsek silnice dlouhý 1000 m a nacházı́-li se na celém úseku 35 vozi-
del, je hustota vozidel rovna hodnotě ρ = 0, 035. V přı́padě, že ρ = 0, je měřený úsek silnice
prázdný. Je-li ρ = 1, bude se na silnici vyskytovat zácpa. Hustotu vozidel budeme určovat v
daném mı́stě x a v daném čase t, budeme ji zapisovat jako funkci dvou reálných proměnných
ve tvaru ρ = = ρ(x, t) = ρ(x(t)), kde proměnná x je závislá na proměnné t.

Dalšı́m důležitým pojmem určujı́cı́m charakter silničnı́ho provozu je tok vozidel (v daném bodě)

tok vozidel =
počet vozidel

čas
.

Je-li dána rychlost proudu vozidel, tedy rychlost, s jakou se posouvá mı́sto s určitou hustotou
provozu (je nutné odlišit od rychlosti jı́zdy jednotlivých vozidel), pak lze definovat pojem toku
vozidel jako součin hustoty vozidel a této rychlosti. Pokud zavedeme v textu jednotné označenı́
pro rychlost proudu vozidel symbolem v a pro tok vozidel symbolem ϕ, bude platit

ϕ(ρ) = vρ. (29)

V přı́padě, že se ve sledovaném úseku bude rychlost proudu vozidel měnit v závislosti na
podmı́nkách na silnici napřı́klad při dopravnı́ nehodě či na základě přı́kazu omezené rychlosti
či změny pohybu vozidel ovlivněného světelnou signalizacı́, nemusı́ být toková funkce lineárnı́
funkcı́ ve tvaru (29) a může záviset i na jiných faktorech.

6.2 Charakteristika silničnı́ho provozu
Co v praxi znamená plynulý provoz, omezený provoz či dopravnı́ zácpa?

Popišme, v jakých souvislostech se tyto pojmy odlišujı́. Předpokládejme, že každé vozidlo má
délku 4,5 m a při jı́zdě za sebou dodržujı́ řidiči bezpečnostnı́ vzdálenost, tedy časový odstup dvě
sekundy. Pravidlo dvou sekund představuje tuto situaci: Jakmile se při jı́zdě vozidlem zaměřı́me
na jistý pevný bod u vozovky např. strom či patnı́k a od okamžiku, kdy tento bod mine vozi-
dlo před vámi, odpočı́táme dvě sekundy. Pokud ke stejnému bodu dorazı́me dřı́ve než za dvě
sekundy, nenı́ řı́zené vozidlo v bezpečné vzdálenosti od vozidla před nı́m.V přı́padě, že vozidla
jedou rychlostı́ 90 km/h, jedná se o vzdálenost přibližně 50 m viz obr. 42. Na úseku dlouhém
1000 m se tedy v daném čase vyskytuje maximálně 18 vozidel.
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Obrázek 42: Plynulý provoz

Můžeme pak rozeznávat následujı́cı́ situace:

• Počı́táme-li, že mezi vozidly je vzdálenost 50 m, pak se na úseku silnice dlouhém 1000 m
může neomezeně pohybovat 0 - 18 vozidel. Velikost toku vozidel bude maximálnı́, jestliže
se vozidla v jı́zdě navzájem neomezujı́. Maximálnı́ tok vozidel tedy bude představovat
1620 vozidel za 1 hodinu. Čı́m je v tomto přı́padě hustota většı́, tı́m je tok většı́. V praxi
se pak mluvı́ o plynulém provozu.

• Pokud se na stejném úseku silnice bude pohybovat většı́ množstvı́ vozidel tj. v rozmezı́
19 až 100 vozidel, pak se každé vozidlo nacházı́ na volném úseku dlouhém minimálně 10
m viz obr. 43. V tomto přı́padě již musı́ řidiči věnovat pozornost situaci před a za řı́zeným
vozidlem a adekvátně reagovat na přı́padné změny. Rychlost vozidel se bude v jistých
úsecı́ch silnice měnit a provoz se může střı́davě zhušt’ovat či zřed’ovat. Čı́m je pak hustota
provozu většı́, tı́m je tok vozidel menšı́. Dopravnı́ provoz pak bývá charakterizován jako
omezený.

Obrázek 43: Omezený provoz

• Je-li na sledovaném úseku vozovky vı́ce než 100 vozidel, pak je řidič nucen popojı́ždět a
zastavovat a docházı́ k lokálnı́ zácpě. Pokud je na vozovce rozmı́stěno již přibližně 200
vozidel, docházı́ ke globálnı́ zácpě, na daném úseku všechna vozidla stojı́ a tok vozidel je
nulový viz obr. 44.

Na tomto mı́stě má smysl zmı́nit pojem kapacity silnice, který představuje maximálnı́
možné množstvı́ stojı́cı́ch vozidel za sebou (počet pětimetrových úseků celkové délky
silnice).
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Obrázek 44: Zácpa

Závislost toku silničnı́ho provozu na hustotě vozidel pak lze graficky znázornit zjednodušeně
tı́mto způsobem viz obr. 45.

Obrázek 45: Závislost toku vozidel na hustotě vozidel

Na základě zkušenostı́ můžeme shrnout fakta týkajı́cı́ se vlastnostı́ funkce toku vozidel

• žádné vozidlo na vozovce představuje nulový tok vozidel

• tok vozidel je funkce s nezápornými hodnotami a je omezená

• existuje hustota vozidel taková, že se tok vozidel zastavı́

• existuje hustota taková, že je pro ni tok vozidel maximálnı́, označme ji ρmax

Abychom mohli uvést názorné přı́klady z praxe, bylo by vhodné rozumně definovat konkrétnı́
podobu funkce toku vozidel. Předpokládejme, že maximálnı́ rychlost je pro všechna vozidla
shodná, označme ji vmax. Budeme vynechávat úvahy o některých psychologických aspektech
při jı́zdě v řadě napřı́klad má-li před sebou řidič vozidlo daleko, začne zrychlovat jı́zdu [7]. Na
základě empirických zkušenostı́ z praxe lze předpokládat, že pokud je vozovka prázdná, tedy
ρ = 0, pak se může vozidlo pohybovat maximálnı́ rychlostı́ v = vmax. Je-li naopak vozovka
plná, docházı́ k dopravnı́ zácpě (ρ = ρmax) a vozidla se zastavı́, tedy v = 0. Tyto vlastnosti má
napřı́klad funkce ve tvaru
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v(ρ) = vmax(1− ρ

ρmax

). (30)

Potom tokovou funkci můžeme představit v podobě

ϕ(ρ) = ρv(ρ) = ρvmax(1− ρ

ρmax

) = ρvmax − ρ2 vmax

ρmax

. (31)

Stanovı́me-li derivaci funkce ϕ(ρ), pak budeme schopni určit hodnotu maximálnı́ho toku [13].

Platı́:

ϕ′(ρ) = vmax −
2ρvmax

ρmax

. (32)

Tato funkce má nulový bod v bodě ρ =
ρmax

2
, který označuje hodnotu maximálnı́ho toku viz

obr. 46.

Obrázek 46: Maximum tokové funkce

Jestliže tento výsledek aplikujeme na předchozı́ přı́klad, bude mı́t toková funkce maximálnı́
hodnotu při hustotě rovné 100 aut na 1 km, pak začne jejı́ hodnota klesat až se dosáhne stavu
zácpy pro hodnotu hustoty vozidel rovné 200 vozidel na 1 km viz obr. 47.

Obrázek 47: Maximum tokové funkce
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Pokud bychom zadánı́ původnı́ho přı́kladu obměnili a zvolili model pohybu vozidel po dálnici,
pak při volbě vmax =130 km/h by maximálnı́ hodnota toku vozidel nastala pro hodnotu ρ =110
vozidel na 1 km a 220 vozidel na 1 km dálnice by představoval stav zácpy.

6.3 Makroskopický model dopravnı́ho toku
Sledujme v daném časovém intervalu úsek silnice, na které se pohybujı́ vozidla konstantnı́ rych-
lostı́ v. Hustota vozidel ρ je v daném úseku a čase zadána. Základnı́ úvaha se bude opı́rat o fakt,
že změna počtu vozidel na měřeném úseku za udanou časovou jednotku odpovı́dá rozdı́lu mezi
počtem vozů, které do uvažovaného úseku vjedou a vyjedou. Určı́me počet vozidel v čase t = 0
a v čase t = t0, jejich rozdı́l bude představovat změnu hustoty vozidel zjištěnou v čase t0 a
spočteme vozidla, která za čas t0 do měřeného úseku rychlostı́ v vjedou a současně z něj vyje-
dou.

Přı́klad

Budeme uvažovat úsek dálnice dlouhý 10 km a předpokládejme, že se vozidla v tomto úseku
pohybujı́ konstantnı́ rychlostı́ 100 km/h a že na počátku pozorovánı́ se na dálnici vyskytuje 100
vozidel. Za 1 minutu vjede do sledovaného úseku 10 vozidel a vyjede 20 vozidel. Hustota vo-
zidel se tedy musı́ o 10 vozidel snı́žit. Změna počtu vozidel za 1 minutu na sledovaném úseku
je rovna 10. Poněvadž rychlost vozidel je konstantnı́, stačı́ mı́sto změny tokové funkce v daném
úseku uvažovat změnu hustoty vynásobenou rychlostı́ v.

Označı́me-li změnu hustoty v uvažovaném čase ∆tρ a změnu tokové funkce v daném úseku
v∆xρ, kde x bude představovat proměnnou popisujı́cı́ polohu vozidla na dálnici, pak dle předcho-
zı́ úvahy platı́

∆tρ+ v∆xρ = 0.

Tuto závislost lze za jistých předpokladů přepsat do podoby parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice 1.
řádu [19] ve tvaru

ρt + vρx = 0 (33)

Rovnici (33) lze zjednodušeně slovně vysvětlit takto: Pokud je dán jistý časový interval a jistý
úsek vozovky, pak změna hustoty vozidel vzhledem k danému časovému rozmezı́ je totožná
se změnou tokové funkce měřené na uvažovaném úseku - neboli s rozdı́lem toků na konci a
začátku úseku. V přı́padě, že toková funkce ϕ = ϕ(ρ) nenı́ zadána v lineárnı́m tvaru, přecházı́
rovnice (33) do tvaru

ρt + ϕx = 0. (34)
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Poznámka

Toto je známá obecnějšı́ formulace odvozená Lighthillem, Whithamem a Richardsem [7] z
integrálnı́ podoby zákona zachovánı́ ve tvaru

∂

∂t
[

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx] = ϕ(x1, t)− ϕ(x2, t). (35)

Rovnice (35) vyjadřuje vztah mezi změnou hodnoty hustoty vozidel v úseku měřeném od
mı́sta x1 do mı́sta x2 za časovou jednotku t a rozdı́lem tokové funkce změřené v mı́stě x1 a
x2 (opět rozdı́l mezi počtem vozidel, které do měřeného úseku vjedou a vyjedou v čase t).
Rovnici (35) pak můžeme za jistých předpokladů přepsat následovně

ρt + [ϕ(ρ)]x = 0. (36)

Integrálnı́ formulace (35) je obecnějšı́ než formulace pomocı́ diferenciálnı́ rovnice (36) a
vycházı́ z nı́ tzv. metoda konečných objemů. Tato metoda umožňuje řešit problém (36) i pro
vstupnı́ data, která mohou být zadána v obecnějšı́m tvaru. Podrobnějšı́ výklad nalezneme
např. v [7], [8], [19].

Konkrétnı́ řešenı́ dané úlohy budeme moci určit, jakmile budeme znát rozloženı́ hustoty vozidel
v jistém mı́stě a čase. Nejčastějšı́ a nejpřirozenějšı́ volbou podmı́nek bývá počátečnı́ rozloženı́
hustoty vozidel, tedy popis situace na začátku sledovaného děje, označme tuto funkci zápisem
ρ(x, 0) = ρ0(x).

Úloha ve tvaru

ρt + [ϕ(ρ)]x = 0
ρ(x, 0) = ρ0(x)

se nazývá počátečnı́ úloha (Cauchyho úloha).

6.4 Charakteristiky
Jednı́m ze způsobů popisu řešenı́ úlohy je cesta grafického znázorněnı́ pomocı́ tzv. charakteris-
tik [13]. Rovnice (33) s počátečnı́ podmı́nkou ρ(x, 0) = ρ0(x) má jednoduchý tvar, a proto lze
jejı́ řešenı́ snadno stanovit. Hledaná funkce ρ proměnné x a t > 0 má tvar

ρ(x, t) = ρ0(x− vt). (37)

Toto tvrzenı́ lze jednoduše ověřit dosazenı́m:

[ρ0(x− vt)]t + v[ρ0(x− vt)]x = −vρ0(x− vt) + vρ0(x− vt) = 0.

Body na přı́mkách se směrnicı́ rovnou v ve tvaru

x− vt = konst

majı́ společnou vlastnost. Funkce ρ je v bodech všech přı́mek se směrnicı́ v konstantnı́. Jinými
slovy hodnota hustoty zadané počátečnı́ podmı́nkou je v čase přenášena po přı́mce se směrnicı́
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rovnou v. Předpokládejme, že průsečı́k této přı́mky s osou t označı́me t0. Tyto přı́mky, na
nichž je hodnota hustoty konstantnı́, se nazývajı́ charakteristické přı́mky nebo charakteristiky
přı́slušné k dané úloze. Zakreslit charakteristiky je celkem snadné a pomocı́ výsledného gra-
fického znázorněnı́ pak můžeme zı́skat představu o řešenı́ dané úlohy v předem určeném čase
a mı́stě. Jestliže je potřeba z jistého důvodu znázornit charakteristiky v (x, t)-rovině, pak stačı́
sestrojit k původnı́m přı́mkám jejich inverznı́ funkce. Charakteristiky pak budou mı́t směrnice
rovné reciproké hodnotě původnı́ směrnice 1

v
(funkce x = kt má inverznı́ funkci s předpisem

x = t/k a grafy těchto přı́mek jsou souměrné podle osy 1. a 3. kvadrantu). Tento obojı́ postup
při znázorňovánı́ charakteristik budeme využı́vat, důvod objasnı́me později v textu.

Význam charakteristik zůstává nezměněn i v přı́padě, kdy řešı́me nelineárnı́ úlohu (36). Charak-
teristiku pak definujeme jako přı́mku se směrnicı́ rovnou ϕ′(ρ0), je nutné tedy pro každou cha-
rakteristiku směrnici stanovit pomocı́ počátečnı́ podmı́nky. Charakteristická přı́mka se směrnicı́
rovnou hodnotě ϕ′(ρ0) pak protı́ná osu t v bodě t = t0 a má rovnici

x = t0 + ϕ′(ρ0)t. (38)

Dosazenı́m lze jednoduše ověřit, že funkce ve tvaru

ρ (x, t) = ρ0 (x− ϕ′(ρ)t)

splňuje rovnici (38). Na této přı́mce je hodnota řešenı́ ρ(x, t) rovná odpovı́dajı́cı́ hodnotě počátečnı́
podmı́nky ρ(x, 0). Bude-li potřeba znázornit situaci v (x, t)-rovině, charakteristiky budou mı́t

směrnice rovné hodnotě
1

ϕ′(ρ0)
.
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Uved’me přı́klady některých jednoduchých situacı́ [4]:

1. Vozidla se rovnoměrně přemist’ujı́ stálou rychlostı́, hustota provozu se neměnı́ viz obr. 48.

Obrázek 48: Konstantnı́ hustota provozu

2. Vozidla se nepohybujı́, stojı́ v koloně, jedná se o přı́klad znázorňujı́cı́ zácpu viz obr. 49.

Obrázek 49: Zácpa
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3. Vozidla se postupně rozjı́ždějı́, jejich hustota se snižuje (hodnoty směrnic charakteristik
se zmenšujı́) viz obr. 50.

Obrázek 50: Vozidla se rozjı́ždějı́

4. Vozidla postupně zpomalujı́, zvětšuje se jejich hustota (hodnoty směrnic charakteristik se
zvětšujı́) až dojde k zácpě viz obr. 51.

Obrázek 51: Vozidla se zpomalujı́

Kombinacı́ všech uvedených přı́kladů je pak možné popisovat komplikovanějšı́ situace jako pro-
voz na světelných křižovatkách či provoz na úsecı́ch s omezenými rychlostmi. Abychom mohli
řešit přı́pady se složitějšı́mi počátečnı́mi podmı́nkami, bylo by vhodné zastavit se u přı́padů
uvedených v přı́kladech 3. a 4.
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Necht’ je dána nelineárnı́ úloha ve tvaru

ρt + [vρ]x = 0
ρ(x, 0) = ρ0(x)

s počátečnı́ podmı́nkou ve tvaru skoku

ρ0(x) =

{
ρp, x ≥ 0
ρl, x < 0

kde ρp a ρl jsou daná nezáporná čı́sla a rychlost v nemusı́ být konstantnı́. Výše popsaná úloha
se nazývá Riemannův problém. V této části budeme tedy připouštět i možnost existence nespo-
jitých řešenı́.

Mohou nastat dvě rozdı́lné situace:

1. přı́pad ρl < ρp

Závislost hustoty na poloze je pak znázorněna na obr. 52.

Obrázek 52: ρl < ρp

Charakteristiky pro hodnotu ρl znázornı́me červenou barvou a charakteristiky pro hodnotu ρp
zakreslı́me modrou barvou viz obr. 53 a obr. 54.
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Obrázek 53: ρl < ρp

Obrázek 54: ρl < ρp

Z obrázků je patrné, že v úseku mezi červenou a modrou oblastı́ tedy oblastı́ definovanou ne-
rovnostı́ ρlt < x < ρpt charakteristiky ”chybı́”. Dokreslı́me-li do prázdného klı́nu přı́mky
(kvůli odlišenı́ zelenou barvou) se směrnicemi s hodnotami mezi ρl a ρp, podařı́ se pak tı́mto
způsobem spojitě doplnit informaci o přenášené hodnotě hustoty v oblasti skoku viz obr. 55.
Funkce ρ (x, t) = ρ0 (x− ϕ′(ρ)t) s takto určenými charakteristikami také splňuje diferenciálnı́
rovnici (7). Řešenı́ odpovı́dá přirozené představě, že docházı́ k postupnému rozjı́žděnı́ vozidel
a zřed’ovánı́ přechodové vlny (výjezd vozidel z parkoviště, rozjı́žděnı́ kolony). Na obr. 56 a 57
je znázorněna závislost hustoty vozidel na mı́stě v čase t = 0 a v čase t = t1.
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Obrázek 55: Doplněnı́ charakteristik

Obrázek 56: Závislost hustoty na mı́stě v čase t = 0
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Obrázek 57: Závislost hustoty na mı́stě v čase t = t1

2. přı́pad ρl > ρp

Závislost hustoty na mı́stě je pak zakreslena na na obr. 58. Situaci znázornı́me obdobným
způsobem viz obr. 59 a 60.

Obrázek 58: ρl > ρp
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Obrázek 59: ρl > ρp

Obrázek 60: ρl > ρp

Z obrázků je snadno rozpoznatelné, že se charakteristiky křı́žı́, což znamená, že v libovolném
čase t > 0 nejsme schopni určit jednoznačnou hodnotu hustoty. V tomto přı́padě dojde ke
vzniku rázové vlny - vlny šı́řenı́ nespojitosti. Rázová vlna je fyzikálnı́ jev, při němž se daným
prostředı́m šı́řı́ vzruch v podobě skokové změny fyzikálnı́ch veličin popisujı́cı́ch stav prostředı́.
Nosičem rázové vlny může být hmotné prostředı́ (tuhé, kapalné nebo plynné), nebo napřı́klad
elektromagnetické pole. Pro bližšı́ představu o významu tohoto pojmu lze zmı́nit např. tlakovou
rázovou vlnu, která vzniká při explozivnı́ch dějı́ch: při elektrickém výboji v kapalině, výbuchu
apod. Zdrojem tlakové rázové vlny jsou dále objekty překonávajı́cı́ maximálnı́ rychlost šı́řenı́
vzruchu v daném prostředı́ napřı́klad při nadzvukové rychlosti pohybu letadla nebo konce biče.
Průchod dostatečně silné rázové vlny může dokonce změnit vlastnosti samotného prostředı́ -
měnit skupenstvı́ nebo strukturu materiálu, jı́mž vlna procházı́. Rázová vlna může také vyvolat
chemické reakce v daném médiu. V dopravnı́m provozu lze sledovat rázovou vlnu napřı́klad v
přı́padě, kdy vozidla dojı́ždějı́ danou konstantnı́ rychlostı́ kolonu stojı́cı́ch vozidel.
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Velmi důležitou informacı́ při popisu jevů v dopravě je pak rychlost šı́řenı́ rázové vlny, která je
dána tzv. Rankinovou-Hugoniotovou podmı́nkou ve tvaru

s =
ϕ(ρl)− ϕ(ρp)

ρl − ρp
. (39)

Odvozenı́ této podmı́nky přesahuje rámec tohoto textu, ale pokud by se student zajı́mal o tuto
problematiku, lze doporučit nalistovat přı́slušné stránky napřı́klad v [8], [19]. Je zde nutné
připomenout rozdı́l mezi rychlostı́, jı́mž se na úseku pohybuje skupina vozidel a rychlostı́ vlny,
rázová vlna nemusı́ souviset se zácpou na vozovce nebo náhlým rozjezdem nebo zastavenı́m
vozidel, jde o nespojitost v hustotě provozu.

Obrázek 61: Rychlost šı́řenı́ rázové vlny

Obrázek 62: Rychlost šı́řenı́ rázové vlny
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Obrázek 63: Skok v čase t = t1

Na obrázcı́ch 61 a 62 je znázorněna přechodová linie a na obr. 63 je zakreslena poloha skoku v
čase t = t1. Grafické znázorněnı́ problému se bude samozřejmě lišit v závislosti na volbě tvaru
tokové funkce.

Přı́klady

Znázorněte graficky pomocı́ charakteristik následujı́cı́ situace. Sledovaný úsek měřı́ 1 km, v
prvnı́m měřeném úseku je zjištěna hustota vozidel v hodnotě ρ1 a ve druhém úseku, který
je měřen od bodu B, má hustota vozidel hodnotu ρ2. Načrtněte řešenı́ dané situace v (x, t)-
systému souřadnic a bod B umı́stěte ve vzdálenosti 100 m v kladné části osy x.

1. ρ1 = 0, 021, ρ2 = 0, 2, vmax = 14m/s

2. ρ1 = 0, 021, vmax = 14m/s ρ2 = 0, 046, vmax = 8, 3m/s

3. ρ1 = 0, 2, ρ2 = 0, 046, vmax = 8, 3m/s

Řešenı́

1. Hustota ρ1 = 0, 021 představuje 21 vozidel na 1 km a vozidla se pohybujı́ zadanou rychlostı́
vmax = 14m/s, což je 50km/h. Hustota ρ2 = 0, 2 znamená 200 vozidel na 1 km nebo-li zácpu,
vozidla majı́ nulovou rychlost. Jedná se tedy o 1. popisovaný přı́pad, kdy ρl < ρp viz obr. 51.
Je třeba spočı́tat hodnoty směrnic charakteristik odpovı́dajı́cı́m zadaným hustotám ρ1 a ρ2, což
představuje dle (38) určit hodnoty ϕ′(ρl) a ϕ′(ρ2). Dosadı́me zadané hodnoty do vztahu (32):

ϕ′(ρ) = vmax −
2ρvmax

ρmax

= 14− 2.0, 021.14

0, 2
.
= 11. (40)
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Vypočteme rychlost šı́řenı́ rázové vlny:

s =
ϕ(ρ2)− ϕ(ρ1)

ρ2 − ρ1

=
0− 0, 26

0, 2− 0, 021
.
= −1, 47,

Výsledný grafický záznam charakteristik ukazuje obrázek 64.

Obrázek 64: Charakteristiky pro přı́klad 1.

2. Druhý přı́klad je podobný prvnı́mu, ale rychlost ve druhém úseku činı́ 8, 3m/s = 30km/h.
Ve druhé části úseku budou mı́t charakteristiky směrnice rovné hodnotě

ϕ′(ρ) = vmax −
2ρvmax

ρmax

= 8, 3− 2.0, 046.8, 3

0, 2
.
= 4, 5. (41)

Směrnice charakteristik, které doplnı́me do klı́nu jako zelené přı́mky viz obr. 55, budou mı́t hod-
noty postupně mezi hodnotami od 11 do 4,5. Hodnoty směrnic charakteristik v (t, x)- systému
souřadnic majı́ převrácené hodnoty vypočı́taných směrnic, tedy 1/11

.
= 0, 09 a 1/4, 5

.
= 0, 22.

Výsledek grafického znázorněnı́ charakteristik by nebyl přı́liš čitelný, proto zakreslı́me opět
charakteristiky do (x, t) - systému souřadnic viz obr. 65. Toto je důvod, proč představujeme
znázorněnı́ charakteristik v obou souřadnicových systémech (t, x) a (x, t).
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Obrázek 65: Charakteristiky pro přı́klad 2.

3. V poslednı́m přı́kladě se jedná o přı́pad, kdy se vozidla ze zácpy rozjı́ždějı́ na maximálnı́
rychlost rovnou 8, 3m/s = 30km/h, tedy druhou popisovanou alternativu ρl > ρp viz obr. 50.
Situaci znázornı́me s využitı́m předchozı́ch výpočtů již snadno viz obr. 66.

Obrázek 66: Charakteristiky pro přı́klad 3.

6.5 Modelový přı́klad
Počátečnı́ podmı́nka může být zadána ve složitějšı́m tvaru, kde se mohou vyskytnout kombinace
všech popisovaných událostı́. Proved’me podrobnou analýzu jedné z nejčastějšı́ch situacı́ na
našich silnicı́ch [21]. Uvažujme část vozovky, která se v čase t = 0 skládá z několika úseků.
V úvodnı́m úseku vozovky dlouhém 500 m je zadána počátečnı́ hustota vozidel hodnotou ρ1

(červená čára), dále následuje stometrový úsek zakončený semaforem, kde je hustota ρ2 vozidel
výrazně většı́ a je zakreslena modrou barvou. V tomto úseku již stojı́ kolona vozidel a čeká před
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semaforem, kde svı́tı́ červená barva. V čase t = 0 se v mı́stě polohy na semaforu rozsvı́tı́ zelené
světlo a vozidla se začnou plynule rozjı́ždět, jejich provoz se postupně ustálı́ a je omezen pouze
maximálnı́ danou hranicı́ rychlosti s hustotou rovnou ρ3 viz obr. 67.

Obrázek 67: Počátečnı́ podmı́nka

Znázornı́me-li vybranou skupinu odpovı́dajı́cı́ch charakteristik a určı́me pomocı́ Rankinovy-
Hugoniotovy podmı́nky přı́mky, po nichž se šı́řı́ jednotlivé nespojitosti, zı́skáme podrobný
přehled o situaci na sledované vozovce v závislosti na měnı́cı́m se čase. Nejdřı́ve znázornı́me
charakteristiky se směrnicemi rovnýmiϕ′(ρ1) červenou barvou. Přı́mky musı́ mı́t kladnou směrnici,
protože funkce toku je konkávnı́ a ρ1 < ρs, a proto platı́ ϕ′(ρ1) > 0. Modré charakteris-
tiky budou mı́t naopak záporné směrnice, protože tok vozidel se v této části musı́ snižovat čili
ϕ′(ρ2) < 0. Docházı́ ke vzniku rázové vlny, a proto je třeba určit rychlost jejı́ho šı́řenı́, který je
s pomocı́ Rankinovy-Hugoniotovy podmı́nky dán následovně

s =
ϕ(ρ2)− ϕ(ρ1)

ρ2 − ρ1

,

což je vždy záporné čı́slo. Vlna brzdı́cı́ch vozidel přijı́ždějı́cı́ch k zóně začı́najicı́ mı́stem xzelená,
bude postupovat směrem zpět. V době, kdy se rozsvı́tı́ zelené světlo v mı́stě semafor, se ko-
lona vozidel začne rozjı́ždět. Protože ρs < ρ3, doplnı́me v prázdném úseku charakteristiky
se směrnicemi mezi hodnotami ϕ′(ρ2) a ϕ′(ρ3) > 0. Nynı́ je nutné postupně určit směry,
kterými se bude skok hustoty mezi červenou a zelenou oblastı́ šı́řit. Opět lze použı́t Rankinovy-
Hugoniotovy podmı́nky a dostáváme

s =
ϕ(ρzelená)− ϕ(ρ1)

ρzelená − ρ1

,

kde ρzelená je hodnota hustot přenášených zelenými charakteristikami. Očekáváme, že přechodová
funkce bude chvı́li ze začátku klesat, protože než se signál rozjezdu dostane k poslednı́m řidičům,
uběhne jistý časový úsek. Po nějakém časovém momentu se bude hodnota tokové funkce zvyšovat
a hustota se bude snižovat. Tento trend bude pokračovat i po dosaženı́ mı́sta, kde vozidla nabı́rajı́
danou maximálnı́ rychlost a jejich provoz již nenı́ omezen. Rychlost šı́řenı́ nespojitosti je dán
vztahem
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s =
ϕ(ρ3)− ϕ(ρ1)

ρ3 − ρ1

,

kde s musı́ mı́t kladnou hodnotu, protože dı́ky zadaným podmı́nkám je čitatel i jmenovatel
zlomku kladný.

6.6 Počátečnı́ podmı́nky
Sledovaný úsek komunikace o délce 1000 m je rozdělen na tři části: 0 m – 500 m s maximálnı́
rychlostı́ 50 km/h, vozidla zde dodržujı́ bezpečnostnı́ vzdálenost 2 s, 500 m – 600 m s maximálnı́
hustotou vozidel simulujı́cı́ kolonu před semaforem (maximálnı́ rychlost 0 km/h) a úsek 600 m−
−1000 m s maximálnı́ rychlostı́ 30 km/h. Počátečnı́ podmı́nka je zadána v 1. úseku hodnotou
ρ1 = 0,021 vozidel/m (červená barva), ve 2. úseku ρ2 = 0,2 vozidel/m (modrá barva) a v
poslednı́m úseku je počátečnı́ hodnota hustoty dána hodnotou ρ3 = 0,046 vozidel/m (černá
barva) viz obr. 68. V čase t = 0 s se na semaforu rozsvı́tı́ zelená barva a vozidla se začnou
rozjı́ždět. Pro formulaci tohoto problému jsme záměrně využili data z předchozı́ch přı́kladů.

Obrázek 68: Počátečnı́ podmı́nka

6.7 Grafické výsledky
V prvnı́ části vyřešı́me danou počátečnı́ úlohu pomocı́ charakteristik, tedy z makroskopického
úhlu pohledu. Zpracujeme veškeré informace dané počátečnı́mi podmı́nkami dle postupu uve-
deného v předchozı́ části. Zakreslı́me-li všechny odpovı́dajı́cı́ charakteristiky a určı́me-li po-
mocı́ Rankine-Hugoniotovy podmı́nky rychlosti, jimiž se šı́řı́ jednotlivé nespojitosti, pak zı́skáme
podrobný přehled o situaci na sledované vozovce v závislosti na měnı́cı́m se čase viz obr. 69.
Způsob výpočtu a hodnoty směrnic charakteristik budeme kopı́rovat z přı́kladů uvedených výše.
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Obrázek 69: Výsledné znázorněnı́ charakteristik

Z grafu lze určit přibližné hodnoty času a mı́sta, ve kterém docházı́ ke změnám v toku do-
pravnı́ho proudu. V mı́stě, kde se protı́ná červená charakteristika se zelenou charakteristikou
přenášejı́cı́ v součtu hodnotu hustoty přibližně rovnou 0,2 vozidel/m, je směrnice přechodové
linie rovná nule (k tomuto stavu docházı́ přibližně v čase 180 s v mı́stě přibližně 160 m od
startu). V čase zhruba 360 s již vozidla nejsou omezována a mohou volně projı́ždět kolem se-
maforu. Mapu všech charakteristik danou grafem na obr. 69 bylo nutné stáhnout ve své šı́řce,
protože by ji nebylo možné ve vhodném měřı́tku umı́stit do textu. Proto sklony charakteristik
zcela přesně neodpovı́dajı́ realitě, ale vystihujı́ podstatu problému. Na následujı́cı́ch grafech obr.
70, 71, 72 a 73 je znázorněna závislost hustoty na mı́stě ve vybraných časových okamžicı́ch,
grafy přehledně ukazujı́, jak se situace na vozovce v průběhu daného časového okamžiku měnı́.

Obrázek 70: t = 10s
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Obrázek 71: t = 120s

Obrázek 72: t = 200s

Obrázek 73: t = 400s

Shrnutı́. Tato kapitola prezentuje studentům zcela nové téma. V úvodu se připomı́najı́ po-
jmy známé z běžného života jako jsou plynulý provoz, dopravnı́ zácpa, toková funkce atd., které
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jsou potřebné k tomu, aby bylo možné charakterizovat dopravnı́ provoz. Použitı́ makrosko-
pického přı́stupu k modelovánı́ dané dopravnı́ situace se může stát novou a přı́nosnou součástı́
výuky. Dále jsou studenti seznámeni s postupem, jak popsat závislost hustoty dopravnı́ho pro-
vozu na čase pomocı́ parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice a jak lze tuto rovnici řešit. Je zde velmi
podrobně popsána metoda charakteristik s využitı́m řady konkrétnı́ch přı́kladů. Všechna jme-
novaná témata jsou pro studenty velkou novinkou a současně se zde nabı́zı́ způsob, jak spojit
teorii s praxı́. K dalšı́mu studiu lze doporučit např. [13] nebo [20].

7 Simulačnı́ model

7.1 Popis modelu
Druhý zkoumaný a užitý přı́stup k návrhu modelu dopravnı́ho toku a řešenı́ parciálnı́ dife-
renciálnı́ rovnice má multiagentnı́ charakter [15], [16]. Chovánı́ skupiny vozidel bude mode-
lováno jako agregace - celkový souhrn chovánı́ jednotlivých vozidel. I zde je nutné využı́t určitá
data popisujı́cı́ systém jako celek, je však možné individuálně modelovat chovánı́ každého vo-
zidla. Při modelovánı́ pohybu jednotlivých vozidel nebude pro popis systému nutná znalost
výše studovaných parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic a práce s nimi. Globálnı́mi parametry jsou
v tomto přı́padě povolená rychlost v jednotlivých úsecı́ch a frekvence výskytu vozidel, která
byla nastavena na pevnou hodnotu 1 vozidlo za 3 s. Dalšı́m globálnı́m parametrem je pak délka
vozidla stanovená na 4,5 m a minimálnı́ vzdálenost od vozidla bezprostředně před vozidlem
zkoumaným stanovená na 0,5 m. Výše uvedená frekvence výskytu vozidel tak odpovı́dá hus-
totě 0,021 vozidel/m při maximálnı́ rychlosti 50 km/h. Tyto počátečnı́ podmı́nky byly zvoleny
tak, aby odpovı́daly počátečnı́m podmı́nkám spojených s předchozı́ řešenou úlohou, abychom
mohli zı́skané výsledky v závěru porovnat a vyhodnotit.

Konceptuálnı́ model úlohy vycházı́ z modelovánı́ vozidla jako samostatného agenta - jednot-
livce s vlastnı́mi daty a chovánı́m a jeho umı́stěnı́ do prostředı́ sledovaného úseku komunikace.
Po svém vstupu do prostředı́ je agent inicializován a umı́stěn na pozici danou bud’ vstupnı́mi
podmı́nkami nebo (pro čas t > 0) na počátek modelovaného úseku (x = 0 m). Agent si také
při své inicializaci ukládá informaci o agentovi bezprostředně před nı́m, aby jej mohl kontakto-
vat při zjišt’ovánı́ vzájemné polohy a vzdálenosti mezi vozidly. Při inicializaci je také nastaven
cı́lový bod, do kterého se agent má dostat, tedy konec modelovaného úseku. Dalšı́ chovánı́
agenta je modelováno pomocı́ stavových diagramů a jeho hlavnı́ činnostı́ je pohyb po mode-
lovaném úseku komunikace, přičemž v pravidelných intervalech (v modelu je použito 0,05 s
modelového času) agent kontroluje svou vzdálenost od vozidla (agenta) před nı́m. Při této kon-
trole je zásadnı́, zda tato vzdálenost nenı́ menšı́, než vzdálenost bezpečná pro danou rychlost,
která (vyjádřená v čase) činı́ 2 s. Pokud je vzdálenost menšı́, agent na tento stav reaguje úpravou
své rychlosti tak, aby vzdálenost bylo možné považovat opět za bezpečnou. Pokud je vzdálenost
mezi vozidly dostatečná, agent nastavı́ svou rychlost na maximálnı́ povolenou hodnotu v daném
úseku. V přı́padě, že na semaforu naskočı́ červená, je bod na trase, kde se semafor nacházı́,
považován za překážku. Reakce na tuto překážku je shodná s reakcı́ na vpředu jedoucı́ vozidlo s
nulovou rychlostı́. Důsledkem je opět postupné snižovánı́ rychlosti ve výše popsaných krocı́ch
až k jejı́ nulové hodnotě.

72



7.2 Software AnyLogic
Pro zpracovánı́ dat a vyřešenı́ nastavené úlohy byl vybrán software AnyLogic (viz [2]), který byl
vypracován a v současnosti je neustále rozvı́jen pro aplikaci v mnoha oblastech lidské činnosti.
Společnost AnyLogic Company poskytuje simulačnı́ nástroje, technologie a konzultačnı́ služby
pro podnikové aplikace. Jazyk AnyLogic má velkou flexibilitu a umožňuje zachytit složitost
a různorodost ve vývoji rozličných dynamických systémů. Práce s tı́mto produktem je pro
uživatele po krátkém seznámenı́ s jeho ovládánı́m poměrně jednoduchá a konečný výstup výsledků
je velmi názorný. Software AnyLogic je snadno dosažitelný, přı́stupná verze se označuje jako
PLE - personal learning edition. Je určena jen pro osobnı́ potřebu či výuku a tı́mto způsobem
je také nutné výstupy interpretovat. Multiagentnı́ simulaci lze využı́t v mnoha oblastech jako
napřı́klad

• biologie - populačnı́ dynamika, chovánı́ společenstvı́ hmyzu či zvı́řecı́ch komunit, chovánı́
buněk

• ekonomie - logistika, výrobnı́ procesy, spotřebnı́ trh, pojišt’ovnictvı́, finančnı́ trhy, ob-
chodnı́ strategie

• infrastruktura - dopravnı́ provoz a světelná signalizace na křižovatkách

• společenské vědy - modely šı́řenı́ informacı́, organizačnı́ sı́tě

• armáda

7.3 Grafické výsledky
V přı́padě druhého multiagentnı́ho přı́stupu se výsledný graf konstruoval následovně. Počátečnı́
podmı́nka byla nastavena tak, že ve všech třech úsecı́ch bylo vygenerováno a rozmı́stěno právě
tolik agentů, kolik by odpovı́dalo maximálnı́ rychlosti v úseku. Čas t0 = 0 modelového času byl
nastaven pro okamžik, kdy na semaforu umı́stěném v mı́stě vzdáleném 600 m od počátku (před
kolonou ve druhém úseku komunikace) naskočı́ zelená. Výsledky provedené simulace byly vi-
zualizovány ve dvou rovinách. Prvnı́m výstupem je tak graf v systému souřadnic (t, x), uka-
zujı́cı́ polohu každého z agentů v konkrétnı́m čase (obr. 74) a jeho aktuálnı́ rychlost (směrnice
úsečky v daném bodě). Na tomto grafu je velmi dobře viditelný přechodový děj, který proběhne
při rozjezdu kolony ve druhém úseku. Hustota čar ve svislém směru zde ukazuje na hustotu vo-
zidel na celé komunikaci v zadaném čase, ve vodorovném směru pak můžeme sledovat časový
vývoj děje v konkrétnı́m mı́stě (vývoj rychlosti vozidel v tomto mı́stě). Graf byl aktualizován
s frekvencı́ 7 s. V levé části obrázku je pro názornost zobrazena schematicky celá trasa s po-
lohou vozidel. Z grafu je možné odečı́st několik klı́čových hodnot. Předně je možné sledovat
proces rozjı́žděnı́ kolony stojı́cı́ před semaforem. Z grafu lze odhadnout, že poslednı́ vozidla se
rozjela teprve přibližně 120 s po změně barvy semaforu na zelenou. Zpomalenı́ vozidel však
pokračovalo i nadále a nejhoršı́ situace nastala v čase t = 200 s, kdy se začátek omezenı́ rych-
losti vozidel posunul do mı́sta x = 165 m od počátku sledovaného úseku. Přechodový děj pak
odezněl v čase t = 432 s, přičemž nadále se již projevila pouze snı́žená rychlost v poslednı́m
úseku sledované trasy [17].
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Obrázek 74: Poloha vozidel a jejich aktuálnı́ rychlost

Pro většı́ názornost uvedeného děje byl vytvořen také 3D graf uvedený na obr. 75. Ten znázorňuje
vývoj změny rychlosti v čase pro každé vozidlo. Záporné hodnoty diference rychlosti (zpoma-
lenı́) jsou uvedeny červeně se sytostı́ odpovı́dajı́cı́ intenzitě uvedeného jevu, naopak při zrych-
lenı́ jsou použity odstı́ny zelené. Okamžiky a mı́sta s malou změnou rychlosti jsou v odstı́nech
modré. Z grafu je dobře patrné i trvalé snı́ženı́ rychlosti na začátku poslednı́ho úseku sledované
trasy po odezněnı́ přechodového děje.

Obrázek 75: 3D graf

Shrnutı́. Tato kapitola nabı́zı́ dalšı́ pohled na modelovánı́ dopravnı́ho provozu z mikrosko-
pického úhlu pohledu. Modelovánı́ je zde představeno pomocı́ simulačnı́ho programu AnyLo-
gic, který je pro potřeby výuky volně dostupný a práce s tı́mto softwarem je zajı́mavá a zábavná.
Je fakt, že naučit se s tı́mto produktem vyžaduje v úvodu jisté úsilı́ a čas, ale pak je možné
simulovat řadu různorodých procesů např. dopravnı́ch nebo logistických. Grafický výstup je
velmi názorný a pro studenty, kteřı́ se chtějı́ věnovat programovánı́, může být také přı́nosným.
Závěrečné srovnánı́ výsledků obou metod - makroskopické a mikroskopické při řešenı́ totožné
úlohy pak přinášı́ studentům dalšı́ poznatky.

74



8 Numerické řešenı́
V této části práce budeme věnovat pozornost řešenı́ parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice (33) s počáteč-
nı́ podmı́nkou ve tvaru ρ(x, 0) = ρ0(x) pomocı́ numerických metod. Jedná se o rozdı́lný
přı́stup k řešenı́ daného problému, řešenı́ budeme konstruovat na jiné bázi, než tomu bylo v
předcházejı́cı́ch dvou kapitolách. Část numerické matematiky, která se touto problematikou
zabývá, je velmi rozsáhlá, proto se zaměřı́me pouze na některé vybrané úseky.

8.1 Diference
Diferenčnı́ metody jsou založeny na tom, že k aproximacı́m derivacı́ vyskytujı́cı́ch se v řešené
rovnici využı́vajı́ tzv. ”diferencı́“. Tento přı́stup v úvodu předpokládá, že interval, na kterém
hledáme řešenı́, rozdělı́me na daný počet N podintervalů. Budeme zde uvažovat, že všechny
podintervaly majı́ totožné délky. Označme (j + 1)–nı́ bod dělenı́ symbolem xj , j = 1, . . . , N
a vzdálenost mezi sousednı́mi uzly symbolem ∆x, pak platı́ xj = j∆x. Obdobným způsobem
zavedeme konstantnı́ dělenı́ časového intervalu s časovým krokem ∆t = tn+1 − tn, kde n je
celé čı́slo a platı́ tn = n∆t. Budeme předpokládat, že hodnota ∆t

∆x
je konstantnı́. Aproximaci

přesného řešenı́ ρ(xj, t
n) v bodě xj a v čase tn označenou symbolem ρnj budeme zapisovat

pomocı́ symbolu Rn
j . Znázornı́me-li trojici sousednı́ch bodů xj−1, xj a xj+1 jako na obr. 76,

Obrázek 76: Typy diferencı́

pak lze popsat hlavnı́ myšlenku aproximace hledaného řešenı́ pomocı́ diference třemi různými
způsoby. K aproximaci derivace funkce ρnj můžeme použı́t dvojici sousednı́ch bodů těmito
cestami:
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(ρnj )x ≈
ρnj − ρnj−1

∆x
(42)

(ρnj )x ≈
ρnj+1 − ρnj

∆x
(43)

(ρnj )x ≈
ρnj+1 − ρnj−1

2∆x
(44)

Vztah (42) se nazývá zpětná diference, vzorec (43) dopředná diference. Odečtenı́m vztahů (43)
od (42) zı́skáme vzorec (44) tzv. centrálnı́ diferenci [6]. Jak je patrné z obr. 76, jedná se o
to, že funkčnı́ hodnoty funkce ρ(x, tn) napřı́klad v intervalu

〈
xnj−1, x

n
j−1

〉
nahradı́me hodno-

tami na spojnici bodů ρnj−1 a ρnj (na obr. 76 body úsečky zakreslené modrou barvou). Jedná
se o aproximaci derivace ve smyslu úvah popsaných v části 2.3 opı́rajı́cı́ch se o Heineho větu.
Přesná hodnota se od aproximované hodnoty lišı́ o chybu, kterou lze určit na základě postupu
využı́vajı́cı́ Taylorovy věty.

Poznámka

Necht’ je dána spojitá funkce f(x). Za jistých předpokladů o funkci f(x) platných v
okolı́ bodu a lze tuto funkci vyjádřit ve tvaru mocninné řady. Toto vyjádřenı́ funkce
prostřednictvı́m mocninné řady se nazývá Taylorův rozvoj funkce f(x) v bodě a a mocninná
řada je známá pod názvem Taylorova řada. Pro přibližné vyjádřenı́ hodnot funkce nenı́ nutné
vyjadřovat všechny členy Taylorovy řady, ale můžeme zanedbat členy s vyššı́mi derivacemi.
Zı́skáme tı́m tzv. Taylorův polynom. Taylorův polynom tedy aproximuje hodnoty funkce,
která má v daném bodě derivaci, pomocı́ polynomu, jehož koeficienty závisı́ na derivacı́ch
funkce v tomto bodě. V přı́padě existence všech konečných derivacı́ funkce f(x) v bodě a
lze Taylorovu řadu zapsat jako

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

Rozvoj funkce f(x), která má v okolı́ bodu a konečné derivace do (n + 1)-nı́ho řádu, lze v
okolı́ bodu bodu a vyjádřit tı́mto způsobem

f(x) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+

f ′′′(a)

3!
(x−a)3+· · ·+f

(n)(a)

n!
(x−a)n+Qf,a

n+1(x),

kde Qf,a
n+1(x) je funkce, pro kterou platı́

lim
n→ ∞

Qf,a
n+1(x) = 0.

Jinými slovy: Chyba, které se dopustı́me, jestliže funkci f(x) za daných předpokladů na-
hradı́me funkcı́ f(a)+ f ′(a)

1!
(x−a)+ f ′′(a)

2!
(x−a)2 + f ′′′(a)

3!
(x−a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n, má

po vydělenı́ funkcı́ xn+1 limitu pro n → ∞ rovnou 0. Funkce Qf,a
n+1(x) představuje chybu,

které se nahrazenı́m funkce f Taylorovým polynomem dopustı́me a lze ji vyjádřit např. ve
tvaru
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Qf,a
n+1(x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

kde c je bod z okolı́ bodu a. Taylorovu větu lze využı́t jako nástroj na konstrukci různých
poměrných diferencı́ a také ke studiu toho, jak aproximujı́ přı́slušnou derivaci.

Dále definujme vektor Rn jako vektor se složkami Rn
j , j = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ... viz obr. 77.

Obrázek 77: Diskretizace hledané funkce

Stejným způsobem lze nahradit i derivace funkce ρnj podle proměnné t. S využitı́m kombinacı́
uvedených typů aproximacı́ derivacı́ - diferencı́ lze zı́skat celou řadu numerických schémat.
Abychom ale skutečně zı́skali proces, který povede k vytčenému cı́li, je potřeba kontrolovat
některé kroky, aby byla konkrétnı́ numerická metoda efektivně použitelná. K těmto důležitým
částem kontrolnı́ činnosti patřı́ i následujı́cı́ proces.

Jak jsme nastı́nili výše, našı́m cı́lem bude konstruovat aproximaci řešenı́ zadané úlohy tı́m
způsobem, že využijeme znalostı́ informacı́ z předchozı́ch kroků a z hodnot ve dvou sou-
sednı́ch bodech budeme ”skládat“ jistým postupem cı́lovou funkci tak, aby splňovala rovnici
ρt + vρx = 0 s počátečnı́ podmı́nkou ρ(x, t) = ρ0(x− vt). Hledáme lineárnı́ kombinaci hodnot
uzlů ρnj a ρnj−1 tak, aby platilo

ρn+1
j = k1ρ

n
j + k2ρ

n
j−1, (45)

kde k1 a k2 jsou reálné konstanty, které budou svou volbou určovat typ konkrétnı́ metody. Navı́c
budou tyto konstanty nezáporné, aby byla zı́skaná aproximace výsledkem operacı́ se skutečnými
daty. Představme si, že hledané řešenı́ může být i konstantnı́ funkcı́, tudı́ž ρ(x, t) = ρ. Pak je
splněna rovnost ve tvaru

ρ = k1ρ+ k2ρ,

odtud na základě předchozı́ch úvah plyne

ρ = (k1 + k2)ρ⇒ k1 + k2 = 1.
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Zvolme k1 = α a k2 = 1 − α, kde α je reálné čı́slo, pro které platı́ α ≤ 1. Tato podmı́nka
na zvolený parametr α bude mı́t při formulaci konkrétnı́ numerické metody velký význam.
Zmı́něná lineárnı́ kombinace dvou bodů bývá označována termı́nem konvexnı́, (pokud do úvahy
zahrneme krajnı́ body úsečky ρnj a ρnj−1, budeme počı́tat i s vnitřnı́mi body této úsečky).

8.2 Diferenčnı́ metody
Necht’ je dán interval 〈a, b〉 a jeho rozdělenı́ tak, jak jsme popsali v úvodu, kdy xj, j = 0, ..., N ,
přičemž x0 = a, xN = b. Dále položme xj = j∆x. Obdobným způsobem zavedeme konstantnı́
dělenı́ časového intervalu s časovým krokem ∆t = tn+1−tn, kde n je celé čı́slo a platı́ tn = n∆t
pro t. Předpokládejme, že hodnota ∆t

∆x
je konstantnı́. Připomı́náme, že řešı́me úlohu

ρt + ϕx = 0,

kde ϕx = vρx, v > 0, s počátečnı́ podmı́nkou ve tvaru

ρx(0) = ρ0.

Aproximace přesného řešenı́ v bodě xj a v čase tn označenou symbolem ρnj budeme zapiso-
vat pomocı́ symbolu Rn

j . Přepišme parciálnı́ diferenciálnı́ rovnici tı́m, že nahradı́me přı́slušné
parciálnı́ derivace vybranými diferencemi takto:

Rn+1
j −Rn

j

∆t
+ v

Rn
j −Rn

j−1

∆x
= 0. (46)

Upravme vztah (46) do následujı́cı́ podoby

Rn+1
j = Rn

j − v
∆t

∆x
(Rn

j −Rn
j−1). (47)

Výše popsaná numerická metoda se nazývá metoda upwind. Název tohoto typu aproximace
odpovı́dá způsobu, jakým je prostorová diskretizace volena a to tak, že se pro výpočet berou v
úvahu hodnoty proti směru pohybu (v přı́padě v > 0). Hodnotu Rn+1

j jsme zı́skali jako lineárnı́
kombinaci hodnot Rn

j a Rn
j−1 a aby metoda pracovala ve smyslu našı́ úvahy v předchozı́m

odstavci, musı́ být splněna podmı́nka

v
∆t

∆x
≤ 1. (48)

Poněvadž hodnota konstanty v je pevně dána a rozdělenı́ intervalu pomocı́ dělı́cı́ho kroku ∆x
rovněž, bude nutné volit velikost časového kroku ∆t tak, aby byla podmı́nka (48) splněna. Tato
podmı́nka zı́skala pojmenovánı́ Courantova-Friedrichsova-Lewyho podmı́nka (zkráceně CFL
podmı́nka) a bude hrát jistou roli při posuzovánı́ vlastnostı́ metody.

Pokud nahradı́me hodnotu ρnj kombinacı́ sousednı́ch hodnot ve tvaru
Rn

j+1−Rn
j−1

2∆x
, pak můžeme

přepsat parciálnı́ diferenciálnı́ rovnici ρt + ϕx = 0 takto

Rn+1
j − 1

2
(Rn

j−1 +Rn
j+1 −Rn

j−1)

∆t
+ v

Rn
j+1 −Rn

j−1

2∆x
= 0. (49)
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Po úpravě tohoto vztahu lze definovat dalšı́ typ numerické metody nazvané Laxova-Friedrichsova
metoda následovně

Rn+1
j =

1

2
(Rn

j−1 +Rn
j+1)− v ∆t

2∆x
(Rn

j+1 −Rn
j−1). (50)

Metodu Laxovu-Friedrichsonovu pro řešenı́ nelineárnı́ úlohy (34) lze definovat pak tı́mto způsobem

Rn+1
j =

1

2
(Rn

j−1 +Rn
j+1)− ∆t

2∆x
(ϕ(Rn

j+1)− ϕ(Rn
j−1)). (51)

Ukážeme, jak lze využı́t této metody pro řešenı́ našeho konkrétnı́ho modelového přı́kladu za-
daného v části 4.6. Zvolı́me-li tokovou funkci ϕ ve tvaru

ϕ(ρ) = vmaxρ(1− ρ

ρmax

),

pak lze algoritmus (51) přepsat následovně

Rn+1
j =

1

2
(Rn

j−1 +Rn
j+1)− vmax∆t

2∆x
(Rn

j+1(1−
Rn

j+1

ρmax

)−Rn
j−1(1−

Rn
j−1

ρmax

)). (52)

Základnı́ ideu, na které jsou postaveny postupy v (47) nebo (51) lze obecně popsat následovně.
Označı́me-li symbolem ρnj−1 resp. ρnj aproximaci hodnoty přesného řešenı́ v bodě xj−1 resp.
v bodě xj v čase tn představenou symbolem ρnj−1 resp. ρnj , pak ρnj−1∆x je hustota vozidel v
(j − 1)−nı́m úseku, ρnj ∆x je hustota vozidel v j-tém úseku a konečně ρn+1

j ∆x představuje
změnu hustoty vozidel za čas ∆t. Potom dle úvah viz (36) platı́

ρn+1
j ∆x = ρnj ∆x−∆t(vρnj − vρnj−1),

kde vρnj −vρnj−1 je přı́slušný rozdı́l hodnot tokových funkcı́. Téma věnované aproximacı́m dané
funkce a jejı́ch derivacı́ výrazně přesahuje rámec plánovaného obsahu práce a vyžadovalo by
podrobnějšı́ analýzy.

8.3 Konvergence numerické metody
Úspěšnost použitı́ popsané metody zaručuje Laxova věta, která tvrdı́, že každá konzistentnı́
lineárnı́ metoda je konvergentnı́ právě tehdy, když je stabilnı́ [2]. Stabilita metody zaručuje, že
chyby, které můžou provázet vstupnı́ data úlohy, jsou během výpočtu omezené. Stabilita může
být důsledkem splněnı́ Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podmı́nky a to je tehdy, když platı́

v∆t

2∆x
≤ 1,

v přı́padě nelineárnı́ úlohy má CFL podmı́nka tvar

|ϕ′(Rn
j )| ∆t

2∆x
≤ 1.

Tato podmı́nka je v sestrojeném algoritmu testem kontrolována. Konzistence metody s danou di-
ferenciálnı́ rovnicı́ charakterizuje vlastnost, kdy přı́slušné diferenčnı́ schéma je v přı́padě ∆t→
0 totožné s danou diferenciálnı́ rovnicı́. Pojem konvergence přibližného řešenı́ k přesnému
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řešenı́ pro ∆t → 0 a pro ∆x → 0 představuje tu vlastnost, že zı́skané řešenı́ lze libovolně
zpřesňovat tı́m, že zmenšujeme velikost časového kroku [6].

8.4 Grafické výsledky
Následujı́cı́ obrázky ukazujı́ závislost hustoty vozidel přepočtenou na 1 km vozovky v předem
vybraných časech, data jsme zı́skali s použitı́m Laxovy-Friedrichsovy metody. Maximálnı́ rych-
lost vmax byla modelovou situacı́ dána hodnotou 14 m/s a maximálnı́ hustota ρmax = 0,2 vozidel
na 1 m vozovky.

Ilustrativnı́ průběh hustoty podél celého sledovaného úseku v konkrétnı́ch časových okamžicı́ch
lze znázornit i z druhého úhlu pohledu - mikroskopického opět s využitı́m programu AnyLo-
gic [16]. Hodnota hustoty je v simulačnı́m multiagentnı́m modelu zjišt’ována ze vzdálenosti
vozidel mezi sebou. Ta je následně přepočtena na počet vozidel na jednotku vzdálenosti a je
přiřazeno mı́sto na trase, ve kterém se nacházı́ zadnı́ z vozidel, mezi kterými byla změřena
přı́slušná vzdálenost. Řešený přechodový jev je možné pozorovat i v rovině (x, ρ), tedy sle-
dovánı́m hodnot hustoty vozidel v prostoru a konkrétnı́m čase. Ilustrativnı́ průběhy této hustoty
podél celého sledovaného úseku v konkrétnı́ch časových okamžicı́ch jsou na obr. 78, 79, 80,
81, 82. V obrázcı́ch je rovněž vynesena křivka absolutnı́ch hodnot diferencı́ mezi hodnotami
zjištěnými makromodelem a simulacı́. Nevýhoda této metodiky výpočtu je patrná na průběhu
hustoty pro čas t = 432 s, kde jejı́m vlivem docházı́ k deformaci průběhu. Na zmı́něných grafech
vidı́me průběh hustoty vozidel v několika zvolených okamžicı́ch. Prvnı́m je čas t = 0 s, kdy se
v podstatě jedná o zobrazenı́ vstupnı́ podmı́nky a naskakuje zelená na semaforu. Dále je zazna-
menán stav v čase t = 120 s, kdy přechodový jev již probı́há. Dalšı́ snı́mek hustoty byl pořı́zen
pro modelový čas t = 200 s, kdy přechodový jev vrcholı́. Následuje snı́mek pro t = 326 s, kdy
jev již začı́ná ustupovat a poslednı́ snı́mek je pro čas t = 432 s, kdy přechodový jev již odezněl.

Obrázek 78: t = 0s
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Obrázek 79: t = 120s

Obrázek 80: t = 200s

Obrázek 81: t = 326s
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Obrázek 82: t = 432s

Hlavnı́m cı́lem této části práce bylo porovnánı́ dvou přı́stupů k popisu dynamiky dopravnı́ho
toku při daných počátečnı́ch podmı́nkách. Výstupy jsou pak prezentovány v grafické podobě.
Závěrem bylo provedeno porovnánı́ absolutnı́ch odchylek hodnot hustoty zı́skané s využitı́m
obou modelů vynesené do grafů pro konkrétnı́ okamžiky modelového času. Z údajů plyne, že
největšı́ rozdı́ly byly shledány v časech t = 0 s a t = 432 s, což je dáno předevšı́m použitou
metodou simulace a výpočtem hustoty vozidel v mikromodelu. Závěrem lze tedy formulovat, že
oba modely popsaly zvolený přechodový děj minimálně se lišı́cı́mi kvantitativnı́mi hodnotami.
Při porovnánı́ experimentálnı́ch výsledků je nutné mı́t na paměti i různý charakter obou modelů
(makroskopický a mikroskopický). Numerický makroskopický model nemá možnost zachy-
tit přechodový jev v takové mı́ře detailu a je zde nutné řešit problém nespojitostı́ počátečnı́
podmı́nky. Pro detailnı́ zkoumánı́ přechodového jevu je evidentně vhodnějšı́ model mikrosko-
pický (simulačnı́), který je však výpočetně náročnějšı́. Grafické srovnánı́ výsledků přinášı́ v
tomto přı́padě poměrně uspokojivé výsledky, které ”naznačujı́“, že modely odpovı́dajı́ reálné
situaci. V tomto úsudku je však potřeba opatrnosti a na základě algoritmu viz obr. 6 pečlivě
ověřit úspěšnost použitı́ daného modelu.

Shrnutı́. V poslednı́ kapitole jsme se věnovali řešenı́ problému uvedeného v předchozı́ch dvou
kapitolách pomocı́ numerických metod, přičemž jsme se zaměřili pouze na některé vybrané
úseky, protože je toto téma velmi rozsáhlé. V úvodu jsme se seznámili s pojmem diference a
diferenčnı́ metody. Je zde popsán postup, jak lze numericky hledat řešenı́ dané parciálnı́ dife-
renciálnı́ rovnice a je zde provedena stručná diskuze týkajı́cı́ se pojmů konvergence, stabilita
a konsistence numerické metody, CFL podmı́nka. V závěru byly vypracovány grafy závislosti
hustoty provozu na čase pro danou úlohu, které demonstrujı́ výsledky řešenı́ úlohy pomocı́ me-
tod třı́ různých typů a současně bylo provedeno jejich porovnánı́. Pro prohloubenı́ znalostı́ v
této oblasti lze doporučit napřı́klad publikace [6] nebo [13].
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9 Závěr
Cı́lem této práce bylo vybrat a zpracovat vhodný studijnı́ a učebnı́ materiál určený pro učitele
pracujı́cı́ se studenty střednı́ch škol s rozšı́řenou výukou matematiky nebo pro vysokoškolské
učitele, kteřı́ vyučujı́ studenty v oborech, kde matematika nenı́ předmětem hlavnı́ho studia. Par-
tie uvedené v této práci byly záměrně voleny tak, aby nebyly součástı́ osnov na uvedených
školách, ale aby využı́valy znalostı́ studentů zı́skaných v rámci obvyklého studia. Hlavnı́ moti-
vacı́ bylo nabı́dnout učitelům možnost, jak si zvýšit vlastnı́ nadhled a jak seznámit studenty s
některými oblastmi matematiky a probudit v nich eventuálnı́ zájem. Bohužel v současnosti se
stále vı́ce začı́ná projevovat fakt, že si studenti nedokážı́ spojit předmět matematiky s praxı́, což
má za následek velkou neoblibu matematiky jako takové.

Výše zmiňované postřehy vedly k výběru tématu disertačnı́ práce - sjednotit vybrané úseky
matematiky do celku věnujı́cı́mu se problematice matematického a numerického modelovánı́.
Matematické modelovánı́ je v současnosti nedı́lnou součástı́ mnoha disciplı́n různého zaměřenı́,
s matematickými modely se setkáváme každodenně, ačkoliv si to často ani neuvědomujeme.
Největšı́ přı́nos přinášı́ seznámenı́ se s modelovánı́m ovšem v tom, že při vytvářenı́ jistého
konkrétnı́ho modelu je nutné propojit teorii s praxı́ a tı́m detailně pochopit řadu souvislostı́ a
vztahů. Samotný proces modelovánı́ představuje pro studenty zcela nový pohled na řešenı́ prak-
tických problémů, rozvı́jı́ jejich logické myšlenı́ a propojuje několik předmětů zastoupených v
učebnı́ch osnovách - matematiku, fyziku, výpočetnı́ techniku, biologii, chemii, ekonomii atd.
Z tohoto důvodu lze považovat matematické modelovánı́ za výjimečný způsob jak studenty za-
ujmout, podnı́tit ke studiu a třeba i nasměrovat ve výběru dalšı́ho studia. Dále je třeba zdůraznit,
že celá řada úloh, které se vyskytujı́ v matematice, nenı́ analyticky řešitelná nebo je nalezenı́
přesného řešenı́ přı́liš obtı́žné. A právě numerická matematika, která se neustále ve svém vývoji
posunuje, je velmi pestrým a modernı́m oborem, který se v těchto přı́padech zaměřuje na na-
lezenı́ přibližného řešenı́. Studenti majı́ možnost se prostřednictvı́m matematického a nume-
rického modelovánı́ seznámit se základy numerické matematiky, o kterou se při modelovánı́
opı́ráme.

Při přı́pravě práce byla zaměřena pozornost na podrobné rozpracovánı́ textu do detailů tak,
aby studenti pochopili hlavnı́ myšlenku při modelovánı́ některých jevů, týkajı́cı́ch se napřı́klad
dopravnı́ho toku a podrobného popisu toho, jak se konstruovala množina charakteristik, jak lze
využı́t iteračnı́ metody nebo jaký význam má Lipschitzova podmı́nka. K porozuměnı́ souvislostı́
mezi dvěma pohledy na problém - mikro a makroskopický, se zde nabı́zı́ využitı́ softwaru Any-
Logic, který je pro výuku dostupný zdarma. V současnosti je také velmi rozšı́řeným nástrojem
v praxi napřı́klad pro tvorbu jednotlivých simulacı́ v rámci podnikových procesů. Práce s tı́mto
produktem může být přı́nosná jednak pro učitele a jednak i pro studenty, pro které může mı́t
i velký význam při rozhodovánı́ se o svém dalšı́m zaměřenı́. Kapitola, ve které se postupně v
závěru dostaneme k termı́nům jako je chaos či bifurkace, by mohla studenty zaujmout, navı́c se
zde nabı́zı́ možnost výklad rozšı́řit a dotknout se zajı́mavých pojmů jako je namátkou fraktál.

V poslednı́ části práce bylo obtı́žné se rozhodnout, jak podrobně a jakým tématům se věnovat.
Proto tato kapitola představuje spı́še stručný soubor vybraných postupů a termı́nů a sama o sobě
by si zasloužila být rozšı́řena na samostatnou práci.
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Práce obsahuje velmi početné množstvı́ grafů a obrázků, které byly až na jednotlivé ilustrace
vypracovány samostatně. Současně byla vytvořena řada programů většinou v programovacı́m
jazyce Microsoft Excel a Derive 6 napřı́klad program pro znázorněnı́ bifurkačnı́ho diagramu
viz obr. 30, programy pro grafické výstupy metody Upwind či Laxovy-Friedrichsovy metody.

V závěru je třeba zdůraznit hlavnı́ záměr, který vedl k sepsánı́ tohoto textu jako prostředku
k pochopenı́ již známých souvislostı́ a propojenı́ s novými tématy, která jsou v současnosti
součástı́ modernı́ vědy. Tento studijnı́ materiál může být přijat vyučujı́cı́m individuálně a záležı́
na každém, jakým způsobem k výkladu látky přistoupı́ tak, aby studentům zpestřil a obohatil ho-
diny matematiky, fyziky, informatiky či historie. Výběr témat v této práci byl subjektivnı́, nabı́zı́
se velká škála možnostı́, jak se k matematickému modelovánı́ postavit a zvolit přı́klady vhodné
pro prezentaci modelů např. v ekonomii, fyzice či biologii. Cı́lem této práce bylo předevšı́m
upozornit na možnost zařazenı́ tématu matematického modelovánı́ do současných učebnı́ch os-
nov na střednı́ch školách ve vhodném rozsahu a s rozumně voleným přı́stupem.
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978-80-7394-186-4

90


