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Abstrakt

ucitele studenti vysokych Skol, ktefi si zvolili vy$s§i matematiku jako volitelny predmét, ¢i
stfedoskolskych studentt, ktefi se matematice vénuji nad ramec povinnych osnov.

V tdvodu prace jsou sepsany duvody, které motivovaly k vybéru témat a je zde stru¢né
provedena charakteristika jednotlivych kapitol. Na tuto ¢ast navazuje druhd kapitola, ve které
pfipomeneme vyznam nékterych zndmych pojmu. Na vybranych stfednich Skoldch a na vy-
sokych Skolach, které maji do vyuky zafazen zédkladni kurz diferencidlniho poctu, se studenti
setkavaji s pojmem derivace a jeji definici pomoci limity. S vyuZitim derivace a jejich aplikaci
jsou pak nejcastéji sezndmeni pii ur€ovani monotonie a extrémil funkce jedné redlné proménné.
Tyto priklady vétSinou nejsou spojeny s praxi. Pii zavére¢ném prizkumu pak studenti uvadé;ji
Zékladni definice derivace studenty pak odradi jiZ v tivodu, protoZe jejim ndstrojem je pravé
limita. Dal$im cilem prace proto bude snaha zaméfit se na nékteré problematické pojmy jako
je naptiklad posloupnost, Lipschitzova podminka, limita, derivace, integrdl a vhodnou formou
priblizit tyto pojmy tak, aby studenti pochopili podstatu problému a aby byli schopni aplikovat
poznatky pfi vytvareni jednoduchych matematickych modeld napf. pii popisu pohybu vozidel
na silnicich. V zavéru se stru¢né zminime o parcialnich derivacich, protoze je budeme v 6. ka-
pitole vyuZzivat.

Treti kapitola je vénovana vykladu o procesu vyvoje a vyznamu matematického mode-
lovani. Seznamime se s numerickymi problémy a uskalimi, které matematické modelovani
provazi. Soucasné predstavime jednoduchy diagram popisujici posloupnost kroki, které je nutné
dodrzet k tomu, aby mohl byt model ,ispéSny*.

Navazujici ¢ast prace - ¢tvrtd kapitola si klade za cil vytvofit modely jednoduchych redlnych
problémii. Z jistého thlu pohledu na feseni téchto dloh se lze dostat k pojmim jako je napf.
pevny a pritahujici bod, orbita ¢i chaos. Vyklad je veden takovym zptisobem, aby student pocho-
pil zakladni pojmy pomoci analyzy grafti souvisejicich s uvedenymi problémy. Tato tematika
muZe byt pro studenty prinosna také tim, Ze poznatky o nelinearnich a chaotickych procesech
pfinaseji kromé rozsifeni matematickych znalosti obohaceni ve smyslu pohledu na jinou realitu,
ktery neni ve Skole obvykly.

Pata kapitola v podstaté tematicky navazuje na piedchozi kapitolu. UkaZzeme, jak 1ze prevést
feSeni spojitého problému na feSeni diskrétniho problému a za jakych podminek jsou tyto modi-
fikace tspéSné. Pri této prileZitosti se zaméfime na vybrand uskali spojend s aktudlnimi tématy
(analyza Lipschitzovy podminky, volba pocatecniho pfibliZeni).

V nésledujici Casti price je pozornost soustfedéna na snahu porovnat vysledky dvou zcela
rozdilnych pristuptt k modelovani dynamiky dopravniho proudu. Zptisob modelovani dopravnich
systému je ovlivnén mnoha faktory. Zasadni roli zde hraje dostupnost dat pro dany zpisob mo-
delovédni a samozfejmé i poZadovand droven detailu. Rozezndvame proto tfi zakladni skupiny
modell. Prvni skupinu zastupuji makromodely zaméfujici se na celkové chovani systému a
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vyzadujici globdlni vstupni data. Opakem jsou pak mikromodely specializujici se na detailni
popis chovani jednotlivych elementi modelu. Mezi témito dvéma piistupy pak miizeme najit
skupinu tzv. mezoskopickych modeld, které kombinuji prvky makromodelti i mikromodeli.

V Sesté kapitole budeme vénovat pozornost otdzce modelovéani dopravniho proudu z makro-
skopického thlu pohledu. Nejdifive odvodime matematicky model v podobé parcidlni dife-
rencidlni rovnice a poté se zaméefime na feSeni této rovnice pomoci metody charakteristik.

V piipadé, Ze je uloha pro modelovani dopravniho proudu zadana s nespojitymi pocatec-
nimi podminkami, 1ze narazit na potiZe spojené s feSenim tohoto problému pouZitim makro-
skopického modelu. Pak mtze byt velmi vyhodné vyuZit jiny pfistup, tzv. multiagentni pfistup,
kdy se model sklada z velkého mnoZstvi objektli s autonomnim chovanim - agentd, které pravé
timto chovanim a uplatnénim svych vzajemnych vazeb vytvareji globalni charakteristiku celku.
S timto mikrokospickym pfistupem k feSeni daného problému se setkdme v 7. kapitole. K po-
chopeni souvislosti mezi dvéma odliSnymi pohledy na vnimani popisu napf. dopravniho toku
vozidel - mikroskopického a makroskopického Ize GispéSné vyuzit softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovym zptisobem, aby zamétena cilova skupina studentd
porozuméla hlavnim myslenkdm vedoucich k sestaveni a feSeni matematickych modeli s tim,
Ze vyklad nékterych sloZzitéjSich partii bude podan zjednodusenéjsi formou.

Problematika numerického feseni jednoduchych problémti je obsahem 8. kapitoly. Stru¢nou
formou je zde student sezndmen s pojmem diferenéni metody a jak lze téchto numerickych
metod vyuzit k feSeni jednoduché parcidlni diferencidlni rovnice. Kone¢né v zavéru se dot-
kneme také toho, za jakych podminek je vybrand numerickd metoda uziteCnd v souvislosti s
terminy konvergence, konsistence a stabilita numerické metody. Pti této prilezitosti se zminime
o nékterych problémech spojenych s aktualnimi tématy (Rankinova-Hugoniotova ¢i Courantova-
Friedrichsova-Lewyho podminka).

Klicova slova: derivace, pevny bod, orbita, chaos, hustota a tok vozidel, metoda charakteristik,
simula¢ni model, numerické metody
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Abstract

The aim of this work is to suggest an expansion of preparation of learning materials designed
for university teachers who work with students who have chosen advanced mathematics as an
elective, or with high school students who are engaged in mathematics beyond compulsory cur-
riculum. Students will work with a simple example of mathematical modeling in solving simple
transport tasks.

At selected secondary schools and universities, where the basic course of differential calcu-
lus is included in, students encounter the concept of derivative and its definition using limits.
They are most familiar with the use of derivatives and its applications in determining the mo-
notony and extremes of functions of one variable. These examples are not usually associated
with practice. In the final survey, students reported as the most common answer to the most
problematic part of the subject matter concept of the limit. The basic definition of derivative
discourages students already in the beginning, because the tool of the definition of the limit is
the limit itself. Another aim therefore will be to focus on some of the problematic notions such
as derivatives, limit sequence, integral and the appropriate form to introduce these concepts so
that students understand the nature of the problem and are able to apply their knowledge in
creating simple mathematical models e.g. to describe the movement of vehicles on the roads.
The concept of derivation is mentioned in the second chapter of the work.

Chapter 3 is devoted to the interpretation of the development process and the importance
of mathematical modeling. We meet with numerical problems and pitfalls that are joined with
the mathematical modeling. At the same time we introduce a simple diagram describing the
sequence of steps that must be followed in order to be able the model ,successful®.

The following part of the work - the fourth chapter - aims to create models of simple but
real problems. From a certain perspective on solving these tasks, we can get to concepts such
as fixed points or an attracting orbit and even chaos. Lectures are conducted in such a way that
students understand the basic concepts by analysis of graphs associated with these problems.

Chapter 5 follows the previous chapter. We will show how to convert the solving of conti-
nuous problem to the solving of the discrete problem and under what conditions these modi-
fications are successful. On this occasion, we will focus on selected problems associated with
current topics (importance of Lipschitz condition, choice of initial approach).

In Chapter 6 we derive a mathematical model in the form of partial differential equations.
To apply the equation for an illustrative example of the practice it was necessary to introduce
and understand some important concepts such as the traffic density, the traffic jam, the conti-
nuous and reduced traffic or the flow function. Then, we have focused on solving this equation
using the method of characteristics. The theoretical part is complemented by several practical
examples describing situations encountered in everyday traffic.

In the following part, we focus on trying to compare the results of two entirely different
approaches to modeling the dynamics of traffic flow. We can distinguish three basic models.
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The first group represented by macromodels is focused on the overall behavior of the system
and requires global input data. The opposite is then micromodels specializing in the detailed
description of the behavior of individual elements of the model. Between these two approaches,
we can find another group called mesoscopic models that combine elements of both macromo-
del and micromodel.

In case the task of traffic flow modeling is defined with discontinuous initial conditions, we
might encounter difficulties associated with resolving this problem using a macroscopic model.
It might be useful to choose a different approach called multiagent approach where the model
consists of many objects with autonomous behavior - agents that using this behavior and asser-
ting their mutual relations form a global response unit. We introduce this microscopic approach
in Chapter 7. To understand the relationship between these two different models in more detail
- microscopic and macroscopic — we can use the AnyLogic software. We tried to describe given
problem in a way so that a focused target group of students would understand the main points
leading to building and solving mathematical models. We aimed to deliver the interpretation of
certain parts in a more popular form.

The issue of the numerical solution of simple problems is the content of Chapter 8. Briefly,
the student is introduced the concept of differential methods and how they can use numerical
methods to solve simple partial differential equations. In the end, we also analyze the conditi-
ons under which the numerical methods are useful in connection with the terms of convergence,
consistency and numerical stability. On this occasion, we will discuss about some of the pitfalls
associated with current topics (Rankine-Hugoniot or Courant-Friedrichs-Lewy condition).

The part concerning the numerical modeling and numerical experiments could be beneficial
for students. Students are during the actual formulation of initial conditions corresponding to
the modeled reality delved into the solved problem and they are more easily able to understand
the problems of comparison of discrete and continuous approach to solving problems related,
for example, to modeling the traffic flow of vehicles (detailed calculation of slopes of characte-
ristics may help to explain some contexts). The differences between these two ways i.e. where
time does not go continuously but changes abruptly from one event to the other, and cases where
a phenomenon is described as a continuous function of time, will be demonstrated on simple
concrete examples so that the apparent advantages and disadvantages or common features of
both approaches were understood. For comparison of results obtained by the procedures set out
in Chapters 6, 7 and 8 on solving one particular model situation again, we chose a graphic way.
The graphs in the paper were constructed using the graphical software Derive 6.

Keys words: derivative, fixed point, orbit, chaos, density and flow of vehicles, method of cha-
racteristics, simulation models, numerical methods
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1 Uvod

1.1 Motivace

vvvvv

studentli vysokych Skol, ktefi si zvolili vys$i matematiku jako volitelny pfedmét, ¢i stiedo-
Skolskych studentu, ktefi se matematice vénuji nad ramec povinnych osnov.

Pokud se zaméfime na vysokoskolské ulitele, pak nedilnou soucésti jejich Cinnosti spolecné
s vyukou je jejich dalsi sebevzdélavani. Ve vétsiné pripadi je tato Cinnost spojena s védeckovyz-
kumnymi aktivitami v riznych podobach a soucasné s formou postupného zvysovani védecké
kvalifikace. Stfedni Skoly ovSem néjaky konkrétni komplexni koncept sebevzdélavani uciteld
dlouhodobé postradaly. Tuto situaci by méla v blizké budoucnosti napravit novela zavadéjici
kariérni fad, jimz stanovi pro pedagogy tfi kariérni stupné. Do prvniho stupné ucitel vstupuje
automaticky a ma za ukol se s podporou svého tzv. uvadéjiciho ucitele profesné rozvijet a dile
sebevzdélavat po dobu dvou let. Postup do vyssich kariérnich stupiit je pak uciteli umoznén na
zékladé hodnoticiho pohovoru pred komisi. Skola rovnéZ definuje pro rozvoj pedagoga vlastni
pozadavky, které se pak spolu s pfedepsanymi zkombinuji a vytvareji tak osobni plan profesniho
rozvoje zaklddajicim se na pokraCujicim sebevzdélavani.

Rada ugiteld se vénuje dal§imu studiu matematiky z n&kolika divodi. Jednim z nejvyzna-
mnéjsich cila je pak rozsifit si své védomosti proto, aby mohli pfispét k zpestfeni vykladu
povinné latky nebo zatadit nékteré moderni metody, aktudlni novinky ¢i postupy, které nejsou
soucdasti obvyklych povinnych Skolnich osnov, a mohou pfispét k popularizaci neoblibené ma-
tematiky. Na zdkladé téchto uvah se zrodila mySlenka zpracovat vybrané partie matematiky
vztahujici se k tématu matematické a numerické modelovéani do ucelené podoby tak, aby mohly
napomoci u€itelim k vyse formulovanym ciltim.

Matematické a numerické modelovdni je neustdle se rozvijejici moderni obor, ktery je vyuzi-
van v mnoha oblastech lidské ¢innosti. Modelovani proniklo do riznych disciplin napf. tech-
nickych, pfirodnich, ekonomickych ¢i socidlnich. S matematickymi modely se setkdvame denné
na kazdém kroku, pti predpovédi pocasi, pfi modelovani dopravnich siti, populace, fizeni z4sob,
proudéni podzemni vody, uréeni zatopovych oblasti pfi povodnich a v inZzenyrskych dilech (kon-
strukce letadel, jadernych reaktord, aut, rychlovlakd, mostl) atd. Modely se staly nedilnou
soucasti a nastrojem pii predvidani vyvoje ruznych déji. PouZziti vhodného matematického
modelu prfinasi mnoho vyhod, usnadiiuje pochopeni slozitéjSich jevi a procest a souvislosti,
umoziuje simulaci riznych moznych vysledki. Pojmy matematického a numerického mode-
lovéni jsou v soucasnosti béZné pouzivany i ve sdélovacich prostfedcich, proto by si zaclenéni
postupl a metod vztahujicich se k modelovani jednodussich jevii v rozumné mife do osnov
vybranych kol zasluhovalo. Snahou nékterych Skol je zatadit do vyuky pfedmét seznamujici
studenty s vyuZitim komercnich programii napi. Matlab ¢i Statistica k demonstraci probirané
latky v riznych predmétech jako jsou matematika, fyzika, biologie ¢i chemie. Odtud pak jiz
vede cesta k numerickému modelovani. Modelovani predstavuje cely proces v€etné verifikace
a validace na pomezi matematiky, pfisluSné discipliny a informatiky.



Pozornost nebude zaméfena pouze na izolované metody, ale na modelovani jako jisty ptistup
k feSeni daného problému. Studenti se s pomoci vyucujiciho sezndmi s riznymi postupy v ob-
lasti matematického modelovani vybranych jevi, se kterymi se Ize setkat v realném Zivoté
napiiklad pri feSeni jednoduchych dopravnich uloh. Nékteré vybrané partie byly jiz cviéné
zatazeny jako zpestfeni vyuky v semindfich urcenych pro pfedmét Matematika 3 na Vysoké
$kole technické a ekonomické v Ceskych Bud&jovicich a studenty byly piijaty kladng.

Pti podrobné analyze odborné ¢i popularizaéni literatury uréené pro stfedoskolské studenty
na Ceském trhu se nepodarilo nalézt publikaci, kterd by se vénovala matematickému a nume-
rickému modelovani v tématech zahrnutych v této praci. Lze narazit na publikace vénujici
se popularizaci matematického modelovéani jmenovité naptiklad sbirka feSenych netradi¢nich
uloh s nazvem Aplikacni dlohy pro radost (viz [5]), kterd je urCena zdjemcim o matematické
modelovani redlnych situaci a je sméfovana nejen ke studentim poslednich ro¢nikil stfednich
skol, ale také do rad uciteld. Lze vyhledat nesCetn¢ odkazl na internetové kurzy, pfednasky a
konference, které se zabyvaji jistym usekem vztahujicim se tematicky k modelovani. Existuji
jednotlivé ¢lanky publikované napiiklad v Casopise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
nebo v Casopise Vesmir. Lze vyhledat fadu publikaci naptiklad [14], nékteré bakalarské, diplo-
mové a disertacni prace, které se tématu matematického a numerického modelovani vénuji, ale
vétSinou v jiném kontextu a jsou uréeny predevsim pro terciarni vzdélavani. Velkym piinosem
v této oblasti je pak ¢innost Skoly matematického modelovani (Skomam), kterou pofada jiz od
roku 2005 Katedra aplikované matematiky na Vysoké Skole Banské — Technické univerzité v
Ostravé v podobé kazdoro¢niho tfidenniho kurzu. Tato akce je urcena pfedevSim pro studenty
poslednich a predposlednich ro¢nikll stfednich Skol, je zaméfena na matematické modelovani
a vypocetni techniku a je organizovana prostfednictvim dopolednich sekci predndSek a odpo-
lednich pocitacovych cviceni.

Pokud provedeme podobny prizkum v zahrani¢i, narazime opét na velmi poCetnou da-
tabazi riiznych produkti, které se poji s matematickym a numerickym modelovanim, a jsou
urCeny pro studenty rtiznych urovni. Za zminku stoji uvést napiiklad skupinu ICTMA (Me-
zindrodni spolecenstvi ucitelti matematického modelovani a aplikaci). Cilem této mezinarodni
skupiny je popsat vSechny aspekty tykajici se vyuCovani a uceni o matematickém modelovani
na sekundarni a tercidrni Urovni, napt. psychologické aspekty modelovéni a jeho uceni, mode-
lovani kompetenci, piiklady modelovani a vzdélavacich kurzt pro ulitele. Zaméfeni Cinnosti
této skupiny vede prevazné k didaktickému pohledu na uvedenou problematiku. Dale by stélo
za pozornost zminit aktivitu pracovnikli na Chalmers University of Technology, ktefi vyvinuli
program s nazvem Aplikovand matematika: Body & Soul (viz [9]). Tento projekt predstavuje
moznosti matematického modelovani v oblasti matematiky, védy a techniky a zahrnuje moderni
verzi matematické analyzy, linedrni algebry véetné numerickych metod a aplikaci ur¢enych pro
bakalarské programy v oblasti technickych disciplin. Dalsi ¢ast této publikace je jiZ vénovana
vysokoskolskym tématiim jako jsou napiiklad dynamické systémy, dynamika tekutin, mecha-
nika téles atd.



1.2 Témata kapitol

Ve vSech zaclenénych kapitolach nalezneme podrobny vyklad vztahujici se k danému tématu.
Pro nazornost je text doplnén fadou ilustrativnich obrazku ¢i graft. V pripadé slozitéjsich dvah
vyzadujicich ziskat detailnéjsi a komplexni predstavu jsou uvedeny odkazy na vhodnou lite-
raturu. VétSina kapitol je uzaviena nékolika jednoduchymi feSenymi priklady. V zavéru kazdé
kapitoly je provedeno struéné shrnuti probraného useku a pfipojena doporuceni a odkazy k
dalS$imu studiu.

V uvodni ¢ast navazuje druhd kapitola, ve které pfipomeneme vyznam nékterych zndmych
pojmu. Na vybranych stfednich $koldch a na vysokych skolach, které maji do vyuky zarazen
zakladni kurz diferencidlniho poctu, se studenti setkdvaji s pojmem derivace a jeji definici po-
moci limity. S vyuZitim derivace a jejich aplikaci jsou pak nejcastéji sezndmeni pfi urcovani
monotonie a extrému funkce jedné redlné proménné. Tyto piiklady vétSinou nejsou spojeny
s praxi. Pfi zdvére¢ném prizkumu pak studenti uvadgji jako nejcastéjsi odpovéd na otdzku
pak odradi jiz v uvodu, protoZe jejim néstrojem je pravé limita. DalSim cilem prace proto
bude snaha zaméfit se na nékteré problematické pojmy jako je napfiklad posloupnost, Lipschi-
tzova podminka, limita, derivace, integral a vhodnou formou pfibliZit tyto pojmy tak, aby stu-
denti pochopili podstatu problému a aby byli schopni aplikovat poznatky pfi vytvéreni jed-
noduchych matematickych modelli napf. pfi popisu pohybu vozidel na silnicich. V zdvéru se
stru¢né zminime o parcidlnich derivacich, protoZe je budeme v 6. kapitole vyuZivat.

Tteti kapitola je vénovana vykladu o procesu vyvoje a vyznamu matematického mode-
lovani. Sezndmime se s numerickymi problémy a tskalimi, které matematické modelovéani
provazi. Soucasné predstavime jednoduchy diagram popisujici posloupnost krokd, které je nutné
dodrZet k tomu, aby mohl byt model ,uspéSny*.

Ctvrta kapitola si klade za cil vytvofit modely jednoduchych redlnych problémd. Z jistého
thlu pohledu na feseni téchto uloh se 1ze dostat k pojmim jako je napf. pevny a pfitahujici
bod, orbita ¢i chaos. Vyklad je veden takovym zptsobem, aby student pochopil zakladni pojmy
pomoci analyzy grafi souvisejicich s uvedenymi problémy. Tato tematika mizZe byt pro stu-
denty prinosnd také tim, Ze poznatky o nelinedrnich a chaotickych procesech prinaseji kromé
rozSifeni matematickych znalosti obohaceni ve smyslu pohledu na jinou realitu, ktery neni ve
Skole obvykly.

Pét4 kapitola tematicky navazuje na predchozi kapitolu. UkdzZeme, jak lze prevést feSeni
spojitého problému na feSeni diskrétniho problému a za jakych podminek jsou tyto modifi-
kace uspésné. Pfi této prileZitosti se zaméfime na vybrana uskali spojend s aktudlnimi tématy
(analyza Lipschitzovy podminky, volba pocatecniho pfibliZeni).

V nésledujici ¢asti prace je pozornost soustiedéna na snahu porovnat vysledky dvou zcela
rozdilnych pristupti k modelovani dynamiky dopravniho proudu. Zptisob modelovani dopravnich
systému je ovlivnén mnoha faktory. Zasadni roli zde hraje dostupnost dat pro dany zptisob mo-
delovéani a samozfejmé i1 poZadovand uroven detailu. Rozeznavdme proto tfi zakladni skupiny



modell. Prvni skupinu zastupuji makromodely zaméfujici se na celkové chovani systému a
vyzadujici globalni vstupni data. Opakem jsou pak mikromodely specializujici se na detailni
popis chovani jednotlivych elementi modelu. Mezi t€émito dvéma pfistupy pak milizeme najit
skupinu tzv. mezoskopickych modeld, které kombinuji prvky makromodelti i mikromodeli.

V Sesté kapitole se budeme vénovat tématu modelovani dopravniho proudu z makrosko-
pického dhlu pohledu. Nejdiive odvodime matematicky model v podobé parcidlni diferencidlni
rovnice a poté se zaméfime na feSeni této rovnice pomoci metody charakteristik.

V piipadé, Ze je uloha pro modelovani dopravniho proudu zaddna s nespojitymi pocatec-
nimi podminkami, 1ze narazit na potiZze spojené s feSenim tohoto problému pouZitim makro-
skopického modelu. Pak miize byt velmi vyhodné vyuZit jiny pfistup, tzv. multiagentni pfistup,
kdy se model sklada z velkého mnoZstvi objektli s autonomnim chovanim - agentd, které pravé
timto chovanim a uplatnénim svych vzajemnych vazeb vytvareji globdlni charakteristiku celku.
S timto mikrokospickym piistupem k feSeni daného problému se setkdme v 7. kapitole. K po-
chopeni souvislosti mezi dvéma odliSnymi pohledy na vnimdni popisu napt. dopravniho toku
vozidel - mikroskopického a makroskopického lze Gspésné vyuzit softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovym zptisobem, aby zamétena cilova skupina studentd
porozuméla hlavnim myslenkdm vedoucich k sestaveni a feSeni matematickych modeli s tim,
ze vyklad nékterych slozitéjSich partii bude podéan zjednodusenéjsi formou.

Problematika numerického feseni jednoduchych problémi je obsahem 8. kapitoly. Stru¢nou
formou je zde student sezndmen s pojmem diferenéni metody a jak lze téchto numerickych
metod vyuzit k feSeni jednoduché parcidlni diferencidlni rovnice. Konecné v zavéru se do-
tkneme také toho, za jakych podminek je vybrana numerickd metoda uZziteCna v souvislosti s
terminy konvergence, konsistence a stabilita numerické metody. Pfi této prileZitosti se zminime
o nékterych uskalich spojenych s aktudlnimi tématy (Rankinova-Hugoniotova ¢i Courantova-
Friedrichsova-Lewyho podminka).



2 Zakladni pojmy

Tato kapitola zahrnuje stru¢ny prehled zdkladnich matematickych pojmi a oznaCeni. Vybrané
terminy jsou v hodinidch matematiky na stfednich Skoldch probirdny a studenti by méli mit
povédomi o jejich vyznamu. Cilem této ¢ésti je osvezit souvislosti, v jakych jsou tyto pojmy
propojeny, protoZe se s nimi v navazujici ¢asti textu budeme setkdvat.

2.1 Zména jako stézejni pojem

Svét kolem nds se stidle méni, tyto zmény miizeme pozorovat v riiznych projevech a formach v
biologii, fyzice, chemii ¢i ekonomii. Pfikladem mohou slouZit nasledujici procesy jako zmény
za Casovou jednotku:

e rychlost = zména drahy

e zrychleni = zména rychlosti

e ochlazeni, otepleni = zména teploty
e zména hustoty populace

e zména koncentrace latky

e zména barvy

e rozpad Castic latky

e zména hustoty silni¢niho provozu

Pozorujeme-li zménu jistého déje vlastnima o¢ima, napf. zménu barvy, let ptaciho hejna ¢i po-
hyb ryb, vnimame tento jev diky naSemu nedokonalému vidéni jako souvislou, spojitou udélost.
Pii jistém pribliZzeni za pomoci napf. mikroskopu ¢i dalekohledu se souvisly jev stiva jevem
diskrétnim. MiZeme pak let ptaciho hejna popsat jako pohyb skupiny jednotlivych ptakd —
bodl dané mnoziny. Z praktického hlediska pak lze popsat trajektorii bodu — ¢astice pomoci
spojité resp. po Castech spojité funkce nez pomoci diskrétni mnoZiny. Tento pfechod s sebou
nese jisté nevyhody v podobé nepiesnosti v "hluchych mistech”, tedy v mistech, kde o po-
loze Castic nemusime mit informace (ndhld zména sméru letu hejna). Podobnym zptiisobem
lze pozorovat proudéni tekutiny, prenos tepla ¢i sledovat dopravni tok vozidel na silnicich.
Spolecnym pojitkem uvedenych piikladi je snaha o popis zmény sledované za néjakou Casovou
jednotku ¢i o piedpovéd jejiho dalsiho vyvoje. Pohyb Zivych a neZivych objekti ma mnoho
spole¢nych ryst, avSak CasteCky nezivé hmoty se za konstantnich podminek pohybuji stéile
stejnym zpisobem, ov§em pohyb zivych tvori je ovlivnén tim, Ze kazdy objekt se v dany mo-
ment miZe rozhodnout a reagovat jinym zptusobem.

Veskeré snahy o popis piirodnich jevli vedou k riiznym matematickym vztahim - k co

Vv,



Tyto vztahy mohou byt odvozeny na zdkladé logickych dvah a zkuSenosti, ale Casto jsou vysled-
kem mnohaletého studia riznych souvislosti a mohou byt vyjadieny napiiklad prostiednictvim
rovnic. Rovnice vyjadiuji vztah mezi proménnymi a popisuji, jakym zptisobem se tyto proménné
méni napriklad v Case a prostoru. Proménné veli€iny jsou dany podle toho, jaky problém feSime,
mohou predstavovat polohu ¢i hodnotu teploty, hustoty, rychlosti atd. K tomu, abychom mohli
rovnice sestavit a nasledné fesit, potfebujeme vybudovat jisty matematicky apart a definovat
zakladni matematické pojmy (viz napt. [4]).

2.2 Pojem posloupnosti a limity

Kazda funkce, jejimZ defini¢nim oborem je mnoZina pfirozenych Cisel, se nazyva nekonecna
posloupnost. Nej€astéji je oborem hodnot této funkce mnoZina redlnych Cisel a obvykle byva
znalena symbolem {xz,,} ~ ;. KaZdou posloupnost lze charakterizovat dle mnoha hledisek napf.
monoténie ¢i omezenosti a nejcastéjsSim cilem jejiho vySetfovani byva otdzka jeji konvergence
respektive nalezeni jeji limity a (v zédpisu lim,, ., x, = a). S definici limity posloupnosti se
studenti maji mozZnost sezndmit v této podobé:

Redlné &islo a se nazyva vlastni limita posloupnosti {z,,} -, pravé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ > 0
existuje ptirozené Cislo ny tak, Ze pro kazdé n = ng plati |z, — a| < e.

Pokud ma tedy dand posloupnost kone¢nou limitu a, pak to dle definice znamend, Ze af uddme
libovolné malou vzdalenost od hodnoty a (pfesnost s jakou se pfiblizime k a), pak vzdy exis-
tuje Clen dané posloupnosti, od kterého jsou jiZ vSechny nasledujici ¢leny obsazeny v intervale

daném krajnimi body a a hodnotou uddvajici presnost.

V nasledujicich kapitolach se budeme vénovat problému

Tpt1 = @ (ajn)

pro n = 1, ..., ktery bude jistym zplisobem souviset s feSenim jiné dlohy. Budeme postupné
uréovat ¢leny posloupnosti {z1, z, .., ,, ...} na zdkladé vySe uvedeného ptedpisu a budeme
se zajimat o to, zda ma dand posloupnost limitu. V kladném pfipadé miZze byt tato limita pfi
splnéni jistych podminek pak feSenim ptvodni dlohy. Vztah x,, .1 = ¢ (z,,) byva také nazyvan
rekurentni formuli 1. fadu - pfedpisem pro vypocet ¢lenti posloupnosti pomoci predchazejictho
Clenu. V pfipadé, ze formule zahrnuje k predchazejicich ¢lenti posloupnosti, mluvi se o re-
kurentni formuli k-tého fadu. PfibliZnou hodnotu limity pak stanovujeme pravé postupnym
ur¢ovanim Clent dané posloupnosti s tim, Ze jsme schopni ovéfit, zda je dana posloupnost
konvergentni resp. jak rychle konverguje (viz napt. [9]). Nedilnou soucasti tohoto procesu je
pak stanoveni odhadu chyby, které se v daném kroku rekurentniho postupu dopustime. Ob-
last numerické matematiky zabyvajici se odhadovanim chyb pfi numerickych vypoctech je
velmi rozsdhld, tato problematika nebude v textu detailn€ zmifiovana. V praxi se objevuji reku-
rentni vypocCty spojené s mnoha problémy, ve stfedoskolské vyuce neni tomuto tématu bohuZzel
vénovano mnoho pozornosti.



Pii praktickych vypoctech je pak na misté otdzka: Bude-li hodnota rozdilu dvou sousednich
hodnot dané posloupnosti |z, 1 — z,| pro n — oo konvergovat k 0, bude pak dand posloupnost
konvergentni? Zeptame-li se obracené, tedy v pfipadé, Ze posloupnost {x,} -, md limitu a,
bude platit, Ze |z,4+1 — Z,| pro n — oo bude konvergovat k 0? Odpovéd na druhou otdzku je
kladnd, protoZe plati nerovnost

|Tni1 = n| = [Tna1 — @+ a = 2n| S [Tnia —al + o — zy|.

Soucet |z,,4+1 — a| + |a — x,,| konverguje pro n — oo k 0, ponévadZ posloupnost {x,,} -, ma
limitu a. V pfipad€ prvniho dotazu nebude odpovéd snadnd. Pokud budeme mit konkrétnéjsi
informace o vlastnostech funkce ¢ (), mtze byt pak tvrzeni pravdivé. V dal$im textu budeme
predpokladat, ze dana funkce ¢ () je na sledovaném intervalu spojitd a spliiuje nasledujici
podminku. Existuje-li redlna konstanta q takovd, ze 0 < ¢ < 1 a pro kazdé = a y z intervalu [
plati nerovnost

o (x) =0 (W) | = qlz —yl,

pak fikame, Ze funkce ¢ (x) spliiuje na intervalu / podminku kontrakce. Konstanta ¢, kterd
v podmince vystupuje, se nazyva Lipschitzova konstanta a funkce, které tuto podminku (tzv.
Lipschitzovu) spliiuji (i bez omezeni ve tvaru ¢ < 1), se nazyvaji lipschitzovsky spojité. Plati-
-1i, Ze krajni body intervalu [ se zobrazi opét do I, pak je také zaruceno, Ze pokud = € I, pak
také ¢ (z) € I (viz také v kapitole 4. a 5.).

Predpoklddejme tedy, Ze funkce ¢ (z) spliiuje na intervalu ohrani¢eném body a a x,, Lipschit-
zovu podminku s konstantou ¢, kde 0 < ¢ < 1. Pak plati

|z, —a| = |¢ (zp-1) —a| £ qlzpn-1 — a| £ qlzp_1 — zn| + qlzn — al,

tedy je splnéno

|20 = al = glen — al = glwny =2l

odtud plyne

(1 - Q)|xn - CL| é Q|xn—1 — Tn

a konecné

|z, —al & ———|x,_1 — x|
(1—q)
Z posledni nerovnosti vyplyvd, Ze pokud bude rozdil |z, 1 — z,| pro n — oo konvergovat k 0,
pak posloupnost {x,,} -, md limitu a.

q
1

Na zavér je tieba poznamenat, Ze pokud dand posloupnost {z,, } _ , nekonverguje, pak bud os-
ciluje nebo diverguje tj. md limitu rovnou +oo nebo —oo. Termin nekone€na by si zasluhoval
kratkou historickou poznamku.



Poznamka

Myslenka nekonecna pronikd celou matematikou a pojem nekonecna je bezpochyby jeden
z jejich ustfednich terminu. Jako jedno z prvnich pojmenovéani nekonecna byl dlouhou
dobu pouzivan nazev tzv. bludného nekonecna: ,NekoneCnym nazyvame to, co nema
zadného vychodiska nebo hranic, ackoliv by je podle své povahy miti mélo.”“ K takovému
nekonecnu Ize prirovnat napiiklad pohyb po kruznici. Antické diskuze tykajici se pojmu
nekonecna pak sumarizoval Aristoteles odliSenim pojmu aktudlniho nekonecna od pojmu
potencidlniho nekonecna. Jako piiklad pro vysvétleni potencidlniho nekonecna muze
slouzit fada prirozenych Cisel, kterd neni shora nijak omezena, ale v principu neexistuje
zadné nejvétsi prirozené Cislo. Nekonecno je tedy pfistupno pouze potencidlné. Aktualni
nekonec¢no souvisi s abstrakci, kterd pripousti existenci nekone¢né mnoha prvka sloucenych
v jeden celek, a lze jej chipat jako uzavieny objekt nepodléhajici dalSimu procesu zvétSovani
(dsecka jako mnozina bodi), ([25]).

Snaha pochopit pojem nekonec€na jako abstraktniho pojmu se tak radi stile k jedné z nej-

Obrazek 1: Bludné nekonecno



2.3 Pojem derivace

V této Casti prace budeme vénovat nasi pozornost jednomu z nejdilezit€jsich nastroji v mate-
matice - derivaci funkce, pokusime se k podstaté tohoto pojmu postupné dopracovat.

Pfi vySetfovani vlastnosti dané spojité funkce definované na intervalu / - monotdnie, urcovani
lokalnich extrém ¢i konvexity a konkavity je rozumné zaméfit se na popis smérnic tecen sestro-
jenych k funkci y = f(x) v kazdém bodé. Divod je celkem logicky, protoZe te¢na je piimka,
kterd ma s funkci f(z) spoleny pravé jeden bod a v jeho ,velké blizkosti* takika kopiruje jeji
graf (studenti na stfedni Skole definici teCny takto vnimaji). Lze dokazat (viz [9]), Ze optimalni
linedrni aproximaci funkce f(z) v okoli bodu 7" je v ur¢itém smyslu te¢na sestrojend k funkci
f vbod€ T. Zvolme libovolné bod T' = [x, f(x0)], kde x¢ néleZi intervalu I, pak rovnice te¢ny
sestrojené k dané funkci v bod€ 7" ma tvar

f(z) = f(xo) = k(2 — x0).

Vyznamnym ukazatelem je pak hodnota jeji smérnice k, kterd udava, zda je teCna a tedy i
funkce v daném bodé rostouci, klesajici ¢i konstantni. Jednoduchou tivahou pak 1ze dospét k
nasledujicim souvislostem viz obr. 2:

e k > (0 = funkce je v jisté okoli bodu rostouci

e k < 0 = funkce je v jisté okoli bodu klesajici

e k = 0 = dany bod je bodem jisté zmény, mize byt lokdlnim extrémem nebo inflexnim
bodem

tl I
O

Obrazek 2: Vyznam hodnoty derivace

Nabizi se tedy otdzka: Pokud by se podafilo odvodit ke kazdé funkci jednoduchy zptisob,
jakym lze stanovit hodnoty smérnic teCen sestrojenych v libovolném bodé definicniho oboru
dané funkce, pak bychom mohli snadno ziskat pfedstavu o jejim chovani. Budeme této ,0d-
vozené™ funkci, kterd bude pfifazovat ke kazdému bodu zy smérnici teCny sestrojené v bodé
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T = [zo, f(x0)], Fikat derivace funkce. Pojem derivace ma patrné ptivod ve francouzském slové
,dérivé”, ktery lze prelozit jako odvozeni. Pojem derivace byl poprvé zaveden v 18. stoleti fran-
couzskym matematikem a astronomem italského ptivodu Lagrangem a derivace funkce y byla
oznacena symbolem 3’ (viz [10]). V pfipadé jednoduchych funkci lze tuto zévislost hodnoty
smérnice na predpisu funkce snadno odvodit.

l. f(z) =kx+q

Plati kz — kxzg = k(x — x¢) tedy (kx) = k. Pokud je funkce f(z) konstantni, pak plati
q—q=0.(z — x9), tudiZ ¢ = 0. Derivace funkce f(x) = 2z — 15 je tedy rovna 2.

2. f(z) = 2?

Rovnice teCny sestrojené ke grafu této funkce v bodé T = [z, f(zo)] mé tvar 2% — 23 =
= k(z — xy). Dale plati po dpravé (z — xo)(x + x¢) = k(x — x¢), tedy k = = + x¢. Smérnice
teCny sestrojené v bodé T je rovna hodnoté k = xq + 19 = 21 a (z%) = 2z.

3. f(x) =2x3
Rovnice teCny sestrojené ke grafu této funkce v bodé T = [z, f(zo)] md tvar 23 — 23 =
= k(x — x¢). Podobné jako v pfedchozim piikladé plati:

2? — 23 = (v — 20)(2° + 20T + 77),

tedy pro x = xg je k = 3x3 a (23) = 322

Vypocet pro derivaci funkce ™ v bodé T = [x¢, f(z0)], kde n je libovolné pfirozené &islo,
1ze pak zobecnit dle

xn_xn: r — x In_1+l'0$n_2—|—---—|—l‘n_1
0 =( ) 0

na vztah (z") = nxz"~!. Ureni derivace polynomické funkce je tedy jednoduché, nebof podil
—xx;f 00 lze algebraicky upravit.

Jakym zptsobem budeme ovSem postupovat v piipadech urCovani derivace nealgebraickych
funkci? Zvolme naptiklad f(x) = sinz, bod T = [z, f(z)] a pro snadné&jsi dpravu vyjadieme
rozdil x — zo = h. Potom lze hodnotu smérnici teCny k sestrojené v bodé [z, f(zo)] pfepsat
nasledovné:

sinz —sinzg  sin(z + h) —sinh

T — X h

Vyuzijeme-li k dpravé Citatele vztahu sin(z + y) = sinz cos y + sin y cos z, pak plati
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sin h cos x
k= —
protoZe r = xy atudiz h = 0. V tomto misté se objevuje jisty problém a to, jak stanovit hodnotu
tohoto vyrazu v bodé h = 0. Prichézi ¢as na vyuZiti dalSitho pomocnika v matematice - oblibené
limity. Podafi-li se pomoci vhodnych operaci upravit vyhodnocovany vyraz tak, abychom mohli
urdit jeho hodnotu v bodé i = 0, obdrzime hledanou funkci. Pojd me se pustit do dpravy:

. sinhcoszx
k= hll_{nOT = cosz, (D)

sin h
h

ponévadz limy,_, ¢ = 1. Uvedeny vztah je zndimym vysledkem a studenti se s touto limitou

drtivé vétsin¢ hodnocena velmi negativné a hlavnim divodem této antipatie je fakt, Ze studenti
nemaji zazité navyky potiebné k tpravam algebraickych vyrazi, a proto se s vypoctem limity
nevyporaddvaji ispésné. Tato neznalost se potom odraZzi v dal$ich matematickych disciplinich,
ponévadz vypocet limit je svdzan s mnoha matematickymi problémy.

Poznamka

Na ovéfeni vysledku (1) muzeme vyuZit velmi jednoduchého pravidla nazyvaného
,/’Hospitalovym* (¢teme lopitalovym). Toto pravidlo lze uplatnit v piipadé, kdy pocitime
limitu z podilu dvou funkci ve tvaru

lim —f(x)
z—a g(x)
kde a je realné ¢islo takové, Ze jsou splnény podminky f(a) = 0ag(a) = Onebo f(a) = £oo

a g(a) = £oo a navic existuje lim,_, , %. Pak 1ze dokazat, Ze plati

I

Timto pravidlem si lze usnadnit algebraické dpravy zlomku % do tvaru, ve kterém jsme
sin h

jiz schopni po dosazeni bodu a vyraz vyhodnotit. Vysledek lim;_, o ;= = 1 je rovnéz
Citelny z grafického zndzornéni funkce y = = a y = sinx ve velké blizkosti bodu [0, 0],
kde grafy zminovanych funkci takika splyvaji, a proto poméry jejich funkénich hodnot jsou

velmi ,blizké™ hodnoté rovné 1.

Pfi odvozovani postupu pii vypoctu derivace funkce pak lze vyuZzit limity a derivaci funkce
f(x) v bodé xy definovat nasledovné

f'(x) = lim M, 2)

T— T :L‘—,I’O
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pokud tato limita existuje. Hodnota W predstavuje smérnici seCny prochdzejici body
0

[0, f(x0)] a [z, f(x)] a lim,_, 4, %ﬁézo) je smérnici teCny v bodé [z, f(xo)] viz obr. 3.

Posune-li se x do bodu z, pak se se€na stava te¢nou.

f(x0)

B

Xo
Obrazek 3: Zobrazeni teCny a seny

Na tomto misté by bylo vhodné zminit Heineho vétu, kterou lze vyuzit pfi formulovani pojmu
derivace. Dusledkem této véty je fakt, Ze urCeni limity posloupnosti lze prevést na vypocet
limity funkce. Tento postup miZe byt vyhodny, nebof pro stanovovéni limit funkci existuji
silnéjsi néstroje (pfedevsim pak Véta o limité sloZené funkce).

Poznamka

Heineho véta.

Funkce f definovand v prsténcovém okoli bodu a md v bodé a limitu L pravé tehdy,
kdyz plati podminka: Pro kazdou posloupnost &isel {x,,} -, z defini¢niho oboru funkce f
takovou, Ze =, # a a lim,,_,o, , = a plati lim,,_,, f(x,) = L.

Disledkem Heineho véty je pak ndsledujici tvrzeni: Nechf ma funkce f v bod& +oo limitu
rovnou L. Potom také existuje limita posloupnosti { f(n)}, -, a plati

lim f(n) = lim f(z)= L.

n—oo T—00

Budeme-li postupné sestrojovat seCny dle obr. 3 a stanovovat jejich smérnice, pak derivaci

funkce f(x) v bodé xq lze definovat jako limitu této posloupnosti smérnic secen (pokud zminiovana
limita existuje).

V piipadé, kdy derivace spojité funkce v daném bod¢ neexistuje viz obr. 4, pak je pfi popisu

vlastnosti funkce v okoli daného bodu nutné postupovat jinym zptisobem (vysetfovat monotonii
funkce v okoli tohoto bodu).
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Obrazek 4: V bodé€ B nelze stanovit hodnotu derivace funkce

Pfi ur€ovani derivaci by nebylo pfili§ pohodlné pokazdé stanovovat piislusné limity, protoze v
ptipadé komplikovanéjSich funkci nemusi byt jejich urceni vzdy snadnou zaleZitosti. Ponévadz
Ize pro vSechny zakladni matematické funkce tyto limity nalézt a soucasné lze formulovat pravi-
dla o derivovani soucinu ¢i podilu funkci a derivovani slozené funkce, je pak proces derivovani
jednoduchou a rutinni zdlezZitosti. Pfedpoklddejme déle v textu, Ze si student osvojil zakladni
pravidla derivovani a sprdvné vnima geometricky vyznam derivace, budeme této zkuSenosti v
fadé situaci vyuZivat.

2.4 Derivace a integral

Studenti jsou seznamovani s praktickymi tlohami, ve kterych je nutné pracovat s derivaci dané
funkce v souvislosti s ur¢ovanim jejich extrému eventualné jeji monotdnie. OvSem v praxi jsme
Casto postaveni pred obrdceny ukol. Zndme funkéni zdvislost popisujici néjaky jev po jisté
,zméné* - derivaci neznamé funkce podle dané proménné a zajimame se o to, jaky pfedpis
méla funkce pfed ,zménou*, naptiklad vztah pro zdvislost rychlosti v pohybu s rovhomérnym
zrychlenim a na Case ¢ je ddn zndmym vztahem ve tvaru v = at. Funkce at je derivaci funkce
%cuf2 + ¢, kde c je libovolna redlna konstanta. ProtoZe rychlost je definovdna jako zména drahy
1

s za Casovou jednotku ¢ (derivace funkce 5@1&2 + ¢ podle proménné t), pak vztah s = %at2

predstavuje zavislost drdhy rovnomérné zrychleného pohybu na Case t.
Nastinény problém Ize formulovat nésledovné:

Je ddna redlnd funkce f(¢) definovand na intervalu I = (a, b). Cilem je ur¢it funkci y(¢) defino-
vanou na [ tak, aby byla na [ splnéna nasledujici rovnost

y'(t) = f(t). 3)



Uvedena rovnice patii do kategorie rovnic, které oznacujeme jako diferencidlni rovnice a jeji
fesSeni budeme nazyvat primitivni funkci k funkci f nebo (neurCitym) integrdlem k funkci f
podle proménné ¢ na intervalu /, symbolicky f f(t)dt. Vzhledem k tomu, jaky feSime problém
v (3), lze feseni pojmenovat také antiderivaci funkce f na daném intervalu. Je-li ¢/ (t) = f(t),
pak také (y(t) + ¢)’ = f(t), kde c je redlnd konstanta a nazyva se integracni konstantou. Rov-
nice (3) ma tedy nekone¢né mnoho feSeni a pokud k feSené tloze (3) pfipojime dodateCnou
podminku - poddtecni podminku naptiklad ve tvaru y(a) = y,, ziskame jediné feseni dlohy (3)
prochézejici bodem [a, y,|. Zaved me oznaleni y(t) — y(a) = f; f(z)dz, kde vyraz fcf f(z)dz
¢teme jako urcity integrél funkce f(z) v mezich od a do ¢ podle proménné z. K vyznamu tohoto
symbolu se dostaneme v nasledujicim textu.

Pokusime se pomoci jednoduchého piikladu z praxe najit zptisob, jak urcit nezndmou funkci
y(t) (viz [11]). Budeme fesit piiklad, ktery tematicky souvisi s problematikou studovanou v 6.
kapitole.

Predstavme si vozidlo pohybujici se po vozovce v Case t, funkce y(¢) bude vyjadfovat vzdale-
nost vozidla pfekonanou za dobu ¢ a funkce f(¢) bude reprezentovat okamzitou rychlost vozidla
v Case t. Budeme sledovat vozidlo v casovém intervaluod t = tg = 0 do ¢t = ty = 1. Rozdélme
Casovy interval na dseky 0 =t < t; < --- < t, < --- < ty = 1, timto zpusobem pak
ziskame posloupnost vzdalenosti y(¢,,) a jim odpovidajicich okamzitych rychlosti f(t,). Nyni
vyuZzijeme fakt znamy ze zdklada fyziky a to, Ze ujetou vzdalenost lze spocitat jako soucin
prumérné rychlosti a délky ¢asové jednotky od hodnoty ¢, ; do doby %,. Z tohoto divodu lze
y(t,,) nahradit hodnotou takto

Y(tn) = y(tn-1) + f(tn1)(tn — tn1) )

nebo také timto zpisobem

Y(tn) = y(tn) + f(tn)(tn — tn), 5

kde jsme hodnotu primérné rychlosti nahradili hodnotou okamzité rychlosti. Je-li napiiklad
y(t) = 2, pak plati

Y(tn) — y(tn-1) = ti - ti—l = (tp +tn1)(tn — 1)

V ptipadé volby aproximace ve tvaru (4) nebo (5) je f(t,_1) ~ 2t,_1 nebo f(t,) =~ 2t, (tento
vysledek jiz pfipomind derivaci druhé mocniny ¢). Upravou vztahu (5) obdrzime

yl(tn) ~ yltar)

ty) ~
f(tn) P

(6)

Protoze y/(t) = f(t) a tedy y/(t,—1) = f(tn—1), lze pak derivaci y'(t,_1) aproximovanou
ndsledovné
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y(tn) — y(tn-1)
tn - tnfl

Y (tn-1) = (7

chépat jako primérnou rychlost v ¢asovém tdseku od ¢, _; do doby ¢,. Rovnice y/(t) = f(t)
tedy popisuje, Ze derivace drdhy y(¢) podle Casu je rovna okamzité rychlosti f(t) a vztah (7)
fika, Ze okamzita rychlost v Case t,,_; je priblizn€ rovna primérné hodnoté rychlosti v intervale
(tn—1,t,). Nyni Ize postup popsany vztahem (5) opakovat

Y(tn1) = y(tn2) + f(tn2)(tn1 —ta2)

a dale

y(tn) ~ y(tn—2) + f(tn—2)(tn—1 - tn—2) + y(tn—l) + f(tn—l)(tn - tn—l)-

ProtozZe y(to) = y(0) = 0, dostdvame

Y(tn) = f(to)(t1 —to) + f(t1)(ta —t1) + -+ f(tn2)(tno1 — tn2) + f(tn1)(tn — ta1) (8)

neboli celkova vzdalenost ujeta za Cas t,, je priblizné rovna souctu usekl prekonanych v pfedcho-
zich Casovych intervalech, jejichz hodnoty jsme nahradili sou¢inem pfislusné okamzité rych-
losti a ujeté vzdalenosti. Polozime-li n = N, pak plati y(1) = y(¢x) a vztah (8) lze piepsat
nésledovné

N

y(1) & fto)(th —to) + -+ + fltn-1)(tn —tn-1) = D ftn1)(tn — tn)- ©)

n=1

Nahradime-li v (9) symbol ~ symbolem =, rozdil ¢,, — ¢,_; symbolem dt, pak 1ze hodnotu
souctu vSech uvedenych Clenil zapsat ptiblizné pomoci urc¢itého integralu takto

y(1) = / f(t)dt.

Termin inte%race miizeme volné pieloZzit jako sluCovani ¢i s¢itani ¢asti v celek. Hodnota urcitého
integrdlu [ f(t)dt je rovna souctu soucini okamzitych rychlosti a velmi malého Casového
useku, na némz se vozidlo pohybovalo odpovidajici okamzitou rychlosti.
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Poznamka

Integral, k némuz jsme v predchozich tvahiach dospéli, byl pojmenovan po némeckém
matematikovi Bernhardu Riemannovi jako Riemannitv urcity integrdl. Suma ve vztahu
(9) se nazyva Riemannova integrdlni suma funkce f, kterd pak slouZi jako pomocny
nastroj pro definici jmenovaného integralu. Geometricky vyznam tohoto integralu spociva
v tom, Ze za predpokladu, Ze spojita funkce f(¢) spliiuje na uzavieném intervalu (tq,ty)
podminku |f(t)| < K (je ohraniCend), je Riemanniv integral roven obsahu plochy ome-
zené funkei f(t) aintervalem (to, ty) (v piipadé, Ze dand funkce f je na intervalu nezdporna).

2.5 Pojem parcialni derivace

Funkce vice proménnych jsou pfirozenym zobecnénim funkci jedné proménné a popisované
zmény zdviseji vétSinou na meénicim se Case. Proménné pak mohou zastupovat naptiklad tep-
lotu, polohu ¢i hustotu sledovaného objektu. Tim se dostdvame do problematiky teorie funkci
vice proménnych, kdy problém hledani lokalnich extrémii ma stejny vyznam jako v pifipadé
funkce jedné proménné - hledame napiiklad Cas a polohu, kde danad funkce dosahuje ma-
ximdlnich hodnot hustoty ¢i teploty. Tato Cast teorie je velmi rozsdhld a neni nutné se této
problematice zde podrobnéji vénovat. Pro pochopeni souvislosti uvddénych déle v textu bude
potfeba osvojit si pouze schopnost umét derivovat podle pfislusSnych proménnych - derivovat
parcidlné. Geometricky vyznam derivace zustava nezménén, hledame stale Casti defini¢niho
oboru, kde funkce roste ¢i klesa resp. je konstantni.

Pokusme se problém priibliZit na ptikladu predstavy trojrozmérné (reliéfni) mapy néjaké vy-
brané krajiny ve tvaru obdélnikového vytezu, kdy jedna hrana obdélniku bude predstavovat osu
x a druhd hrana osu y. Nadmotskd vySka bude méfena na ose kolmé k roviné dané osami z
ay z = f(x,y). Nejniz§{ mista v ddolich pfedstavuji lokdlni minima a vrcholky lokdlni ma-
xima. Postavime-li se na hranu osy x a na ose y vybereme jeden konkrétni bod, pak vidime
profil sledované krajiny v pfedem urleném fezu, tot€Z mizeme provést obracené a sledovat
situaci z hrany osy y. Zjistime, Ze vrcholek se nachdzi v misté, kde vidime maximalni vySku
z obou sméru a totozné zjisténi zaznamenavame pii urCovani nejnizsich bodd. Jsou to mista,
kde jsou obé& derivace funkci bud proménné z nebo y nulové &i v pifpadé ostrych $picek nebo
hrotd neexistuji. BohuZel zde miiZe nastat situace, ktera predstavuje jev, se kterym se v teorii
funkce jedné proménné nesetkame. Jedna se o bod, ktery se z jedné strany pohledu jevi jako bod
lokédlniho maxima a z druhé strany jako bod lokalniho minima. Tento bod se nazyva sedlovym
bodem (opravdu pfipomina sedlo viz obr. 5) a m4 jisty vyznam v oblasti matematiky vztahujici
se napfiiklad k optimalizaénim procestim.
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Obrazek 5: Pavod nazvu sedlového bodu

Z predchozi poznamky si miZeme odnést tuto zkuSenost: derivovat podle vybrané proménné
neznamena nic jiného neZ vnimat ostatni proménné jako konstanty a ddle pouzivat zndma pra-
vidla pro derivovani beze zmén. Je na misté zavést jednoduchd oznaceni pro parcidlni derivaci
funkce vice proménnych. Je-li ddna pro jednoduchost funkce dvou proménnych s predpisem
f(x,y), pak parcidlni derivaci funkce f(z,y) dle proménné z, (divame se na reliéf krajiny z
pohledu osy z), budeme znacit f, a obracené parcidlni derivaci funkce f(z,y) podle proménné
y (stojime na hran€ dané osou y) budeme charakterizovat symbolem f,.

1. f(z,y) = 2%y — 62y + 5, 2. f(x,y) = yﬁ—i; 3. f(z,y) = Jay — a3

1. f, = 2zy® — 6y, f, = 3y*z* — 6z

_ycosz(l —ay) —ysinz(~y) ,  sinz(l —zy)—ysinz(—z)
2. fo = (1 —zy)? = (1 —ay)?

— y—312 — x
3 fx 2\/y73x2 ’ fy 2\/y7312

Shrnuti. V této kapitole jsme zopakovali dileZita témata vztahujici se k pojmim posloup-
nost, konvergence, limita, Lipschitzovskd podminka, derivace, parcidlni derivace a integral.
Jsou to vesmés témata, se kterymi se studenti na stfednich ale 1 vysokych Skolach potykaji
Casto neuspésné a nechdpou nékteré souvislosti napf. limita - derivace. Je tieba zdiraznit, Ze
porozuméni téchto pojmi je stéZejni pro pochopeni vykladu v navazujicich kapitolach. Pro pro-
hloubeni znalosti v této oblasti 1ze doporucit napft. publikaci [9].

18



3 Matematické modelovani

3.1 Vyvoj moderniho modelovani

Rozvoj matematického modelovani je neoddélitelné spojen s vyvojem matematickych véd.
Vyznamnou etapou v posunu matematiky se stalo obdobi konce 16. stoleti az do 18. stoleti, kdy
byly poloZeny zaklady matematické analyzy. Diky praci Newtona, Leibnize, Eulera, Gausse
a dalSich matematikli se podarilo dosdhnout zasadnich vysledkt v oblasti analyzy predevsim
vybudovanim zdkladnich pilifi diferencidlniho a integrdlniho poctu. Velkym rozmachem védy
spojenym dale ve 20. stoleti naptiklad se jmény A. Einsteina, E. Schrodingera ¢i J. van der Wa-
alse atd. se postupné matematické modelovani spojuje s vyuzitim pocitaci. Stietavaji se rizné
casti matematiky jak navzdjem (geometrie, analyza, numerickd matematika, algebra, diskrétni
matematika), tak hlavné s jinymi védami, jako jsou fyzika, biologie, geologie, chemie a sa-
moziejmé s aplikovanymi disciplinami, jako jsou inZenyrstvi rizného zaméfeni nebo ekono-
mie. Teoretické poznatky postupné nashromazdéné lidstvem za nékolik poslednich tisic let se
zuroCuji v novych modernich disciplindch a s rozmachem védy nabyvaji stale vétSiho smyslu
a vyuziti. Matematické modelovani se stavd prostiedkem poznani i relativné levnou techno-
logii, pomdha dopliovat vysledky experimentli nebo nahrazuje experimenty technicky, ekono-
micky, €i eticky nerealizovatelné v praxi, umoZiiuje vypocet a vybér optimalniho feSeni, vytvaii
predikce nebo naopak pohledy do ddvné minulosti, zprostfedkuje nebo dopliiuje pohledy do ne-
dosazitelnych mist Zemé ¢i dalekého Vesmiru, nebo naopak mikroskopickych objektt ¢i zivych
bunék. Nékteré vyznamné stity vnimaji matematické modelovani i jako jeden z prostfedkl
k udrZeni technologického naskoku pro strategickou obranu casti civilizace, [23]. Matema-
tické a numerické modelovéni je neustdle se zdokonalujici disciplina, jeji vyvoj nekondi a s
pribyvajicimi tspéSnymi aplikacemi matematického modelovani se dale vynofuji nové a stile
obtiznéjsi vyzvy. Zarodky numerické matematiky 1ze sice najit jiZ pfed nastupem éry pocitac,
ktera tento obor posunula na difve nepfedstavitelnou troven, ale feseni novych problém s se-
bou soucasné prineslo dalsi otazniky naptiklad v podobé feSeni nelinearnich tloh. Kromé toho
se numericka matematika vraci 1 k uloham jiz vyfeSenym a hleda cesty, jak je fesit rychleji, efek-
tivnéji, a tedy i levnéji. VylepSovani modell je nezbytné, ale je tfeba pocitat s tim, Ze nemusi
vést ke spolehlivé spravnym vysledkim.

3.2 Charakteristika modelu

V realném svété se prostiednictvim riznych médii denné setkdvame s mnoha modely v riznych
oblastech lidské Cinnosti. Modely 1ze rozdélit do dvou skupin podle toho, zda zahrnujeme do
modelu ndhodné veli¢iny na deterministické a stochastické modely. Podle povahy problému se
modely pouZzivaji individudlné nebo v kombinacich. Déle lze tyto skupiny rozdélit dle vztahu
k pribéhu ¢asu na dynamické a statické nebo podle spojitosti na spojité ¢i diskrétni. Pro feseni
znamych problémi lze pouZit tzv. standardni modely, pro feSeni zcela novych problémi je
nutné zkonstruovat nové modely. Je mozné rozlisit dva zplsoby odvozeni feSeni z modelu -
analytické feSeni, které je zaloZeno na urCeni pfesného feSeni pomoci analytickych matema-
tickych metod (feSeni soustav rovnic) a numerické feseni, které se vyuziva pii feSeni modelt,
u nichZ nelze fesit problém analyticky, nebo v pripadech, kdy je analytické feseni sloZzité (si-
mulace na pocitaci). Pfi vytvareni matematického modelu je tieba postupovat tak, aby model
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opravdu kopiroval redlnou situaci a aby bylo mozné v urcitych fazich modelovaciho procesu
kontrolovat dosazené vysledky eventudlné mit moZnost model upravit nebo zvolit jinou cestu.
Soucasné je nutné mit v kazdé fazi procesu moznost odhadnout chyby, které se pouZzitim mo-
delu dopoustime. Z toho vyplyva nutnost zabyvat se takovymi otdzkami, jako je odhad chyby,
podminénost dlohy ¢i stabilita algoritmu. Navic v souvislosti s matematickym modelovanim
dochazi pfi vytvareni matematického modelu i pfi jeho feSeni k celé fad¢é dalSich nepfesnosti.
Jejich zdrojem mohou byt i chyby, kterych se miZeme dopustit pifi méfeni dat. Matematicky
model je zjednodusenim jiZ zjednoduSeného fyzikalniho modelu a neodpovidé presné realité.
Vzajemné srovnani reality a vysledného modelu muiize byt také velmi netrividlni zaleZitosti.
Soucasné je tieba vzit v uvahu chyby vzniklé pfi zpracovéni ulohy na pocitaci. Dal§Sim zdrojem
kumulovéni chyb miZe byt fakt, 7e Gloha je $patné podminéna a algoritmus je nestabilni. Rada
zminovanych pojmua (podminénost, stabilita, poCitacova aritmetika, validace ¢i verifikace) neni
béZzné soucasti stredoskolské matematiky a pfitom jsou tyto pojmy zcela zdsadni pro pocho-
peni mnoha souvislosti pfi studiu pfirodnich nebo technickych véd. Nékterych otazek se lehce
dotkneme v 8. kapitole. Na obr. 6 jsou stru¢né popsany kroky, které mohou pfispét k dosazeni
zdarného vysledku pfi vytvareni modelu.

Redlny problém 7 Zprava, predpovéd, zavér ‘
Formrulace 7 Ovéfeniﬁmodelu
predpoklad(l a podminek validace, verifikace, analyza chyb
Zjednoduseni

}

Formulace
matematického problému
Reseni
matematického problému

> Interpretace reseni

Obréazek 6: Diagram matematického modelovani
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4 Modelovani a chaos

Matematické modelovani proniklo do riznych obort technickych, pfirodnich, ekonomickych i
socidlnich véd a stalo se diilezitym néstrojem pii simulovani systému a analyzach a predvidani
ruznych procesu ¢i stavll spoleCenstev. Vyznamnou roli sehral v minulém stoleti v této oblasti
rozvoj predpovidani pocasi. Jednim z prvnich zakladatelti numerického modelovani predpovédi
pocasi byl Lewis Fry Richardson, ktery v roce 1922 sestavil prvni numerickou predpovéd
pocasi. O dal$i vyvoj se velkou mérou zaslouzil americky matematik a meteorolog Edward Lo-
renz. Lorenz dokazal, Ze chovani slozitych nelinedrnich dynamickych systémi je silné zavislé
na vstupnich podminkéch. V jeho vyzkumu sehréla velkou roli ndhoda. Lorenz chtél opét vyuZit
jeden ze svych meteorologickych modelt, ale pouzil pocatecni hodnoty s mensi piesnosti nez
poprvé — namisto zaokrouhleni na Sest desetinnych mist zadal stejné Cislo zaokrouhlené pouze
na tfi desetinna mista. Tato zdanlivé mala zanedbatelna zména vstupnich tdaji zasadné zménila
chovani celku. Tento jev, kdy malé zmény ve vstupnich parametrech mohou zptisobit velké
rozdily v kone¢ném disledku, dostal nazev efekt motylich kfidel, protoze byva pfirovnavan k
mavnuti kiidel motyla, ktery mize timto ¢inem vyvolat hurikén tisice kilometrti od néj. Vnesl
tak novy impuls do zkoumani teorie chaosu, kterd je mnohymi povaZzovana za mimofadné per-
spektivni oblast matematiky a fyziky. Teorie chaosu doplnéna Lorenzovymi poznatky mimo
jiné také naznacuje jeden z divodd, pro¢ dlouhodobé prognézy rtiznych jevi vypracované spe-
cialisty za pomoci nejmodernéjsi techniky Casto neddvaji vyrazné kvalitn€jsi vysledky neZ intu-
itivni odhady pfemyslivych amatért. Efekt motylich kiidel a teorie chaosu tak v mnohém svym
vyznamem pripominaji pfevratny Einsteinv piinos v podobé teorie relativity.

4.1 Priklady jednoduchych modelu

Hlavni cil této ¢asti prace sméfuje k jednoduchému popisu zdkladnich pojma teorie chaosu v
dynamickych systémech s podporou grafického prostiedi. Jeden z podnéti k sepsani této Casti je
postupné zjistovani faktu, Ze studenti jak stfednich, tak vysokych $kol maji stdle vétsi problém
,Cist z grafu™ a viibec chapat spojeni grafu s redlnou situaci. Vybrali jsme tedy zdmérné téma,
které se bézn¢ v osnovach Skol neobjevuje a mohlo by byt pro studenty zajimavé. Budeme
se snazit na zdkladé vybéru vhodné posloupnosti grafi funkci a pomoci jednoduchych tdvah
samostatné dopracovat k definicim zakladnich pojmt a jednoduchym zavérim v tvodu do te-
orie chaosu v dynamickych systémech. S pomoci vhodného matematického modelu 1ze dospét
k formulacim jednoduchych uloh, k jejichz feSeni neni tfeba budovat sloZitou teorii a postaci
vychdzet ze zakladd stfedoskolské matematiky. S pomoci vybranych modelt 1ze poukazat na
nékteré dilezité souvislosti, se kterymi se studenti v hodindch matematiky na stiedni $kole ne-
setkaji a mohou si tak rozsifit své matematické znalosti.

K odvozeni zakladnich pojmu teorie chaosu by mohla poslouzit analyza vhodného matema-

YV s

tického modelu. V tvodu se proto pro ndzornost zaméfime na jednoduché popula¢ni modely

[1].
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Laboratornimi testy bylo zjiSténo, Ze mnozstvi bakterii t€hoz druhu se za stejnych podminek v
prib&hu jedné hodiny zdvojnésobi. Tuto zdvislost miZzeme popsat pomoci funkce f(x) ndsledovné

flx) = 2,

kde x predstavuje pocet bakterii a nahradit ji iteracnim modelem - opakujicim se procesem ve
tvaru

Tpy1 = f(mn) = 2y,

kde n = 1, ..., pfi¢emZ n-ta iterace (pfiblizeni) x,, pfedstavuje pocet bakterii v Case n a x; je
pocatecni mnozstvi bakterii. Tedy celkové mnoZstvi bakterii za dvé Casové jednotky je ddno
hodnotou f(f(z1)) = f(x2) = x3 a jedna se zde o sklddani totoznych funkci. Tento model by
zfejmé nebylo mozné uplatnit na lidskou populaci vzhledem k faktiim, Ze na jeji vyvoj ma vliv
mnoho faktort a plati

Nim f(wn) = 0.

Poznamka

Na tomto misté by bylo vhodné zminit se o pfinosu anglického ekonoma Thomase Roberta
Malthuse, vyznamného predstavitele klasické Skoly politické ekonomie. Svym dilem reago-
val na ménici se socidlni a demografické poméry v Anglii prelomu 18. a 19. stoleti, které
se pokousel vysvétlit pomoci vlastni populacni teorie, jiz polemizoval s tehdy prevazujicimi
osvicenskymi predstavami o bliZici se zlaté dobé lidstva. Byl pfesvédcen, ze samotné zakony
pfirody zabrani lidstvu dosdhnout stavu dokonalé spoleCnosti a Ze je nevyhnutelné, aby
soucasti spolecnosti byly vrstvy obyvatelstva trvale Zijictho na pokraji chudoby.

Pouzijeme-li misto pfedchoziho modelu nasledujici upraveny model, pak bude mozné popsat

.....

Definujme funkci g(x) nasledovné

g(z) =22(1 —x),

kde pocet obyvatelstva z je zaddn v milionech, tedy hodnota x = 0,01 odpovida hodnoté de-
seti tisicim obyvatel. Pokud je populace nizkd, je faktor (1 — x) blizky jedné a tim se model
pfiblizuje Modelu 1. Je-li populace vysokd, pak je hodnota g(x) ddna soucinem 2z a zbytkového
mnoZstvi (1 — x). Porovnanim obou modeld pro pocate¢ni hodnotu = = 0, 01, kdy ¢as méfime
v letech, zjistime zajimavy vysledek. Po dvanécti letech by podle Modelu 1 dosahovala popu-
lace potu f12(0,01) = 4096 - 10° a dle Modelu 2 ziskame ¢'2(0,01) = 0,5 = ¢'3(0,01) =
= ¢'4(0,01) atd. Vypoctu kazdé hodnoty funkce f nebo g budeme fikat iterace. Snadno zazna-
mendme, Ze pokud zvolime libovolny pocéate¢ni stav = € (0, 1), pak se vzdy po uréitém poctu
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iteraci dostaneme k bodu x = 0, 5 s jistou presnosti. Tento bod budeme nazyvat pevnym bodem
funkce f a budeme jej oznaCovat x*. Pevny bod ma v redlné praxi urité svij vyznam, protoze
jednim z cilti zkoumaného modelu bude otdzka, zda a kdy se vyvoj studovaného systému ustali

[1].

4.2 Zakladni vlastnosti

Hledan{ pevného bodu funkce f(z) = 2z a g(x) = 2z(x — 1) pfedstavuje feSeni rovnic

r=2x a x=2x(z—1). (10)

Znazornéme si tento proces graficky viz obr. 7 a obr. 8.

¥

Obrazek 7: 2z = x
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Obrazek 8: 2z(1 —z) =«

Na obr. 7 je jedinym prisecikem funkce f(x) ay = x bod s z—ovou soufadnici x = 0. VSechny
body ziskané iteraCnim procesem x,, .1 = 2z, se od tohoto priseciku budou vzdalovat, miizeme
tedy pouZzit pfirovnani, Ze jsou bodem s = = 0 odpuzovany. Na obr. 8 vidime dva priseciky obou
grafli a to v bodech s x—ovou soufadnici x = 0 az = 0.5. Oba dva body jsou body pevnymi, ale
1isi se podstatné jedinou vlastnosti. Jakoukoliv volbou pocate¢ni iterace = € (0, 1) se dalsi body
ziskané iteraCnim procesem pfiblizuji (jsou ,pfitahovany*“) k bodu z = 0.5 a od bodu z = 0
jsou ,odpuzovéany“. Bude tedy nutné odliSovat pevny bod pritahujici a pevny bod odpuzujict,
nazorné viz obr. 9 a obr. 10.

Obrazek 9: Predstava pfitahujiciho mista
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Obrazek 10: Predstava odpuzujiciho mista

Jaké musi mit vlastnosti dana funkce, aby pevny bod byl pfitahujicim ¢i odpuzujicim bodem?
S pomoci nésledujiciho grafu 1ze pomérné snadno uhddnout odpovéd. Pokud te¢na sestrojena
ke grafu funkce v kazdém bod¢ iterace ma smérnici mensi neZ md piimka y = x neboli

lg'(x)] < 1, (1)

pak plati

lim g(z,) = 2",
n—oo

kde x; je vhodné zvoleno. Vybéru pocatecniho pribliZzeni se budeme vénovat podrobnéji v
ndsledujicim textu. Je-li splnéna podminka (11), pak bude pevny bod funkce g(x) pfitahujicim
bodem, v opa¢ném piipadé se bude jednat o pevny bod odpuzujici viz obr. 11.
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Obréazek 11: |g(x)| < 1

Posloupnost iteraci {z1, z9, x3, ...} zkonstruovanou procesem z,.; = f(z,) pron = 1,..
budeme nazyvat orbitou (piislusnou k funkci f(z) a bodu z;). Pro pfehledné znazornéni orbity
mizeme pouzit linedrni lomenou ¢aru spojujici body [z1,0] , [x1, f(x1)] a [f(x1), f(z2)] atd.
Pak jsou z grafu velmi snadno rozpoznatelné oba piipady a to orbita s odpuzujicim pevnym
bodem viz obr. 12 a obr. 13 a pfitahujicim pevnym bodem viz obr. 14 a obr. 15.
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Obrazek 12: Odpuzujici pevny bod
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Obrazek 13: Odpuzujici pevny bod

Obrazek 14: Ptitahujici pevny bod
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Obrazek 15: Pritahujici pevny bod

Na nésledujicich obrazcich je zndzornéna situace, kdy se body orbity periodicky opakuji, v
piipadé obr. 16 se jednd o tzv. 2-periodickou pfitahujici orbitu funkce f(x) = 3.3z(1 — x),
kde f(p1) = p2, f(p2) = p1 a obr. 17 ukazuje 4-periodickou pfitahujici orbitu funkce g(z) =
= 3.52(1 — x), kde g(p1) = p2, 9(p2) = p3,9(ps) = ps a g(ps) = p1. Opakujici se body
prisluSnych orbit jsou oznaceny Cervenou barvou. Oba piipady zastupuji pritahujici orbity a
naznacuji ,ustéleni stavu®.

y

Obrézek 16: f(x) = 3.3z(1 — x)
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Obrazek 17: f(x) = 3.52(1 — z)

Nasledujici grafy ukazuji, ze kazdd iterace z,,11 = f(z,) pfedstavuje ve skute¢nosti opakované
sklddani funkce f(x):

f<$1) = T2, f(f(l’l)) = T3, 7fn(x1) = Tnp+1-

Jinak feceno pevny bod funkce f"~!(z) je pevnym bodem funkce f"(x). Na obr. 18, 19, 20 a
21 je postupné znazornéno opakované slozeni funkci 0.5z(1 — z), 3z(1 — ), 3.3z(1 — z) a
4x(1 — x). Napiiklad v poslednim uvedeném piipadé ma prvni slozeni pfedpis funkce ve tvaru

f(f(z) = 4[4x(1 — 2)][1 — 42(1 — x)] = —642* + 1282° — 482 + 162.

Je patrné, jak se postupné situace komplikuje a objevuji se dalsi pevné body v zavislosti na
hodnoté konstanty a v ptedpisu funkce f(x) = ax(1 — ). Na obr. 18 a 19 je stav ,ustileny a
v piipadé obr. 20 a 21 je jiZ velice neprehledny.
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Obrazek 18: f(x) = 0.5z(1 — z)

-0.2

12

Obrazek 19: f(z) = 3z(1 — x)
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brazek 20: f(x) = 3.3z(1 — z)

‘v‘ﬂ

i
A




TTTh
miny

Ih,

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.4

Obrézek 22: f(x) = 4z(1 — x)

Obrazek 23: f(x) =sinz

Obrazky 22 a 23 znizornuji nekonecnou omezenou orbitu funkce. Ziejmé zde funkce nema

Zadny pfitahujici pevny bod ani pfitahujici periodickou orbitu. Z vlastnosti derivace sloZzené
funkce pak pro kazdou k-periodickou orbitu {p;, pa, ...px } plati

F® (p1) = £ (1) F(p2) .. f (pr) (12)

kde f*) oznaCuje k—tou derivaci funkce f. Pak na zdkladé zobecnéni vlastnosti (11) miZeme
vyslovit hypotézu, Ze pokud je splnéna podminka
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[F ) [ (p2) |- (pe) | < 1, (13)

pak bude k-periodicka orbita {p;, ps, ...px } pritahujici orbitou. Je-li mozno dokdzat, ze prvky
omezené orbity nekonverguji v nekonecnu k néjaké k-periodické pritahujici orbité, pak odtud
jiz vede jen nékolik krokd k formulaci definice pojmu chaos (z feCtiny neusporadanost, zmatek).

4.3 Co je to chaos?

Uvazujme diskrétni dynamicky systém popsany pomoci vztahu

Lp41 = f(xn)

pro n = 1,...,, kde funkce f(x) je nelinearni funkce. Pfedpoklad nelinearity je podstatny,
protoze v piipadé, kdy je funkce linedrni tj. plati kf(z) = f(kz) pro nenulovou redlnou kon-
stantu k a f(z +y) = f(z) + f(y), jsou systémy konecné dimenze pomérné detailné popsany
a posloupnost ziskand predpisem x,,,; = f(z,) nevykazuje chaotické chovéani. Hlavnim rysem
systému, které maji chaoticky charakter, je velka citlivost na pocatecni podminky. Zvolime-li
dva velmi blizké body, které budou reprezentovat pocatecni podminky systému, pak pokud se
tyto dva body budou od sebe pii daném procesu vyrazné (exponencidlné) vzdalovat, nebude
mozné budouci stav systému Zadnym zptisobem piedpoveédet.

Zvolme dva body = a 7 + Ax; tak, aby byly velmi blizko od sebe. Pak 1ze vzdalenost téchto
bodi po jedné iteraci vyjadrit nasledovné

ALEQ = f(&?l + A‘Tl) — f(lj) ~ A.Tlf/(ﬂjl).

Aproximace hodnoty In | f{z1)| oznaena symbolem \; byla nazvana lokdlnim Ljapunovovym
exponentem (ptislusnym k funkci f a bodu x). Jeho hodnota pfedstavuje miru rozpindni systému
v bodé€ z; - bude-li jeho hodnota zdpornd, pak se budou body po iteraci pfiblizovat, v pripadé
kladné hodnoty se budou rozbihat. Globalni Ljapunoviiv exponent pak 1ze definovat jako stfedni
hodnotu lokélnich exponentil pro dostateéné velky pocet iteraci ve tvaru

T (1/R) (Il f (1) |+ Il f (02) |+ Dl f ()]

Jinymi slovy: Globalni Ljapunoviv exponent je realné ¢islo charakterizujici primérnou zménu
vyvoje celého systému. Ljapunoviv exponent je tak velmi uZiteCny nastroj k odliSeni nesta-
bilniho, chaotického chovéni systému od chovani, které je stabilni a pfedpovéditelné. Jestlize je
hodnota Ljapunovova exponentu zdpornd, potom je chovani systému stabilni. Cim je hodnota
Ljapunovova exponentu vétsi kladné Cislo, tim citlivéjsi je zdvislost na danych pocatecnich
podminkach (souvisi se znaménkem hodnoty logaritmu v intervalech (0,1) a (1, c0), vztahem
(13) a definici Ljapunovova exponentu).

Dalsi dulezitd nedilnd vlastnost chaotického systému spocivd v tom, aby se pii generovani
mnoZziny bodu {1, xs, z3, ...} zkonstruovanou procesem z, 11 = f(x,) pron = 1,... nestalo
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to, Ze se tato posloupnost bodd dostane do stavu, kdy se jistd konecnd podmnozina bodu pfi
zobrazeni ,zacykli* (bude mozné vysledovat jistou pravidelnost - existenci pfitahujici orbity).
Tedy chaoticky systém musi mit alesponl jeden Ljapunoviiv exponent kladny.

Na zakladé pfedchozich uvah pak ma smysl vyslovit nasledujici definici (viz [1]).

Definice: Necht f(z) je redlna funkce a necht {xy, xs, .., T, ...} je omezend orbita funkce f(z).

Pak orbita {z1, xs, .., Ty, ...} je chaotickd, jestlize neni konvergentni k Zddné periodické orbité
piislusné funkci f(z) a bodu z; pro k — oo a plati

Jim (1K) (In f (1) | + Il f (22) | + . + Il (20)] > 0, (14)
pokud uvedenad limita existuje [1].

Predstava pojmu chaos jiz tedy zacina nabirat zfetelnéjsich obrysu viz obr. 24 a obr. 25.

i ()bl ko .
--4+In’f/(xn)f) =

Obrazek 24: Toto je chaos
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Obrazek 25: Chaos jinak

4.4 Bifurkacni diagram

Terminem bifurkace se oznacuje jev, pii kterém dochézi k vyraznym zméndm vnitintho stavu
sledovaného systému v situaci, kdy se nepatrné zméni vstupni parametry. U nékterych systému
k bifurkacim nedochdzi, protoze se s postupnym zvySovanim ¢i snizovanim hodnot vstupnich
parametrd (napfiklad teploty pfi chemickych reakcich) systém méni pouze nevyznamné. Exis-
tuji vSak systémy, u nichz po docileni jistych - kritickych hodnot vstupnich dat dochédzi k prudké
zméné vnitiniho stavu. MuzZe se napiiklad jednat o ndhly vznik turbulence v potrubi pii dosazeni
urcité rychlosti proudéni kapaliny, o fazovy prechod latky pii zméné teploty atd. Jedna se tedy
o rozdvojeni stavu neboli nestabilitu systému, kdy jedna situace ma dvé vzdalujici se fesSeni.

Demonstrujme popsany jev pomoci jednoduchého pfikladu. Uvazujme nyni opét funkci ve tvaru
f(x) = ax(1 — x), kde a je prvkem intervalu (1, 4). Budeme postupné ménit hodnoty parame-
tru a a zndzorniovat vSechny pevné body funkce f(z) na intervalu (0, 1) pro ménici se hodnoty
parametru a. Graf, ktery zndzoriiuje vSechny pevné body, se nazyva bifurkacnim diagramem
(viz [1]). Z tohoto diagramu lze velmi piehledné sledovat, pro které hodnoty parametru a je
stav ustdleny ¢i chaoticky, kde ma funkce periodické orbity a kde je pevny bod jediny. Si-
tuace zndzornénd na obr. 26, 27, 28 a 29 odpovida informacim, které pak zfetelné vyCteme
z bifurkacniho diagramu viz obr. 30.
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Obrézek 27: f(x) = 3.3z(1 — x)
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Obrézek 28: f(x) = 3.5z(1 — x)

J B

-0.2

0.4

Obrézek 29: f(x) = 3.8z(1 — x)
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Obrazek 30: Bifurkacni diagram

Nézev bifurkacniho diagramu je odvozen z anglického slova ,bifurcation, coz v piekladu zna-
mena rozdvojeni a z obr. 30 je zfejmé proC. Leva Cast diagramu odpovidajici hodnotam a z
intervalu (1,3) viz obr. 26 a predstavuje ustdleny stav systému, po prvnim rozdvojeni se pak
systém pohybuje mezi dvéma stavy viz. obr. 27, dile nésleduje interval, ve kterém ma funkce 4-
periodickou orbitu viz. obr. 28. V pravé ¢asti diagramu se stfidaji useky chaosu a k-periodickych
stavi. ,,Bilé* oblasti byvaji nazyvany okny bifurkace [1].

V celém textu jsme se zdmérné vyhybali problematice volby pocatecni iterace, jeji analyza
by vyZadovala mnohem vétsi prostor, informace k této otdzce lze nalézt napiiklad v [1]. Na
poslednim zarazeném obrazku obr. 31 je patrné, jak je volba pocate¢niho bodu dilezita. Pii dvou
ruznych volbach bodu x; ma funkce jiny pevny pritahujici bod. Navic miiZze dojit k pripadu,
kdy pocatecni pribliZeni zadame s malou pfesnosti, coZ miiZe mit za nasledek to, Ze vysledkem
daného iteracniho procesu bude chybné feSeni. Tento problém souvisi s jevem popisovanym v
uvodu této kapitoly, kdy se béhem feSeni praktickych dloh pfi zanedbatelné zméné vstupnich
dat obdrzi obrovské chyby ve vysledcich. Takové dlohy nazyvame Spatné podminéné a jsou
velmi problematicky feSitelné, pokud jsou jejich vstupni data zatizeny chybami jako jsou chyby
méfeni, chyby méficich zafizeni nebo zaokrouhlovaci chyby. Naopak dobfe podminéna uloha
je takova uloha, kdy mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu feSeni. K tomuto
problému se vratime v nasledujici kapitole.
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4

Obrazek 31: Volba pocatecniho bodu

Pokuste se pomoci vhodného dosaZzitelného grafického software dosdhnout obdobnych vysled-
ku, které ukazuji obr. 26, 27, 28 ¢i 29. Zvolte funkci g(x) = z, f(x) = ax(1 — z) a hodnotu
parametru a postupné obménujte. Zvolte vhodné pocatecni bod x; a pocitejte postupné hodnoty
bodi f(z1) = xe, f(f(x1)) = z3,.... Body o soufadnicich [z, f(x1)], [xe, f(x2)], [x3, f(23)], ...
spojte useCkami, ve vysledku pak obdrzite lomenou ¢aru. Timto zptisobem ziskate pestrou skalu
riznych typa orbit.

Shrnuti. V této kapitole jsou zpracovana nasledujici témata. Pomoci vybéru vhodné posloup-
nosti graf funkci jsme dospéli k formulacim zakladnich pojmt Gvodu do teorie chaosu v dy-
namickych systémech. Z grafi je patrné, kdy je pevny bod pfitahujici a kdy odpuzujici, kdy
se orbita stava k-periodickou. Zndzornénim skladani funkci jsme pfiblizili pojem iterace z
jiného dhlu pohledu. V zdvéru jsme pomoci bifurkacniho diagramu ovéfili vlastnosti studo-
vanych funkci. Grafy byly zpracovany pomoci softwaru Derive 6 [18]. Uvedené téma muze byt
vhodné jako motivacni téma na cvicenich, kde se studenti seznamuji s nékterym matematickym
softwarem. Zarazené priklady jednoduchych populaénich modeli mohou byt rozsifeny na kom-
plikovanéjsi modely, kdy do dé&je vstupuji dalsi faktory ovliviiujici rist populace nebo zndmé
modely napf. model dravec - kofist ¢i modely samocisténi jezera. Pfiklady téchto modelt a je-
jich analyzy lze nalézt napiiklad v [14]. Téma chaosu by mohlo byt pro studenty pfinosnym
zpestfenim vyucovani, protoZe nabizi pohled do zcela nové a moderni ¢asti matematiky.
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5 Od spojitého problému k diskrétnimu problému

Na problém feSeny v predchozi kapitole se miZeme podivat také z jiného dhlu pohledu. V
tivodu predstavime jednoduchy piiklad. Budeme hledat nulové body spojité funkce f(x), tedy
fesit rovnici f(x) = 0, ale ne zcela tradi¢nim zplisobem. Nechf je ddna rovnice napiiklad ve
tvaru

or — 3 = 0. (15)

Vztah (15) prepiSeme néasledovné

Sr =3 (16)
a ddle bychom mohli prostou algebraickou upravou rovnici vyfresit a feSeni vyjadrit ve tvaru

T = 5 nebo x = 0, 6. Misto toho ovSem rovnici (16) uvedeme do tvaru

4o +x = 3, a7
odtud

r=3—4x. (18)

Je zfejmé, ze rovnici (16) miZeme podobnym zplisobem piepsat v nekone¢né¢ mnoha podobéch
obecné do tvaru

z =), (19)

kde ¢ () je n&jakd spojitd funkce, napiiklad 2z = 3 + 8z nebo x = (3 — ). Zvolme z; z
jistého intervalu (moZnost konkrétni volby vysvétlime pozdéji) a poloZzme ¢ (xy) = x;. Pokud
budeme tento postup opakovat, obdrzime nasledujici proces

Tn+1 = @ ('rn) ) (20)

kde n = 0, ... je celé Cislo a x( je vhodné zvolené prvni pocéatecni pfiblizeni, stane se z po-
pisovaného spojitého dé€je dé&j diskrétni. Postupnym dosazovanim vypocitanych hodnot do re-
kurentniho vztahu (20) obdrzime posloupnost realnych cisel xg, x4, ..., Ty, ... (posloupnost ite-
raci - jinak také orbitu pfisluSnou bodu z() a tim se dostdvdme k problému zmifilovanému v
pfedchozi kapitole. Prevedeni redlného problému pomoci matematického modelu s vyuZitim
iteraCniho postupu predstavuje velmi vyznamnou ¢ast numerické matematiky, timto postupem
1ze tesit celou fadu tloh jmenovité napiiklad soustavy linearnich i nelinearnich rovnic. DalSim
sttedem z4jmu je pak studium vlastnosti posloupnosti ziskané pomoci rekurentnich formuli,
predev§im zda dand posloupnost viibec konverguje k hledanému feSeni, s jakou pfesnosti a
pfi jaké volbé pocatecniho priblizeni. V této souvislosti je mozné zminit vlastnosti posloup-
nosti jako je napiiklad omezenost, monotdnie, nezapornost, konvergence ¢i chaotické chovani.
Studium téchto vlastnosti je zahrnuto do stifedoskolskych osnov pouze castecné. V predchozi
kapitole jsme poukdzali na vyznam moznosti urcit chaotické chovani posloupnosti dat pro mo-
delovani. V této kapitole se pokusime upozornit na dalsi aspekty pfi feSeni problému (20).
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Bude-li platit

2 (xn—&—l) =@ ('Tn> ) (21)

pro néjaké n s pfedem udanou presnosti, bude bod x,, feSenim ulohy (20) s uvedenou presnosti.
Na zékladé vztahu (18) lze sestrojit rekurentni formuli ve tvaru

Tpy1 = 3 — 4x,. 22)
Nabizi se hned nékolik otazek:

e Jakou souvislost bude mit ziskana posloupnost s na§im problémem, bude konvergovat k
feSeni rovnice?

e Pfi jaké volbé varianty funkce ¢ (x) bude problém feSitelny?
e Bude volba poc¢itecniho pribliZeni ovliviiovat vysledek?
e Bude mit uloha vZdy jediné feseni?

Pfi libovolné volbé pocatecniho pribliZeni nemusime ziskat vZdy posloupnost, kterd k pfesnému
feSeni konverguje. V nasledujicim grafu jsou zndzornény funkce y = x ay = 3 —4x a dseCkami
jsou spojeny jednotlivé body iterace {0.1,2.6, —7.4,32.6, —127.4,512.6, ...} viz obr. 32.

Ry
Y,

30

20

10

-10

-20

-30

Obrazek 32: x = 3 — 4z

PrepiSeme-li rovnici (16) do tvaru 4z = 3 — z, pak obdrzime funkci ¢ (z) ve tvaru

1

p(a) = (3 -). (23)

V tomto prfipadé ziskame pro libovolnou volbu po¢atecniho pfibliZeni posloupnost konvergentni
{0.1,0.725,0.5687,0.6078, ...} viz obr. 33.
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Obrézek 33: z = 1(3 — x)

JestliZe bude koeficient u = v pfedpisu funkce ¢ (x) v absolutni hodnoté vétsi neZ jedna, ziskand
posloupnost nebude konvergentni, bude-li koeficient v absolutni hodnoté mensi nez jedna, pak
posloupnost {z,, } -, bude konvergovat k feSeni dané tlohy. Koeficient u z uddva smérnici dané
pfimky a jeji hodnota urcuje, jak bude pfimka sklopena vzhledem k ose z. Smérnici piimky lze
stanovit pomoci derivace. MuiZeme vyslovit hypotézu, Ze pokud se podafi zvolit funkci ¢ ()
tak, Ze jeji derivace bude ve sledovaném intervalu v absolutni hodnoté mensi nez jedna, po-
sloupnost ziskand postupem uvedenym v (20) bude konvergovat k nulovému bodu funkce f(x)
viz obr. 34 a 35. Tyto uvahy lze propojit s vysledky, ke kterych jsme dospéli ve 2. a 3. kapitole,
kde jsme se dostali k feSeni podobného problému z jiného thlu pohledu.

Obrazek 34: Derivace funkce ¢ (x) je mensi nez 1
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Obrazek 35: Derivace funkce ¢ (z) je vétsi nez 1

Toto tvrzeni 1ze velmi snadno obhdjit, protoze plati: Je-li o kofenem funkce f(x) v intervalu
(a,b) aje-li vSude v (a, b) splnéna podminka |¢'(x)| < ¢ < 1, pak

o — 2] = |p(@) — o(zp1| = [(a@ — 1)@ (¢)| £ oo — @],

kde bod ¢ je prvkem intervalu (a, b). Existence tohoto bodu a platnost pfedchoziho vztahu je
zaruCena Vétou o stiedni hodnoté v ptipadg, Ze je funkce ¢ (x) na daném intervalu spojitd a ma
v kazdém jeho bod€ derivaci.

Poznamka

Véta o stfedni hodnoté fika, Ze pokud jsou splnény podminky uvedené v predchozim
odstavci, pak existuje bod ¢ z intervalu (a,b) takovy, Ze tena sestrojend v bodé [c, ¢ (¢)]
ke grafu funkce ¢ (x), ma totoZznou smérnici jako spojnice bodu [a, ¢ (a)] a [b, ¢ (b)] viz
obr. 36. Tato véta patii k zakladnim kamentim diferencidlniho poctu a vyuZiva se v rliznych
modifikacich napiiklad jako pomticka pii dokazovani nékterych matematickych tvrzeni.

Na zédklad¢ uvedenych fakti pak po nékolikanasobném pouziti pfedchoziho vztahu plati

o — 21 ]¢'(0)] £ gla— 2| S @Pla— 2] £ -0 S ¢"a — 0.

Protoze ¢ < 1, pak ¢" < 1 aposloupnost {z,,} -, konverguje k bodu c. Jinymi slovy, pro velmi
velké n je bod z,, velmi blizko bodu «.
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Obrazek 36: Véta o stfedni hodnoté v realité

Pfi feSeni této jednoduché tlohy neovliviiovala volba pocatecniho pfibliZzeni xy kone¢ny vysledek.
Funkce ¢ (z) méla pouze jediny spole¢ny bod s piimkou y = x. Pokud budeme fesit problém,
kdy rovnici prepiSeme do takového tvaru, Ze funkce ¢ (x) bude mit s piimkou y = z dva
pruseciky, narazime na jisty problém. Zvolme napiiklad

1
o (7) = 5(Br —2?). (24)

Timto piepisem lze fesit rovnici 2° —2 = 0. Obrazky 37 - 40 dokl4daji, jaké potiZe se mohou pfi
riznych volbach pocatecniho pfiblizeni objevit. Posloupnost konverguje, ale k riznym fesenim
v z4vislosti na volbé poc¢atecniho pfiblizeni z.

T
Y,

Obrazek 37: Dva priseciky
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0.4

Obrazek 38: Volba pocatecniho priblizeni mize ovlivnit vysledek

-4

Obrazek 39: Dalsi ukazka dilezitosti volby pocatecniho pfiblizeni
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Obréazek 40: y = 3.3z(1 — )

Jak tedy zajistit, aby pfi dané volbé pocitecniho pribliZzeni zy posloupnost ziskand procesem
(20) konvergovala k feSeni lezicim v pfedem daném intervale?

Nejprinosnéjsi bude, vysvétlime-li tento problém na konkrétnim piikladé. Bude uzite¢né postu-
povat nasledujicim sledem kroku:

Zvolme ¢ ()

Odhadnéme interval, kde lezi prusecik graft funkci ¢ (z) a y = x (existuje mnoho
zpisobu, jak tento interval analyticky nalézt, pfedev§im, kdyz funkce ¢ (x) je polyno-
micka, ale v naSem kratkém useku se omezime pouze na ureni odhadu intervalu z gra-
fického nacrtku).

Plati, Ze funkce ¢ (=) zobrazuje interval (a, b) opét do intervalu (a, b)?
Je vSude v intervale (a, b) splnéna podminka |¢’ (x) | < 1?

Zvolme libovolné x z intervalu (a, b) a poCitejme dle predpisu

Tp+1 = @ (In) y (25)

tak dlouho, aZ nalezneme feSeni s pfedem udanou presnosti.
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VyzkouSejme si ovéfovani predchozich podminek na konkrétnim piipad€. Mame za tkol nalézt
feSeni rovnice

20 — 7 —logx = 0. (26)

Nabizi se velmi jednoduchy prepis rovnice (26) do tvaru

2 — 7 =logux,

ktery bude vhodny pro nalezeni odhadu intervalu, ve kterém lezi vSechny priseciky graft funkci
y = 2x — 7 ay = logz. Na obr. 41 je vidét, Ze se jednd o dva intervaly: (0, 1), (bod 0 nen{
prvkem defini¢niho oboru funkce log x) a interval (3, 4).

T
y

Obrazek 41: Odhad intervald, kde lezi priseciky funkci y = logray =2z — 7

Zvolme funkci ¢ (x) naptiklad ve tvaru

1
o (x) = 5(7 + log ). (27)

Ovérime splnéni vSech podminek:

¢ (3) = 3,73856 a ¢ (4) = 3,8010, tedy plati, Ze o () zobrazuje interval (3,4) opét do in-
tervalu (3,4), protoze dand funkce je zde spojitd a monoténni, proto musi nabyvat funk¢énich
hodnot mezi témito dvéma hodnotami. Mdme tedy zaruceno, Ze posloupnost ,nevybéhne z
intervalu ven. Tento problém souvisi s tématy, kterd jsme feSili v rdmci kapitoly 2.2. Déle je
splnéno:

1
, —
¢ (r) = 22¢1n 10’

coz je spojita funkce na intervalu (3, 4), vzdy kladn4, klesajici a s hodnotami mens$imi nez jedna.
Tento fakt 1ze ovéfit pouhym dosazenim bodli x = 3 a = 4, protoZe funkce dana predpisem

(28)
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(27) nabyva hodnot mezi témito funkénimi hodnotami. Zvolme nyni libovolny bod z intervalu
(3,4) nejlépe mezi body 3, 73856 a 3, 8010 napiiklad = = 3, 8 a pak pouZitim pfedpisu
1
Tny1 = @ (Tn) = 5(7 + log ),
ziskdme hodnotu feSeni o = 3, 7892 s presnosti na Ctyfi desetinnd mista.
Budeme-li postupovat obdobné v piipadé druhého intervalu (0, 1), narazime zahy na problém.

Funkce ¢ () zobrazuje hodnoty z intervalu (0, 1) do intervalu (3,4) a tudiz by posloupnost
ziskand procesem x,, 11 = @ (z,,) = %(7 +log x,,) konvergovala k prvnimu nalezenému kofenu.

1. Naleznéte feseni rovnice z2

—cosz = 0 vintervalu (0, 1) s pfesnosti na ¢tyfi desetinnd mista.
2. Naleznéte feSeni rovnice 22 — 3% = 0 s piesnosti na pét desetinnych mist.

3. Naleznéte feSeni rovnice 22 + z — 1000 = 0 v intervalu (9, 10) s presnosti na Ctyfi desetinna
mista.

1. Funkce ¢ (z) = +/cos z zobrazuje interval (0, 1) do intervalu (0, 1), feSeni ov = 0, 8241.
2. Funkce ¢ () = —+/3% zobrazuje interval (—1, 0) do intervalu (—1, 0), feSeni o = —0, 68603.

3. Funkce ¢ (z) = (1000 — z)/? zobrazuje interval (9, 10) do intervalu (9, 10), feSeni a =
9, 9666.

Poznamka

Pokud bychom volili funkci ¢ (x) ve tvaru ¢ (x) = f(z)g(z) + x, pak bychom ziskali
napiiklad v piipadé volby g (z) = —1/f" (z) metodu zndmou jako Newtonovu nebo také
Metodu tecen.

Shrnuti. Tato kapitola velmi tizce navazuje na kapitoly 2. a 4. Vlastnosti posloupnosti a funkci
uvedené ve 2. kapitole jsme vyuZili pfi feSeni jednoduchych uloh pomoci iteraéni metody, coz
je pro studenty zcela nové téma. Poznatky ziskané v pfedchozi kapitole 1ze vyuZit pfi feSeni
uvedenych uloh. Studovana problematika je souasné vhodné k vyuZiti pii pripravé vyuky do
hodin informatiky. Studenti pak snadno mohou pochopit vyznam termint jako jsou iterace,
presnost, chyba ¢i konvergence. Informace o tomto tématu lze nalézt naptiklad v [22].
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6 Modelovani dopravniho proudu

Modelovani dopravy pomoci vypocetni techniky ptfedstavuje pomérné novou oborovou dis-
ciplinu, kterd se do povédomi Sir$i odborné vefejnosti u nas dostala teprve v 80. letech 20.
stoleti. Dopravni modelovani a simulace se vyuziva predevsim v dopravnim inZenyrstvi a do-
pravnim planovani. Zakladem dopravnich modeld je pro dané ucely co nejvérnéji modelovat
pohyby vozidel a jejich vzdjemné ovliviiovdni. Nelze vSak vytvofit jeden univerzalni model,
ktery by byl pouZitelny pro modelovani vSech situaci. Hlavnimi kritérii jsou rozsah modelované
sité, mira priblizeni se redlnému stavu a zobrazeni detailu. Pfi vytvafeni dopravniho modelu je
tieba vzit v ivahu mnoho faktord, které ovliviiuji realitu jako naptiklad fidic¢i a jejich chovani,
samotna vozidla a jejich chovéni, dopravni sit, prvky a systémy Fzeni dopravy nebo okolni
prostiedi. Na zakladé téchto elementd, které vstupuji do modelovaciho procesu, miize pak mo-
del zahrnovat fadu prvki vztahujicich se ke slozité€jsim modeltim jako napiiklad predpovidani
pocasi.

Modelovani dopravniho proudu ma mnoho spole¢nych ryst s pfedpovidanim pocasi, jedna se o
komplexni déje, které maji nelinearni dynamicky charakter. Progndzy pocasi jsou zaloZeny na
matematickém modelu a obecné plati, Ze vét$i mnozstvi vstupnich dat a vyssi vypocetni vykon
miZe mit za nasledek také vyssi presnost dosazeného vysledku. Zavislost mezi mnozstvim
zpracovanych ddaji a kvalitou vysledku vSak neni v Zadném piipad€ linedrni a je zndmou
skuteCnosti, Ze nelinedrni dynamické systémy zavislé na vice parametrech jsou nepfedvidatelné
dokonce 1 co se ty¢e modelovani dopravniho toku (viz [24]). Libovolné mal4d zména vstupnich
udaju totiz mize vést k naprosto odlisnému vysledku (viz 4. kapitola). Mezi dopravnim mode-
lovanim a pfedpovéd mi pocasi lze vSak postiehnout jeden velky rozdil, ktery spocivd v tradici
té€chto Cinnosti. Zajem o predpovéd pocasi provézi lidstvo po celou historii, ale historie do-
pravniho modelovani je samoziejmé kratsi, vozidla se vyrabéji az od zacatku dvacétého stoleti,
a teprve komplikace s jejich mnoZstvim na silnicich spole¢né s budovanim slozitych dopravnich
siti vedly ke snaze o studium d&ji v dopravnim proudu (viz [3]). Matematické modelovéani do-
pravy se zacalo vyrazné rozvijet po druhé svétové vélce a svoji tlohu tu sehrél také rozmach
vypocetni techniky. Byly vytvofeny rizné typy modelti od mikroskopické trovné, ptes droven
mezoskopickou az po uroven makroskopickou, pro vétsi informovanost 1ze odkazat napiiklad
na publikaci [12].

6.1 Hustota a tok vozidel

Pohyb vozidel na dalnici miizeme popsat na zdkladé analogie s pohybem tekutiny - pohybem
Castic tekutiny. Tok vozidel na délnici lze z jistého dhlu pohledu a za danych podminek chépat
jako tok castic tekutiny (napf. pfi pohledu na silnici z letadla). Je tedy nutné odliSovat po-
jem makroskopické rychlosti jako rychlosti toku vozidel a mikroskopické rychlosti jako rych-
losti jednotlivych vozidel. Pohyb &4stic tekutiny je ovliviiovdn pohybem okolnich Castic, ovSem
jizda Fidi¢e z4visi i na jinych faktorech. Ridi¢ piizptisobuje jizdu podle rozumové tvahy situaci
pred sebou €i za sebou a vnima dalsi faktory, které mohou rozhodnout o zméné jeho jizdy i
rychlosti jeho jizdy. Céstice tekutiny se mézZe pii svém pohybu srazit s jinou &astici, fidi¢ vo-
zidla se srdZce s jinym vozidlem samoziejmé vyhyba. ProtoZe vozidla budou v naSem modelu
predstavovat jednotky, budeme predpokladat, Ze maji totoZnou délku. Dale predpokladejme pro
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zjednoduseni, Ze provoz vozidel budeme sledovat pouze jednim smérem. Pro ur¢eni poctu vozi-
del na méfeném useku za danou ¢asovou jednotku musime vzit v ivahu jednak celkovou hustotu
vozidel a jejich rychlost [20]. Hustota vozidel na sledovaném tseku je pojem, ktery by si za-
sluhoval podrobnéjsiho rozboru. Hustotu vozidel budeme definovat jako pomér poctu vozidel k
jednotkové délce vozovky a budeme ji oznacovat symbolem p:

pocet vozidel

hustota vozidel = '
ustota vozide Jjednotkovd délka silnice

Je-1i naptiklad sledovany usek silnice dlouhy 1000 m a nachazi-li se na celém tseku 35 vozi-
del, je hustota vozidel rovna hodnoté p = 0,035. V ptipadé, Ze p = 0, je mefeny usek silnice
prazdny. Je-li p = 1, bude se na silnici vyskytovat zdcpa. Hustotu vozidel budeme urcovat v
daném misté x a v daném case ¢, budeme ji zapisovat jako funkci dvou redlnych proménnych
ve tvaru p = = p(z,t) = p(x(t)), kde proménnd z je zdvisld na proménné ¢.

Dalsim dilezitym pojmem urcujicim charakter silni¢niho provozu je tok vozidel (v daném bod¢)

tok vozidel :p—oéetvvozidel.

cas
Je-li dana rychlost proudu vozidel, tedy rychlost, s jakou se posouva misto s ur¢itou hustotou
provozu (je nutné odliSit od rychlosti jizdy jednotlivych vozidel), pak 1ze definovat pojem toku
vozidel jako soucin hustoty vozidel a této rychlosti. Pokud zavedeme v textu jednotné oznaceni

pro rychlost proudu vozidel symbolem v a pro tok vozidel symbolem ¢, bude platit

@(p) = vp. (29)

V ptipadé€, ze se ve sledovaném useku bude rychlost proudu vozidel ménit v zdvislosti na
podminkéch na silnici naptiklad pti dopravni nehodé ¢i na zdklad€ piikazu omezené rychlosti
¢i zmény pohybu vozidel ovlivnéného svételnou signalizaci, nemusi byt tokova funkce linedrni
funkci ve tvaru (29) a mtize zaviset i na jinych faktorech.

6.2 Charakteristika silnicniho provozu

Co v praxi znamend plynuly provoz, omezeny provoz ¢i dopravni zacpa?

PopiSme, v jakych souvislostech se tyto pojmy odliSuji. Predpoklddejme, Ze kazdé vozidlo méa
délku 4,5 m a pri jizdé za sebou dodrzuji fidi¢i bezpecnostni vzdalenost, tedy Casovy odstup dvé
sekundy. Pravidlo dvou sekund predstavuje tuto situaci: Jakmile se pti jizdé vozidlem zaméfime
na jisty pevny bod u vozovky napt. strom Ci patnik a od okamziku, kdy tento bod mine vozi-
dlo ptfed vami, odpocitime dvé sekundy. Pokud ke stejnému bodu dorazime diive nez za dvé
sekundy, neni fizené vozidlo v bezpecné vzdalenosti od vozidla pfed nim.V pfipadé, Ze vozidla
jedou rychlosti 90 km/h, jedna se o vzdélenost ptfiblizné¢ 50 m viz obr. 42. Na tuseku dlouhém
1000 m se tedy v daném cCase vyskytuje maximalné 18 vozidel.

50



N =N

SeT—Je ST o1

4.5 m

50 m

Obrazek 42: Plynuly provoz

Miuzeme pak rozeznavat nasledujici situace:

e Pocitdme-li, Ze mezi vozidly je vzdalenost 50 m, pak se na useku silnice dlouhém 1000 m
miZe neomezené pohybovat 0 - 18 vozidel. Velikost toku vozidel bude maximalni, jestlize
se vozidla v jizdé navzdjem neomezuji. Maximélni tok vozidel tedy bude predstavovat
1620 vozidel za 1 hodinu. Cim je v tomto piipadé€ hustota vétsi, tim je tok vétsi. V praxi
se pak mluvi o plynulém provozu.

e Pokud se na stejném useku silnice bude pohybovat vétsi mnoZzstvi vozidel tj. v rozmezi
19 az 100 vozidel, pak se kazdé vozidlo nachazi na volném useku dlouhém minimalné 10
m viz obr. 43. V tomto pfipad€ jiz musi fidiCi vénovat pozornost situaci pred a za fizenym
vozidlem a adekvatné reagovat na pfipadné zmény. Rychlost vozidel se bude v jistych
tsecich silnice ménit a provoz se miZe stifdavé zhuifovat &i zfed ovat. Cim je pak hustota
provozu vétsi, tim je tok vozidel mensi. Dopravni provoz pak byvéa charakterizovan jako
omezeny.

Obrazek 43: Omezeny provoz

e Je-li na sledovaném tseku vozovky vice nez 100 vozidel, pak je fidi¢ nucen popojizdét a
zastavovat a dochdzi k lokélni zécpé. Pokud je na vozovce rozmisténo jiZ pfiblizné 200
vozidel, dochazi ke globalni zacpé, na daném useku vSechna vozidla stoji a tok vozidel je
nulovy viz obr. 44.

Na tomto misté¢ md smysl zminit pojem kapacity silnice, ktery pfedstavuje maximalni
mozné mnozstvi stojicich vozidel za sebou (pocet pétimetrovych tseku celkové délky
silnice).
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Obrazek 44: Zacpa

Zavislost toku silni¢niho provozu na hustoté vozidel pak lze graficky zndzornit zjednoduSené
timto zptisobem viz obr. 45.
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Obrazek 45: Zavislost toku vozidel na hustoté vozidel

Na zédklade¢ zkuSenosti miZzeme shrnout fakta tykajici se vlastnosti funkce toku vozidel

e 74adné vozidlo na vozovce predstavuje nulovy tok vozidel
e tok vozidel je funkce s nezapornymi hodnotami a je omezena
e cxistuje hustota vozidel takov4, Ze se tok vozidel zastavi

e cxistuje hustota takova, Ze je pro ni tok vozidel maximalni, ozna¢me ji pa4

Abychom mohli uvést ndzorné priklady z praxe, bylo by vhodné rozumné definovat konkrétni
podobu funkce toku vozidel. Pfedpokladejme, Ze maximélni rychlost je pro vSechna vozidla
shodnd, oznaéme ji v,,,,. Budeme vynechavat ivahy o nékterych psychologickych aspektech
pfi jizdé v fadé napiiklad ma-li pred sebou fidi¢ vozidlo daleko, zacne zrychlovat jizdu [7]. Na
zakladé empirickych zkuSenosti z praxe 1ze predpokladat, Ze pokud je vozovka prazdna, tedy
p = 0, pak se mize vozidlo pohybovat maximalni rychlosti v = v,,,,. Je-li naopak vozovka
plnd, dochézi k dopravni zacpé (p = pimaz) @ vozidla se zastavi, tedy v = 0. Tyto vlastnosti ma
napiiklad funkce ve tvaru
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p
U(ﬂ) = Umax<1 - P ) (30)
Potom tokovou funkci mizeme predstavit v podobé
p Uma:p
p(p) = pv(p) = PUmaa(l = ——) = PUmas — pzp—- 31

Stanovime-li derivaci funkce ¢(p), pak budeme schopni uréit hodnotu maximélniho toku [13].

Plati:
2 vmax
& (P) = Vinaz — " (32)
pmax
Tato funkce ma nulovy bod v bodé p = pr;a:v , ktery oznaduje hodnotu maximalniho toku viz
obr. 46.
©
A
I\ionlcl:\' \
/ \
/ \

Obrazek 46: Maximum tokové funkce

Jestlize tento vysledek aplikujeme na predchozi ptiklad, bude mit tokova funkce maximalni
hodnotu pfi hustoté rovné 100 aut na 1 km, pak zacne jeji hodnota klesat az se dosdhne stavu
zacpy pro hodnotu hustoty vozidel rovné 200 vozidel na 1 km viz obr. 47.

-
>

4500

aut \

/ \
/ \
Y > P
100 aut/hod 200 aut/hod

Obrazek 47: Maximum tokové funkce

53



Pokud bychom zadani ptivodniho piikladu obménili a zvolili model pohybu vozidel po dalnici,
pak pfi volbé v,,,,, =130 km/h by maximélni hodnota toku vozidel nastala pro hodnotu p =110
vozidel na 1 km a 220 vozidel na 1 km dalnice by predstavoval stav zacpy.

6.3 Makroskopicky model dopravniho toku

Sledujme v daném Casovém intervalu usek silnice, na které se pohybuji vozidla konstantni rych-
losti v. Hustota vozidel p je v daném tseku a Case zaddna. Zakladni tivaha se bude opirat o fakt,
Ze zména poctu vozidel na méfeném tseku za udanou ¢asovou jednotku odpovidé rozdilu mezi
poctem vozi, které do uvazovaného useku vjedou a vyjedou. Urcime pocet vozidel v ¢ase t = 0
av Case t = t, jejich rozdil bude predstavovat zménu hustoty vozidel zjiSténou v Case ¢, a
spoCteme vozidla, kterd za Cas t; do méfeného useku rychlosti v vjedou a soucasné z néj vyje-
dou.

Budeme uvazovat usek délnice dlouhy 10 km a predpokladejme, Ze se vozidla v tomto useku
pohybuji konstantni rychlosti 100 km/h a Ze na poc¢éatku pozorovéni se na dalnici vyskytuje 100
vozidel. Za 1 minutu vjede do sledovaného useku 10 vozidel a vyjede 20 vozidel. Hustota vo-
zidel se tedy musi o 10 vozidel sniZit. Zména poctu vozidel za 1 minutu na sledovaném tseku
je rovna 10. Ponévadz rychlost vozidel je konstantni, sta¢i misto zmény tokové funkce v daném
useku uvazovat zménu hustoty vynasobenou rychlosti v.

Oznacime-li zménu hustoty v uvazovaném case A;p a zménu tokové funkce v daném tuseku
vA,p, kde x bude predstavovat proménnou popisujici polohu vozidla na délnici, pak dle predcho-
zi uvahy plati

Ap +vAp = 0.
Tuto zavislost 1ze za jistych predpokladi pfepsat do podoby parcialni diferencialni rovnice 1.
fadu [19] ve tvaru

pr+vp, =0 (33)

Rovnici (33) 1ze zjednoduSené slovné vysvétlit takto: Pokud je dén jisty Casovy interval a jisty
usek vozovky, pak zména hustoty vozidel vzhledem k danému ¢asovému rozmezi je totoZna
se zménou tokové funkce méfené na uvazovaném tuseku - neboli s rozdilem tokd na konci a
zaCétku useku. V piipadé, Ze tokova funkce ¢ = ¢(p) neni zaddna v linedrnim tvaru, pfechaz{
rovnice (33) do tvaru

P+ 2 = 0. (34)
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Poznamka

Toto je zndma obecnéjsi formulace odvozend Lighthillem, Whithamem a Richardsem [7] z
integralni podoby zdkona zachovéni ve tvaru

9, [
EVWM%WMZWWhQ_ﬂ@ﬁ- (35)

Rovnice (35) vyjadfuje vztah mezi zménou hodnoty hustoty vozidel v tseku méfeném od
mista x; do mista x5 za Casovou jednotku ¢ a rozdilem tokové funkce zméfené v misté x; a
2o (opét rozdil mezi poctem vozidel, které do méfeného tseku vjedou a vyjedou v Case ?).
Rovnici (35) pak mizeme za jistych pfedpokladi piepsat nasledovné

pu+ [p(p)], = 0. (36)

Integralni formulace (35) je obecnéjsi nez formulace pomoci diferencidlni rovnice (36) a
vychazi z ni tzv. metoda konecnych objemt. Tato metoda umoziuje fesit problém (36) i pro

vstupni data, kterd mohou byt zaddna v obecnéj$Sim tvaru. Podrobnéjsi vyklad nalezneme
napt. v [7], [8], [19].

Konkrétni feSeni dané ulohy budeme moci urcit, jakmile budeme znat rozloZeni hustoty vozidel
v jistém misté a Case. Nejcastéjsi a nejprirozendjsi volbou podminek byva pocatecni rozlozeni
hustoty vozidel, tedy popis situace na zacatku sledovaného déje, ozna¢me tuto funkci zépisem
p(2,0) = pola).

Uloha ve tvaru

petplp),= 0
p(z,0) = po(x)

se nazyva pocdtecni iiloha (Cauchyho iiloha).

6.4 Charakteristiky

Jednim ze zplsobu popisu feseni dlohy je cesta grafického znazornéni pomoci tzv. charakteris-
tik [13]. Rovnice (33) s pocatecni podminkou p(x,0) = po(x) ma jednoduchy tvar, a proto lze
jeji feSeni snadno stanovit. Hledana funkce p proménné x a ¢t > 0 m4 tvar

p(x,t) = po(z — vt). 37)

Toto tvrzeni 1ze jednoduse ovéfit dosazenim:
[po(z — vt)] + v]po(x — vt)]r = —vpo(x — vt) + vpo(x — V) = 0.
Body na pfimkdch se smérnici rovnou v ve tvaru
x — vt = konst

maji spolecnou vlastnost. Funkce p je v bodech vSech pifimek se smérnici v konstantni. Jinymi
slovy hodnota hustoty zadané pocate¢ni podminkou je v Case prendSena po pifimce se smernici
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rovnou v. Pfedpokladejme, Ze priseCik této piimky s osou ¢ oznacime t,. Tyto pfimKy, na
nichz je hodnota hustoty konstantni, se nazyvaji charakteristické primky nebo charakteristiky
prislusné k dané tuloze. Zakreslit charakteristiky je celkem snadné a pomoci vysledného gra-
fického znazornéni pak miizeme ziskat predstavu o feseni dané ulohy v pfedem ureném Case
a misté. JestliZe je potieba z jistého divodu zndzornit charakteristiky v (z, t)-roving, pak staci
sestrojit k pivodnim pfimkam jejich inverzni funkce. Charakteristiky pak budou mit smérnice
rovné reciproké hodnoté plivodni smérnice % (funkce x = kt ma inverzni funkci s pfedpisem
x = t/k a grafy té€chto piimek jsou soumérné podle osy 1. a 3. kvadrantu). Tento oboji postup
pfi zndzornovani charakteristik budeme vyuZzivat, divod objasnime pozdéji v textu.

Vyznam charakteristik ziistava nezménén i v piipadé, kdy fesime nelinearni dlohu (36). Charak-
teristiku pak definujeme jako piimku se smérnici rovnou ¢'(py), je nutné tedy pro kazdou cha-
rakteristiku smérnici stanovit pomoci poc¢atecni podminky. Charakteristicka pfimka se smérnici
rovnou hodnoté ¢'(pg) pak protind osu ¢ v bodé ¢ = ¢, a m4 rovnici

z=ty+ ¢ (po)t. (38)

Dosazenim lze jednoduse ovéfit, Ze funkce ve tvaru

p(x,t) = po(z—¢'(p)t)

spliiuje rovnici (38). Na této ptimce je hodnota feSeni p(x, t) rovna odpovidajici hodnoté pocate¢ni
podminky p(x,0). Bude-li potfeba znazornit situaci v (x,t)-roviné, charakteristiky budou mit

smérnice rovné hodnoté p
©'(po)
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Uved me piiklady nékterych jednoduchych situaci [4]:

1. Vozidla se rovnomérné piemistuji stilou rychlosti, hustota provozu se neméni viz obr. 48.

Obréazek 48: Konstantni hustota provozu

2. Vozidla se nepohybuji, stoji v koloné&, jedna se o priklad zndzoriiujici zdcpu viz obr. 49.

Obrazek 49: Zacpa
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3. Vozidla se postupné rozjizdéji, jejich hustota se snizuje (hodnoty smérnic charakteristik

se zmensuji) viz obr. 50.

------

4. Vozidla postupné zpomaluji, zvétSuje se jejich hustota (hodnoty smérnic charakteristik se

zvétSuji) az dojde k zacpé viz obr. 51.

Obrazek 51: Vozidla se zpomaluji

Kombinaci v§ech uvedenych piikladi je pak mozZné popisovat komplikovanéjsi situace jako pro-
voz na svételnych kfiZzovatkach ¢i provoz na usecich s omezenymi rychlostmi. Abychom mohli

uvedenych v prikladech 3. a 4.
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Necht je ddna nelinedrni Gloha ve tvaru

Pt + [Up]m = 0
p(x,0) = po(x)
s pocateni podminkou ve tvaru skoku
_ ), 20
po(l') - { o, x< 0

kde p, a p; jsou dand nezapornd Cisla a rychlost v nemusi byt konstantni. VySe popsand uloha
se nazyva Riemannuv problém. V této Casti budeme tedy pfipoustét i moznost existence nespo-
jitych feSeni.

Mohou nastat dvé rozdilné situace:

1. ptipad o< pp

Zavislost hustoty na poloze je pak znazornéna na obr. 52.

Obrazek 52: p; < p,

Charakteristiky pro hodnotu p; zndzornime Cervenou barvou a charakteristiky pro hodnotu p,,
zakreslime modrou barvou viz obr. 53 a obr. 54.
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Obrézek 53: p; < pp

Obrézek 54: p; < pp

Z obrazku je patrné, zZe v useku mezi Cervenou a modrou oblasti tedy oblasti definovanou ne-
rovnosti pjt < x < p,t charakteristiky “chybi”. Dokreslime-li do prdzdného klinu pfimky
(kvili odliSeni zelenou barvou) se smérnicemi s hodnotami mezi p; a p,, podaii se pak timto
zpusobem spojité doplnit informaci o pfenasené hodnoté hustoty v oblasti skoku viz obr. 55.
Funkce p (z,t) = po (x — ¢'(p)t) s takto uréenymi charakteristikami také spliiuje diferencidlni
rovnici (7). ReSeni odpovida pfirozené predstavé, Ze dochdzi k postupnému rozjizdéni vozidel
a zfed ovani prechodové viny (vyjezd vozidel z parkovisté, rozjizdéni kolony). Na obr. 56 a 57
je znazornéna zavislost hustoty vozidel na mist€ v Case ¢ = 0 a v Case t = 1;.
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Obréazek 55: Doplnéni charakteristik

Obrazek 56: Zavislost hustoty na misté v Case ¢t = 0
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Obrazek 57: Zavislost hustoty na misté v Case t = t;
2. ptipad pL> pPp

Zavislost hustoty na misté je pak zakreslena na na obr. 58. Situaci zndzornime obdobnym
zptsobem viz obr. 59 a 60.

Obrézek 58: p; > p,
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Obrézek 60: p; > p,

Z obrazki je snadno rozpoznatelné, Ze se charakteristiky kiiZi, coz znamen4, Ze v libovolném
Case t > 0 nejsme schopni urcit jednozna¢nou hodnotu hustoty. V tomto ptipadé dojde ke
vzniku rdzové viny - viny Sifeni nespojitosti. Rdzova vlna je fyzikalni jev, pii némz se danym
prostifedim Siti vzruch v podobé skokové zmény fyzikalnich veli€in popisujicich stav prostredi.
Nosi¢em razové viny miiZze byt hmotné prostiedi (tuhé, kapalné nebo plynné), nebo napiiklad
elektromagnetické pole. Pro bliZsi predstavu o vyznamu tohoto pojmu Ize zminit napt. tlakovou
rdzovou vlnu, kterd vznika pii explozivnich déjich: pii elektrickém vyboji v kapalin€, vybuchu
apod. Zdrojem tlakové razové viny jsou déle objekty prekondvajici maximdlni rychlost Siteni
vzruchu v daném prostfedi napiiklad pfi nadzvukové rychlosti pohybu letadla nebo konce bice.
Prichod dostate¢né silné razové viny mize dokonce zménit vlastnosti samotného prostiedi -
ménit skupenstvi nebo strukturu materidlu, jimz vlna prochazi. Razova vlna muaze také vyvolat

chemické reakce v daném médiu. V dopravnim provozu lze sledovat rdzovou vinu naptiklad v

~~~~~~
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Velmi dilezitou informaci pfi popisu jevi v dopravé je pak rychlost $ifeni razové viny, ktera je
dana tzv. Rankinovou-Hugoniotovou podminkou ve tvaru

o= el —elpy) (39)

PL— Pp
Odvozeni této podminky pfesahuje ramec tohoto textu, ale pokud by se student zajimal o tuto
problematiku, 1ze doporucit nalistovat prislusné stranky naptiklad v [8], [19]. Je zde nutné
pripomenout rozdil mezi rychlosti, jimz se na useku pohybuje skupina vozidel a rychlosti viny,
razova vlna nemusi souviset se zdcpou na vozovce nebo ndhlym rozjezdem nebo zastavenim

vozidel, jde o nespojitost v hustoté provozu.

Obrézek 61: Rychlost Sifeni razové viny

Obrazek 62: Rychlost $ifeni rdzové viny
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Obrazek 63: Skok v Case t = t;

Na obrazcich 61 a 62 je znazornéna prechodova linie a na obr. 63 je zakreslena poloha skoku v
Case t = t;. Grafické znazornéni problému se bude samoziejmé liSit v zavislosti na volbé tvaru
tokové funkce.

Znazornéte graficky pomoci charakteristik nasledujici situace. Sledovany tsek méii 1 km, v
prvnim méfeném tUseku je zjiSténa hustota vozidel v hodnoté p; a ve druhém useku, ktery
je méfen od bodu B, md hustota vozidel hodnotu ps. Nacrtnéte feSeni dané situace v (z,1)-
systému soufadnic a bod B umistéte ve vzdalenosti 100 m v kladné Casti osy .

1. p1 = 0,021, po = 0,2, Ve = 14m/s
2. p1 = 0,021, Ve = 14dm/s ps = 0,046, Uper = 8,3m/s

3.p1=0,2, po = 0,046, var = 8,3m/s

Reseni

1. Hustota p; = 0,021 pfedstavuje 21 vozidel na 1 km a vozidla se pohybuji zadanou rychlosti
Umaz = 14m/s, coz je 50km /h. Hustota p, = 0, 2 znamend 200 vozidel na 1 km nebo-li zacpu,
vozidla maji nulovou rychlost. Jedna se tedy o 1. popisovany piipad, kdy p; < p, viz obr. 51.
Je tfeba spocitat hodnoty smérnic charakteristik odpovidajicim zadanym hustotdm p; a py, coz
piedstavuje dle (38) urcit hodnoty ¢'(p;) a ¢’ (p2). Dosadime zadané hodnoty do vztahu (32):

2.0,021.14

2 max
Plmaz _ 14 =11 (40)

pmax O? 2

¥'(p) = Vmaz —
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Vypocteme rychlost Sifeni rdzové viny:

p2 — pP1 0,2-0,021

Vysledny graficky zaznam charakteristik ukazuje obrizek 64.

t[s]

> x[m]

Obrazek 64: Charakteristiky pro priklad 1.

2. Druhy pfiklad je podobny prvnimu, ale rychlost ve druhém dseku &ini 8, 3m/s = 30km/h.
Ve druhé ¢asti tiseku budou mit charakteristiky smérnice rovné hodnoté
2.0,046.8,3
— - =45, 41)
pma:c O? 2

Smérnice charakteristik, které doplnime do klinu jako zelené ptimky viz obr. 55, budou mit hod-
noty postupné mezi hodnotami od 11 do 4,5. Hodnoty smérnic charakteristik v (¢, x)- systému
soufadnic maji prevracené hodnoty vypoéitanych smérnic, tedy 1/11 = 0,09 a 1/4,5 = 0, 22.
Vysledek grafického zndzornéni charakteristik by nebyl pfili§ Citelny, proto zakreslime opét
charakteristiky do (z,t) - systému soufadnic viz obr. 65. Toto je divod, pro¢ predstavujeme

znazornéni charakteristik v obou soufadnicovych systémech (¢, x) a (z,t).

2 max
90/(p) = Umazr — ~ =38,3
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t[s]

> x[m]

------

rychlost rovnou 8,3m/s = 30km/h, tedy druhou popisovanou alternativu p; > p,, viz obr. 50
Situaci znazornime s vyuzitim pfedchozich vypoctu jiz snadno viz obr. 66.

t[s]

> x[m]

Obrazek 66: Charakteristiky pro piiklad 3.

6.5 Modelovy priklad

vvvvvv
Vv,

viech popisovanych udalosti. Proved me podrobnou analyzu jedné z nejcastéjSich situaci na
nasich silnicich [21]. Uvazujme ¢ast vozovky, kterd se v Case ¢t = 0 skladd z n€kolika dsekd.
V tdvodnim useku vozovky dlouhém 500 m je zaddna pocatecni hustota vozidel hodnotou p;
(Cervend Cara), ddle nasleduje stometrovy usek zakonceny semaforem, kde je hustota p, vozidel

vyrazné vetsi a je zakreslena modrou barvou. V tomto tseku jiz stoji kolona vozidel a ¢eka pred

67



semaforem, kde sviti Cervend barva. V Case t = 0 se v misté polohy na semaforu rozsviti zelené
svétlo a vozidla se za¢nou plynule rozjizdet, jejich provoz se postupné ustéli a je omezen pouze
maximalni danou hranici rychlosti s hustotou rovnou p3 viz obr. 67.

> T

| | +— x[m]
500 semafor 1000

Obrazek 67: Poc¢ateni podminka

Znéazornime-li vybranou skupinu odpovidajicich charakteristik a ur¢ime pomoci Rankinovy-
Hugoniotovy podminky pfimky, po nichZ se Siti jednotlivé nespojitosti, ziskdme podrobny
prehled o situaci na sledované vozovce v zdvislosti na ménicim se Case. Nejdiive zndzornime
charakteristiky se smérnicemi rovnymi ¢’(p; ) ¢ervenou barvou. Pfimky musi mit kladnou smérnici,
protoze funkce toku je konkdvni a p; < ps, a proto plati ¢'(p;) > 0. Modré charakteris-
tiky budou mit naopak zadporné smérnice, protoze tok vozidel se v této Casti musi snizovat Cili
¢'(p2) < 0. Dochdzi ke vzniku razové viny, a proto je tieba urcit rychlost jejiho $ifent, ktery je

s pomoci Rankinovy-Hugoniotovy podminky dan nasledovné

p(p2) — ¢(p1)

P2 — P1
coz je vzdy zdporné Cislo. Vlna brzdicich vozidel pfijizdéjicich k zoné€ zacinajici mistem Z ejens,
bude postupovat smérem zpét. V dobé, kdy se rozsviti zelené svétlo v misté semafor, se ko-
lona vozidel zacne rozjizdét. ProtoZze p; < ps3, doplnime v prazdném udseku charakteristiky
se smérnicemi mezi hodnotami ¢'(p2) a ¢'(p3) > 0. Nyni je nutné postupné urCit sméry,

kterymi se bude skok hustoty mezi Cervenou a zelenou oblasti §ifit. Opét Ize pouZzit Rankinovy-
Hugoniotovy podminky a dostivame

5 — (p(pzelenzi) — (P(Pl) :
Pzelend — P1
kde p,elens j€ hodnota hustot prenaSenych zelenymi charakteristikami. Ocekavame, Ze prechodova
funkce bude chvili ze zacatku klesat, protoze nez se signal rozjezdu dostane k poslednim fidic¢tim,
ubéhne jisty Casovy usek. Po néjakém Casovém momentu se bude hodnota tokové funkce zvySovat
a hustota se bude sniZovat. Tento trend bude pokracovat i po dosaZeni mista, kde vozidla nabiraji

danou maximdlni rychlost a jejich provoz jizZ neni omezen. Rychlost $ifeni nespojitosti je ddn
vztahem
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p(ps) — ¢(p1)

P3— P 7
kde s musi mit kladnou hodnotu, protoze diky zadanym podminkdm je Citatel i jmenovatel
zlomku kladny.

6.6 Pocatecni podminky

Sledovany tsek komunikace o délce 1000 m je rozdélen na tfi ¢asti: 0 m — 500 m s maximalni
rychlosti 50 km/h, vozidla zde dodrzuji bezpecnostni vzdalenost 2 s, 500 m — 600 m s maximaln{
hustotou vozidel simulujici kolonu pfed semaforem (maximalni rychlost O km/h) a asek 600 m—
—1000 m s maximaélni rychlosti 30 km/h. Po¢ate¢ni podminka je zaddna v 1. tiseku hodnotou
p1 = 0,021 vozidel/m (Cervena barva), ve 2. tseku p, = 0,2 vozidel/m (modrd barva) a v
poslednim dseku je pocatecni hodnota hustoty ddna hodnotou p3 = 0,046 vozidel/m (Cernd
barva) viz obr. 68. V Case t = 0 s se na semaforu rozsviti zelena barva a vozidla se zacnou
rozjizdét. Pro formulaci tohoto problému jsme zamérné vyuzili data z pfedchozich prikladi.

t=0s

> =

T
500 semafor 1000

> x[m]

Obrazek 68: Pocatecni podminka

6.7 Grafické vysledky

V prvni €asti vyfeSime danou pocatecni tlohu pomoci charakteristik, tedy z makroskopického
uhlu pohledu. Zpracujeme veskeré informace dané pocateCnimi podminkami dle postupu uve-
deného v pfedchozi ¢asti. Zakreslime-li vSechny odpovidajici charakteristiky a uréime-li po-
moci Rankine-Hugoniotovy podminky rychlosti, jimiz se $ii{ jednotlivé nespojitosti, pak ziskdme
podrobny piehled o situaci na sledované vozovce v zdvislosti na ménicim se Case viz obr. 69.
Zpusob vypoctu a hodnoty smérnic charakteristik budeme kopirovat z piikladti uvedenych vyse.
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Obréazek 69: Vysledné zndzornéni charakteristik

Z grafu lze urcit pfiblizné hodnoty Casu a mista, ve kterém dochdzi ke zméndm v toku do-
pravniho proudu. V misté, kde se protind Cervend charakteristika se zelenou charakteristikou
prenasejici v souctu hodnotu hustoty pfiblizné€ rovnou 0,2 vozidel/m, je smérnice prechodové
linie rovna nule (k tomuto stavu dochdzi priblizné v Case 180 s v misté priblizné 160 m od
startu). V Case zhruba 360 s jiz vozidla nejsou omezovana a mohou volné projizdét kolem se-
maforu. Mapu vSech charakteristik danou grafem na obr. 69 bylo nutné stdhnout ve své Siice,
protoZe by ji nebylo mozné ve vhodném méfitku umistit do textu. Proto sklony charakteristik
zcela presné neodpovidaji realité, ale vystihuji podstatu problému. Na nésledujicich grafech obr.
70, 71, 72 a 73 je znazornéna zavislost hustoty na misté¢ ve vybranych Casovych okamzicich,
grafy prehledné ukazuji, jak se situace na vozovce v pribéhu daného ¢asového okamziku méni.

t=10s

p
A

: 1 —> x[m]
500 semafor 1000

Obrazek 70: t = 10s
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t=120s

P
A
|
)
F 1
: : : —> x[m]
200 500 semafor 1000
Obrazek 71: t = 120s
P
A
0 |
)
F 1
200 B[I][] .'-:t-m‘nl'ur l[]ll][l . X[m}
Obrazek 72: t = 200s
t=400s
P
A
1
)
F 1
' ‘ ' —> x[m]

} }
500 semafor 700 1000

Obrazek 73: t = 400s

Shrnuti. Tato kapitola prezentuje studentim zcela nové téma. V tivodu se pfipominaji po-
Jjmy znamé z béZného zivota jako jsou plynuly provoz, dopravni zacpa, tokova funkce atd., které
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jsou potiebné k tomu, aby bylo mozné charakterizovat dopravni provoz. PouZiti makrosko-
pického pristupu k modelovani dané dopravni situace se mtize stat novou a piinosnou soucasti
vyuky. Déle jsou studenti sezndmeni s postupem, jak popsat zavislost hustoty dopravniho pro-
vozu na ¢ase pomoci parcidlni diferencidlni rovnice a jak lze tuto rovnici fesit. Je zde velmi
podrobné popsdna metoda charakteristik s vyuzitim fady konkrétnich piikladti. VSechna jme-
novana témata jsou pro studenty velkou novinkou a soucasné se zde nabizi zptisob, jak spojit
teorii s praxi. K dal§imu studiu 1ze doporucit napft. [13] nebo [20].

7 Simulac¢ni model

7.1 Popis modelu

Druhy zkoumany a uZzity pfistup k nadvrhu modelu dopravniho toku a feSeni parcidlni dife-
rencidlni rovnice ma multiagentni charakter [15], [16]. Chovani skupiny vozidel bude mode-
lovéano jako agregace - celkovy souhrn chovani jednotlivych vozidel. I zde je nutné vyuZzit urcita
data popisujici systém jako celek, je vS§ak mozné individudlné modelovat chovéni kazdého vo-
zidla. Pfi modelovani pohybu jednotlivych vozidel nebude pro popis systému nutnd znalost
vySe studovanych parcidlnich diferencidlnich rovnic a prace s nimi. Globalnimi parametry jsou
v tomto piipadé povolend rychlost v jednotlivych tsecich a frekvence vyskytu vozidel, kterd
byla nastavena na pevnou hodnotu 1 vozidlo za 3 s. Dal§im globdlnim parametrem je pak délka
vozidla stanovena na 4,5 m a minimalni vzdalenost od vozidla bezprostfedné pied vozidlem
zkoumanym stanovena na 0,5 m. VySe uvedend frekvence vyskytu vozidel tak odpovidd hus-
tot€ 0,021 vozidel/m pfi maximélni rychlosti 50 km/h. Tyto pocatecni podminky byly zvoleny
tak, aby odpovidaly pocatecnim podminkdam spojenych s pfedchozi feSenou uilohou, abychom
mohli ziskané vysledky v zavéru porovnat a vyhodnotit.

Konceptudlni model dlohy vychédzi z modelovéani vozidla jako samostatného agenta - jednot-
livce s vlastnimi daty a chovdnim a jeho umisténi do prostfedi sledovaného tiseku komunikace.
Po svém vstupu do prostiedi je agent inicializovdn a umistén na pozici danou bud vstupnimi
podminkami nebo (pro ¢as ¢ > 0) na pocatek modelovaného useku (z = 0 m). Agent si také
pfi své inicializaci uklad4 informaci o agentovi bezprostfedné pfed nim, aby jej mohl kontakto-
vat pfi zjistovani vzdjemné polohy a vzdalenosti mezi vozidly. Pfi inicializaci je také nastaven
cilovy bod, do kterého se agent ma dostat, tedy konec modelovaného useku. DalSi chovéni
agenta je modelovano pomoci stavovych diagrami a jeho hlavni ¢innosti je pohyb po mode-
lovaném useku komunikace, pfiCemz v pravidelnych intervalech (v modelu je pouZzito 0,05 s
modelového Casu) agent kontroluje svou vzdalenost od vozidla (agenta) pfed nim. Pti této kon-
trole je zasadni, zda tato vzdalenost neni mensi, neZ vzdalenost bezpecna pro danou rychlost,
ktera (vyjadfend v Case) €ini 2 s. Pokud je vzddlenost mens$i, agent na tento stav reaguje tpravou
své rychlosti tak, aby vzdalenost bylo mozné povazovat opét za bezpe¢nou. Pokud je vzdalenost
mezi vozidly dostate¢nd, agent nastavi svou rychlost na maximalni povolenou hodnotu v daném
useku. V pripadé, Ze na semaforu naskocCi Cervend, je bod na trase, kde se semafor nachazi,
povazovan za piekdzku. Reakce na tuto prekazku je shodnd s reakci na vpredu jedouci vozidlo s
nulovou rychlosti. Dusledkem je opét postupné snizovani rychlosti ve vyse popsanych krocich
az k jeji nulové hodnoté.
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7.2 Software AnyLogic

Pro zpracovani dat a vyfeSeni nastavené ulohy byl vybran software AnyLogic (viz [2]), ktery byl
vypracovan a v soucasnosti je neustdle rozvijen pro aplikaci v mnoha oblastech lidské ¢innosti.
Spolecnost AnyLogic Company poskytuje simulacni nastroje, technologie a konzulta¢ni sluzby
pro podnikové aplikace. Jazyk AnyLogic ma velkou flexibilitu a umoznuje zachytit sloZitost

a ruznorodost ve vyvoji rozlicnych dynamickych systémi. Prace s timto produktem je pro
uzivatele po kratkém seznameni s jeho ovladanim pomérné jednoducha a kone¢ny vystup vysledki
je velmi ndzorny. Software AnyLogic je snadno dosaZzitelny, pfistupnd verze se oznacuje jako
PLE - personal learning edition. Je urena jen pro osobni potiebu ¢i vyuku a timto zptisobem
je také nutné vystupy interpretovat. Multiagentni simulaci lze vyuZzit v mnoha oblastech jako
napiiklad

e biologie - populacni dynamika, chovani spoleenstvi hmyzu ¢i zvitecich komunit, chovéani
bunék

e ckonomie - logistika, vyrobni procesy, spotfebni trh, pojistovnictvi, finan¢ni trhy, ob-
chodni strategie

e infrastruktura - dopravni provoz a svételna signalizace na ktizovatkach

v v

e spolecenské védy - modely Sifeni informaci, organizacni sité

e armada

7.3 Grafické vysledky

V piipadé druhého multiagentniho pfistupu se vysledny graf konstruoval nasledovné. Pocatecni
podminka byla nastavena tak, Ze ve vSech trech usecich bylo vygenerovano a rozmisténo pravé
tolik agentii, kolik by odpovidalo maximalni rychlosti v tiseku. Cas t, = 0 modelového Easu byl
nastaven pro okamzik, kdy na semaforu umisténém v misté vzdidleném 600 m od pocatku (pfed
kolonou ve druhém useku komunikace) naskoci zelend. Vysledky provedené simulace byly vi-
zualizovany ve dvou rovindch. Prvnim vystupem je tak graf v systému soufadnic (¢, x), uka-
zujici polohu kazdého z agentii v konkrétnim Case (obr. 74) a jeho aktualni rychlost (smérnice
useCky v daném bodé). Na tomto grafu je velmi dobfe viditelny prechodovy d¢€j, ktery probéhne
pfi rozjezdu kolony ve druhém tseku. Hustota Car ve svislém sméru zde ukazuje na hustotu vo-
zidel na celé komunikaci v zadaném Case, ve vodorovném sméru pak mtzeme sledovat Casovy
vyvoj déje v konkrétnim misté (vyvoj rychlosti vozidel v tomto misté). Graf byl aktualizovan
s frekvenci 7 s. V levé Césti obrazku je pro ndzornost zobrazena schematicky celd trasa s po-
lohou vozidel. Z grafu je moZzné odecist nékolik klicovych hodnot. Pfedné je mozné sledovat
proces rozjizdéni kolony stojici pred semaforem. Z grafu 1ze odhadnout, Ze posledni vozidla se
rozjela teprve priblizné 120 s po zméné barvy semaforu na zelenou. Zpomaleni vozidel vSak
pokracovalo i nadéle a nejhorsi situace nastala v Case t = 200 s, kdy se zacatek omezeni rych-
losti vozidel posunul do mista x = 165 m od pocatku sledovaného tseku. Pfechodovy d¢j pak
odeznél v Case t = 432 s, pfiCemz nadéle se jiZ projevila pouze sniZzena rychlost v poslednim
useku sledované trasy [17].
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Obrazek 74: Poloha vozidel a jejich aktualni rychlost

Pro vétsi nazornost uvedeného déje byl vytvoren také 3D graf uvedeny na obr. 75. Ten zndzoriuje
vyvoj zmény rychlosti v ¢ase pro kazdé vozidlo. Zaporné hodnoty diference rychlosti (zpoma-

leni) jsou uvedeny Cervené se sytosti odpovidajici intenzité uvedeného jevu, naopak pfi zrych-

leni jsou pouZity odstiny zelené. OkamzZiky a mista s malou zménou rychlosti jsou v odstinech

modré. Z grafu je dobfe patrné i trvalé sniZeni rychlosti na zacatku posledniho useku sledované

trasy po odeznéni prechodového déje.

Obrazek 75: 3D graf

Shrnuti. Tato kapitola nabizi dalsi pohled na modelovani dopravniho provozu z mikrosko-
pického thlu pohledu. Modelovani je zde predstaveno pomoci simula¢niho programu AnylLo-
gic, ktery je pro potfeby vyuky volné dostupny a price s timto softwarem je zajimavd a zdbavna.
Je fakt, Ze naucit se s timto produktem vyzaduje v tvodu jisté usili a Cas, ale pak je mozné
simulovat fadu riznorodych procesi napt. dopravnich nebo logistickych. Graficky vystup je
velmi ndzorny a pro studenty, ktefi se chtéji vénovat programovani, muze byt také pfinosnym.
Zavérecné srovnani vysledkd obou metod - makroskopické a mikroskopické pii feSeni totozné
ulohy pak pfinasi studentim dalsi poznatky.
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8 Numerické reSeni

V této Casti prace budeme vénovat pozornost feSeni parcidlni diferencidlni rovnice (33) s pocatec-
ni podminkou ve tvaru p(z,0) = po(z) pomoci numerickych metod. Jednd se o rozdilny
pristup k feseni daného problému, feSeni budeme konstruovat na jiné bazi, nezZ tomu bylo v
predchazejicich dvou kapitolach. Cést numerické matematiky, kterd se touto problematikou
zabyva, je velmi rozsdhl4, proto se zaméfime pouze na nékteré vybrané useky.

8.1 Diference

Diferen¢ni metody jsou zaloZzeny na tom, Ze k aproximacim derivaci vyskytujicich se v feSené
rovnici vyuzivaji tzv. ,diferenci. Tento pfistup v tvodu predpokladd, Ze interval, na kterém
hledame feSeni, rozd€lime na dany pocet N podintervali. Budeme zde uvazovat, ze vSechny
podintervaly majf totozné délky. Ozna¢me (j + 1)-ni bod déleni symbolem z;, j = 1,..., N
a vzdalenost mezi sousednimi uzly symbolem Az, pak plati z; = jAz. Obdobnym zplsobem
zavedeme konstantni déleni ¢asového intervalu s ¢asovym krokem At = ¢, — t,, kde n je
celé Cislo a plati t,, = nAt. Budeme predpokladat, Ze hodnota % je konstantni. Aproximaci
pfesného feseni p(x;,t") v bodé z; a v Case t,, oznafenou symbolem pj budeme zapisovat
pomoci symbolu R’. Zndzornime-li trojici sousednich bodd z;_1, x; a x;,1 jako na obr. 76,

pl n

P,

) i+

t—t _ F_i doprednd diference

———

X X x" X
i1 i i+1

Obrazek 76: Typy diferenci

pak lze popsat hlavni myslenku aproximace hledaného feseni pomoci diference tfemi riznymi
zpusoby. K aproximaci derivace funkce p} miZeme pouZit dvojici sousednich bodi t€mito
cestami:
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n pj - 10]—1
N R ———— 42

n Piv1 — Pj
o 43
(7)o = 2 @3)

pj—f—l p‘qjl—l
R 44
(0] 2Ax 44

Vztah (42) se nazyva zpénd diference, vzorec (43) dopiednd diference. Odectenim vztaht (43)
od (42) ziskame vzorec (44) tzv. centrdlni diferenci [6]. Jak je patrné z obr. 76, jedné se o
to, ze funkéni hodnoty funkce p(x,t") napiiklad v intervalu <x}l1, x}[l> nahradime hodno-
tami na spojnici bodi p7 ; a p (na obr. 76 body usecky zakreslené modrou barvou). Jednd
se o aproximaci derivace ve smyslu tivah popsanych v ¢asti 2.3 opirajicich se o Heineho vétu.
Ptesnéd hodnota se od aproximované hodnoty liSi o chybu, kterou lze urcit na zdkladé postupu
vyuZzivajici Taylorovy véty.

Poznamka

Nechf je ddna spojitd funkce f(z). Za jistych piedpokladi o funkci f(z) platnych v
okoli bodu a lze tuto funkci vyjadfit ve tvaru mocninné fady. Toto vyjadfeni funkce
prostfednictvim mocninné fady se nazyva Tayloriiv rozvoj funkce f(x) v bodé a a mocninna
fada je zndma pod nazvem Taylorova rada. Pro ptiblizné vyjadifeni hodnot funkce neni nutné
vyjadiovat vSechny ¢leny Taylorovy fady, ale miizeme zanedbat ¢leny s vys$Simi derivacemi.
Ziskame tim tzv. Tayloruv polynom. Tayloriv polynom tedy aproximuje hodnoty funkce,
kterd ma v daném bodé derivaci, pomoci polynomu, jehoz koeficienty zavisi na derivacich
funkce v tomto bodé. V piipadé existence vSech kone¢nych derivaci funkce f(x) v bod€ a
1ze Taylorovu fadu zapsat jako

! "
1) = f@) + L@ a1 L1 p gy IO
Rozvoj funkce f(z), kterd ma v okoli bodu a konecné derivace do (n + 1)-niho fadu, lze v
okoli bodu bodu a vyjadrit timto zpiisobem

f/la 5
I e

/ " " (n)
1) = @+ DD oy DO (o D ey D oy gl ),
kde Q7 *1(x) je funkce, pro kterou plati
hm Qn-i—l( )

Jingmi slovy: Chyba, které se dopustime, jestlize funkci f(x) za danych pfedpokladﬁ na-
hradfme funkef f(a)+ 2@ (2 — a) + 240 (2 — a)2 + L2 (3 — a)3 4 - 4 L2 (3 g)n ma
po vyd&leni funkci 2"+ limitu pro n — oo rovnou 0. Funkce Q7% () predstavuje chybu,

které se nahrazenim funkce f Taylorovym polynomem dopustime a lze ji vyjadfit napt. ve
tvaru
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(n+1)
Qo) =T -

kde ¢ je bod z okoli bodu a. Taylorovu vétu lze vyuZit jako ndstroj na konstrukci rtiznych
pomérnych diferenci a také ke studiu toho, jak aproximuji pfisluSnou derivaci.

Dale definujme vektor R™ jako vektor se slozkami RY, j = ..., —2,—1,0,1,2, ... viz obr. 77.

. " R

n R R..i+| i+2
R R e

. 2 i1 /’/T’f : : p(x, t,)

D | | |
| | | | |
| [ | | |
| [ | | |
| [ | | |
| | | | |
| | | | |
| [ | | |
X N X N N

-2 J-1 i J+1 +2

Obrazek 77: Diskretizace hledané funkce

Stejnym zplisobem lze nahradit i derivace funkce p} podle proménné ¢. S vyuzitim kombinact
uvedenych typt aproximaci derivaci - diferenci Ize ziskat celou fadu numerickych schémat.
Abychom ale skute¢né ziskali proces, ktery povede k vytéenému cili, je potfeba kontrolovat
nékteré kroky, aby byla konkrétni numerickd metoda efektivné pouzitelnd. K témto dilezitym
¢astem kontrolni ¢innosti patii i nasledujici proces.

Jak jsme nastinili vySe, nasSim cilem bude konstruovat aproximaci feSeni zadané ulohy tim
zpusobem, Ze vyuzijeme znalosti informaci z predchozich krokii a z hodnot ve dvou sou-
sednich bodech budeme ,skladat* jistym postupem cilovou funkci tak, aby spliiovala rovnici
pt + vp, = 0 s poéateéni podminkou p(z,t) = po(x — vt). Hledame linearni kombinaci hodnot
uzli p} a pj_; tak, aby platilo

Py =kipf + kepf (45)

kde k; a k5 jsou redlné konstanty, které budou svou volbou urcovat typ konkrétni metody. Navic
budou tyto konstanty nezdporné, aby byla ziskané aproximace vysledkem operaci se skuteCnymi
daty. Pfedstavme si, Ze hledané feSeni mize byt i konstantni funkci, tudiz p(z,t) = p. Pak je
splnéna rovnost ve tvaru

p = kip+ kap,
odtud na zakladé predchozich uvah plyne

p:(k1+k2)p:>k1+k'2:1
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Zvolme ky = ava ky = 1 — «, kde « je redlné Cislo, pro které plati o < 1. Tato podminka
na zvoleny parametr o bude mit pfi formulaci konkrétni numerické metody velky vyznam.
Zminéna linearni kombinace dvou bodil byva oznaovana terminem konvexni, (pokud do uvahy
zahrneme krajni body usecky p a p_,, budeme pocitat i s vnitinimi body této tsecky).

8.2 Diferen¢ni metody

Necht je dan interval (a, b) a jeho rozd&leni tak, jak jsme popsali v ivodu, kdy z;,j = 0, ..., N,
pfi¢emZ xy = a, vy = b. Déle poloZzme x; = jAx. Obdobnym zpiisobem zavedeme konstantni
déleni Casového intervalu s Casovym krokem At = ¢, .1 —t,, kde n je celé Cislo a plati t,, = nAt
pro t. Pfedpoklddejme, Ze hodnota % je konstantni. Pfipomindme, Ze feSime ulohu

pr+ or =0,

kde ¢, = vp,,v > 0, s pocateCni podminkou ve tvaru

Aproximace presného feseni v bod¢ z; a v Case ¢, oznacenou symbolem p} budeme zapiso-
vat pomoci symbolu R’. PfepiSme parcidlni diferencialni rovnici tim, Ze nahradime pfislusné
parciélni derivace vybranymi diferencemi takto:

n+1 n n n

J j—1
=0. 4
AL +v AL 0 (46)
Upravme vztah (46) do nésledujici podoby
n n At n n

VysSe popsand numerickd metoda se nazyva metoda upwind. Nazev tohoto typu aproximace
odpovida zpiisobu, jakym je prostorova diskretizace volena a to tak, Ze se pro vypocet berou v
uvahu hodnoty proti sméru pohybu (v pfipadé v > 0). Hodnotu R;‘“ Jsme ziskali jako linearni
kombinaci hodnot R} a R} ; a aby metoda pracovala ve smyslu nasi uvahy v piedchozim
odstavci, musi byt splnéna podminka

At
—_ <1. 4
UA:IZ‘ - “8)

Ponévadz hodnota konstanty v je pevné ddna a rozdéleni intervalu pomoci d€lictho kroku Az
rovnéz, bude nutné volit velikost ¢asového kroku At tak, aby byla podminka (48) splnéna. Tato
podminka ziskala pojmenovani Courantova-Friedrichsova-Lewyho podminka (zkracené CFL
podminka) a bude hrat jistou roli pfi posuzovani vlastnosti metody.

Ri — Ry

Pokud nahradime hodnotu p;? kombinaci sousednich hodnot ve tvaru AT =1, pak miZeme

prepsat parcialni diferencialni rovnici p; + ¢, = 0 takto

R?H B %(R?—l + R?—‘rl - R?—l) + UR?H - ?71 —0 (49)
At 2Ax '
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Po tpravé tohoto vztahu 1ze definovat dalsi typ numerické metody nazvané Laxova-Friedrichsova
metoda nasledovné

i(ijl + j+1) - UE( J+1 T ijl)' (50)

Metodu Laxovu-Friedrichsonovu pro feseni nelinearni tilohy (34) 1ze definovat pak timto zpiisobem

n+1l

Ry = §(Rj—1 + R - m(w(RjH) — ¢(Rj)). ©h

Ukdazeme, jak lze vyuZit této metody pro feSeni naSeho konkrétniho modelového prikladu za-
daného v Casti 4.6. Zvolime-li tokovou funkci ¢ ve tvaru

L),

pmax

gp(p) = Umaa:p(l -

pak lze algoritmus (51) prepsat nasledovné

Urnae At
i) = Tong |

-y g a - By (s

1
n+1 __
Pmazx Pmaz

o (B Rj

j+1
Ziékladni ideu, na které jsou postaveny postupy v (47) nebo (51) Ize obecné popsat nasledovné.
Oznacime-li symbolem p}_; resp. p aproximaci hodnoty presného feSeni v bod€ x;_; resp.
v bod¢ z; v Case 1, pfedstavenou symbolem p7_; resp. p, pak p]_;Az je hustota vozidel v
(j — 1)—nim tseku, p7 Az je hustota vozidel v j-tém dseku a kone¢né p;‘“Ax predstavuje
zménu hustoty vozidel za ¢as At. Potom dle uvah viz (36) plati

P AT = ph Ax — At(vpl —vply),

kde vp? —vp}_ je prislusny rozdil hodnot tokovych funkei. Téma vénované aproximacim dané
funkce a jejich derivaci vyrazné presahuje ramec pldnovaného obsahu price a vyzZadovalo by

Vev s

podrobnéjsi analyzy.

8.3 Konvergence numerické metody

Uspé&snost pouziti popsané metody zaruuje Laxova véta, kterd tvrdi, ze kazd4 konzistentni
linedrni metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyZ je stabilni [2]. Stabilita metody zaruCuje, Ze
chyby, které miiZzou provazet vstupni data dlohy, jsou béhem vypoctu omezené. Stabilita mtize
byt disledkem splnéni Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podminky a to je tehdy, kdyz plati

vAt
o <1,
2Ax
v ptipadé nelinearni tlohy ma CFL podminka tvar
At
/ n
RY)|—— < 1.
[R5 <
Tato podminka je v sestrojeném algoritmu testem kontrolovana. Konzistence metody s danou di-
ferencidlni rovnici charakterizuje vlastnost, kdy pfislusné diferencni schéma je v pripadé¢ At —
0 totozné s danou diferencidlni rovnici. Pojem konvergence pfiblizného feSeni k presnému
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reSeni pro At — 0 a pro Az — 0 predstavuje tu vlastnost, Ze ziskané feSeni Ize libovolné
zptesiiovat tim, Ze zmensSujeme velikost ¢asového kroku [6].

8.4 Grafické vysledky

Nésledujici obrazky ukazuji zavislost hustoty vozidel pfepoctenou na 1 km vozovky v pfedem
vybranych Casech, data jsme ziskali s pouZzitim Laxovy-Friedrichsovy metody. Maximalni rych-
lost vy, byla modelovou situaci ddna hodnotou 14 m/s a maximalni hustota p,,,, = 0,2 vozidel
na I m vozovky.

Tustrativni prubéh hustoty podél celého sledovaného tseku v konkrétnich ¢asovych okamzicich
Ize zndzornit i z druhého dhlu pohledu - mikroskopického opét s vyuZitim programu AnylLo-
gic [16]. Hodnota hustoty je v simulaénim multiagentnim modelu zjistovédna ze vzdélenosti
vozidel mezi sebou. Ta je ndsledné prepoctena na pocet vozidel na jednotku vzdélenosti a je
pfifazeno misto na trase, ve kterém se nachazi zadni z vozidel, mezi kterymi byla zméfena
piislusna vzdalenost. ReSeny pfechodovy jev je moZné pozorovat i v roving (z, p), tedy sle-
dovanim hodnot hustoty vozidel v prostoru a konkrétnim Case. Ilustrativni pribéhy této hustoty
podél celého sledovaného tseku v konkrétnich Casovych okamzicich jsou na obr. 78, 79, 80,
81, 82. V obrézcich je rovnéz vynesena kiivka absolutnich hodnot diferenci mezi hodnotami
zjisSténymi makromodelem a simulaci. Nevyhoda této metodiky vypoctu je patrnd na prib&hu
hustoty pro Cas t =432 s, kde jejim vlivem dochézi k deformaci priibéhu. Na zminénych grafech
vidime pribéh hustoty vozidel v nékolika zvolenych okamzicich. Prvnim je ¢as t = 0 s, kdy se
v podstaté jednd o zobrazeni vstupni podminky a naskakuje zelend na semaforu. Déle je zazna-
mendan stav v Case t = 120 s, kdy pfechodovy jev jiz probihd. Dalsi snimek hustoty byl pofizen
pro modelovy Cas t = 200 s, kdy pfechodovy jev vrcholi. Nasleduje snimek pro t = 326 s, kdy
jev jiz zacind ustupovat a posledni snimek je pro Cas t =432 s, kdy prechodovy jev jiz odeznél.
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Hlavnim cilem této Casti prace bylo porovnani dvou piistupi k popisu dynamiky dopravniho
toku pfi danych pocate¢nich podminkach. Vystupy jsou pak prezentovany v grafické podobg.
Zavérem bylo provedeno porovnani absolutnich odchylek hodnot hustoty ziskané s vyuZzitim
obou modell vynesené do grafii pro konkrétni okamziky modelového Casu. Z tdaji plyne, ze
nejvetsi rozdily byly shleddny v Casecht = 0 s at = 432 s, coz je dano predev§im pouZitou
metodou simulace a vypoctem hustoty vozidel v mikromodelu. Zavérem lze tedy formulovat, Ze
oba modely popsaly zvoleny prechodovy dé€j minimalné se liSicimi kvantitativnimi hodnotami.
Pfi porovnani experimentdlnich vysledki je nutné mit na paméti i rizny charakter obou modelt
(makroskopicky a mikroskopicky). Numericky makroskopicky model nema moZnost zachy-
tit prechodovy jev v takové mife detailu a je zde nutné feSit problém nespojitosti pocatecni
podminky. Pro detailni zkoumani pfechodového jevu je evidentné vhodnéjsi model mikrosko-
picky (simulaéni), ktery je vSak vypocetné narocnéjsi. Grafické srovnani vysledkd piindsi v
tomto pripadé pomérné uspokojivé vysledky, které ,naznacuji‘, Ze modely odpovidaji redlné
situaci. V tomto usudku je vSak potifeba opatrnosti a na zakladé algoritmu viz obr. 6 peclivé
overit tispéSnost pouziti daného modelu.

Shrnuti. V posledni kapitole jsme se vénovali feSeni problému uvedeného v predchozich dvou
kapitoldch pomoci numerickych metod, pfi¢emz jsme se zaméfili pouze na nékteré vybrané
useky, protoze je toto téma velmi rozsahlé. V tvodu jsme se sezndmili s pojmem diference a
diferencni metody. Je zde popsan postup, jak 1ze numericky hledat feSeni dané parcidlni dife-
rencidlni rovnice a je zde provedena stru¢nd diskuze tykajici se pojmu konvergence, stabilita
a konsistence numerické metody, CFL podminka. V zavéru byly vypracovany grafy zavislosti
hustoty provozu na Case pro danou ulohu, které demonstruji vysledky feseni ulohy pomoci me-
tod tff rdznych typa a soucasné bylo provedeno jejich porovnani. Pro prohloubeni znalosti v
této oblasti 1ze doporucit napiiklad publikace [6] nebo [13].
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9 Zavér

Cilem této price bylo vybrat a zpracovat vhodny studijni a u¢ebni materidl ureny pro ucitele
pracujici se studenty stfednich Skol s rozsifenou vyukou matematiky nebo pro vysokoskolské
ucitele, ktefi vyucuji studenty v oborech, kde matematika neni pfedmétem hlavniho studia. Par-
tie uvedené v této praci byly zdmérné voleny tak, aby nebyly soucdsti osnov na uvedenych
Skolach, ale aby vyuzivaly znalosti studentl ziskanych v ramci obvyklého studia. Hlavni moti-
vaci bylo nabidnout ucitelim moznost, jak si zvysit vlastni nadhled a jak seznamit studenty s
nékterymi oblastmi matematiky a probudit v nich eventudlni zdjem. BohuZel v souCasnosti se
stale vice zacind projevovat fakt, Ze si studenti nedokazi spojit predmét matematiky s praxi, coz
maé za nasledek velkou neoblibu matematiky jako takové.

VySe zmitlované postiehy vedly k vybéru tématu disertacni prace - sjednotit vybrané dseky
matematiky do celku vénujicimu se problematice matematického a numerického modelovéni.
Matematické modelovani je v soucasnosti nedilnou souc¢dsti mnoha disciplin rizného zamérent,
s matematickymi modely se setkdvame kaZzdodenné, ackoliv si to ¢asto ani neuvédomujeme.
Nejvétsi pfinos piindsi sezndmeni se s modelovanim ovSem v tom, Ze pfi vytvafeni jist€ho
konkrétniho modelu je nutné propojit teorii s praxi a tim detailné pochopit fadu souvislosti a
vztahi. Samotny proces modelovani predstavuje pro studenty zcela novy pohled na feSeni prak-
tickych problémd, rozviji jejich logické mysleni a propojuje nékolik predmétl zastoupenych v
ucebnich osnovéach - matematiku, fyziku, vypocetni techniku, biologii, chemii, ekonomii atd.
Z tohoto diivodu lze povazovat matematické modelovani za vyjimecny zptsob jak studenty za-
ujmout, podnitit ke studiu a tfeba i nasmérovat ve vybéru dalsiho studia. Dale je tieba zddraznit,
Ze cela fada uloh, které se vyskytuji v matematice, neni analyticky feSitelna nebo je nalezeni
presného feseni priliS obtizné. A pravé numerickd matematika, kterd se neustédle ve svém vyvoji
posunuje, je velmi pestrym a modernim oborem, ktery se v té€chto pfipadech zaméfuje na na-
lezeni priblizného feSeni. Studenti maji moZnost se prostiednictvim matematického a nume-
rického modelovéni sezndmit se zdklady numerické matematiky, o kterou se pfi modelovéni
opirame.

Pri pripravé prace byla zaméfena pozornost na podrobné rozpracovani textu do detailu tak,
aby studenti pochopili hlavni myslenku pfi modelovani nékterych jevi, tykajicich se napiiklad
dopravniho toku a podrobného popisu toho, jak se konstruovala mnoZina charakteristik, jak 1ze
vyuzit itera¢ni metody nebo jaky vyznam ma Lipschitzova podminka. K porozuméni souvislosti
mezi dvéma pohledy na problém - mikro a makroskopicky, se zde nabizi vyuziti softwaru Any-
Logic, ktery je pro vyuku dostupny zdarma. V soucasnosti je také velmi rozSifenym ndstrojem
v praxi napiiklad pro tvorbu jednotlivych simulaci v ramci podnikovych procest. Prace s timto
produktem mitiZze byt piinosnd jednak pro udlitele a jednak i pro studenty, pro které miize mit
1 velky vyznam pii rozhodovani se o svém dal$im zaméfeni. Kapitola, ve které se postupné v
zavéru dostaneme k terminiim jako je chaos ¢i bifurkace, by mohla studenty zaujmout, navic se
zde nabizi moZnost vyklad rozsifit a dotknout se zajimavych pojmil jako je naméatkou fraktal.

V posledni ¢asti prace bylo obtizné se rozhodnout, jak podrobné a jakym témattim se vénovat.
Proto tato kapitola pfedstavuje spiSe struény soubor vybranych postupt a terminti a sama o sobé

A

by si zaslouzila byt roz§ifena na samostatnou praci.
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Prace obsahuje velmi pocetné mnoZzstvi grafti a obrazki, které byly az na jednotlivé ilustrace
vypracovany samostatn¢. Soucasné byla vytvorena fada programi vétSinou v programovacim
jazyce Microsoft Excel a Derive 6 naptiklad program pro zndzornéni bifurka¢niho diagramu
viz obr. 30, programy pro grafické vystupy metody Upwind ¢i Laxovy-Friedrichsovy metody.

V zavéru je tfeba zdlraznit hlavni zadmér, ktery vedl k sepsani tohoto textu jako prostfedku
k pochopeni jiz zndamych souvislosti a propojeni s novymi tématy, kterd jsou v soucasnosti
soucasti moderni védy. Tento studijni materidl mtize byt pfijat vyucujicim individudlné a zalezi
na kazdém, jakym zptsobem k vykladu latky pfistoupi tak, aby studentiim zpestfil a obohatil ho-
diny matematiky, fyziky, informatiky ¢i historie. Vybér témat v této praci byl subjektivni, nabizi
se velkd Skdla moZnosti, jak se k matematickému modelovéni postavit a zvolit piiklady vhodné
pro prezentaci modeld napf. v ekonomii, fyzice ¢i biologii. Cilem této prace bylo predevsim
upozornit na moznost zarazeni tématu matematického modelovéani do soucasnych ucebnich os-
nov na stfednich Skolach ve vhodném rozsahu a s rozumné volenym pfistupem.
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