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VYUZITi POCITACOVE SIMULACE V RESENI VYBRANYCH
APOLLONIOVYCH A PAPPOVYCH ULOH

USING COMPUTER SIMULATION TO SOLVE SELECTED
APOLLONIUS’ AND PAPPUS’ PROBLEMS

Jan Frank

Abstrakt

Programy dynamické geometrie, jakym je napfiklad GeoGebra, pfedstavuji idealni
moznost aplikace kognitivnich technologii v hodinach matematiky na zakladnich
a stfednich Skolach. UcCiteli davaji moznost vyuzit badatelsky pfistup k vyuCovani
a feSit klasické matematické problémy inovativnim zpusobem s vyuzitim modernich
pocCitaCovych technologii. Pfispévek je vénovan simulacnim moznostem programu
GeoGebra aktualni verze 6.0 v kontextu Skolské geometrie a vyuZiti pocitacové
simulace pfi feSeni vybranych Apolloniovych a Pappovych uloh.

Kli¢ova slova: pocitacova simulace, kognitivni technologie, GeoGebra, badatelsky
pfistup, Apolloniovy tlohy, Pappovy tlohy

Abstract

The software of dynamic geometry GeoGebra is an ideal means of using cognitive
technology in mathematics lessons at elementary and secondary schools. Teachers
can use the research approach to teaching and can solve classical mathematical
problems in an innovative way using modern computer technologies. The paper is
devoted to simulation possibilities of software GeoGebra current version 6.0 in the
context of geometry at school level and the use of computer simulation to solve
selected Apollonius’ and Pappus’ problems.

Key words: computer simulation, cognitive technology, GeoGebra, research
approach, Apollonius’ problems, Pappus’ problems

1 Uvod a moznosti programt dynamické geometrie

Jednim z aktualnich pozadavkl Ceského Skolstvi je nasazeni ICT, respektive
kognitivnich technologii, napfi¢ vyuCovanymi pfedméty na zakladnich a stfednich
Skolach. V hodinach matematiky hovofrime v této souvislosti o vyuziti matematického
softwaru — napfiklad program( pocitacoveé algebry (CAS) nebo program( dynamické
geometrie (DGE). Jednim ze zastupcu programu dynamické geometrie s licenci typu
open-source je program GeoGebra. V sou€asné dobé se jedna o jeden ze svétové
nejrozSifenégjSich programd pro podporu vyuky a studia matematiky. Ziskat jej Ize
bezplatné v sou€asné nejaktualnéjsi verzi GeoGebra 6.0 na internetovych strankach
www.geogebra.org a to vcelé fadé jazykl, vCetné Cestiny. Z dalSich zastupcl
programu DGE bychom mohli uvést napfiklad Cabri, Cinderella nebo Sketchometry
coby zastupce programi dynamické geometrie pro dotykova zarizeni [5].

Prvni prostfedi interaktivni geometrie (programy DGE) byla vyvinuta a nasledné
nasazena do vyuky v druhé poloviné 80. let a jednalo se napfiklad o jiz zminény
program Cabri, dale Ize uvést program Sketchpad. V Ceskych Skolach se tento, jiz
zdokonaleny, software objevuje ve vyuce matematiky po roce 2000. V sou€asné dobé
vykazuji v prostfedi Ceskych Skol programy dynamické geometrie nejvy$Si miru
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didaktické pouzitelnosti a ucCiteli zakladnich a stfednich Skol je tento software pouzivan
nejvice [7].

Programy dynamické geometrie obecné pfedstavuji moznost velmi rychlé a
naprosto presné konstrukce geometrické figury. Jejich pfidanou hodnotou jsou pak
nastroje dynamiky, kdy je mozné oproti konstruovani na papife s vyslednou figurou
dale pracovat (manipulovat), napfiklad ménit vstupni hodnoty, polohy bodud a jinych
utvarud, pfipadné sestrojené figury zvyrazfiovat (obarvovat). Téz je mozné nechat
automaticky urcit obsahy a obvody rovinnych geometrickych utvard nebo urCovat
velikosti uhlu. Zakladni nastroje dynamiky v prostfedi programui dynamické geometrie,
které lze vyuzivat pfi simulaci geometrickych konstrukci a urCovani vyznamnych
vlastnosti nebo rozhodovani o poctu feSeni, jsou uvedeny dale.

1.1 Zakladni nastroje dynamiky

Zfejmé nejzakladnéjSim nastrojem programi DGE je manipulace a jedna se pravé
o prvek, ktery odliSuje konstruovani v pocitaCi oproti konstrukcim pomoci tuzky
a papiru. Tento nastroj nam umozriuje uchopit nékteré objekty (konkrétné tzv. volné
objekty a objekty na objektu) a tahem zménit jejich polohu. V zavislosti na zméné
polohy mizeme pozorovat vliv vstupnich podminek na vyslednou konstrukci a pocet
feSeni. Zaci tak mohou experimentovat a samostatné vyvozovat zavéry a objevovat
vlastnosti, které nejsou na prvni pohled zfejmé, pfipadné uciteli dava manipulace
moznost zafadit do vyuky matematiky nékteré geometrické dikazy (napf. dukaz
Thaletovy véty). Manipulace uzce souvisi s nastrojem animace. Ten nam umoznuje
jistou automatizaci pohybu vybranych bodu, které se po spusténi plynule pohybuji po
objektu, kterému nalezi (napfiklad bod obihajici na kruznici). Aktualni verze programu
GeoGebra jiz automaticky nabizi moznost animace po sestrojeni bodu/U na nékterém
jiném geometrickém objektu a uZzivatel ji nemusi slozité vytvaret. Animace predstavuji
zakladni nastroj pfi tvorbé pohyblivych webovych appletd [5], [7].

DalSim nastrojem, ktery lze vyuzit v kombinaci s manipulaci nebo animaci, je stopa.
Pokud tento nastroj zapneme u vybranych geometrickych objektd, zanechavaji po
sobé tyto objekty pfi pohybu otisk (stopu) na pozicich, na kterych se nachazely.
V hodinach matematiky mizeme tento nastroj vyuzit napfiklad pfi hledani mnoziny
bodl dané vlastnosti a ma velky didakticky potencial. Konkrétnim pfikladem vyuziti
muze byt napfiklad simulace, pfi niz prezentujeme definici kruznice jako mnoziny
vS8ech bodu v roviné, které maji od daného stfedu S stejnou vzdalenost. Na obrazku
1 jsou uvedeny tfi pozice — pfed spusténim animace, v jejim pribéhu a po sestrojeni
celé kruznice. Namisto animace by bylo téZ mozné manipulovat s danym bodem
pouze mysi, kdy by zanechaval stopu obdobnym zplsobem.

Obrazek 1 — Kruznice jako mnozina bodd dané vlastnosti

Jistou nevyhodu mlzeme spatfovat vtom, Ze vysledny otisk ziskany pomoci
nastroje stopa neni objektem a nemizeme s ni dale manipulovat.
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Poslednim nastrojem, ktery si uvedeme, je mnoZina. Jedna se o objekt, ktery
ziskdme vypocétem, vznikd naraz a na rozdil od stopy (vykresleného otisku
prostfednictvim tohoto nastroje) se v programech DGE jedna o geometricky objekt
a Ize s nim dale manipulovat [7].

K uvedenym nastrojim dynamiky je nutné zminit, Ze jejich pouzivani vyviji tlak na
spravnost a obecnost konstrukce. Vlivem manipulace se totiz méni nékteré vlastnosti
sestrojenych geometrickych objektu, jednotlivé objekty jsou spolu provazany, a navic
nékteré z téchto objektl nemusi v urlité poloze existovat. Pfi konstruovani je tedy
nutné mit na paméti dulezité vlastnosti pfislusnych objektu, které bychom neméli
opomenout. V pfipadé, Ze vysledna figura nebude obsahovat vSechny nezbytné
naleZzitosti, pfejde nam sestrojeny utvar manipulaci v utvar jiny. Konkrétni pfiklad je
uveden na obrazku 2. Zde je pozadovana obecna konstrukce libovolného
rovnoramenného trojuhelnika. Naslednou manipulaci by pak vzdy mél tento trojuhelnik
zustat rovnoramennym. Vlevo je trojuhelnik sestrojen pomoci dvou kruznic se stfedy
v krajnich bodech usecky AB (zakladna trojuhelnika), které maji stejny, ale ne pevny
polomér. Pfi tomto postupu pomoci kruzitka na papife by zfejmé nebyl problém. Pokud
ovSem zapneme stopu v programu GeoGebra a zatheme pohybovat zakladnou tohoto
trojuhelnika, pfipadné budeme ménit jeji velikost, miZzeme sledovat, zZe trojuhelnik se
bude vlivem téchto zmén ménit a nebude vzdy rovnoramenny. Tato konstrukce totiz
neobsahuje dllezitou vlastnost rovhoramenného trojuhelnika, ze vySka a téZnice na
jeho zakladu jsou totozné. Na obrazku 2 vpravo je provedena konstrukce pomoci jedné
kruznice libovolného poloméru se stfedem ve vrcholu A hledaného trojuhelnika a osy
usecky AB. Vrchol C hledaného trojuhelnika ABC vznika jako prusecik vySe uvedené
kruznice a osy. Po zapnuti stopy a manipulaci s trojuhelnikem vidime, Ze tento postup
konstrukce rovnoramenného trojuhelnika je obecny.

Obrazek 2 — Obecna konstrukce rovnoramenného trojuhelnika

Manipulace provadéna ve vySe uvedeném pfikladu poukazuje na moznost vyuZzit
tento nastroj ucitelem pro kontrolu postupu konstrukce, napfiklad v odevzdaném
domacim ukolu. Pomineme-li skute¢nost, Ze program GeoGebra (i kazdy jiny program
dynamické geometrie) uchovava jisty zapis konstrukce, v némzZz mame moznost
krokovat, pfi konstrukci v libovolném programu DGE zavisi na poradi a zpusobu
konstrukce jednotlivych objektl. Tyto objekty jsou pak provazany ur€itym typem vazby.
Ucitel uchopenim vychozich bod(, na kterych by méla byt konstrukce zalozena, a jejich
manipulaci mize okamzité vyhodnotit, zda se vysledna figura chova standardné di
nikoliv. Zaci ve 8kolach pfi rysovani na papir totiz éasto se zamérem sestroijit
bezchybnou a pfesnou konstrukci zapiSi spravny postup, ale nasledné postupuji od
konce — od poZadovaného vysledku — a pomocné utvary sestroji az na zavér. Pfi
rysovani na papir a stalosti figury nema vyucujici Sanci podvod odhalit. Nasazenim

12



ISVK 2018

programu dynamické geometrie do vyuky matematiky se moznost tohoto postupu
eliminuje [7].

1.2 Typy zavislosti mezi objekty

V programech dynamické geometrie, jakym je napfiklad GeoGebra, existuji tfi typy
objektl, respektive tfi typy zavislosti mezi geometrickymi objekty. Podle typu vazby
mezi danymi dvéma geometrickymi objekty je/neni mozné s témito objekty urCitym
zpusobem pohybovat, pfipadné vznikaji a zanikaji (napf. body) v zavislosti na
manipulaci a aktualni poloze objektd, na zakladé kterych jsou sestrojeny.

Prvni typem jsou volné objekty, které vznikly pfimym vytvofenim v nakresné
programu. U téchto objektd neni definovana zadna vazba k dalSim objektim a Ize
s nimi libovolné manipulovat a umistovat je na libovolnou pozici nakresny. Z hlediska
simulace nas tyto body zajimaji nejvice, protoZe nasledna konstrukce a pocet feseni,
napf. Apolloniovy ulohy, se odviji od jejich vzajemné polohy.

Druhym typem jsou tzv. objekty na objektu. Jedna se o takové geometrické objekty,
které byly vytvofeny na jiz existujicim objektu. MUze se jednat napfiklad o bod na
kruznici nebo pfimce. S timto bodem muizeme sice pohybovat, ale pouze v ramci
daného objektu. Stopa téchto bodi nam ovSem muizZe poslouzit v situacich, kdy
chceme simulovat jistou mnozinu bodu dané vlastnosti, u které jako ucitelé zname tvar,
ale potfebujeme tyto védomosti pfedat zakim. MUzeme tedy sestroijit jisty geometricky
objekt (napf. kruznici) a na né&j bod. PUvodni objekt skryjeme, bod vSak zUstava
viditelny a stale nese informaci, Ze nalezi tomuto objektu. Zapnutim stopy a pohybem
bodu (pfipadné zapnutim animace) spolecné se zaky znovuobjevujeme puvodni
geometricky utvar, pfesnéji feCeno — konstruujeme mnozinu bodu dané vlastnosti (viz
obrazek 1).

Treti typ zavislosti nazyvame véazané objekty, které vznikly na zakladé jinych, jiz
dfive sestrojenych, geometrickych objektl. Konkrétné se muze jednat napfiklad
o prusecik dvou objektu (pfimka — pfimka, kruznice — kruznice, pfimka — kruznice...).
S témito objekty neni mozné pfimo manipulovat, jejich polohu (a existenci) Ize ménit
pouze pomoci manipulace s objekty, na zakladé kterych jsou zalozeny. V ramci
geometrické konstrukce se zpravidla jedna o hledané body potfebné pro konstrukci
vysledku.

Jednotlivé typy zavislosti a mozna manipulace s geometrickymi objekty daného
typu je zachycena s vyuZitim stopy na uvedeném obrazku 3. Bod A je volny objekt,
bod B predstavuje objekt na objektu (bod na kruznici) a bod C vznikl jako prusecik
dvou pfimek a reprezentuje vazané objekty. Pfi konstrukci byly zachovany puvodni
barvy a tvar bodu pfidélované programem GeoGebra. Je zde patrné, ze jednotlivé typy
objektd (body) se barevné a velikostné odliSuiji.
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Obrazek 3 — Typy zavislosti mezi objekty v programech dynamické geometrie

1.3 Vizualizace a vytvareni mentalnich modelt

Lekarskymi vyzkumy bylo jiz dfive potvrzeno, Ze pokud Clovek vnima skuteCnost
vice smysly, vede to k lepSi stimulaci mozku a tudiz i k lepSimu procesu uc€eni se.
Vizualizaci tak Casto najdeme uvadénou v souvislostech s aktivizujicimi vyukovymi
metodami. TradiCné ucitelé vyuzivaji ve vyuce obrazky, grafy a nacrtky, které Zakim
pomahaji pfi orientaci ve studovaném problému a pfi pochopeni abstraktniho pojmu.
Pocitatova simulace a moznosti programu dynamické geometrie v hodinach
matematiky proto pfedstavuji idealni nastroj pro feSeni problémd, testovani hypotéz
a vytvareni teorii, kdy pfidanou hodnotou oproti statickym obrazkdm jsou pravé prvky
dynamiky. Zaci mohou napfiklad prostfednictvim animace v okamziku simulovat
vSechny polohy vstupnich geometrickych objektl, od kterych se cela konstrukce odviji,
a ziskat tak mnozinu vSech feSeni, kterou si mohou navic nechat vykreslit pomoci
nastroje stopa [6], [7].

Konkrétnim pfikladem muaze byt feSeni jedné z Apolloniovych uloh (viz kapitola 2)
s vyuzitim simula¢nich mozZnosti programu GeoGebra, tj. manipulace, animace, stopa.
Méjme typ ulohy bod-bod-bod (BBB). Jako u kazdé z Apolloniovych uloh se pocet,
resp. existence, feSeni odviji od polohy po¢ateCnich geometrickych utvaru. U tohoto
typu ulohy je feSeni zfejmé. V pfipadé tfi kolinearnich bodu neni mozné pozadovanou
kruznici prochazejici vSemi body sestrojit a feSeni tedy neexistuje. V opacném pfipadé
predstavuje hledana kruznice kruznici opsanou trojuhelniku s vrcholy v zadanych
sestrojit nékteré z moznych feSeni, urcit jejich poCet a nasledné zvazit vliv zmény
polohy zadanych bodu na pocet a pfipadnou existenci feSeni. Mozné zakovskeé feseni
s vyuzitim programu GeoGebra je sestrojeno na obrazku 4.

Obrazek 4 — Existence feseni tlohy bbb v zavislosti na poloze danych bodu

Figura nalevo pfedstavuje jedno z moznych feSeni. Prostfedni obrazek predstavuje
stav po provedeni (pfipadné v pribéhu) simulace, tedy zaznamu stopy vysledné
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kruznice v zavislosti na pohybu jednoho z bodu (ten byl pro moznost animace
a automatizace celého procesu sestrojen na kruznici, ktera byla nasledné skryta).
Z chovani vysledné kruznice pfi simulaci je patrné, ze s pfiblizovanim bodu do
kolinearni polohy roste jeji prumér a v kolinearni poloze bodu tato kruznice zanikne,
respektive neni mozné kruznici sestrojit. Tento stav je zachycen na figufe vpravo. Zak
takto mUze samostatné dojit k zavéru, ze pokud nelezi zadané body na jedné pfimce,
pak existuje pravé jedno feSeni. V opacném pfipadé feSeni neexistuje.

Vizualizace, pocitatova simulace a uvadéni nazornych pfikladi v hodinach
matematiky Uzce souvisi s tvorbou mentalnich modelt danych matematickych pojma.
Ta postupné prochazi nékolika stadii (od pocCateCni motivace az po utvoreni
universalniho modelu) a zZaci si tak formuji vlastni pfedstavu o vlastnostech, chovani
a fungovani probiraného pojmu. Spravnost vytvofeni modelu pak pfimo ovliviiuje
spravnost chapani tohoto pojmu i vztahl mezi nim a dalSimi matematickymi pojmy.
Castym problémem v &eskych $kolach ovéem je mechanické prebirani probiranych
pojmuU (jejich definic) zaky bez hlubSiho porozuméni. Kli€ovou roli zde hraje Cas
a utvareni tzv. separovanych modeld, které vznikaji na zakladé pozorovani a praktické
manipulace s (geometrickymi) objekty. Obvyklym problémem vSak byva, Ze manipulaci
s geometrickymi objekty (obdobné v jinych pasazich uciva s vyrazy a Ccisly) neni
vénovan ve vyuce dostatecny prostor, aby si Zaci mohli utvofit potfebny pocet
separovanych modell pro vznik modelu universalniho. Kognitivni technologie ve vyuce
matematiky, vyuziti program0 dynamické geometrie a pocitatové simulace nam
ovSem davaji moznost ve velmi kratkém Casovém useku prezentovat znacné mnozstvi
situaci, pfi nichZz si Zaci separované modely vytvafi. V pfipadé manipulace
s geometrickymi objekty v programu GeoGebra (Ci v jiném programu DGE)
a experimentovani s nimi maji zaci moznost tento experiment nékolikrat zopakovat
a diky jejim dynamickym prvkim a pocitaCové simulaci je mozné poukazat na
vlastnosti, které nejsou zifejmé pfi tradiCnim postupu konstruovani na papife. V této
souvislosti je nutné podotknout, ze s vyuzitim pocitaCovych kognitivnich technologii je
obecné mozné realizovat takové manipulace s geometrickymi figurami, které nam
tradicni pfistup neumoznuje. Toto tvrzeni by se pochopitelné dalo rozsifit na jakékoliv
vyuziti pocitaCové simulace v ostatnich pfirodovédnych pfedmétech na zakladni
a stfedni Skole [1], [3], [7]-

2 Apolloniovy a Pappovy ulohy

Apolloniovy ulohy pfedstavuji z hlediska historie jeden z klasickych geometrickych
problému. Pojmenovany jsou po vyznamném feckém matematikovi, geometrovi,
fyzikovi a astronomovi Apolloniovi z Pergy (262—200 pfed n. I.). Ten se zabyval celou
fadou geometrickych otazek, konkrétné mizeme zminit napfiklad studium
kuzeloseCek jako rovinnych fezl kuzelové plochy a zavedeni oznaleni elipsa,
parabola a hyperbola. Znamy je hlavné diky své knize O dotycich, ve které se vénoval
konstrukci kruznic, které se dotykaji tfi zadanych utvar( (body, kruznice, pfimky).
Praveé tyto ulohy dodnes nazyvame Apolloniovy ulohy. Kniha se bohuzel nedochovala,
ale diky citacim zname jeji obsah a vime, Ze konstrukce byly provadény pouze
eukleidovskymi prostfedky (ij. pfimé pravitko bez znaCek pro méfeni a kruzitko)
a Apolloniovi byla znama stejnolehlost a kruhova inverze [2], [4], [9], [8].

Obecné zadani Apolloniovy ulohy by znélo nasledovné:

Jsou dany tfi rGzné prvky (body, pfimky, kruznice). Sestrojte kruznici, ktera se
dotyka zadanych kruznic nebo pfimek a prochazi zadanymi body.
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Z vySe uvedeného zadani je zfejmé, Ze existuje 10 zakladnich typa Apolloniovych
uloh, konkrétné BBB (bod-bod-bod), BBp (bod-bod-primka), BBk (bod-bod-kruznice),
Bpp, Bpk, BKk, ppp, ppk, pkk, kkk. Pro poCet feSeni plati, Ze obecna Apolloniova uloha
ma nejvyse 8 feSeni. Pocet feSeni se odviji od vychozi polohy zadanych prvku,
napfiklad zda jsou body kolinearni, pfimky jsou riznobé&zné/rovnobézné, pfipadné zda
bod lezi na nékteré pfimce/kruznici. Existuje tedy znacné mnozstvi variant, které
mohou nastat a diky programim dynamické geometrie a poCitaCové simulaci je mozné
rychle odhalit poCet a existenci feSeni v zavislosti na poloze zadanych prvku.
Specifické vychozi polohy zadanych utvard0 a moznost, Ze bod nalezi nékteré
z kruhovych kfivek, nas pak privadi ke skupiné Apolloniovych ulohy, které oznaCujeme
Pappovy ulohy [2], [8].

Pappova uloha muze byt zadana nasledovné:

Jsou dany tfi rizné prvky (body, pfimky, kruZnice), z nichZ alespori jeden je kruhova
kfivka a alespori jeden je bod, pficemz tento bod leZi na dané kruhoveé krivce. Sestrojte
kruznici, ktera se dotyka zadané kruhove kfivky v daném bodé a dale se dotyka dalsi
kruhoveé krivky nebo prochazi zadanym bodem.

Pappovy ulohy tedy pfedstavu;ji jistou podmnozinu Apolloniovych uloh, kdy na
zakladé skladby vychozich prvku rozliSujeme celkem 6 typu téchto uloh, konkrétné ptB
(pfimka s bodem dotyku T a dal$i bod), ptp’ (pfimka s bodem dotyku T a dalsi pfimka),
ptk (pfimka s bodem dotyku T a kruznice), ktB, ktp a ktk’ [2].

Jednotlivé typy obecné Apolloniovy ulohy se fesi riznymi zplisoby a od pouzitych
prostfedkl se odviji celkova naro¢nost zadaného problému a moznost jeho aplikace
na zakladni, stfedni nebo vysoké $kole. ReSeni nékterych uloh je trivialni — napfiklad
jiz zminéna uloha typu BBB, kde se jedna o konstrukci kruznice opsané trojuhelniku,
pfipadné uloha typu ppp, kdy v pfipadé riznobéznych pfimek pouze sestrojime
kruznici vepsanou a kruznice pfipsané vzniklému trojuhelniku. Jedna se tedy o ulohy,
které jsou schopni vyfesit Zaci na 2. stupni ZS, v&etn& diskuse o podtu feSeni
v zavislosti na specifickych polohach bodl/pfimek. Jiné typy uloh vSak vyzaduji
slozit&jSi uvahy. P¥i jejich feSeni zpravidla vyuzivame konstrukce mnoziny vSech bodu
dané vlastnosti (osa uhlu, osa pasu, osa usecCky, chordala...) nebo geometricka
zobrazeni (stejnolehlost, kruhova inverze). Tim se urovni obtiZznosti a potfebnych
znalosti pro vyfeSeni nékterych uloh dostavame na uroven stfedni Skoly, v pfipadé
aplikace kruhové inverze (napf. pfi FeSeni uloh typu kkk) se pak jedna o vysokoSkolské
ulohy, protoze s timto geometrickym zobrazenim se zak/student dfive nesetka [2], [8].

VS8echny uvedené typy Apolloniovych a Pappovych uloh je mozné konstruovat
standardnimi postupy s vyuzitim programi dynamické geometrie jako je napfiklad
GeoGebra. Diky manipulaci, animaci a otisku stopy je nasledné mozné simulovat
vSechny vzajemné polohy vychozich prvkl a jejich vliv na pocet a existenci feseni.
Toho Ize vyuzit napfiklad v hodinach matematiky vedené badatelskym pFistupem.
Vybranymi konstrukcemi rizné obtiznosti a jejich pocitatovou simulaci se zabyva
nasledujici kapitola, ktera tak poukazuje na moznost vyuziti programu DGE
a pocitacové simulace ve vyuce geometrie obecné.

3 Pocitacova simulace v feSeni Apolloniovych a Pappovych uloh

Geometrické konstrukce a simulace v této kapitole jsou provadény v programu
GeoGebra verze 6.0 a s oporou literatury [2], [4], [9], [8]. Tyto konstrukce pfedstavuji
moznost vyuziti pocCitatové simulace geometrickych konstrukci pomoci programi
dynamické geometrie ve vyuce matematiky.
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3.1 Reseni tlohy typu Bpp se dvéma rovnobéznymi primkami
Obecné zadani ulohy Bpp mizeme uvést ve tvaru:
Sestrojte kruznici k prochazejici zadanym bodem B a dotykajici se primek p a q.

V tomto konkrétnim pfipadé mame navic stanovenou podminku, Ze zadané pfimky
p, g jsou rovnobézné. Pii feSeni se vyuziva konstrukce mnozin bodl dané vlastnosti
ajedna se o ulohu feSitelnou i na zakladnich ¢i stfednich Skolach.
Po Zacich bychom pozadovali nalezeni postupu feSeni, konstrukci vysledné figury
v jedné pevné poloze zadanych prvkd a nasledné na zakladé pocitacové simulace
v programu GeoGebra rozhodnout o existenci feSeni v riznych vzajemnych polohach.

Obrazek 5 — Existence a pocet fesSeni ulohy Bpp v zavislosti na poloze danych bodt

Na obrazku 5 je zachyceno mozné Zzakovské feSeni. Figura vlevo zachycuje
existenci dvou feSeni, ktera jsou barevné odliSena. Prubéh simulace je zachycen
uprostfed, kde je patrné, Ze s pfiblizovanim bodu B k ose pasu se sobé kruznice
vzdaluji, naopak pfiblizovanim se k jedné z useCek dochazi k postupnému splyvani
obou kruznic v jednu, jak je uvedeno na figufe vpravo. Zde je nutné podotknout, ze
uloha pfechazi vtyp ptp’. V pfipadé, Ze lezi bod B vné pasu uréeného zadanymi
pfimkami p, g, feSeni neexistuje.

Uloha by téZ mohla byt zadana zakdm obracenym zpGsobem — od konce. Ugitel by
vytvofil vyslednou figuru, ktera by byla dana zakdm k dispozici a mohli by s ni
manipulovat. Zamérem by pak bylo, aby Zaci na zakladé manipulace vyvodili jednotliveé
kroky konstrukce a urcili polohu prvk( nezbytnych pro sestrojeni vysledné figury, f{j.
mnozina vSech stfedld hledanych kruznic. Pfipadné by se mohlo jednat o formu
napovédy v situaci, kdy by Zaci sami bez pomoci nebyli schopni posloupnost kroku
konstrukce nalézt. S vyuzitim stopy by pak rychle mohli objevit, Ze je nutné sestrojit
osu pasu a tim ziskaji pozadovanou mnozinu stfedll i polomér hledanych kruznic
a pozadavek na existenci feSeni (obrazek 6). Pred dalSim samostatnym
konstruovanim by pak mohla eventualné probéhnout diskuse nad spravnym
postupem, pfipadné jeho upfesnéni.

Obrazek 6 — Konstrukce mnoziny stfed(i vSech hledanych kruznic

17



ISVK 2018

3.2 Vsechna rfeseni ulohy typu ppp
Obecné zadani ulohy ppp lze uvést ve tvaru:

Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka vSech tfi zadanych pfimek p, q, r.

Oproti pfedchazejicimu pfikladu je tato uloha zadana v obecném tvaru a je tedy
nutné zvazit vSechny polohy vychozich prvku (trojice pfimek) a jejich vliv na vysledek.
Z pohledu zaku zakladnich a stfednich Skol by se nabizelo zacit od situace ftfi
riznobéznych pfimek, kdy hledané kruznice pfedstavuji vepsanou a pfipsané kruznice
trojuhelniku. Tato konstrukce je provedena na obrazku 7, kdy hledané kruZnice a jejich
stfedy jsou zvyraznény Cervenou barvou. Naslednou manipulaci a simulaci vSech
moznych poloh pfimek lze urCovat existenci feSeni a pfipadné i universalnost
pouzitého postupu konstrukce.

Obrazek 7 — Reseni tlohy ppp pro tfi riznobézné primky

Pokud se nyni zamyslime nad moznymi pocateCnimi polohami zadany pfimek;
muZe se jednat o jiz uvedenou trojici riznobézek, které ovdem také mohou prochazet
jednim spole€nym bodem, dale mize nastat opacny pfipad, tj. trojice rovnobéznych
pfimek, tfeti moznosti je dvojice rovnobéznych pfimek a tfeti k nim je riznobézna. P¥i
nasledné simulaci proto nebudeme sledovat stopu sestrojenych kruznic, nybrz
budeme pouze provadét manipulaci a pozorovat existenci feSeni v jednotlivych
izolovanych pfipadech, pfipadné vliv polohy zadanych prvki na universalnost
pouzitého postupu (obrazek 8).

Obrazek 8 — Existence feSeni ulohy ppp v zavislosti na poloze pocate¢nich pfimek

Z uvedeného obrazku (tj. simulace jednotlivych poloh pfimek) je patmné, Ze
v pripadé spole¢ného priseciku a pfi rovnobéznosti vSech tfi pfimek neexistuje feseni.
Situace vpravo pak poukazuje na skute€nost, Ze postup s vepsanou a pfipsanymi
kruZnicemi neni universalni metodou pro vSechna feSeni a je nutné nalézt spravnou
posloupnost kroku pro tento specificky pfipad. Zaroven je nutné rozhodnout o poctu
feSeni a pfipadné se dalS§i manipulaci ujistit, Ze nemulze nastat dalSi okolnost, ktera by
jej ovlivnila.
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Obrazek 9 — Konstrukce feseni ulohy ppp v pfipadé dvou rovnobéznych primek

Na obrazku 9 vlevo je znazornéné mozné zakovské feSeni s vyuzitim mnoZin bodu
danych vlastnosti, prostfedni a prava konstrukce pfedstavuji manipulaci, pfi niz zak
testuje, vliv zmény vstupnich parametrd na vysledné feSeni. Je evidentni, Ze hledané
kruznice musi vzdy lezet uvnitf pasu vytyCeného dvojici rovnobéznych pfimek
a v zavislosti na jejich vzdalenosti roste polomér hledanych kruznic.

V zavérecCné diskusi je nutné uveést vSechny poznatky ziskané na zakladé simulace,
tudiz, Ze v pfipadé trojice rovnobézek nebo rliznobézek prochazejicich jednim bodem
neexistuje feseni této ulohy. V pfipadé jedné dvojice rovnobézek existuji pravé dvé
feSeni a pro tfi riznobézné pfimky protinajici se ve tfech rlznych bodech existu;ji Ctyfi
reSeni.

3.3 Reseni Pappovych uloh typu kB a ptB

V tomto pfikladu se budeme zabyvat dvojici Pappovych uloh ktB a pTB, které k sobé
maji z hlediska povahy konstruk¢éniho postupu velice blizko, ba dokonce pro vyreSeni
ulohy typu k1B je nezbytna znalost konstrukéniho postupu ptB. Pappova uloha k1B je
v obecném znéni zadana nasledovné:

Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka dané kruznice | v bodé T a prochazi zadanym
bodem B.

Pfi feSeni této ulohy se opirame o znalost, ze v bodé dotyku T Ize sestrojit ke
kruznici | te€nu, ¢imze prfevedeme celou uUlohu na typ ptB. Konstrukci mnozin bodu
dané vlastnosti pak sestrojime jedno pevné feSeni a nasledné vyuzZijeme simulace pro
zkoumani dalSich moznosti z hlediska vzajemné polohy vychozich prvki a jejiho vlivu
na pocet a existenci feseni.
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Obrazek 10 — Existence a pocet feSeni Ulohy k1B v zavislosti na pocatecni poloze prvk

Obrazek 10 zachycuje mozné Zzakovské feSeni a naslednou manipulaci pfi
ovérovani jeho existence v zavislosti na pocatecni poloze zadanych prvkl. Vychozi
prvky jsou vtomto pfipadé zelenou barvou, pomocné prvky Cernou a vysledna
kruznice k s jejim stfedem Cervenou. V ramci simulace byl zaznamenan otisk vysledné
kruznice v zavislosti na poloze bodu B (samoziejmé by bylo mozné pohybovat i jinymi
prvky). Je zfejmé, Ze s rostouci vzdalenosti bodu B od zadané kruznice | roste i velikost
poloméru kruznice vysledné. Naopak pfiblizovanim se kruznice k zmenSuje
a v pfipadé, Ze se bod B stane vnitinim bodem, ma vysledna kruznice k se zadanou
kruznici | v bodé T vnitfni dotyk. Problematicky je ovSem pfechod bodu B pfes kruznici
| — pokud bod B nalezi stejné jako bod T v uloze krB zadané kruZznici |, pak kruznice
k s kruznici | pfi tomto pfechodu splyne a Pappova uloha kB nema feSeni, jak je patrné
na obrazku 10 vpravo. Toto v pfipadé ulohy ptB nehraje roli, nicméné problematicky
je pfechod bodu B pfes zadanou pfimku, jak je patrné z konstrukce této ulohy
a nasledné manipulace na obrazku 11.

Obrazek 11 — Existence a pocet fesSeni ulohy pTB v zavislosti na po¢ate¢ni poloze prvku

Z obrazku 11 je evidentni, ze pokud oba body B a T nalezi zadané pfimce,
neexistuje fesSeni této Pappovy ulohy. V opacném pfipadé ma uloha pouze jedno
feSeni a jedna se o analogii feSeni ulohy ktB a pfechodu bodu B pres zadanou kruznici
l.
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3.4 Reseni Pappovych uloh typu krk’ a prk

Pfi feSeni Pappovy ulohy typu krtk’ postupujeme obdobné jako v pfedchozim
prikladu 3.3, tedy pfevedeme tento typ pomoci konstrukce te€ny na ulohu typu ptk
a nasledné hledame kruznice spliujici vSechny pozadavky. Obecné znéni ulohy ktk’
muzeme uvést ve tvaru:

Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka danych dvou kruzZnic m, n a prochazi bodem T,
ktery leZi na jedné ze zadanych kruznic.

Jako jiz dfive bude poZadovana konstrukce jednoho pevného feSeni a naslednou
manipulaci rozhodneme o poctu a existenci feSeni ve specifickych pfipadech polohy
mozna i do Uvodniho kurzu geometrie na VS, Fesi se v8ak opét pouze s vyuzitim
mnoZziny bodu danych vlastnosti.

Obrazek 12 — Existence a pocet fesSeni ulohy ktk' v zavislosti na poloze vychozich prvku

Na obrazku 12 je sada zakovskych feseni Pappovy ulohy krk’ ziskana pomoci
manipulace a simulace jednotlivych poloh vychozich prvku, ty jsou pro pfehlednost
obarveny zelené. Pokud bychom chtéli u€init zaveér, tak ve vétsSiné uvedenych pfipadu
ma tato uloha dvé feSeni. Pouze v pfipadé, Ze spolu maji kruznice vnéjSi nebo vnitfni
dotyk, kterym neni zadany bod T, jedno z feSeni zanikne didvodem splynuti s jednou
ze zadanych kruZnic. Zajimavou situaci, kterou Ize snadno v programu simulovat, je
vychozi poloha bodu, kdy zadané kruznice m, n spolu maiji vnitfni nebo vné;jsi dotyk
v daném bodé T. V tomto pfipadé ma pak uloha nekone¢né mnoho feSeni. Jedna ze
situaci (vnéjSi dotyk) je uvedena na obrazku 13, kdy modie je vyznatena mnozina
vSech stfedl hledanych kruznic k a ¢ervené jsou obarveny hledané kruznice.
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Obrazek 13 — Nekone&né mnoho FesSeni pappovy ulohy krk'

Je zfejmé, Ze konstrukci uvedenou vySe bychom nebyli schopni klasickymi
prostifedky sestrojit a obrazek 13 poukazuje na vyhodu pocitaCového softwaru a vyuZziti
simulace, kdy jsme schopni v pocitaci realizovat takové experimenty, které by nebyly
v realném zivoté mozné. Dalo by se namitnout, Ze obrazek stale obsahuje mezery,
tedy prazdna mista bez feSeni. To je vSak dano technikou a délkou béhu simulace.
V pfipadé, ze by mél pocitaC dostatek Casu pro konstrukci vSech feSeni, postupné by
kruznice vyplnily ¢ervené celou nakresnu programu GeoGebra.

4 Zaver

PocitaCové simulace pFedstavuji v dnesSni dobé sofistikovany prostfedek, jak
zkoumat slozitosti okolniho svéta a ovérovat stanovené hypotézy bez nutnosti
dlouhého ¢ekani nez probéhne proces v realném €ase. Davaji nam moznost pfedvidat
nékteré jevy a prfedchazet tak kupfikladu pfirodnim katastrofam. V bézném Zivoté se
s pocitaCovou simulaci téchto jevl Casto setkavame, aniz bychom si uvédomili, jak
slozity aparat stoji na pozadi — konkrétné Ize zminit vecerni relace o pocasi vyuzivajici
modely z oblasti meteorologie pro pfedpovéd na nasledujici dny nebo simulaci
a optimalizaci dopravy. V neposledni fadé je téz mozné uvést z hlediska zabavy fadu
pocitacovych simulatoru a her.

Ve vyuce matematiky nam pocitaCova simulace v programech dynamicke
geometrie dava moznost pochopeni hlubSich souvislosti. Jedna se o prostfedek,
pomoci kterého muzeme aktivizovat a motivovat zaka k vykonu, kdy i samotné
nasazeni pocitace do vyuky muze byt atraktivni. Badatelsky orientovana vyuka, pfi niz
Zak v pocitaCi samostatné simuluje napfiklad i nekone¢né velkou mnozinu feSeni, nuti
Zaka myslet v souvislostech, pouzivat jizZ osvojené védomosti, dovednosti a navyky
a téz je veden k preciznosti matematického vyjadfovani, protoze na rozdil od ucitele,
pocita€ nepfesné vyjadieni automaticky vyhodnoti jako chybu a bude se na zakladé
nepresného zadani chovat. V kontextu program( dynamické geometrie se jedna o tlak
na obecnost konstrukce.

Prispévek obsahuje nékolik uloh, na kterych je demonstrovana moznost nasazeni
programu GeoGebra do vyuky, a to uz na zakladni Skole. Zpusob vyuziti tohoto
softwaru se pak odviji od pfistupu ucitele a moznosti Skoly. V programu je vSak mozné
simulovat konstrukci zakladnich geometrickych Utvard pomoci mnoziny bodl dané
vlastnosti a diky vizualizaci a moznosti nékolikrat proces zopakovat, muze spravné
vyuziti technologii vést k lep§imu a rychlejSimu pochopeni abstraktnich pojm0 zaky.
Modelovani vice (vSech, nekone¢né mnoha) feSeni vybranych geometrickych uloh pak
muze vést hlubSimu pochopeni a vnimani souvislosti mezi jednotlivymi pojmy/prvky
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konstrukce. Pocitatovy program tak nahrazuje pouziti rysovacich pomucek, coz oceni
zvlasté ucitel, kdy rysovani na klasickou tabuli je zvlasté pfi rozsahlych konstrukcich
nékdy ofiSek, a umozfiuje nam realizovat i konstrukce, které by tradi¢nimi metodami
nebyly mozné nebo velmi ¢asové narocné (viz konstrukce nekone€¢né mnoha feseni
Pappovy ulohy na obrazku 13). | pfes uvedené vyhody by vSak z hodin matematiky
nemeéla uplné vymizet vyuka konstrukci tradicnimi prostfedky a manipulace s realnymi
predméty, aby Zaci nezaménovali modely v pocitaovém softwaru za realné predméty,
kterym by pfipisovali i negeometrické vlastnosti, které pocitacové modely obsahuiji.
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