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Šı́řenı́ elastických nestacionárnı́ch vln v 1D heterogennı́m
prostředı́

Ondřej Kába1

1 Úvod
V tomto přı́spěvku bude prezentováno analytické řešenı́ odezvy tenké heterogennı́ elas-

tické tyče na libovolné osové zatı́ženı́ rázového charakteru. Odvozené vztahy a správnost jejich
vyčı́slenı́ budou následně validovány pomocı́ experimentálnı́ch dat, což umožnı́ využitı́ analy-
tických výsledků pro efektivnı́ řešenı́ inverznı́ch úloh.

2 Odvozenı́ analytického řešenı́
Při odvozenı́ budeme uvažovat volnou tenkou tyč složenou ze třı́ částı́ o různých délkách

li (i = 1, 2, 3), viz obr. 1. Materiálové vlastnosti každé ze třı́ částı́ budou popsány Youngovým
modulem Ei, hustotou ρi a Poissonovým čı́slem νi. Pro každou z uvedených částı́ zavedeme
lokálnı́ souřadnici xi a dále budeme předpokládat, že pravý konec prvnı́ tyče je zatı́žen osovým
napětı́m σ0(t), viz obr. 1.

Obrázek 1: Schéma úlohy heterogennı́ tyče

Při odvozenı́ vyjdeme z úvahy, že šı́řenı́ vln v každé ze třı́ částı́ je možné popsat vlnovou
rovnicı́ v 1D. Jedná se o parciálnı́ diferenciálnı́ rovnici v tomto tvaru
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podélné vlny v i-té části tyče. Laplaceovou transformacı́ rovnice (1), při uvažovánı́ nulových
počátečnı́ch podmı́nek, zı́skáme obyčejnou diferenciálnı́ rovnici pro Laplaceův obraz hledané
funkce ui(xi, t). Obecné řešenı́ této rovnice lze zapsat ve tvaru
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kdeAi(p) aBi(p) jsou neznámé komplexnı́ funkce. Tyto funkce odvodı́me na základě podmı́nek
spojitosti posuvů a napětı́ formulovaných na rozhranı́ch jednotlivých částı́ tyče. Zmı́něné
podmı́nky lze zapsat ve tvaru

u1(0, t) = u2(l2, t), σ1(0, t) = σ2(l2, t), (3)
u2(0, t) = u3(l3, t), σ2(0, t) = σ3(l3, t). (4)
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Dále je nutné připojit okrajovou podmı́nku pro buzený konec, tj. σ1(l1, t) = σ0(t), a podmı́nku
volného konce σ3(0, t) = 0. Následným dosazenı́m vztahu (2) a Laplaceova obrazu napětı́
σi(xi, t), pro který podle Hookeova zákona platı́ Σi(xi, p) = Ei

∂Ui(xi,p)
∂xi

, do transformovaných
okrajových podmı́nek zı́skáme soustavu algebraických rovnic pro celkem šest hledaných funkcı́
Ai(p) a Bi(p). Dosazenı́m takto zı́skaných funkcı́ do (2) dostaneme pak konkrétnı́ tvar odezvy
tenké heterogennı́ tyče na buzenı́ σ0(t) v Laplaceově oblasti. Zpětnou transformaci těchto ob-
razů do časové oblasti lze v tomto přı́padě provést přesně pomocı́ reziduové věty. S ohledem
na efektivitu procesu vyčı́slenı́ byla však odezva tyče v čase zı́skána pomocı́ numerické zpětné
Laplaceovy transformace.

3 Porovnánı́ analytických výsledků s experimentem
Experiment byl realizován na dvou ocelových tyčı́ch o délkách lo = 2 m s kruhovými

průřezy o průměrech d = 6 mm, mezi než byla vlepena hlinı́ková tyč stejného průřezu o délce
lh = 0,1 m. Na jedné straně byla soustava tyčı́ buzena rázovým kladı́vkem. Na straně druhé
bylo snı́máno zrychlenı́ akcelerometrem. Hustoty použitých tyčı́ byly stanoveny na základě
znalosti rozměrů a hmotnostı́ tyčı́ jako ρo = 7872 kg/m3 a ρh = 2688 kg/m3. Z měřenı́ prove-
dených na oddělených tyčı́ch byly dále stanoveny potřebné moduly pružnosti Eo = 207 GPa a
Eh = 65 GPa. Tyto hodnoty byly vypočteny ze známých hustot a hodnot změřených rychlostı́
c0. Porovnánı́ výsledků zı́skaných z experimentu a vyčı́slených pomocı́ odvozených vztahů je
zobrazeno na obr. 2.
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Obrázek 2: Porovnánı́ analytických a experimentálnı́ch výsledků

4 Závěr
V této práci se podařilo odvodit vztahy popisujı́cı́ šı́řenı́ elastických vln v tenké hetero-

gennı́ tyči složené ze třı́ různých materiálů. Dı́ky rychlosti vyčı́slenı́ těchto vztahů lze zı́skané
výsledky využı́t pro efektivnı́ řešenı́ inverznı́ch úloh, jako např. identifikace materiálových pa-
rametrů a tvaru budicı́ho pulsu.
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