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školitel: RNDr. Petr Tomiczek, CSc.
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6.1 Úvod k problému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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Značeńı

R množina reálných č́ısel
N množina přirozených č́ısel
x ∈ X x je prvkem množiny X
X ⊂ Y množina X je podmnožinou množiny Y
Cn(X, Y ) prostor n-krát spojitě diferencovatelných zobrazeńı defi-

novaných na množině X s oborem hodnot v množině Y
Lq(Ω) Lebesguev̊uv prostor funkćı
W p,q(Ω) Sobolev̊uv prostor funkćı
X∗ duálńı prostor prostoru X
‖x‖ norma prvku x
‖x‖X norma prvku x v prostoru X
∀ pro všechna
∃ existuje
∧ a zároveň
⇒ implikuje
7→ zobrazuje do
→ konverguje k
↘ konverguje shora k
⇀ konverguje slabě k
dim{H} dimenze prostoru H
Lin{M} lineárńı obal množiny M
Meas{M} mı́ra množiny M
dist{x,M} vzdálenost bodu x od množiny M
(x, y) skalárńı součin prvk̊u x a y, otevřený interval, vektor
[a, b] uzavřený interval od a do b, bod v rovině
⊕ direktńı součet
M⊥ ortogonálńı doplněk množiny M
∂M hranice množiny M
F |M restrikce funkcionálu F na množinu M
f ′, F ′ derivace funkce f , Fréchetova derivace funkcionálu F
D(F ) definičńı obor funkcionálu F
F−1(M) {x ∈ D(F ) : F (x) ∈M}
δF (x, y) Gâteauxova derivace funkcionálu F v bodě x ve směru y
∆ Laplace̊uv operátor
∇ gradient
:= definujeme



⊗ maticové násobeńı
I jednotková matice



1 Úvod

Formulováńı a řešeńı optimalizačńıch problémů, které bychom mohli poklá-
dat za předch̊udce současných variačńıch problemů, sahá minimálně až do
starověkého Řecka. Zmiňme např́ıklad Didoninu úlohu spojenou s legendou o
založeńı Kartága, ve které hledáme uzavřenou křivku v rovině dané délky vy-
mezuj́ıćı maximálńı plochu. Za zakladatele moderńıho př́ıstupu k variačńım
metodám je považován Pierre de Fermat (1601-1665). Neńı náhodou, že roz-
voj této discipĺıny prob́ıhal v době rozvoje diferenciálńıho počtu. Z této doby
pocháźı daľśı známý problém brachystochrony. Úkolem bylo naj́ıt křivku ve
svislé rovině spojuj́ıćı dva dané body, která by byla optimálńı v tom smyslu,
že hmotný bod vypuštěný z vyšš́ıho bodu by se po této křivce dostal vli-
vem gravitace do druhého bodu v minimálńım čase. Podrobněǰśı náhled
do problému může čtenář naj́ıt např́ıklad v [7, Example 7.1.10]. Při řešeńı
problému tautochrony - nalezeńı křivky ve svislé rovině spojuj́ıćı dva dané
body takové, že hmotný bod vypuštěný z vyšš́ıho bodu by se po této křivce
dostal vlivem gravitace do druhého bodu v daném čase - formuloval okolo
roku 1750 Leonhard Euler (1707-1783) obecně problém nalezeńı minima či
maxima funkcionálu

F (x) =

∫
Ω

f
(
t, x(t), x′(t)

)
dt

přes danou množinu funkćı, které nabývaj́ı daných hodnot v bodech hranice
oblasti Ω. Jako konkrétńı př́ıklad může posloužit diferenciálńı problém{

∆x(t) = 0 t ∈ Ω,
x(t) = h(t) t ∈ ∂Ω

a s ńım spojený variačńı problém naj́ıt minimum funkcionálu

F (x) =

∫
Ω

|∇x(t)|2 dt.

Zmiňme ještě z dnešńıho pohledu obzvlášt’ d̊uležitou myšlenku, kterou
formuloval Vito Volterra v roce 1932. Doporučil, abychom mı́sto řešeńı va-
riačńıch problémů pomoćı jejich redukce do diferenciálńı (lokálńı) podoby
použili přesně opačný postup - abychom diferenciálńı problémy převedli na
problémy variačńı a využili k jejich vyřešeńı variačńı metody. Tento z části
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matematicko-filozofický problém lze v moderńı době dobře ilustrovat na roz-
voji r̊uzných koncept̊u řešeńı diferenciálńıch úloh (klasické, slabé).

Poznamenejme, že minima a maxima funkcionálu nemuśı být jeho jediné
kritické body. Jako př́ıklad si stač́ı vźıt funkci dvou proměnných f(x, y) =
x2− y2. Bod [0, 0] je kritickým bodem, který neńı ani lokálńım minimem ani
lokálńım maximem funkce. Metody zaměřuj́ıćı se na nalezeńı těchto sedlových
bod̊u se ukázaly býti velice užitečné. Lze ř́ıci, že rozvoj těchto metod zazna-
menal bouřlivý rozvoj v posledńıch čtyřiceti letech a stále neńı ukončen.
Např́ıklad chyb́ı sjednocuj́ıćı teorie, pomoćı které bychom mohli nalézt li-
bovolný kritický bod. Princip minimaxu a vhodná geometrie funkcionálu
F umožňuj́ı dokázat existenci posloupnosti {xn} skoro kritických bod̊u ve
smyslu

‖F ′(xn)‖ → 0.

Jednoduché př́ıklady ukazuj́ı, že z existence takové posloupnosti nemuśı ply-
nout existence samotného kritického bodu. S t́ımto problémem se lze vypořá-
dat za předpokladu, že funkcionál splňuje jisté podmı́nky kompaktnosti např.
Palaisovu-Smaleovu podmı́nku.

Souhrně lze ř́ıci, že variačńı metody se ukázaly velice užitečné při řešeńı
r̊uzných problémů a i v současné době je jejich vývoji a zdokonalováńı věnová-
no velké úsiĺı.

Tato práce má za ćıl seznámit čtenáře se základy variačńıch metod. Na
př́ıkladech budou ukázány základńı vlastnosti, předpoklady, možnosti i ome-
zeńı r̊uzných vět. Speciálńı d̊uraz je kladen na souvislost a porovnáńı výsledk̊u
s t́ım, co nám umožňuj́ı dokázat jiné metody (např. topologické). V nepo-
sledńı řadě se také zaměřujeme na možná zobecněńı - např́ıklad u klasicky
použ́ıvané Palaisovy-Smaleovy podmı́nky kompaktnosti. Práce také obsahuje
aktuálńı výsledky, týkaj́ıćı se problému s p-Laplaciánem, kde aplikujeme te-
oretické výsledky z předchoźıch kapitol.
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2 Základy Variačńıch metod

Při hledáńı a studiu kritických bod̊u a jejich vlastnost́ı hraje kĺıčovou roli ge-
ometrie zkoumaného funkcionálu. Nejjednodušš́ımi př́ıklady kritických bod̊u,
které každý student matematiky potká během prvńıho semestru studia analý-
zy, jsou lokálńı extrémy funkćı. Z Euler-Lagrangeových podmı́nek plyne, že
každý extrém je zároveň kritickým bodem. U hladkých funkćı jedné proměnné
je situace přehledná a v zásadě mohou nastat dvě možnosti. Bud’ je kri-
tický bod lokálńım extrémem (tj. derivace napravo od kritického bodu má
jiné znaménko než derivace nalevo) nebo má derivace stejné znaménko na
nějakém prstencovém okoĺı kritického bodu. Tuto situaci si můžeme ilustro-
vat na př́ıkladu funkce f(x) = x3 a bodu 0. Takovéto kritické body je obecně
mnohem těžš́ı nalézat. Jakmile začneme uvažovat funkce v́ıce proměnných,
struktura kritických bod̊u se stává mnohem bohatš́ı. Typickým př́ıkladem
je funkce f(x, y) = x2 − y2 a jej́ı kritický bod [0, 0]. Tento sedlový bod od-
pov́ıdá situaci, kdy bod je minimem funkce vzhledem k jednomu směru a
maximem vzhledem k druhému. Lze si také představit kritický bod, který
neńı lokálńım extrémem funkce ani sedlovým bodem - např́ıklad bod [0, 0] u
funkce f(x, y) = x3 − y2. Vid́ıme, že struktura a vlastnosti kritických bod̊u
jsou r̊uznorodé a jejich zkoumáńı bylo v minulosti věnováno značné úsiĺı.
Nyńı máme k dispozici r̊uzné věty, d́ıky kterým jsme schopni nalézt kritické
body r̊uzných funkcionál̊u, z nichž nejznáměǰśı jsou věta o sedlovém bodě1

a věta o horském sedle2. Obvykle jsou tyto věty ušity na mı́ru r̊uzným geo-
metríım funkcionálu a potažmo r̊uzným diferenciálńım úlohám. Přes snahy
o formulaci jednotné teorie a univerzálńı věty (např. Linking Theorem nebo
monografii [17]) nejsou stále některé otázky zcela zodpovězeny.

Variačńı metody zpravidla funguj́ı ve dvou kroćıch. V prvńım ukážeme,
že geometrie funkcionálu F generuje posloupnosti {xn} skoro kritických bod̊u
ve smyslu

‖F ′(xn)‖ → 0.

Pro představu si stač́ı vźıt libovolný hladký zdola omezený funkcionál. Lze
dokázat, že jeho minimizuj́ıćı posloupnost {xn} bude splňovat předchoźı
vztah. To ale automaticky neznamená, že takový funkcionál muśı mı́t i kri-
tický bod - např́ıklad f(x) = ex je zdola omezená funkce, která žádný kri-
tický bod nemá (minimizuj́ıćı posloupnost diverguje k −∞). Proto poté muśı

1Saddle Point Theorem
2Mountain Pass Theorem
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přij́ıt druhý krok - vhodná podmı́nka kompaktnosti, která nám zaruč́ı, že
z existence posloupnosti skoro kritických bod̊u plyne i existence kritického
bodu. V př́ıpadě spojitých zdola omezených funkcionál̊u tuto podmı́nku tvoř́ı
např́ıklad slabá koercivita (viz. věta 2.3), kterou funkce f(x) = ex na R ne-
splňuje. V obecněǰśıch př́ıpadech budeme pracovat s Palaisovou−Smaleovou
podmı́nkou a jej́ımi zobecněńımi, které nám zaruč́ı, že z posloupnosti skoro
kritických bod̊u bude možné vybrat konvergentńı podposloupnost.

2.1 Extrémy

Začneme s formulaćı klasických vět pro hledáńı kritických bod̊u, jež jsou
lokálńımi extrémy, a poté se budeme věnovat složitěǰśım situaćım.

Definice 2.1 (lokálńı extrém). Necht’ F : X 7→ R, kde X je Banach̊uv
prostor. Řekneme, že funkcionál F má v bodě x0 ∈ X lokálńı minimum resp.
lokálńı maximum, pokud existuje nějaké okoĺı U bodu x0, pro které plat́ı

F (x0) ≤ F (x) resp. F (x0) ≥ F (x) ∀x ∈ U.

Definice 2.2 (kritický bod, kritická hodnota). Necht’ F : X 7→ R, kde X je
Banach̊uv prostor. Řekneme, že bod x0 ∈ X je kritickým bodem funkcionálu
F , pokud pro libovolné y ∈ X plat́ı, že Gâteauxova derivace funkcionálu
F v bodě x0 ve směru y je nulová, tedy δF (x0, y) = 0. Řekneme, že č́ıslo
c ∈ R je kritickou hodnotou funkcionálu F , pokud existuje jeho kritický bod
x0 takový, že plat́ı F (x0) = c.

Důležité spojeńı mezi variačńımi metodami a optimalizačńı teoríı předsta-
vuje následuj́ıćı nutná podmı́nka existence extrému.

Věta 2.1 (Eulerova nutná podmı́nka). Necht’ F : X 7→ R, kde X je Ba-
nach̊uv prostor, má lokálńı extrém v bodě x0 ∈ X. Pokud pro nějaké y ∈ X
existuje Gâteauxova derivace funkcionálu F v bodě x0 ve směru y, potom je
tato derivace nulová.

D̊ukaz. Lze nalézt např́ıklad v [7, Proposition 7.1.2].

Dále pokračujeme s větami, které nám umožńı nalézt lokálńı extrémy.
Vzhledem k tomu, že úloha na hledáńı maxim funkcionálu F je ekvivalentńı
úloze na hledáńı minim funkcionálu −F , budeme uvažovat pouze situaci, kdy
hledáme minimum.
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Definice 2.3 (slabá sekvenciálńı polospojitost zdola). Necht’ F : X 7→ R,
kde X je Banach̊uv prostor. Řekneme, že funkcionál F je slabě sekvenciálně
zdola polospojitý v bodě x0 ∈ X, pokud pro libovolnou posloupnost {xn} ⊂ X
takovou, že xn ⇀ x0, plat́ı

F (x0) ≤ lim inf
n→∞

F (xn).

Řekneme, že funkcionál F je slabě sekvenciálně zdola polospojitý na X, pokud
je slabě zdola polospojitý v každém bodě x ∈ X.

Definice 2.4 (slabá sekvenciálńı kompaktnost). Necht’ M je podmnožina
Banachova prostoru X. Řekneme, že množina M je slabě sekvenciálně kom-
paktńı, pokud každá posloupnost prvk̊u z M obsahuje podposloupnost, která
slabě konverguje k nějakému prvku množiny M .

Poznámka 2.1. Z Eberleinovy-Schmulyanovy věty [7, Theorem 2.1.25] plyne,
že každá konvexńı, omezená a uzavřená podmnožina reflexivńıho Banachova
prostoru je slabě sekvenciálně kompaktńı.

Následuj́ıćı věta formuluje dostatečné podmı́nky pro existenci minima
funcionálu viz. také [7, Proposition 7.2.4].

Věta 2.2 (O lokálńım minimu). Necht’ M je slabě sekvenciálně kompaktńı
a neprázdná podmnožina Banachova prostoru X a necht’ F : M 7→ R je
slabě sekvenciálně zdola polospojitý funkcionál. Potom F je zdola omezený a
existuje x0 ∈ X takové, že plat́ı

F (x0) = min
x∈M

F (x).

D̊ukaz. Necht’ {xn} je posloupnost minimizuj́ıćı funkcionál F na množině M .
Tedy

F (xn)↘ inf
x∈M

F (x).

Vzhledem k tomu, že množina M je slabě sekvenciálně kompaktńı, můžeme
předpokládat, že existuje x0 ∈ M a posloupnost {xnk} ⊂ {xn} takové, že
plat́ı xnk ⇀ x0. Dále muśı platit

inf
x∈M

F (x) ≤ F (x0) ≤ lim inf
k→∞

F (xnk) = lim
n→∞

F (xn) = inf
x∈M

F (x).
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Tedy

inf
x∈M

F (x) = F (x0)

a funkcionál F je zřejmě zdola omezený.

Definice 2.5 (slabá koercivita). Řekneme, že funkcionál F : X 7→ R, kde X
je Banach̊uv prostor, je slabě koercivńı na X, pokud plat́ı

lim
‖x‖→∞

F (x) =∞.

Řekneme, že funkcionál F je slabě antikoercivńı na X, pokud plat́ı

lim
‖x‖→∞

F (x) = −∞.

Následuje věta, která formuluje dostatečné podmı́nky pro existenci globálńıho
minima funcionálu viz. také [7, Propositions 7.2.10/11/12].

Věta 2.3 (O globálńım minimu). Necht’ F : X 7→ R je slabě sekvenciálně
zdola polospojitý a slabě koercivńı funkcionál definovaný na reflexivńım Ba-
nachově prostoru X. Potom F je zdola omezený a existuje x0 ∈ X takové,
že plat́ı

F (x0) = min
x∈X

F (x).

Pokud nav́ıc pro nějaké y ∈ X existuje δF (x0, y), potom plat́ı

δF (x0, y) = 0.

D̊ukaz. Necht’ c > infx∈X F (x). Z předpokladu slabé koercivity funkcionálu
F plyne, že existuje č́ıslo R takové, že pro libovolné x ∈ X: ‖x‖ ≥ R plat́ı
F (x) ≥ c a tedy

inf
x∈X

F (x) = inf
x∈X:‖x‖≤R

F (x).

Poté stač́ı použ́ıt větu (2.2) s M = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ R}. Druhá část tvrzeńı
plyne z toho, že x0 je globálńım minimem a muśı tedy splňovat Eulerovu
nutnou podmı́nku.
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2.2 Metody minimaxu

Kĺıčovým tvrzeńım, které použijeme k d̊ukazu obou základńıch vět této ka-
pitoly, je deformačńı lemma. Základńı myšlenkou je d̊ukaz toho, že pokud je
velikost derivace funkcionálu F v bodech bĺızko hladiny c odražena od nuly,
pak je možné se po grafu tohoto funkcionálu spojitě

”
sklouznout“ bĺızko hla-

diny c tak, aby se množina bod̊u p̊uvodně se zobrazuj́ıćıch nejvýše na c + ε
nově zobrazovala nejvýše na c− ε pro nějaké malé kladné ε.

Označme

F−1(M) := {x ∈ D(F ) : F (x) ∈M},
F c := F−1

(
(−∞, c]

)
,

Sδ := {x ∈ X : dist(x, S) ≤ δ}.

Věta 2.4 (deformačńı lemma). Necht’ X je Banach̊uv prostor, F ∈ C1(X,R),
S ⊂ X, S 6= ∅, c ∈ R, ε, δ > 0. Necht’ dále plat́ı

‖F ′(x)‖X∗ ≥
8ε

δ
∀x ∈ F−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ.

Potom existuje zobrazeńı µ ∈ C([0, 1]×X,X), pro které plat́ı

1. µ(t, x) = x pro t = 0 nebo x /∈ F−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ,

2. µ(1, F c+ε ∩ S) ⊂ F c−ε,

3. pro libovolné t ∈ [0, 1] je µ(t, .) homeomorfismus na X,

4. pro libovolné x ∈ X a t ∈ [0, 1], ‖µ(t, x)− x‖ ≤ δ,

5. pro libovolné x ∈ X je F (µ(., x)) klesaj́ıćı funkce,

6. pro libovolné x ∈ F c ∩ Sδ a t ∈ (0, 1] plat́ı F (µ(t, x)) < c.

D̊ukaz. Viz. [7, Lemma 7.4.18]. Důkaz prob́ıhá analogicky k d̊ukazu obecněj-
š́ıho lemmatu 5.1, kterým se zabýváme dále.

Pomoćı deformačńıho lemmatu dokážeme obecný princip minimaxu, ze
kterého plynou klasické věty variačńı analýzy. Následuj́ıćı věta [7, Lemma
7.4.18] zobecňuje tvrzeńı p̊uvodně dokázané Palaisem v [15].
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Věta 2.5 (obecný princip minimaxu). Necht’ X je Banach̊uv prostor, M0

podmnožina metrického prostoru M a Γ0 ⊂ C(M0, X). Definujme

Γ := {γ ∈ C(M,X) : γ|M0 ∈ Γ0}.

Pokud F ∈ C1(X,R) splňuje

a := sup
γ0∈Γ0

sup
t∈M0

F
(
γ0(t)

)
< c := inf

γ∈Γ
sup
t∈M

F
(
γ(t)

)
<∞,

potom pro libovolné ε ∈
(
0, c−a

2

)
, δ > 0 a γ ∈ Γ taková, že

sup
t∈M

F
(
γ(t)

)
≤ c+ ε, (2.1)

existuje x0 ∈ X, pro které plat́ı

1. c− 2ε ≤ F (x0) ≤ c+ 2ε,

2. dist
(
x0, γ(M)

)
≤ 2δ,

3. ‖F ′(x0)‖ < 8ε
δ

.

D̊ukaz. Pokud by tomu tak nebylo, potom existuj́ı 0 < ε < c−a
2
, δ > 0 a γ ∈ Γ

takové, že (2.1) plat́ı a pro libovolné x ∈ X splňuj́ıćı body 1. a 2. neplat́ı
nerovnost z bodu 3. Lze tedy použ́ıt deformačńı lemma, kde S = γ(M).
Definujme β(t) = µ(1, γ(t)). Vzhledem k tomu, že c− 2ε > a dostáváme

β(t) = µ
(
1, γ(t)

)
= γ(t) ∀t ∈M0,

a tedy β ∈ Γ. Zároveň ale muśı platit

sup
t∈M

F
(
β(t)

)
= sup

t∈M
F
(
µ
(
1, γ(t)

))
≤ c− ε,

což je spor s definićı hodnoty c.

Poznámka 2.2. Pokud nějaký funkcionál F splňuje předpoklady předchoźı
věty, tak je zřejmé, že existuje posloupnost {xn} ⊂ X, pro kterou plat́ı

F (xn)→ c,

‖F ′(xn)‖ → 0.

Znamená to tedy, že {xn} je posloupnost́ı skoro kritických bod̊u.
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Následuje věta o horském sedle - prvńı z klasických vět, pomoćı kterých
lze hledat kritické body funkcionál̊u, jež nejsou lokálńımi extrémy. Poprvé
byla formulována v roce 1973 ve článku [2] A. Ambrosettiho a P. H. Rabi-
nowitze. V jej́ım d̊ukazu je dobře vidět, jak nejdř́ıve pomoćı deformačńıho
lemmatu a d́ıky vhodné geometrii funkcionálu dokážeme existenci posloup-
nosti skoro kritických bod̊u a poté pomoćı podmı́nky kompaktnosti existenci
samotného kritického bodu. Geometrii si v tomto př́ıpadě lze představit tak,
že pro překonáńı horského pásu odděluj́ıćıho dvě údoĺı je třeba proj́ıt horským
pr̊usmykem a právě toto mı́sto je zřejmě vhodným kandidátem pro kritický
bod. Jako vhodná podmı́nka kompaktnosti se na prvńı pohled jev́ı dobře
známá Palaisova-Smaleova podmı́nka.

Definice 2.6 (PS podmı́nka). Řekneme, že funkcionál F ∈ C1(X,R), kde
X je Banach̊uv prostor, splňuje Palaisovu-Smaleovu podmı́nku na hladině c
(PSc), pokud každá posloupnost {xn} ⊂ X, pro kterou plat́ı

lim
n→∞

F (xn) = c, (2.2)

lim
n→∞

‖F ′(xn)‖ = 0 (2.3)

obsahuje konvergentńı podposloupnost.
Řekneme, že F splňuje Palaisovu-Smaleovu podmı́nku (PS), pokud splňuje

PSc podmı́nku pro libovolné c ∈ R.

Věta 2.6 (O horském sedle; Ambrosetti, Rabinowitz). Necht’ X je Banach̊uv
prostor, F ∈ C1(X,R), e ∈ X a r > 0 : ‖e‖ > r a

inf
x∈X:‖x‖=r

F (x) > F (o) ≥ F (e).

Pokud funkcionál F splňuje PS podmı́nku na úrovni c, kde

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

F
(
γ(t)

)
a

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = o ∧ γ(1) = e},

Potom má funkcionál F kritický bod x0 ∈ X takový, že F (x0) = c.
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D̊ukaz. Lze využ́ıt obecný princip minimaxu (2.5), kde voĺıme M = [0, 1],
M0 = {0, 1},Γ0 = {γ0}, kde γ0(0) = o a γ0(1) = e.

Vzhledem k tomu, že ε a δ můžeme volit libovolně malé, muśı existovat
posloupnost {xn} ⊂ X taková, že plat́ı

F (xn)→ c,

F ′(xn)→ o.

Dı́ky předpokladu splněńı PSc podmı́nky muśı být z této posloupnosti
možné vybrat konvergentńı podposloupnost konverguj́ıćı k nějakému prvku
x0 ∈ X. A ze spojité diferencovatelnosti funkcionálu F plyne, že muśı platit
F (x0) = c a F ′(x0) = o.

Daľśı věta, popisuj́ıćı podobnou situaci, je věta o sedlovém bodě (Sad-
dle Point Theorem), která má rozsáhlé možnosti využit́ı u eliptických dife-
renciálńıch problémů. Jej́ı princip byl formulován v [16] P. H. Rabinowitzem.
Pro jednoduchou představu geometrie funkcionálu splňuj́ıćı předpoklady ná-
sleduj́ıćı věty stač́ı uvažovat funkci f(x, y) = x2 − y2.

Věta 2.7 (Věta o sedlovém bodě, Rabinowitz). Necht’ X = Y ⊕ Z je Ba-
nach̊uv prostor, kde Z je uzavřený podprostor a 0 < dimY < ∞. Pro δ > 0
definujme

M := {x ∈ Y : ‖x‖ ≤ δ},
M0 := {x ∈ Y : ‖x‖ = δ}.

Necht’ F ∈ C1(X,R) a

b := inf
x∈Z

F (x) > a := max
x∈M0

F (x).

Pokud nav́ıc F splňuje PSc podmı́nku, kde

c := inf
γ∈Γ

max
x∈M

F (γ(x)),

a

Γ := {γ ∈ C(M,X) : γ|M0 = I}.

Potom c je kritická hodnota funkcionálu F .
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D̊ukaz. Opět využijeme obecný princip minimaxu (2.5), kde voĺıme Γ0 = {I},
k nalezeńı posloupnosti skoro kritických bod̊u. Nejdř́ıve je třeba ověřit, že
c ≥ b. Stač́ı dokázat, že γ(M) ∩ Z 6= ∅ pro libovolné γ ∈ Γ. Označme P
takovou projekci na prostor Y , která splňuje PZ = {o}. Pokud γ(M)∩Z = ∅,
potom zobrazeńı

x 7→ δ
Pγ(x)

‖Pγ(x)‖

je retrakce koule M na jej́ı hranici M0 v prostoru Y . To je ale spor, protože
dim(Y ) <∞.

Zbytek d̊ukazu prob́ıhá zcela stejně jako u d̊ukazu věty (2.6).

Jednoduchým d̊usledkem předchoźı věty je jej́ı následuj́ıćı zjednodušeńı,
které budeme využ́ıvat.

Věta 2.8. Necht’ X = Y ⊕ Z je Banach̊uv prostor, kde Z je uzavřený pod-
prostor a 0 < dimY <∞. Necht’ F ∈ C1(X,R) a

lim
‖x‖→∞
x∈Y

F (x) = −∞,

inf
x∈Z

F (x) > −∞.

Pokud nav́ıc funkcionál F splňuje PS podmı́nku, potom existuje kritický bod
funkcionálu F .
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3 Klasifikace kritických bod̊u a metod jejich

nalezeńı

V této kapitole se pokuśıme rozdělit kritické body funkcionál̊u do několika
kategoríı podle toho, jak se chová funkcionál v jejich bĺızkosti. Zároveň ke
každému typu přǐrad́ıme vhodnou metodu, pomoćı které by mělo být možné
takový kritický bod naj́ıt.

Uvažujme spojitě diferencovatelný funkcionál F definovaný na Banachově
prostoru X, který má spočetnou bázi {ei}∞i=1. Bez újmy na obecnosti předpo-
kládejme, že počátek je kritickým bodem funkcionálu F a F (o) = 0. Plat́ı
tedy, že derivace funkcionálu F v počátku ve směru bázových vektor̊u je
nulová. Definujme řezy Fi(t) = F (tei) ∀i ∈ N. Pro libovolné přirozené i je Fi
funkce jedné proměnné a jej́ı derivace v nule je nulová. Typově mohou pro
dané i ∈ N a řez Fi nastat následuj́ıćı možnosti

a) Existuje okoĺı U bodu 0 takové, že

Fi(t) ≥ 0 ∀t ∈ U.

Tomuto př́ıpadu odpov́ıdá např́ıklad funkce f(t) = t2.

b) Existuje okoĺı U bodu 0 takové, že

Fi(t) ≤ 0 ∀t ∈ U.

Tomuto př́ıpadu odpov́ıdá např́ıklad funkce f(t) = −t2.

c) Existuje okoĺı U bodu 0 takové, že

Fi(t)t ≥ 0 ∀t ∈ U.

Tomuto př́ıpadu odpov́ıdá např́ıklad funkce f(t) = t3.

d) Existuje okoĺı U bodu 0 takové, že

Fi(t)t ≤ 0 ∀t ∈ U.

Tomuto př́ıpadu odpov́ıdá např́ıklad funkce f(t) = −t3.
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Kritický bod funkcionálu F v počátku nyńı můžeme klasifikovat podle
toho, do jakých skupin patř́ı jeho řezy Fi. Nejjednodušš́ı situace nastávaj́ı
v př́ıpadě, že všechny řezy patř́ı do skupiny a) - potom je zřejmě počátek
lokálńım minimem funkcionálu F , nebo pokud všechny patř́ı do skupiny b) -
potom je počátek lokálńım maximem funkcionálu F (a tedy minimem funk-
cionálu −F ). Kdybychom takovýto bod hledali pomoćı variačńıch metod,
bylo by vhodné použ́ıt větu (2.2).

V př́ıpadě, že řezy Fi(t) jsou jak typu a) tak typu b), pak se jedná o situaci,
kdy funkcionál F má v počátku sedlový bod. Označme X1 podprostor pro-
storu X, který je generován těmi bázovými vektory ei, jimž odpov́ıvaj́ı řezy
typu a) a X2 podprostor prostoru X, který je generován ostatńımi bázovými
vektory. Potom restrikce funkcionálu F na podprostor X1 má v počátku
lokálńı minumum a restrikce funkcionálu F na podprostor X2 má v počátku
lokálńı maximum. V tomto př́ıpadě se nab́ıźı použit́ı obecného principu mi-
nimaxu či z něj plynoućıch vět O sedlovém bodě a O horském sedle. Zde je
třeba upozornit, že větu O sedlovém bodě lze využ́ıt pouze v př́ıpadě, kdy
alespoň jedna z množin index̊u řez̊u typu a) nebo b) je konečná.

Nejzaj́ımavěǰśı situace nastane, když existuj́ı řezy typu c). V tomto př́ıpadě
počátek nemůže být minimem ale ani maximem funkcionálu F . Zároveň ale
selhávaj́ı pokusy takový kritický bod naj́ıt pomoćı metod minimaxu. Zp̊usob,
jak se vypořádat s takovou možnost́ı nab́ıźı následuj́ıćı kapitola.

3.1 Kritické body, jež nelze hledat metodami mini-
maxu

V této kapitole navrhneme princip metody, s jej́ıž pomoćı bude možné hledat
kritické body funkcionál̊u, které nelze nalézt pomoćı vět (2.2) nebo (2.5) resp.
(2.6) nebo (2.7). Jako př́ıklady si můžeme vźıt funkci f0(x) = x3 a stacionárńı
(kritický) bod x0 = 0 nebo funkci dvou proměnných f1(x, y) = x3 + y2 a bod
x1 = [0, 0].

Abychom byli schopni naj́ıt a identifikovat tyto kritické body je třeba si
uvědomit, že přestože geometrie funkce f1 neodpov́ıdá větě O horském sedle
(2.6), je možné ji lehce deformovat a předpoklady věty budou splněny - to
bude principem uvažované metody.

Věta 3.1. Necht’ X je Banach̊uv prostor, F ∈ C1(X,R) a {Dn} ⊂ C1(X,R)
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taková, že

lim
n→∞

sup
x∈X
‖D′n(x)‖ = 0,

Necht’ nav́ıc pro libovolné n ∈ N pro funkcionál F + Dn existuje posloup-
nost skoro kritických bod̊u (tj. jeho geometrie odpov́ıdá např. větě (2.2) nebo
(2.5)). Potom i pro funkcionál F existuje posloupnost skoro kritických bod̊u
{xk}. Tedy

lim
k→∞
‖F ′(xk)‖ = 0.

Pokud nav́ıc existuje omezená posloupnost skoro kritických hodnot {cn}
funkcionál̊u F + Dn a funkcionál F splňuje PS podmı́nku, potom existuje
kritický bod funkcionálu F .

D̊ukaz. Začneme s prvńı část́ı věty. Pro n ∈ N označme {xnk} posloupnost
skoro kritických bod̊u funkcionálu F +Dn. Tedy pro všechna n ∈ N plat́ı

lim
k→∞
‖(F +Dn)′(xnk)‖ = 0.

Dále pro všechna n ∈ N z každé posloupnosti {xnk} vybereme jeden bod -
označ́ıme ho xnkn - tak, aby platilo

lim
n→∞

‖(F +Dn)′(xnkn)‖ = 0.

Z trojúhelńıkové nerovnosti plyne, že pro všechna k, n ∈ N plat́ı

‖F ′(xnkn)‖ ≤ ‖(F +Dn)′(xnkn)‖+ ‖D′n(xnkn)‖.

Vzhledem k tomu, že oba sč́ıtance na pravé straně konverguj́ı pro n→∞ k
nule, muśı k nule konvergovat i výraz na levé straně. Posloupnost {xnkn} je
tedy posloupnost́ı skoro kritických bod̊u pro funkcionál F a prvńı část věty
je dokázána.

Nyńı přejdeme k d̊ukazu druhé části. Pokud existuje omezená posloupnost
skoro kritických hodnot cn funkcionál̊u F +Dn, potom můžeme vybrat pod-
posloupnost posloupnosti {xnkn} (označme ji pro jednoduchost opět {xnkn})
takovou, že pro nějaké c ∈ R bude platit

lim
k→∞

F (xnkn) = c,

lim
k→∞
‖F ′(xnkn)‖ = 0.

A vzhledem k tomu, že funkcionál F podle předpokladu splňuje PS podmı́nku,
muśı na hladině c existovat kritický bod.

15



Použit́ı předchoźı věty si přibĺıž́ıme na př́ıkladu ze začátku kapitoly.

Př́ıklad 3.1. Uvažujme funkci f(x, y) = x3 + y2. Tato funkce téměř má
geometrii odpov́ıdaj́ıćı větě (2.6). Zvoĺıme proto následuj́ıćı posloupnost de-
formaćı

dn(x, y) = − 1

n
x.

Plat́ı

‖d′n(x, y)‖ =
1

n
→ 0 pro n→∞

a pro libovolné n ∈ N odpov́ıdá geometrie funkci f + dn větě (2.6)3. Druhá
část věty je rovněž splněna a funkce f(x, y) = x3 + y2 muśı mı́t kritický bod.

V následuj́ıćım př́ıkladě ukážeme nutnost druhé části věty (3.1) k d̊ukazu
toho, že F má kritický bod.

Př́ıklad 3.2. Uvažujme funkci f(x) = ln x a posloupnost deformaćı dn(x) =
− 1√

n
e−(x−n)2 .

Pro libovolné n ∈ N : n > 3 má funkce f + dn lokálńı minimum xn na
okoĺı bodu n. Ale tato posloupnost kritických bod̊u je neomezená. Odpov́ıdá
to situaci, kdy funkce f(x) = lnx nemá žádný kritický bod.

Vrat’me se nyńı k diskuzi z 3. kapitoly. Na př́ıkladě (3.1) je dobře vidět,
jak se vypořádat se situaćı, kdy se snaž́ıme naj́ıt kritický bod, ve kterém
má funkcionál F řezy typu c) nebo d). Pomoćı vhodné posloupnosti defor-
maćı, změńıme geometrii funkcionálu F tak, abychom zachovali jeho d̊uležité
vlastnosti (existenci kritického bodu a možnost použit́ı vhodné věty k jeho
nalezeńı) a zároveň změnili řezy typu c) nedo d) na řezy typu a) nebo b).

3.2 Závěr

T́ım jsme vyčerpali všechny možnosti a ukázalo se, že v zásadě můžeme
kritické body rozdělit do tř́ı kategoríı. Prvńı z nich jsou lokálńı extrémy.
Přirozeným matematickým prostředkem k jejich nalezeńı je věta o lokálńım
minimu (2.2). Do druhé kategorie spadaj́ı sedlové body a k jejich nalezeńı
je vhodné využ́ıt princip minimaxu (2.5). Třet́ı jsou takové kritické body, že

3s př́ıslušným posunut́ım
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některé řezy funkcionálu jimi vedené jsou na jejich okoĺı rostoućı resp. kle-
saj́ıćı. To zmemožňuje př́ımé využit́ı vět o lokálńım extrému i principu mini-
maxu. Přesto je lze tyto tvrzeńı modifikovat pomoćı věty (3.1) tak, abychom
i takové body teoreticky byli schopni nalézt.
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4 Diferenciálńı rovnice druhého řádu z va-

riačńıho pohledu

4.1 Lineárńı př́ıpad - vlastńı č́ısla a funkce

Uvažujme úlohu na vlastńı č́ısla{
x′′(t) + λx(t) = 0, t ∈ (0, π),
x(0) = x(π) = 0.

(4.1)

Tato úloha má netriviálńı řešeńı ϕk(t) = sin(kt) pro λ = λk = k2, k ∈ N.
Č́ısla λk nazýváme vlastńımi č́ısly a př́ıslušná řešeńı ϕk nazýváme vlastńımi
funkcemi úlohy (4.1). Z Courant-Fischerova principu [7, Theorem 7.8.12]
nav́ıc plyne, že posloupnost funkćı ϕk(t) = sin(kt), k ∈ N tvoř́ı ortogonálńı
bázi prostoru H := W 1,2

0 (0, π) se skalárńım součinem definovaným předpisem

(x, y) =

π∫
0

x′(t)y′(t) dt.

Normu tohoto prostoru generovanou t́ımto skalárńım součinem budeme značit
symbolem ‖·‖. Symbolem ‖·‖L2 budeme rozumět klasickou normu v prostoru
L2(0, π), tj.

‖x‖L2 =
( π∫

0

(
x(t)

)2
dt
) 1

2
.

Definujme následuj́ıćı podprostory prostoru H

H− = Lin{sinx, . . . , sin kx},
H+ = Lin{sin(k + 1)x, sin(k + 2)x, . . . }.

Potom plat́ı H = H− ⊕H+ a

‖x‖2 ≤ λk‖x‖2
L2 ∀x ∈ H−,

‖x‖2 ≥ λk+1‖x‖2
L2 ∀x ∈ H+.

Připomeňme, že prostor H je kompaktně vnořem do prostoru L2(0, π).
Konkrétně pro libovolnou funkci x ∈ H plat́ı

‖x‖L2 ≤ ‖x‖.
Dále plat́ı, že pokud jsou na sebe dvě funkce z prostoru H kolmé, potom jsou
na sebe kolmé i v geometrii prostoru L2(0, π).
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4.2 Aplikace věty o sedlovém bodě

V tomto př́ıkladě využijeme větu o sedlovém bodě k źıskáńı výsledk̊u týkaj́ı-
ćıch se řešitelnosti okrajové úlohy{

−x′′(t) = g
(
t, x(t)

)
, t ∈ (0, π),

x(0) = x(π) = 0,
(4.2)

kde g : (0, π)×R 7→ R je Carathéodoryova funkce, tj. g(·, s) je měřitelná pro
libovolné s ∈ R a g(t, ·) je spojitá pro skoro všechna t ∈ (0, π).

Klasickým řešeńım úlohy (4.2) budeme chápat funkci z prostoru C2(0, π)∩
C[0, π], která v každém bodě intervalu (0, π) splňuje diferenciálńı rovnici a
vyhovuje okrajovým podmı́nkám.

Slabým řešeńım úlohy (4.2) budeme chápat funkci x ∈ H takovou, že pro
libovolné y ∈ H plat́ı rovnost

π∫
0

x′(t)y′(t) dt =

π∫
0

g
(
t, x(t)

)
y(t) dt.

Dále budeme dokazovat existenci slabého řešeńı úlohy (4.2). Definujme
potenciál nelinearity g

G(t, s) =

s∫
0

g(t, u) du.

Pro d̊ukaz existence řešeńı úlohy (4.2) budeme přepokládat, že existuj́ı
dvě po sobě jdoućı vlastńı č́ısla úlohy (4.1) λk a λk+1, nezáporná funkce
h ∈ L2(0, π) a kladná konstanta ε taková, že pro libovolné s ∈ R a skoro
všechna t ∈ (0, π) plat́ı

g(t, s) ≥ min{λks, (λk+1 − ε)s} − h(t), (4.3)

g(t, s) ≤ max{λks, (λk+1 − ε)s}+ h(t). (4.4)

Předpokládejme, že plat́ı

lim
|s|→∞

π∫
0

(λk
2
s2 −G(t, s)

)
dt = −∞. (4.5)
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Definujme funkcionál F : H 7→ R předpisem

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′(t)

)2
dt−

π∫
0

G
(
t, x(t)

)
dt. (4.6)

Funkcionál F je spojitě diferencovatelný na prostoru H a pro libovolné funkce
x, y ∈ H plat́ı

F ′(x)y =

π∫
0

x′(t)y′(t) dt−
π∫

0

g
(
t, x(t)

)
y(t) dt. (4.7)

Kritické body funkcionálu F jsou zároveň slabými řešeńımi úlohy (4.2) a
naopak.

Definujme následuj́ıćı podprostory prostoru H.

H̃ = Lin{sinx, . . . , sin(k − 1)x},
Ĥ = Lin{sin kx},
H− = H̃ ⊕ Ĥ,
H+ = H⊥− .

V př́ıpadě, že k = 1, neńı třeba uvažovat prostor H̃. Následuj́ıćı úvahy by se
tak zjednodušily, ale v principu by z̊ustaly stejné. Budeme tedy bez újmy na
obecnosti předpokládat, že k > 1. Plat́ı H− ⊕H+ = H. Nyńı ukážeme, že F
má geometrii odpov́ıdaj́ıćı větě o sedlovém bodě. Začneme t́ım, že ukážeme,
že F je slabě antikoercivńı na H−. Necht’ x ∈ H−, potom x = x̄ + x̂, kde
x̄ ∈ H̃, x̂ ∈ Ĥ a d́ıky (4.3) a (4.4) plat́ı 4

F (x) = F (x̄+ x̂) =
1

2

π∫
0

(
(x̄+ x̂)′

)2
dt−

π∫
0

(x̄+x̂)(t)∫
0

g(t, s) ds dt =

=
1

2

π∫
0

(
(x̄′)2 + (x̂′)2

)
dt−

π∫
0

(x̄+x̂)(t)∫
0

g(t, s) ds dt ≤

4Pro přehlednost zde a i v daľsich kapitolách nebudeme psát argument funkćı tam, kde
nemůže doj́ıt k nejasnostem.
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≤ 1

2

π∫
0

(
(x̄′)2

)
dt− λk

2

π∫
0

(x̄2) dt+

π∫
0

h|x̄+ x̂| dt ≤

≤ 5 1

2

λk−1 − λk
λk−1

‖x̄‖2 + ‖h‖L2‖x̄‖L2 + ‖h‖L2‖x̂‖L2 ≤

≤ 1

2

λk−1 − λk
λk−1

‖x̄‖2 + ‖h‖L2‖x̄‖+ ‖h‖L2‖x̂‖. (4.8)

Nyńı uvažujme libovolnou posloupnost {xn} = {x̄n + x̂n}, kde {x̄n} je

posloupnost funkćı z H̃ a {x̂n} je posloupnost funkćı z Ĥ, pro kterou plat́ı
‖xn‖ → ∞. Zp̊usob, jakým dokážeme že F (xn)→ −∞ pro n→∞, záviśı na

vlastnostech posloupnosti {xn}. Nejdř́ıve uvažujme př́ıpad, kdy plat́ı ‖x̄n‖
2

‖x̂n‖ →
∞. Potom F (xn)→ −∞ plyne z (4.8). V opačném př́ıpadě můžeme bez újmy

na obecnosti předpokládat, že ‖x̄n‖
2

‖x̂n‖ < M pro nějaké kladné M. Ukážeme, že v

tomto př́ıpadě plat́ı, že |xn(t)| → ∞ pro s.v. t ∈ (0, π). Pro libovoné t ∈ (0, π)
plat́ı

|x̂n(t) + x̄n(t)| ≥ |x̂n(t)| − |x̄n(t)| ≥ ‖x̂n‖
| sin(kt)|
‖ sin(kt)‖

− sup
t∈(0,π)

|x̄n(t)| ≥

≥ ‖x̂n‖
| sin(kt)|
‖ sin(kt)‖

− |x̄n|L∞ ≥ ‖x̂n‖
| sin(kt)|
‖ sin(kt)‖

− C‖x̄n‖ ≥

≥ ‖x̂n‖
| sin(kt)|
‖ sin(kt)‖

− C
√
M
√
‖x̂n‖,

kde C je konstanta vnořeńı H ↪→ L∞(0, π). Vid́ıme, že pro libovoné t :
sin(kt) 6= 0 plat́ı |xn(t)| → ∞. Vzhledem k tomu, že funkce sin(kt) se nuluje
pouze v konečně mnoha bodech intervalu (0, π) plat́ı |xn(t)| → ∞ pro s.v. t ∈
(0, π).

Z (4.5) dále plyne

F (xn) =
1

2

π∫
0

(x′n(t))2 dt−
π∫

0

xn(t)∫
0

g(t, s) ds dt ≤

≤ λk
2

π∫
0

(xn(t))2 dt−
π∫

0

G
(
t, xn(t)

)
dt→ −∞.

5Protože plat́ı
π∫
0

x2 dt ≥ 1
λk−1

π∫
0

(x′)2 dt ∀x ∈ H̃ a Hölderova nerovnost.
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Tedy

lim
‖x‖→∞
x∈H−

F (x) = −∞. (4.9)

Pro x+ ∈ H+ ze (4.3), (4.4) a Hölderovy nerovnosti plyne

F (x+) =
1

2

π∫
0

(
x′+
)2

dt−
π∫

0

x+(t)∫
0

g(t, s) ds dt =

≥ 1

2

π∫
0

(
x′+
)2

dt− λk+1 − ε
2

π∫
0

(x2
+) dt−

π∫
0

h|x+| dt ≥

≥ ε

2λk+1

‖x+‖2 − ‖h‖L2‖x+‖.

A tedy muśı platit

inf
x∈H+

F (x) > −∞.

Funkcionál F má geometrii odpov́ıdaj́ıćı větě (2.8). Zbývá dokázat, že
je splněna PS podmı́nka. Předpokládejme, že máme danou posloupnoust
{xn} ⊂ H, pro kterou plat́ı

‖F ′(xn)‖ → 0, (4.10)

∃K > 0 ∀n ∈ N : |F (xn)| < K. (4.11)

Potřebujeme dokázat, že z této posloupnosti lze vybrat konvergentńı pod-
posloupnost. Nejdř́ıve sporem dokážeme, že posloupnost {xn} je omezená.
Předpokládejme tedy, že {xn} je neomezená posloupnost funkćı z H, která
splňuje (4.10) a (4.11).

Označme xn = x̄n + x̂n + x̃n, kde x̄n ∈ H̃, x̂n ∈ Ĥ a x̃n ∈ H+. Lze ukázat
(viz. např́ıklad [10]), že vzhledem k (4.3) a (4.4) existuj́ı Carathédoryovy
funkce Γ a r takové, že pro všechna s ∈ R a skoro všechna t ∈ (0, π) plat́ı

g(t, s) = Γ(t, s)s+ r(t, s),

λk ≤ Γ(t, s) ≤ λk+1 − ε,
|r(t, s)| ≤ h(t).
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Pro yn := x̄n + x̂n − x̃n plat́ı

F ′(xn)yn = ‖x̄n‖2 + ‖x̂n‖2 − ‖x̃n‖2 −

−
π∫

0

g
(
t, xn(t)

)
(x̄n + x̂n − x̃n) dt =

= ‖x̄n‖2 + ‖x̂n‖2 − ‖x̃n‖2 −

−
π∫

0

(
Γ
(
t, xn

)
xn + r

(
t, xn

))
(x̄n + x̂n − x̃n) dt ≤

≤ ‖x̄n‖2 + ‖x̂n‖2 − ‖x̃n‖2 +

π∫
0

Γ
(
t, xn

)
(x̃n)2 dt−

−
π∫

0

Γ
(
t, xn

)
(x̄n + x̂n)2 dt+ ‖h‖L2‖xn‖ ≤

≤ (λk−1 − λk)‖x̄n‖2 − ε‖x̃n‖2 +

+

π∫
0

(
λk − Γ(t, xn)

)︸ ︷︷ ︸
≤0

(x̄n + x̂n)2 dt+ ‖h‖L2‖xn‖.

Označme x⊥n = x̄n + x̃n. Z předchoźı nerovnosti a (4.10) plyne, že existuj́ı
kladné konstanty c1 a c2, pro které plat́ı

0 = lim
n→∞

F ′(xn)
yn
‖xn‖

≤ lim
n→∞

1

‖xn‖

(
−c1‖x⊥n ‖2 + c2

(
‖x̂n‖+ ‖x⊥n ‖

))
.

Z předchoźı nerovnosti plyne, že muśı pro nějakou kladnou konstantu M
a n dostatečně velké platit

‖x⊥n ‖2

‖x̂n‖
< M. (4.12)

Dále dokážeme, že posloupnost {x̃n} je omezená.
Z (4.10) plyne

0 = lim
n→∞

−F ′(xn) sin(kt) = lim
n→∞

π∫
0

(
g(t, xn)− λkxn

)
sin(kt) dt =
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= lim
n→∞

π∫
0

((
Γ(t, xn)− λk

)
xn + r(t, xn)

)
sin(kt) dt

a z toho plyne, že pro nějakou kladnou konstantu c3 plat́ı

lim sup
n→∞

π∫
0

Γ
(
(t, xn)− λk

)
xn sin(kt) dt ≤ c3‖h‖L2 . (4.13)

Označme k0 := k
√
π

2
√

2
. Potom pro n dostatečně velké d́ıky (4.12) plat́ı

xn sin(kt) = k

√
π

2
xn

x̂n
‖x̂n‖

=
k0

‖x̂n‖
(
(xn)2 + (x̂n)2 − (xn − x̂n)2

)
=

=
k0

‖x̂n‖
(
(xn)2 + (x̂n)2 − (x⊥n )2

)
≥ −k0M. (4.14)

Označme sin±(kt) := max{± sin(kt), 0}. Potom sin(kt) = sin+(kt) −
sin−(kt) a z (4.13) plyne

lim
n→∞

π∫
0

Γ
(
(t, xn)− λk

)
xn sin+(kt) dt ≤

≤ c3‖h‖L2 + lim
n→∞

π∫
0

Γ
(
(t, xn)− λk

)
xn sin−(kt) dt

a d́ıky (4.14) dostáváme

lim
n→∞

π∫
0

Γ
(
(t, xn)− λk

)
xn sin+(kt) dt ≤

≤ c3‖h‖L2 + k0M(2k + 1)π.

Vzhledem k tomu, že pro xn(t) > 0 plat́ı

|g(t, xn)− λkxn| sin+(kt) =
∣∣(Γ(t, xn)− λk

)
xn + r(t, xn)

∣∣ sin+(kt) ≤
≤

(
Γ(t, xn)− λk

)
xn sin+(kt) + c3‖h‖L2

a pro xn(t) < 0 plat́ı

|g(t, xn)− λkxn| sin+(kt) ≤ k0M(2k + 1)π + c3‖h‖L2
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dostáváme, že existuje konstanta L1, pro kterou plat́ı

lim
n→∞

π∫
0

|g(t, xn)− λkxn| sin+(kt) dt ≤ L1.

Podobně lze dokázat, že existuje konstanta L2, pro kterou plat́ı

lim
n→∞

π∫
0

|g(t, xn)− λkxn| sin−(kt) dt ≤ L2.

A tedy pro nějakou konstantu L3 plat́ı

lim
n→∞

π∫
0

|g(t, xn)− λkxn|| sin(kt)| dt ≤ L3.

Označ́ıme Ωδ := {t ∈ (0, π) : | sin(kt)| ≤ δ}. Potom existuj́ı n0 ∈ N a
konstanta L a pro všechna n > n0 plat́ı

δ

∫
(0,π)\Ωδ

|g(t, xn)− λkxn| dt ≤ L. (4.15)

Dále bud’ ‖x̃n‖ → 0 a tedy tato posloupnost muśı být omezená, nebo z
(4.10) plyne

lim
n→∞

F ′(xn)
x̃n
‖x̃n‖2

= lim
n→∞

1

‖x̃n‖2

(
‖x̃n‖2 −

π∫
0

g(t, xn)x̃n dt
)

=

= 0. (4.16)

Označ́ıme-li ỹn = x̃n
‖x̃n‖ , potom lze bez újmy na obecnosti předpokládat,

že existuje funkce y0 ∈ H, pro kterou plat́ı yn ⇀ y0 v H a yn → y0 v L2(0, π)
a d́ıky (4.16) plat́ı

lim
n→∞

1

‖x̃n‖2

( π∫
0

(
g(t, xn)− λkxn

)
x̃n dt

)
= 1− λk‖y0‖2

L2 .
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Vzhledem k tomu, že limδ→0 Meas Ωδ = 0, muśı pro dostatečně velké n
platit

lim
δ→0

1

‖x̃n‖2

(∫
Ωδ

(
g(t, xn)− λkxn

)
x̃n dt

)
= 0.

Muśı tedy existovat δ0 > 0, pro které plat́ı

1

‖x̃n‖2

(∫
Ωδ0

(
g(t, xn)− λkxn

)
x̃n dt

)
<

2k + 1

2(k + 1)2
. (4.17)

Nyńı využijeme (4.15), (4.17) a rovnosti (4.16).

0 = lim
n→∞

1

‖x̃n‖2

(
‖x̃n‖2 − λk‖x̃n‖2

L2 −
∫

Ωδ0 ∪ {(0, π) \ Ωδ0}

(
g(t, xn)− λkxn

)
x̃n dt

)
≥

≥ lim
n→∞

( 2k + 1

(k + 1)2
− 2k + 1

2(k + 1)2
− LV

δ0‖x̃n‖

)
,

kde V je konstanta vnořeńı H ↪→ L1(0, π).
Z posledńı nerovnosti, že posloupnost {x̃n} je omezená.
Vzhledem ke (4.12), můžeme uplatnit stejný argument jako při doka-

zováńı slabé antikoercivity F na H− k tomu, abychom ukázali, že plat́ı
|xn(t)| → ∞ pro s.v. t ∈ (0, π). Z omezenosti posloupnosti {x̃n} a (4.5)
poté plyne

F (xn) =
1

2
(‖x̄n‖2 + ‖x̂n‖2 + ‖x̃n‖2)−

π∫
0

G
(
t, xn(t)

)
dt =

=
1

2
(‖x̄n‖2 + ‖x̂n‖2 + ‖x̃n‖2)− λk

2
‖xn‖2

L2︸ ︷︷ ︸
≤C

+

+
λk
2
‖xn‖2

L2 −
π∫

0

G
(
t, xn(t)

)
dt ≤

≤ C +

π∫
0

(λk
2

(xn)2 −G
(
t, xn(t)

))
dt→ −∞.
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To je ale spor s (4.11). Posloupnost {xn} tedy muśı být omezená a můžeme
bez újmy na obecnosti předpokládat, že slabě konverguje k funkci x0.

Dále d́ıky kompaktńımu vnořeńı H do L2(0, π) posloupnost {xn} kon-
verguje k x0 v normě prostoru L2(0, π). Vzhledem k tomu, že F ′(xn) → o,
plat́ı (

F ′(xn)− F ′(x0)
)
(xn − x0)→ 0

a

(
F ′(xn)− F ′(x0)

)
(xn − x0) =

π∫
0

(
(xn − x0)′

)2
dt−

−
π∫

0

(g(t, xn)− g(t, x0))(xn − x0) dt

︸ ︷︷ ︸
→0

,

což znamená, že posloupnost {xn} konverguje k x0 v normě prostoru H. PS
podmı́nka je splněna.

V předchoźıch odstavćıch jsme tedy dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 4.1. Necht’ nelinearita g : (0, π) × R 7→ R je Carathéodoryho funkce
splňuj́ıćı podmı́nky (4.3), (4.4) a (4.5). Potom má úloha (4.2) slabé řešeńı.

Poznámka 4.1. Věta (4.1) je p̊uvodńım výsledkem této práce a zobecňuje
některé předchoźı výsledky týkaj́ıćı se řešitelnosti úlohy (4.2). Např́ıklad
oproti základńımu článku [1] je možné uvažovat i neomezenou nelinearitu
g.

Poznámka 4.2. Lze ukázat, že slabé řešeńı úlohy (4.2) je zároveň i řešeńım
klasickým (viz např. [12, Theorem 4.19.]).

4.3 Fredholmova alternativa

V této kapitole se zaměř́ıme na Fredholmovu alternativu a s ńı spjatou nutnou
a postačuj́ıćı podmı́nku řešitelnosti úlohy{

x′′(t) + λx(t) = f(t), t ∈ (0, π),
x(0) = x(π) = 0,

(4.18)
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kde f je daná funkce z prostoru L2(0, π). Naš́ım ćılem bude interpretovat
tyto podmı́nky z variačńıho pohledu.

Konkrétně z Fredholmovy alternativy (viz např. [14, Věta 8.9]) plyne, že

1. Bud’ λ neńı vlastńım č́ıslem úlohy (4.1), potom má úloha (4.18) řešeńı
pro libovolnou pravou stranu f ∈ L2(0, π).

2. Nebo λ = λk je vlastńım č́ıslem, pak řešeńı úlohy (4.18) existuje právě

tehdy, když
π∫
0

f(t)ϕk(t) dt = 0, tj. když funkce f je kolmá na vlastńı

funkci př́ıslušnou k vlastńımu č́ıslu λk v geometrii prostoru L2(0, π).

Pod́ıvejme se nejdř́ıve podrobněji na prvńı možnost.Nyńı budeme uvažovat
funkcionál F : H 7→ R definovaný předpisem

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′(t)

)2
dt−

π∫
0

G
(
t, x(t)

)
dt,

kde

G(t, s) =

s∫
0

(
λu− f(t)

)
du =

λ

2
s2 − f(t)s.

Pokud λ < λ1, použijeme k d̊ukazu existence řešeńı větu o globálńım
miminu 2.3. Nejdř́ıve ověř́ıme, že F je slabě koercivńı na H. Necht’ x je
libovolný prvek prostoru H. Potom

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′(t)

)2
dt−

π∫
0

λ

2

[(
x(t)

)2 − f(t)x(t)
]

dt ≥

≥ λ1 − λ
2λ1

‖x‖2 − ‖f‖L2‖x‖.

Z předchoźı nerovnosti plyne, že F je slabě koercivńı na H. Zbývá ověřit,
že funkcionál F je slabě sekvenciálně polospojitý zdola. Necht’ x0 je libo-
volný prvek prostoru H a {xn} posloupnost prvk̊u z H, která k němu slabě
konverguje. Vzhledem ke kompaktńımu vnořeńı H do C[0, π] plat́ı, že {xn}
konverguje k x0 v normě prostoru C[0, π]. Z toho plyne, že

π∫
0

λ

2

[(
xn(t)

)2 − f(t)xn(t)
]

dt→
π∫

0

λ

2

[(
x0(t)

)2 − f(t)x0(t)
]

dt.
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Platnost nerovnosti

lim inf
n→∞

π∫
0

(
x′n(t)

)2
dt ≥

π∫
0

(
x′0(t)

)2
dt

plyne z toho, že norma definovaná na Hilbertově prostoru je slabě sek-
venciálně polospojitá zdola (viz např. [7, Proposition 2.1.22(iii)]). Funkcionál
F je tedy slabě sekvenciálně polospojitý zdola a předpoklady věty 2.3 jsou
splněny. V souladu s tvrzeńım Fredholmovy alternativy existuje řešeńı úlohy
(4.18).

V př́ıpadě, že λ > λ1, potom existuj́ı dvě po sobě jdoućı vlastńı č́ısla λk
a λk+1 úlohy (4.1) taková, že plat́ı λk < λ < λk+1. K d̊ukazu existence řešeńı
využijeme větu 4.1.

Plat́ı

lim
|s|→∞

(λk+1

2
s2 − λ

2
s2 + f(t)s

)
= lim

|s|→∞

(λk+1 − λ
2

s2 + f(t)s
)

=∞,

lim
|s|→∞

(λk
2
s2 − λ

2
s2 + f(t)s

)
= lim

|s|→∞

(λk − λ
2

s2 + f(t)s
)

= −∞.

.
Ověřeńı platnosti ostatńıch požadovaných podmı́nek je triviálńı. Předpo-

klady věty jsou splněny a dle jej́ıho tvrzeńı existuje řešeńı dané úlohy.
Nyńı se vrat’me k druhé části Fredholmovy alternativy, k situaci, kdy

λ = λk je vlastńım č́ıslem. Slabé řešeńı úlohy (4.18) můžeme opět hledat
jako kritické body funkcionálu F : H 7→ R

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′(t)

)2
dt−

π∫
0

G
(
t, x(t)

)
dt.

Necht’ x je libovolná funkce z H. Potom plat́ı

F ′(x)ϕk =

π∫
0

x′(t)ϕ′k(t) dt− λk

π∫
0

x(t)ϕk(t) dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt

=

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt.
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Vid́ıme, že v libovolném bodě x je derivace funkcionálu F ve směru funkce
ϕk konstantńı. Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne

‖F ′(x)‖ ≥
∣∣F ′(x)ϕk

∣∣
‖ϕk‖

=

∣∣∣ π∫
0

f(t)ϕk(t) dt
∣∣∣

‖ϕk‖
.

Zřejmě je tedy podmı́nka
π∫
0

f(t)ϕk(t)dt = 0 nutná k tomu, aby bod x byl

kritickým bodem funkcionálu F a aby existovalo slabé řešeńı úlohy (4.18).

V př́ıpadě, že je podmı́nka
π∫
0

f(t)ϕk(t)dt = 0 splněna, je možno charak-

terizovat chováńı funkcionálu F následuj́ıćım zp̊usobem. Definujme rozklad
prostoru H

H− = Lin{ϕ : ϕ je vlastńı funkce př́ıslušná vl. č́ısl̊um λ1 . . . λk−1},
H0 = Lin{ϕk},
H+ = Lin{ϕk+1, ϕk+2, . . . }.

Funkcionál F je slabě koercivńı na podprostoru H+, tj.

lim
‖x‖→∞
x∈H+

F (x) =∞.

Funkcionál F je konstantńı, konkrétně nulový, na podprostoru H0, tj.

F (x) = 0 ∀x ∈ H0.

Funkcionál F je slabě antikoercivńı na podprostoru H−, tj.

lim
‖x‖→∞
x∈H−

F (x) = −∞.

Nav́ıc Gâteauxova derivace funkcionálu F v libovolném bodě x prostoru
H ve směru vlastńı funkce ϕk je nulová, tj.

F ′(x)ϕk =

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt = 0.
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4.4 Landesmanovy-Lazerovy podmı́nky

V této kapitole nast́ıńıme variačńı význam Landesmanových-Lazerových pod-
mı́nek řešitelnosti úlohy{

x′′(t) + λkx(t) + g
(
x(t)

)
= f(t), t ∈ (0, π),

x(0) = x(π) = 0,
(4.19)

kde λk je vlastńı č́ıslo úlohy (4.1), g : R 7→ R je daná spojitá funkce a f je
funkce z prostoru L2(0, π).

Pro jednoduchost předpokládejme, že existuj́ı konečné limity

lim
s→∞

g(s) = g+,

lim
s→−∞

g(s) = g−.

Z toho plyne, že funkce g je omezená a konstantu, která ji omezuje, označme
C.

Pomoćı Ljapunovovy-Schmidtovy redukce a Schauderovy věty o pevném
bodě bylo v [12, Theorem 6.4] dokázáno, že existuje alespoň jedno řešeńı
úlohy (4.19) pokud plat́ı

π∫
0

(
g−ϕ

+
k (t)− g+ϕ

−
k (t)

)
dt <

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt <

<

π∫
0

(
g+ϕ

+
k (t)− g−ϕ−k (t)

)
dt, (4.20)

kde ϕ+
k : t 7→ max{ϕk(t), 0} je kladná část a ϕ−k : t 7→ max{−ϕk(t), 0} je

záporná část funkce ϕk.
Podobný výsledek lze nalézt v [7, Theorem 5.9.3], kde bylo využito Leray-

ova-Schauderova stupně zobrazeńı. Nás bude zaj́ımat, jak již bylo řečeno v
úvodu kapitoly, variačńı interpretace těchto podmı́nek.

Definujme funkcionál F : H 7→ R předpisem

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′(t)

)2
dt− λk

2

π∫
0

(
x(t)

)2
dt−

π∫
0

x(t)∫
0

g(s) ds dt+
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+

π∫
0

f(t)x(t) dt.

Kritické body funkcionálu F jsou zároveň slabými řešeńımi úlohy (4.19) a
naopak.

Definujme rozklad prostoru H stejně jako v předchoźım př́ıkladě, tj.

H− = Lin{ϕ : ϕ je vlastńı funkce př́ıslušná vl. č́ısl̊um λ1 . . . λk−1},
H0 = Lin{ϕk},
H+ = Lin{ϕk+1, ϕk+2, . . . }.

Nejdř́ıve ukážeme, že F je slabě koercivńı na podprostoru H+ a slabě
antikoercivńı na H−.

Uvažujme, že x ∈ H+. Potom pro nějaké kladné konstanty C1 a C2 plat́ı

F (x) =
1

2
‖x‖2 − λk

2
‖x‖2

L2 −
π∫

0

x(t)∫
0

g(s) ds dt+

π∫
0

f(t)x(t) dt ≥

≥ λk+1 − λk
2λk

‖x‖2 − C̃‖x‖L1 − ‖f‖L2‖x‖L2 ≥

≥ λk+1 − λk
2λk

‖x‖2 − C̃‖x‖ − ‖f‖L2‖x‖.

Z toho plyne, že plat́ı

lim
‖x‖→∞
x∈H+

F (x) =∞.

Vztah

lim
‖x‖→∞
x∈H−

F (x) = −∞.

bychom dokázali analogicky.
Zbývá vyřešit posledńı, ovšem zásadńı otázku. Jaký vliv má podmı́nka

(4.20) na chováńı funkcionálu F na podprostoru, který je lineárńım obalem
vlastńı funkce ϕk? Dobrou představu źıskáme, když vyšetř́ıme chováńı de-
rivace funkcionálu F v bodech tohoto podprostoru ve směru vlastńı funkce
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ϕk. Předevš́ım nás bude zaj́ımat asymptotické chováńı této derivace v bo-
dech, které v normě diverguj́ı k nekonečnu. Definujme tedy xn = ρnϕk, kde
a) ρn →∞ nebo b) ρn → −∞. Plat́ı

F ′(xn)ϕk =

π∫
0

x′n(t)ϕ′k(t) dt− λk

π∫
0

xn(t)ϕk(t) dt−

−
π∫

0

g(xn(t))ϕk(t) dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt =

= −
π∫

0

g(xn(t))ϕk(t) dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt =

= −
π∫

0

g(ρnϕk(t))ϕk(t) dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt =

= −
π∫

0

[
g(ρnϕk(t))ϕ

+
k (t)− g(ρnϕk(t))ϕ

−
k (t)

]
dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt.

V př́ıpadě a) z předchoźıho vztahu a (4.20) plyne

lim
n→∞

F ′(xn)ϕk = −
π∫

0

[
g+ϕ

+
k (t)− g−ϕ−k (t)

]
dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt

:= c1 < 0. (4.21)

V př́ıpadě b)

lim
n→∞

F ′(xn)ϕk = −
π∫

0

[
g−ϕ

+
k (t)− g+ϕ

−
k (t)

]
dt+

π∫
0

f(t)ϕk(t) dt

:= c2 > 0. (4.22)

Vid́ıme, že podmı́nky (4.20) jsou z variačńıho pohledu podmı́nkami na
asymptotické chováńı Gâteauxovy derivace funkcionálu F v bodech podpro-
storu H0 ve směru vlastńı funkce ϕk, která tento prostor definuje.

Dále z věty o středńı hodnotě [7, Theorem 3.2.6] a (4.22) plyne, že pro
ρ2 > ρ1 > ρ, kde ρ je dostatečně velké, existuje ε > 0 : (c1+ε < 0)∧(c2−ε > 0)
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takové, že plat́ı

F (ρ2ϕk)− F (ρ1ϕk) =

1∫
0

F ′(ρ1ϕk + u(ρ2 − ρ1)ϕk)(ρ2 − ρ1)ϕk du ≤

≤
1∫

0

(ρ2 − ρ1)(c1 + ε) du = (ρ2 − ρ1)(c1 + ε).

Analogicky z (4.22) plyne

F (−ρ2ϕk)− F (−ρ1ϕk) ≤ (−ρ2 + ρ1)(c2 − ε).

Z těchto dvou nerovnost́ı plyne

lim
‖x‖→∞
x∈H0

F (x) = −∞. (4.23)

Nyńı uvažujme x ∈ H− ⊕ H0. Potom pro x− ∈ H− a x0 ∈ H0, splňuj́ıćı
plat́ı x = x− + x0 a nějakou kladnou konstantu C4 plat́ı

F (x) =
1

2

π∫
0

(
x′−(t) + x′0(t)

)2
dt− λk

2

π∫
0

(
x−(t) + x0(t)

)2
dt−

−
π∫

0

x(t)∫
0

g(s) ds dt+

π∫
0

f(t)
(
x(t)

)
dt =

=
1

2
(‖x−‖2 − λk‖x−‖2

L2)−
π∫

0

( x0(t)∫
0

g(s) ds+

x(t)∫
x0(t)

g(s) ds
)

dt+

+

π∫
0

f(t)
(
x−(t)

)
dt+

π∫
0

f(t)
(
x0(t)

)
dt ≤

≤ λk−1 − λk
2

‖x−‖2
L2 + C‖x−‖L1 + ‖f‖L2‖x−‖L2 + F (x0) ≤

≤ λk−1 − λk
2λk−1

‖x−‖2 + C4‖x−‖+ ‖f‖L2‖x−‖+ F (x0). (4.24)
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Z (4.23) a (4.24) plyne

lim
‖x‖→∞
x∈H−⊕H0

F (x) = −∞.

Existence slabého řešeńı úlohy (4.19) plyne z věty (2.8). To že funkcionál
F splňuje předpoklady na svou geometrii jsme ukázali v předchoźıch od-
stavćıch. K d̊ukazu splněńı PS-podmı́nky lze použ́ıt stejný argument jako v
kapitole (4.2).

4.5 Úloha s tlumeńım

Uvažujme úlohu{
−x′′(t)− cx′(t) = g

(
t, x(t)

)
, t ∈ (0, π),

x(0) = x(π) = 0,
(4.25)

kde g : (0, π)× R 7→ R je Carathéodoryho funkce a c ∈ R.
Snaha řešit tuto úlohu pomoćı variačńıch metod záhy naraźı na problém

- neńı jasné, jakým zp̊usobem definovat potenciál prvńı derivace. Je tedy
třeba nejdř́ıve upravit úlohu (4.25) do tvaru, ve kterém člen s x′(t) chyb́ı.
Použijeme k tomu substituci u(t) = R(t)x(t), kde R(t) = e

c
2
t. Všimněme si,

že R(t) > 0 ∀t ∈ [0, π]. Dále plat́ı

R′ =
c

2
R,

x =
u

R
,

x′ =
u′R− uR′

R2
=

2u′ − cu
2R

,

x′′ =
4u′′ − 4cu′ + c2u

4R
.

Nyńı vynásob́ıme (4.25) funkćı R(t) a zjednoduš́ıme výsledek.

−x′′(t)R(t)− c x′(t)R(t) = g
(
t, x(t)

)
R(t),

−u′′(t) + cu′(t)− c2

4
u(t)− cu′(t) +

c2

2
u(t) = g

(
t,
u

R
(t)
)
R(t),

−u′′(t) +
c2

4
u(t) = g

(
t,
u

R
(t)
)
R(t).
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Z předchoźıho vid́ıme, že úloha{
−u′′(t) + c2

4
u(t) = g(t, u

R
(t))R(t), t ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0
(4.26)

je ekvivalentńı úloze (4.25) v tom smyslu, že každé řešeńı jedné úlohy generuje
řešeńı té druhé. V odvozené rovnici ovšem chyb́ı člen s u′(t) a k jej́ımu řešeńı
je možné využ́ıt variačńıch metod.
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5 Zobecněné podmı́nky kompaktnosti

5.1 Definice a elementárńı vztahy

Podmı́nky kompaktnosti hraj́ı v teorii variačńıch metod unikátńı úlohu. V
předchoźıch kapitolách jsme se již seznámili s Palaisovou−Smaleovou pod-
mı́nkou. Dále ukážeme, že k dokázáńı stejných vět lze volit i slabš́ı podmı́nky,
které nám mohou umožnit dosáhnout obecněǰśıch výsledk̊u. Nejdř́ıve tedy
korektně definujeme podmı́nky, kterých se tato kapitola bude týkat. Ve všech
definićıch předpokládáme, že F ∈ C1(X,R), kde X je Banach̊uv prostor.

Definice 5.1 (PS podmı́nka). Řekneme, že funkcionál F splňuje Palaisovu-
Smaleovu podmı́nku na hladině c (PSc), pokud každá posloupnost {xn} ⊂ X,
pro kterou plat́ı

lim
n→∞

F (xn) = c, (5.1)

lim
n→∞

‖F ′(xn)‖ = 0 (5.2)

obsahuje konvergentńı podposloupnost.
Řekneme, že funkcionál F splňuje Palaisovu-Smaleovu podmı́nku (PS),

pokud splňuje PSc podmı́nku pro libovolné c ∈ R.

Definice 5.2 (C podmı́nka). Řekneme, že funkcionál F splňuje Cerami
podmı́nku na hladině c (Cc), pokud každá posloupnost {xn} ⊂ X, pro kterou
plat́ı

lim
n→∞

F (xn) = c, (5.3)

lim
n→∞

‖F ′(xn)‖(1 + ‖xn‖) = 0 (5.4)

obsahuje konvergentńı podposloupnost.
Řekneme, že funkcionál F splňuje Cerami podmı́nku (C), pokud splňuje

Cc podmı́nku pro libovolné c ∈ R.

Definice 5.3 (obecná podmı́nka kompaktnosti). Necht’ ψ(x) : R+ 7→ R+ je
kladná, nerostoućı, lipschitzovsky spojitá funkce, pro kterou plat́ı

∞∫
0

ψ(x) dx =∞.
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Řekneme, že funkcionál F splňuje obecnou podmı́nku kompaktnosti na
hladině c (C

ψ(.)
c ), pokud každá posloupnost {xn} ⊂ X, pro kterou plat́ı

lim
n→∞

F (xn) = c, (5.5)

lim
n→∞

‖F ′(xn)‖ 1

ψ(‖xn‖)
= 0 (5.6)

obsahuje konvergentńı podposloupnost.
Řekneme, že F splňuje obecnou podmı́nku kompaktnosti (Cψ(.)), pokud

splňuje C
ψ(.)
c podmı́nku pro libovolné c ∈ R.

Na tomto mı́stě je vhodné si uvědomit, jaké posloupnosti {xn} v Bana-
chově prostoru nemuśı obsahovat konvergentńı podposloupnosti. V zásadě
existuj́ı dvě typové možnosti. Bud’ je posloupnost neomezená - přesněji plat́ı
lim infn→∞ ‖xn‖ = ∞, nebo posloupnost využ́ıvá nekonečné dimenze pro-
storu X - např́ıklad posloupnost tvořená prvky ortonormálńı báze nekonečně-
dimenzionálńıho Hilbertova prostoru.
Dobře to je vidět v následuj́ıćı ekvivaletńı definici C

ψ(.)
c podmı́nky. Analo-

gicky lze ekvivalentně zadefinovat jak PS, tak i C podmı́nku.

Definice 5.4 (ekvivalentńı definice C
ψ(.)
c podmı́nky). Uvažujme funkci ψ s

vlastnostmi požadovanými definićı (5.3). Řekneme, že funkcionál F , splňuje

C
ψ(.)
c podmı́nku na hladině c, pokud plat́ı

• každá omezená posloupnost {xn} ⊂ X splňuj́ıćı (5.5) a (5.6) obsahuje
konvergentńı podposloupnost

• ∃R > 0, σ > 0 ∀x ∈ F−1[c− σ, c+ σ], ‖x‖ ≥ R : ‖F ′(x)‖ ≥ ψ(‖x‖).

Z definic jednotlivých podmı́nek kompaktnosti je zřejmé, že pokud nějaký
funkcionál splňuje PSc podmı́nku, tak také automaticky splňuje Cc podmı́nku.
Pokud splňuje Cc podmı́nku, splňuje také C

ψ(.)
c podmı́nku - stač́ı volit ψ(x) =

1
1+x

.
Následuje lemma, které popisuje ekvivalenci podmı́nek kompaktnosti v

jedné dimenzi, tedy pro funkce jedné reálné proměnné.

Lemma 5.1. Necht’ f ∈ C1(R,R) splňuje Cψ(.) podmı́nku. Potom f splňuje
PS podmı́nku.
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D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme pomocné tvrzeńı, že v jedné dimenzi ze splněńı
podmı́nky kompaknosti (jak Cψ(.), tak C i PS) plyne, že funkce f splňuje
vlastnost podobnou slabé koercivitě.

Z předpokladu, že funkce f splňuje Cψ(.) podmı́nku plyne, že ∃R > 0 ∀x :
|x| ≥ R ⇒ |f ′(x)| ≥ ψ(|x|). Vzhledem k tomu, že ψ(.) je kladná funkce, to
znamená, že pro x : |x| > R derivace funkce f neměńı znaménko. Uvažujme
nejdř́ıve x > R (pro x < −R bychom postupovali obdobně). Bez újmy na
obecnosti předpokládejme, že f ′(x) je kladná. Potom plat́ı

f(x) = f(R) +

x∫
R

f ′(s) ds ≥ f(R) +

x∫
R

ψ(s) ds.

Z toho plyne, že

lim
x→∞

f(x) =∞.

Obecně lze ukázat, že plat́ı∣∣∣ lim
x→±∞

f(x)
∣∣∣ =∞. (5.7)

Nyńı dokážeme tvrzeńı lemmatu sporem. Budeme předpokládat, že f ne-
splňuje PSc podmı́nku pro nějaké c ∈ R . Tedy předpokládáme, že existuje
posloupnost č́ısel {xn}, pro kterou plat́ı f(xn) → c a f ′(xn) → 0 a která
neobsahuje konvergentńı podposloupnost. Vzhledem k tomu, že se pohybu-
jeme v jedné dimenzi, to znamená, že posloupnost {xn} muśı být neomezená.
Pokud je ale neomezená, tak z (5.7) plyne, že f(xn) 6→ c a to je spor.

Z předcházej́ıćıho lemmatu plyne, že k nalezeńı př́ıkladu funkcionálu spl-
ňuj́ıćıho C-podmı́nku a nesplňuj́ıćıho PS-podmı́nku, muśıme uvažovat funk-
cionál s alespoň dvoudimenzionálńım definičńım oborem. Zaj́ımavěǰśı d̊usled-
ky z něj ale plynou pro r̊uzné energetické funkcionály pro eliptické problémy
s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou v rezonanci - např́ıklad pro úlohu{

x′′(t) + x(t) + g(x, t) = f(x) x ∈ (0, π);
x(0) = x(π) = 0

s omezenou nelinearitou g a danou funkćı f lze ukázat, že se neomezené
PS posloupnosti asymptoticky bĺıž́ı k vlastńımu prostoru, který je tvořen
reálnými násobky vlastńı funkce ϕ = sin(t). Vzhledem k tomu, že tento pro-
stor je jednodimenzionálńı, nemá smysl pokoušet se využ́ıt obecněǰśı podmı́n-
ky kompaktnosti k zobecněńı stávaj́ıćıch výsledk̊u řešitelnosti.
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5.2 Př́ıklady

Na následuj́ıćıch př́ıkladech ukážeme rozd́ıly v použitelnosti jednotlivých
podmı́nek kompaktnosti.

Př́ıklad 5.1 (Použit́ı C podmı́nky v konečné dimenzi (PS×C)). Uvažujme
funkci f : R2 7→ R danou předpisem:

f(x, y) =
1

2
ln(x2 + 1)− 1

2
ln(y2 + 1).

Definujme X := {(x, y) ∈ R2 : y = 0} a Y := {(x, y) ∈ R2 : x = 0}. Prostory
X a Y tvoř́ı ortogonálńı rozklad prostoru R2. Dále plat́ı

lim
|x|→∞

f(x, 0) = ∞,

lim
|y|→∞

f(0, y) = −∞.

Funkce f tedy má geometrii požadovanou větou o sedlovém bodě. Dále
ověř́ıme, že funkce f splňuje C podmı́nku. Uvažujme posloupnost {(xn, yn)} ⊂
R2, pro kterou plat́ı

|f(xn, yn)| < K ∀n ∈ N

pro nějakou konstantu K ∈ R a

‖(xn, yn)‖‖∇f(xn, yn)‖ → 0. (5.8)

Naš́ım ćılem je dokázat, že z posloupnosti {(xn, yn)} lze vybrat konvergentńı
podposloupnost. Dı́ky konečné dimenzi prostoru R2 stač́ı ukázat, že posloup-
nost {(xn, yn)} je omezená. Vı́me, že

∇f(xn, yn) =
( x

x2 + 1
,− y

y2 + 1

)
a dosad́ıme do (5.8). Pro spor předpokládejme, že posloupnost {xn} je neo-
mezená a také, bez újmy na obecnosti, že ∀n ∈ N plat́ı |xn| ≥ 1. Potom

‖(xn, yn)‖‖∇f(xn, yn)‖ =
√
x2
n + y2

n

√
x2
n

(x2
n + 1)2

+
y2
n

(y2
n + 1)2

≥
√
x2
n

√
x2
n

(x2
n + x2

n)2
=

1

2
.
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A to je spor s předpokladem (5.8) a posloupnost {xn}muśı být omezená. Ana-
logicky lze ukázat omezenost posloupnosti {yn}. Existuje tedy konvergentńı
podposloupnost posloupnosti {(xn, yn)} a funkce f splňuje C-podmı́nku.

Funkce f ale nesplňuje PS-podmı́nku! Definujme posloupnost {(xn, yn)} =
{(n, n)}. Plat́ı

f(xn, yn) = 0 ∀n ∈ N

a

‖∇f(xn, yn)‖ =

√
n2

(n2 + 1)2
+

n2

(n2 + 1)2

≤
√

1

n2
+

1

n2
=

√
2

n
.

Tedy ‖∇f(xn, yn)‖ → 0 a přitom neexistuje konvergentńı podposloupnost
posloupnosti {(xn, yn)}.

Př́ıklad 5.2 (Použit́ı C-podmı́nky v konečné dimenzi (C×Cψ(.))). Uvažujme
funkci f : R2 7→ R danou předpisem:

f(x, y) =
1

2
ln(ln(x2 + 1))− 1

2
ln(ln(y2 + 1)).

Definujme X := {(x, y) ∈ R2 : y = 0} a Y := {(x, y) ∈ R2 : x = 0}. Prostory
X a Y tvoř́ı ortogonálńı rozklad prostoru R2. Dále plat́ı

lim
|x|→∞

f(x, 0) = ∞,

lim
|y|→∞

f(0, y) = −∞.

Funkce f tedy má geometrii požadovanou větou o sedlovém bodě. Nyńı
ukážeme, že funkce f splňuje obecnou podmı́nku kompaknosti Cψ(.). Uvažujme
posloupnost {(xn, yn)} ⊂ R2, pro kterou plat́ı

|f(xn, yn)| < K,

pro nějakou konstantu K ∈ R a

‖∇f(xn, yn)‖
ψ(‖(xn, yn)‖)

→ 0, (5.9)
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kde

ψ(s) =
1

s ln(s2 + 1)
.

Naš́ım ćılem je dokázat, že z posloupnosti {(xn, yn)} lze vybrat konvergentńı
podposloupnost. Dı́ky konečné dimenzi prostoru R2 stač́ı ukázat, že posloup-
nost {(xn, yn)} je omezená. Vı́me, že

∇f(xn, yn) =
( x

(x2 + 1) ln(x2 + 1)
,− y

(y2 + 1) ln(y2 + 1)

)
a dosad́ıme do (5.9). Pro spor předpokládejme, že posloupnost {xn} je neo-
mezená a také, bez újmy na obecnosti, že ∀n ∈ N plat́ı |xn| ≥ 1. Potom

‖∇f(xn, yn)‖
ψ(‖(xn, yn)‖)

≥
(
∇f(xn, yn), (1, 0)

)
ψ(‖(xn, 0)‖)

=
x2
n

x2
n + 1

ln(x2
n + 1)

ln(x2
n + 1)

=
x2
n

x2
n + 1

→ 1.

To je spor s předpokladem (5.9) a posloupnost {xn} muśı být omezená. Ana-
logicky lze ukázat omezenost posloupnosti {yn}. Existuje tedy konvergentńı
podposloupnost posloupnosti {(xn, yn)} a funkce f splňuje podmı́nku kom-
paktnosti Cψ(.).

Funkce f ale nesplňuje C-podmı́nku! Definujme posloupnost {(xn, yn)} =
{(n, n)}. Plat́ı

f(xn, yn) = 0 ∀n ∈ N

a

‖(xn, yn)‖‖∇f(xn, yn)‖ = n
√

2

.

√
n2

(n2 + 1)2 ln2(n2 + 1)
+

n2

(n2 + 1)2 ln2(n2 + 1)

≤ 2

ln(n2 + 1)
.

Tedy ‖(xn, yn)‖‖∇f(xn, yn)‖ → 0 a přitom neexistuje konvergentńı pod-
posloupnost posloupnosti {(xn, yn)}.

5.3 Zobecněné deformačńı lemma

Kĺıčovým d̊usledkem splněńı PSc podmı́nky je možnost dokázat deformačńı
lemma na úrovni c. Ukazuje se ale, že předpoklad splněńı PSc podmı́nky je
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zbytečně silný. Následuj́ı věta ukazuje, že stač́ı předpokládat splněńı Cψ(.)

podmı́nky. T́ım se ukazuje, že lze méně náročnou Cψ(.) podmı́nkou nahradit
PS podmı́nku ve větách (2.6), (2.7) a (2.8).

Označme6

F c := {x ∈ X : F (x) ≥ c}
Kc := {x ∈ X : F (x) = c ∧ F ′(x) = o}

(Kc)δ := {x ∈ X : dist(x,Kc) ≤ δ}
x̃ := {x ∈ X : F ′(x) 6= o}

Věta 5.1 (Amrouss [9]). Necht’ X je reálný Banach̊uv prostor a necht’ F ∈
C1(X,R) splňuje C

ψ(.)
c podmı́nku. Pak pro libovolné ε > 0, δ > 0 existuj́ı

ε ∈ (0, ε) a µ ∈ C1([0, 1]×X,X) takové, že plat́ı

a) µ(0, x) = x ∀x ∈ X,

b) µ(t, .) je homomorfismus X na X pro libovolné t ∈ [0, 1],

c) µ(t, x) = x ∀t ∈ [0, 1] ∀x ∈ X : x /∈ F−1[c− ε, c+ ε),

d) F
(
µ(., x)

)
je rostoućı funkce na [0, 1] pro libovolné x ∈ X,

e) µ(1, F c−ε \ (Kc)δ) ⊂ F c+ε,

f) pokud (Kc) = ∅ potom µ(1, F c−ε) ⊂ F c+ε,

g) supt∈[0,1], x∈A ‖µ(t, x)‖+ ‖µ−1(t, x)‖ <∞ pro libolnou omezenou množinu
A ⊂ X,

h) pokud je F sudý funkcionál, µ(t, .) je liché zobrazeńı pro libovolné t ∈ [0, 1].

D̊ukaz. Z C
ψ(.)
c (definice 5.4) podmı́nky plyne, že plat́ı

‖F ′(x)‖ ≥ ψ(‖x‖) ∀x ∈ F c−ε \
(
F c+ε ∪BR(0)

)
(5.10)

pro nějaké kladné ε. Dále z C
ψ(.)
c podmı́nky plyne, že Kc je kompaktńı

množina. Necht’ R′ > R je takové, že (Kc)δ ⊂ BR′ . Potom dostáváme

‖F ′(x)‖ ≥ b ∀x ∈
[
F c−ε̂ \

(
F c+ε̂ ∪ (Kc) δ

4

)]
∩BR′(0) (5.11)

6Narozd́ıl od druhé kapitoly zde měńıme značeńı tak, aby odpov́ıdalo p̊uvodńım
zdroj̊um.

45



pro nějaké kladné konstanty b a ε̂. Dále existuje lokálně Lipschitzovsky spojité
zobrazeńı V : x̃ 7→ X (pseudogradient), které je liché pro F sudé, ‖V (x)‖ ≤ 2
a | 〈V (x), F ′(x)〉 | ≥ ‖F ′(x)‖ pro všechna x ∈ x̃ [9, Lemma 2.5].

Nyńı vezmeme libovolné ε1 ∈ (0, ε̂) a definujme

A := F−1(c− ε̂, c+ ε̂),

B := F−1[c− ε1, c+ ε1],

(5.12)

g(x) :=
dist(x,X \ A)

dist(x,B) + dist(x,X \ A)
,

l(x) :=
dist
(
x, (Kc) δ

4

)
dist(x, (Kc) δ

4
) + dist(x,X \ (Kc) δ

2
)
,

h(s) :=
1

2ψ(1 + s)
.

Dále uvažujme

W (x) =

{
g(x)l(x)h(‖x‖)V (x) pro x ∈ x̃,
0 jinde.

Z konstrukce plyne, že zobrazeńı W je lokálně Lipschitzovsky spojité na
X, je liché pro F sudé a ‖W (x)‖ ≤ 2h(‖x‖).

Dále pro libovolné x ∈ X uvažujme počátečńı úlohu{
dµ
dt

(t, x) = W
(
µ(t, x)

)
,

µ(0, x) = x.

Tato úloha má právě jedno řešeńı µ̂(., x) definované na nějakém otevřeném
maximálńım intervalu

(
w−(x), w+(x)

)
obsahuj́ıćım 0. Nav́ıc plat́ı [9, Lemma

2.2, Lemma 2.3]

|Dr‖µ̂(t, x)‖| ≤ ‖dµ̂

dt
(t, x)‖ pro t ∈

(
w−(x), w+(x)

)
,

kde Dr označuje pravou derivaci funkce. Dostáváme

|Dr‖µ̂(t, x)‖| ≤ 2h
(
‖µ̂(t, x)‖

)
,

‖µ̂(0, x)‖ = ‖x‖.
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Necht’ u je řešeńım úlohy{
u′(t) = 1

ψ
(
u(t)+1

)
u(0) = ‖x‖

definované na nějakém otevřeném intervalu
(
t−(x), t+(x)

)
. Ukážeme, že mů-

žeme předpokládat, že t+(x) =∞.

t+(x) =

t+(x)∫
0

dt =

t+(x)∫
0

u′(t)ψ
(
1 + u(t)

)
dt.

Po substituci za s = u(t) dostaneme

t+(x) =

∞∫
‖x‖

ψ(1 + s) ds.

Tedy t+(x) =∞.
Dále sporem ukážeme, že w+(x) = ∞ a w−(x) = −∞. Kdyby tomu tak

nebylo, dostáváme [9, Lemma 2.4]

‖µ̂(t, x)‖ ≤ u(t), ∀t ∈
[
0, w+(x)

)
. (5.13)

Z předpokladu w+(x) < ∞ plyne, že u(t) je omezená na [0, w+(x)
)

a
existuje konstanta M , pro kterou plat́ı∥∥∥dµ̂

dt
(t, x)

∥∥∥ ≤ 2h
(
‖µ̂(t, x)‖

)
≤M.

Dále dostáváme

‖µ̂(tn, x)− µ̂(tm, x)‖ ≤M |tn − tm| ∀tn, tm ∈
[
0, w+(x)

)
.

Z toho ale plyne, že limt→w+(x) ‖µ̂(t, x)‖ je konečná. To je ve sporu s
předpokladem maximality intervalu

(
w−(x), w+(x)

)
. Muśı tedy platit, že

w+(x) =∞. Tvrzeńı pro w−(x) bychom dokázali obdobně.

Označme q : X 7→ R libovolné Lipschitzovsky spojité zobrazeńı takové,
že q = 1 na BR′+ 1

2
, q = 0 na X \BR′+1 a 0 ≤ q(x) ≤ 1 ∀x ∈ X. Dále označme
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χ(x) = q(x)W (x). χ(x) je lokálně Lipschitzovské a omezené zobrazeńı. Necht’

k ∈ R je takové, že plat́ı ‖χ(x)‖ ≤ k ∀x ∈ X a δ
2k
≤ 1. Necht’ ξ(t, x) je řešeńım

problému

dξ

dt
= χ(ξ), ξ(0, x) = x.

Pak ξ : R×X 7→ X je spojité zobrazeńı a splňuje

‖ξ(t, x)− x‖ ≤ k|t| ∀t ∈ R ∀x ∈ X. (5.14)

Vzhledem k tomu, že χ = W na BR′ plat́ı

ξ(t, x) = µ̂(t, x) ∀t ∈ R ∀x ∈ BR′ . (5.15)

Deformačńı zobrazeńı µ definujeme následovně

µ(t, x) =

{
ξ(t δ

2k
, x) t ∈ [−1, 1] x ∈ BR′

µ̂(t δ
2k
, x) t ∈ [−1, 1] x ∈ X \BR′ .

Vzhledem ke konstrukci zobrazeńı µ jsou zřejmě splněny dokazované vlast-
nosti a), b) a c). Nav́ıc plat́ı

dF

dt

(
µ(t, x)

)
=

〈
F ′
(
µ(t, x)

)
,
dµ

dt
(t, x)

〉
=

δ

2k
g
(
µ(t, x)

)
l
(
µ(t, x)

)
h
(
‖µ(t, x)‖

)〈
F ′
(
µ(t, x)

)
, V
(
µ(t, x)

)〉
≥ 0.

Z toho plyne d). Pro d̊ukaz e) vezměme libovolné ε < δ
8k

min{ b
ψ(R′)

, 1, ε̂}
a x ∈ F c−ε \ (Kc)δ. Ukážeme, že plat́ı

F
(
µ(1, x)

)
≥ c+ ε.

Pokud by tomu tak nebylo, tak vzhledem k d) dostáváme

c− ε ≤ F (x) ≤ F
(
µ(t, x)

)
≤ F

(
µ(1, x)

)
≤ c+ ε ∀t ∈ [0, 1].

Čili

g
(
µ(t, x)

)
= 1 ∀t ∈ [0, 1]. (5.16)
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Z (5.14) a (5.15) dostáváme

‖µ(t, x)− x‖ ≤ δ

2
|t| ∀t ∈ [−1, 1] ∀x ∈ BR′ .

Vzhledem k tomu, že x /∈ (Kc)δ, z předchoźı nerovnosti plyne µ(t, x) /∈
(Kc) δ

2
nebo ‖µ(t, x)‖ > R′. A tedy

l
(
µ(t, x)

)
= 1 ∧ F ′

(
µ(t, x)

)
6= 0 ∀t ∈ [0, 1]. (5.17)

Plat́ı ale také

F
(
µ(1, x)

)
− F (x) =

=
δ

2k

1∫
0

g
(
µ(t, x)

)
l
(
µ(t, x)

)
h
(
‖µ(t, x)‖

)〈
F ′
(
µ(t, x)

)
, V
(
µ(t, x)

)〉
dt

Tedy z (5.10), (5.11), (5.16) a (5.17) dostáváme

F
(
µ(1, x)

)
− F (x) ≥ δ

2k

[ 1

2ψ(R′)

1∫
0

‖F ′
(
µ(t, x)

)
‖γ[t,‖µ(t,x)‖≤R′] dt

+

1∫
0

‖F ′
(
µ(t, x)

)
‖ 1

2ψ
(
µ(t, x)

)γ[t,‖µ(t,x)‖>R′] dt
]

≥ δ

4k
min

{ b

ψ(R′)
, 1
}
, (5.18)

kde γ je charakteristická funkce množiny.
A tedy

F
(
µ(1, x)

)
≥ c− ε+

δ

4k
min

{ b

ψ(R′)
, 1
}
≥ c+ ε (5.19)

To je spor a tvrzeńı e) je dokázáno. V př́ıpadě Kc = ∅ máme (Kc)δ = ∅,
a tedy z e) plyne f). Část g) plyne z (5.13).

Důsledkem předchoźıho lemmatu je následuj́ıćı zobecněńı obecného prin-
cipu minimaxu (věta 2.5). Toto zobecněńı lže využ́ıt např́ıklad při d̊ukazu vět
(2.6) a (2.7) a d́ıky tomu stač́ı pro existenci kritického bodu předpokládat
splněńı Cψ(.) podmı́nky namı́sto silněǰśı Palaisovy − Smaleovy podmı́nky.
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Věta 5.2 (obecný princip minimaxu). Necht’ ψ(.) je funkce s vlastnosti
požadovanými definićı (5.3). Necht’ X je Banach̊uv prostor, M0 podmnožina
metrického prostoru M a Γ0 ⊂ C(M0, X). Definujme

Γ := {γ ∈ C(M,X) : γ|M0 ∈ Γ0}.

Pokud F ∈ C1(X,R) splňuje

a := sup
γ0∈Γ0

sup
t∈M0

F
(
γ0(t)

)
< c := inf

γ∈Γ
sup
t∈M

F
(
γ(t)

)
<∞,

potom pro libovolné ε̄ ∈ (0, c− a) existuje kladná konstanta ε ∈ (0, ε̄) taková,
že pro γ ∈ Γ, pro které plat́ı

sup
t∈M

F
(
γ(t)

)
≤ c+ ε, (5.20)

existuje x0 ∈ X, pro které plat́ı

1. c− ε̄ ≤ F (x0) ≤ c+ ε̄,

2. ‖F ′(x0)‖ 1
ψ(‖x0‖) < ε.

D̊ukaz. Bud’ je c kritická hodnota funkcionálu F a pak tvrzeńı věty plat́ı
triviálně. V opačném př́ıpadě dokážeme tvrzeńı sporem. Pokud by neplatilo,
potom existuj́ı 0 < ε̄ a γ ∈ Γ taková, že pro libovolné ε ∈ (0, ε̄) (5.20)
plat́ı a pro libovolné x ∈ X splňuj́ıćı bod 1. neplat́ı nerovnost z bodu 2.
Lze tedy použ́ıt zobecněné deformačńı lemma na funkcionál −F . Definujme
β(t) := µ(1, γ(t)). Vzhledem k tomu, že c− ε̄ > a dostáváme

β(t) = µ
(
1, γ(t)

)
= γ(t) ∀t ∈M0,

a tedy β ∈ Γ. Zároveň ale muśı platit

sup
t∈M

F
(
β(t)

)
= sup

t∈M
F
(
µ
(
1, γ(t)

))
≤ c− ε,

což je spor s definićı hodnoty c.
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5.4 Využit́ı C podmı́nky při řešeńı okrajové úlohy

Následuj́ıćı př́ıklad ilustruje situaci, kdy nám obecněǰśı podmı́nka kompakt-
nosti pomůže dokázat řešitelnost diferenciálńı úlohy. Vzhledem k technické
složitosti je konstrukce takového př́ıkladu poměrně náročná.

Př́ıklad 5.3 (Použit́ı C podmı́nky v nekonečné dimenzi). V tomto př́ıkladě
využijeme C podmı́nku k dokázáńı řešitelnosti následuj́ıćı úlohy s perio-
dickými okrajovými podmı́nkami. −x

′′(t)− x(t) = g
(
t, x(t)

)
, t ∈ (0, 2π),

x(0) = x(2π),
x′(0) = x′(2π).

(5.21)

Klasickým řešeńım úlohy (5.21) budeme chápat funkci z prostoru
C2(0, 2π) ∩ C[0, 2π], která v každém bodě intervalu (0, 2π) splňuje dife-
renciálńı rovnici a vyhovuje okrajovým podmı́nkám.

Za slabé řešeńı úlohy (5.21) budeme považovat funkci x z prostoru H :=
W 1,2
per(0, 2π), která pro libovolné y ∈ H splňuje integrálńı rovnost∫ 2π

0

x′(t)y′(t) dt−
∫ 2π

0

x(t)y(t) dt =

∫ 2π

0

g(t, x(t))y(t) dt. (5.22)

Prostor H je podprostor prostoru W 1,2(0, 2π), který je generovaný funk-
cemi {1, sinnt, cosnt;n ∈ N}. Na prostoru H budeme pracovat se standardńı
normou prostoru W 1,2(0, 2π).

To, že každé klasické řešeńı x̃(t) úlohy (5.21) je zároveň jej́ım slabým
řešeńım plyne z následuj́ıćı úvahy. Uvažujme libovolné y ∈ H. Plat́ı

−x̃′′(t)− x̃(t) = g(t, x̃(t)), t ∈ (0, 2π),

−x̃′′(t)y(t)− x̃(t)y(t) = g(t, x̃(t))y(t), t ∈ (0, 2π),

−
∫ 2π

0

x̃′′(t)y(t) dt−
∫ 2π

0

x̃(t)y(t) dt =

∫ 2π

0

g(t, x̃(t))y(t) dt,∫ 2π

0

x̃′(t)y′(t) dt−
[
x̃′(t)y(t)

]2π

0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ 2π

0

x̃(t)y(t) dt =

∫ 2π

0

g(t, x̃(t))y(t) dt,

∫ 2π

0

x̃′(t)y′(t) dt−
∫ 2π

0

x̃(t)y(t) dt =

∫ 2π

0

g(t, x̃(t))y(t) dt.
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Pro d̊ukaz existence slabého řešeńı úlohy (5.21) budeme předpokládat, že
funkce g : (0, 2π)× R 7→ R má následuj́ıćı speciálńı tvar:

g(t, s) = Γ(t)h(s),

kde

Γ(t) =


−1 t ∈ (π

8
, 2π

8
) ∪ (6π

8
, 7π

8
),

1 t ∈ (2π
8
, 3π

8
) ∪ (5π

8
, 6π

8
),

0 pro ostatńı t ∈ (0, 2π).

(5.23)

Dále budeme předpokládat, že funkce h : R 7→ R je spojitá a existuje
konstanta R > 0, pro kterou plat́ı

h(s) =
sgn(s)√
|s|

pro |s| > R. (5.24)

Existuje tedy K > 0 takové, že pro libovolnou dvojici t ∈ [0, 2π] a s ∈ R
plat́ı

|g(t, s)| < K.

K d̊ukazu existence slabého řešeńı úlohy (5.21) použijeme větu o sedlovém
bodě (2.8). Definujme funkcionál F : H 7→ R předpisem

F (x) =
1

2

2π∫
0

(x′(t))2 dt− 1

2

2π∫
0

(x(t))2 dt−
2π∫

0

x(t)∫
0

g(t, s) ds dt. (5.25)

Kritické body funkcionálu F jsou slabými řešeńımi úlohy (5.21) a naopak.
Dále pro libovolné x, y ∈ H plat́ı

F ′(x)y =

∫ 2π

0

x′(t)y′(t) dt−
∫ 2π

0

x(t)y(t) dt−
∫ 2π

0

g(t, x(t))y(t) dt.(5.26)

Definujme následuj́ıćı podprostory prostoru H

H+ = Lin{sin(nt), cos(nt); n ∈ N, n > 1},
Hcos = Lin{cos(t)},
Hsin = Lin{sin(t)},
H0 = Lin{1}.
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Plat́ı H+ ⊕ Hcos ⊕ Hsin ⊕ H0 = H. Ukážeme, že funkcionál F je slabě
koercivńı na podprostoru H+ ⊕Hcos a slabě antikoercivńı na Hsin ⊕H0.

Necht’ x ∈ (H+ ⊕Hcos), potom x = x+ + xcos, kde x+ ∈ H+, x1 ∈ Hcos a7

F (x) = F (x+ + xcos) =
1

2

2π∫
0

(
(x+ + xcos)

′)2
dt−

−1

2

2π∫
0

(x+ + xcos)
2 dt−

2π∫
0

(x++xcos)(t)∫
0

g(t, s) ds dt =

=
1

2

2π∫
0

(
(x′+)2 + (x′cos)

2
)
dt− 1

2

2π∫
0

(x2
+ + x2

cos) dt−

−
2π∫

0

( xcos(t)∫
0

g(t, s) ds+

(x++xcos)(t)∫
xcos(t)

g(t, s) ds
)

dt =

≥ 3

8

2π∫
0

(x′+)2 dt−
2π∫

0

xcos(t)∫
0

g(t, s) ds dt−K‖x+‖L1 ≥

= c‖x+‖2 −K‖x+‖L1︸ ︷︷ ︸
:=γ(x+)

+F (xcos(t)) (5.27)

pro nějakou kladnou konstantu c.
Vzhledem k tomu, že funkce γ je slabě koercivńı na H, je z předchoźı

nerovnosti patrné, že pokud ukážeme, že funcionál F je slabě koercivńı na
Hcos bude slabě koercivńı i na H+⊕Hcos. Stač́ı tedy vyšetřit, jakých hodnot
nabývá F na Hcos.

Necht’ xcos = ρ cos(t), ρ ∈ R. Protože nás bude zaj́ımat chováńı funk-
cionálu F pro dostatečně velké ρ, budeme bez újmy na obecnosti předpoklá-
dat, že plat́ı |ρ sin(t)| > R ∀t ∈ (π

8
, 3π

8
).

F (xcos) = F (ρ cos(t)) =

=
1

2

2π∫
0

((ρ cos(t))′)2 dt− 1

2

2π∫
0

(ρ cos(t))2 dt−

7Pro lepš́ı čitelnost v následuj́ıćıch řádćıch vynecháváme argument funkćı.
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−
2π∫

0

ρ cos(t)∫
0

g(t, s) ds dt =

= −
2π∫

0

ρ cos(t)∫
0

g(t, s) ds dt = −
2π∫

0

ρ cos(t)∫
0

Γ(t)h(s) ds dt =

=

2π
8∫

π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt−

3π
8∫

2π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt−

−

6π
8∫

5π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt+

7π
8∫

6π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt =

=

2π
8∫

π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt−

2π
8∫

π
8

ρ sin(t)∫
0

h(s) ds dt−

−

7π
8∫

6π
8

−ρ sin(t)∫
0

h(s) ds dt+

7π
8∫

6π
8

ρ cos(t)∫
0

h(s) ds dt =

=

2π
8∫

π
8

ρ cos(t)∫
ρ sin(t)

h(s) ds dt+

7π
8∫

6π
8

ρ cos(t)∫
−ρ sin(t)

h(s) ds dt =

= 2

2π
8∫

π
8

ρ cos(t)∫
ρ sin(t)

h(s) ds dt = 2

2π
8∫

π
8

|ρ| cos(t)∫
|ρ| sin(t)

s−
1
2 ds dt =

= 4

2π
8∫

π
8

[(
|ρ| cos(t)

) 1
2 −

(
|ρ| sin(t)

) 1
2

]
dt =
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= |ρ|
1
2 4

2π
8∫

π
8

[(
cos(t)

) 1
2 −

(
sin(t)

) 1
2

]
dt

︸ ︷︷ ︸
:=C>0

= |ρ|
1
2C.

Vid́ıme, že F (xcos)→∞ pro |ρ| → ∞ a tedy i pro ‖xcos‖ → ∞. Vzhledem
k (5.27) dostáváme

lim
‖x‖→∞

x∈(H+⊕Hcos)

F (x) =∞.

Analogicky lze ukázat, že plat́ı

lim
‖x‖→∞

x∈(H0⊕Hsin)

F (x) = −∞.

Funkcionál F tedy má geometrii odpov́ıdaj́ıćı větě o sedlovém bodě. Zbývá
dokázat, že je splněna C podmı́nka. Předpokládejme tedy, že máme danou
posloupnoust {xn} ⊂ H, pro kterou plat́ı

‖F ′(xn)‖(1 + ‖xn‖)→ 0, (5.28)

∃K > 0 ∀n ∈ N : |F (xn)| < K. (5.29)

Potřebujeme dokázat, že z této posloupnosti lze vybrat konvergentńı podpo-
sloupnost.

Označme xn = x0
n + xcos

n + xsin
n + x+

n , kde x0
n ∈ H0, xcos

n ∈ Hcos, x
sin
n ∈ Hsin

a x+
n ∈ H+. Nejdř́ıve ukážeme, že posloupnost {x0

n} je omezená. Z (5.28) a
definice nelinearity g plyne, že pro dostatečně velké n a libovolné ε > 0 plat́ı

ε ≥ |F ′(xn)x0
n| =

∣∣∣− 2π∫
0

xnx
0
n dt−

2π∫
0

g(t, xn)x0
n dt

∣∣∣ ≥
≥ ‖x0

n‖2 −
2π∫

0

K|x0
n| dt ≥ ‖x0

n‖2 −K‖x0
n‖L1 .

Z předchoźı rovnice plyne, že posloupnost {x0
n} je omezená. Omezenost

posloupnosti {x+
n } dokážeme analogicky. Pro dostatečně velké n a libovolné
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ε > 0 existuje kladná konstanta c1, pro kterou plat́ı

ε ≥ |F ′(xn)x+
n | =

∣∣∣ 2π∫
0

x′n(x+
n )′ dt−

2π∫
0

xnx
+
n dt−

2π∫
0

g(t, xn)x+
n dt

∣∣∣ =

=
∣∣∣ 2π∫

0

(
(x+

n )′
)2

dt−
2π∫

0

(x+
n )2 dt−

2π∫
0

g(t, xn)x+
n dt

∣∣∣ =

≥ c1‖x+
n ‖2 −

2π∫
0

K|x+|n dt = c1‖x+
n ‖2 −K‖x+

n ‖L1 .

Dále ukážeme, že posloupnosti {x0
n} a {x+

n } nejsou pouze omezené, ale
také že v normě konverguj́ı k nule.

Vzhledem k tomu, že posloupnosti {x0
n} a {x+

n } jsou omezené, lze bez
újmy na obecnosti předpokládat, že pro skoro všechna t ∈ (0, 2π) plat́ı
xn(t)→∞.

To znamená, že d́ıky Lebesqueove větě plat́ı

2π∫
0

g(t, xn) dt→ 0

a také

‖g(t, xn)‖L1 =

2π∫
0

|g(t, xn)| dt→ 0.

Plat́ı tedy

0 = lim
n→∞

|F ′(xn)x0
n| = lim

n→∞

∣∣∣− 2π∫
0

xnx
0
n dt−

2π∫
0

g(t, xn)x0
n dt

∣∣∣ ≥
= lim

n→∞
‖x0

n‖2.

Z toho plyne, že ‖x0
n‖ → 0. Vzhledem k tomu, že funkcionál F je spojitě

diferencovatelný, můžeme tedy v posloupnosti xn zanedbat složku z prostoru
H0 a dále budeme pracovat s xn = xcos

n + xsin
n + x+

n .
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Nyńı ukážeme, že ‖x+
n ‖ → 0.

0 = lim
n→∞

|F ′(xn)x+
n | =

∣∣∣ 2π∫
0

x′n(x+
n )′ dt−

2π∫
0

xnx
+
n dt−

2π∫
0

g(t, xn)x+
n dt

∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣ 2π∫
0

(
(x+

n )′
)2

dt−
2π∫

0

(x+
n )2 dt−

2π∫
0

g(t, xn)x+
n dt

∣∣∣ ≥
≥ lim

n→∞

(
c1‖x+

n ‖2 − ‖g(t, xn)‖L1‖x+
n ‖L∞

)
=

= lim
n→∞

c1‖x+
n ‖2.

Z toho plyne, že ‖x+
n ‖ → 0. Vzhledem ke spojité diferencovatelnosti

funkcionálu F stač́ı tedy vyšetřit, jak se chová derivace funkcionálu F na
dvoudimenzionálńım podprostoru Hcos ⊕ Hsin. Pro zjednodušeńı označme
i(α, β) := α cos(t) + β sin(t). Vzhledem k symetríım

F
(
i(α, β)

)
∼ F

(
i(α,−β)

)
∼ F

(
i(−α,−β)

)
∼ F

(
i(−α,+β)

)
8

a

F
(
i(α, β)

)
∼ −F

(
i(β, α)

)
,

které plat́ı pro velké α a β, stač́ı při vyšetřováńı F ′ uvažovat situaci, kdy
α ≥ β ≥ 0.

Plat́ı

‖F ′
(
i(α, β)

)
‖‖i(α, β)‖ ≥ F ′

(
i(α, β)

)
i(α, 0) =

= −
2π∫

0

g
(
t, i(α, β)

)
i(α, 0) dt = −

2π∫
0

Γ(t)h
(
i(α, β)

)
i(α, 0) dt =

=

2π
8∫

π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, 0) dt−

3π
8∫

2π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, 0) dt−

−

6π
8∫

5π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, 0) dt+

7π
8∫

6π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, 0) dt =

8tj. limF
(
i(α, β)

)
−F
(
i(α,−β)

)
= 0 pro α2 + β2 →∞
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=

2π
8∫

π
8

[
h
(
i(α, β)

)
i(α, 0)− h

(
i(β, α)

)
i(0, α)−

−h
(
i(β,−α)

)
i(0,−α) + h

(
i(−α, β)

)
i(−α, 0)

]
dt.

Diskuzi rozděĺıme na dva př́ıpady. Bud’ α = β nebo α > β. Začněme s prvńı
možnost́ı. K upraveńı předchoźıho integrálu využijeme předpokladu α = β a
dále budeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že α je dostatečně velké,
tak aby platilo
α
(
cos(t)− sin(t)

)
> K ∀t ∈ (π

8
, 2π

8
).

=

2π
8∫

π
8

[
h
(
i(α, α)

)
i(α,−α) + h

(
i(α,−α)

)
i(α, α)

]
dt =

= α
1
2

2π
8∫

π
8

[
h
(
i(1, 1)

)
i(1,−1) + h

(
i(1,−1)

)
i(1, 1)

]
dt

︸ ︷︷ ︸
:=D>0

=

= α
1
2D. (5.30)

Nyńı uvažujme druhou možnost, kdy α > β. Definujme

Ω0,α,β := {t ∈ (
π

8
,
2π

8
) : |i(−β, α)| ≤ R}

a

Ω1,α,β := {t ∈ (
π

8
,
2π

8
) : |i(−β, α)| > R}.

Pro takto definované množiny plat́ı

lim
α→∞

Meas(Ω0,α,β) = 0

a

lim
α→∞

Meas(Ω1,α,β) =
π

8
.
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Dále plat́ı

‖F ′
(
i(α, β)

)
‖‖i(α, β)‖ ≥

≥ F ′
(
i(α, β)

)
i(α, β) = −

2π∫
0

g
(
t, i(α, β)

)
i(α, β) dt =

= −
2π∫

0

Γ(t)h
(
i(α, β)

)
i(α, β) dt =

=

2π
8∫

π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, β) dt−

3π
8∫

2π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, β) dt−

−

6π
8∫

5π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, β) dt+

7π
8∫

6π
8

h
(
i(α, β)

)
i(α, β) dt =

=

2π
8∫

π
8

[
h
(
i(α, β)︸ ︷︷ ︸

:=a

)
i(α, β)− h

(
i(β, α)︸ ︷︷ ︸

:=b

)
i(β, α)−

−h
(
i(β,−α)︸ ︷︷ ︸

:=c

)
i(β,−α) + h

(
i(−α, β)︸ ︷︷ ︸

:=d

)
i(−α, β)

]
dt =

=

∫
Ω1,α,β

[
h(a)a− h(b)b− h(c)c+ h(d)d

]
dt+

+

∫
Ω0,α,β

[
h(a)a− h(b)b− h(c)c+ h(d)d

]
dt.

Vzhledem k tomu, že integrand ve druhém integrálu je zdola omezený a
zaj́ımá nás situace, kdy α → ∞ (a tedy Meas(Ω0,α,β) → 0), bude pro od-
hadnut́ı předcházej́ıćıho výrazu kĺıčové chováńı prvńıho integrálu. Označme
e := β

α
. ∫
Ω1,α,β

[
h(a)a− h(b)b− h(c)c+ h(d)d

]
dt =
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=

∫
Ω1,α,β

(
√
a−
√
b−
√
c+
√
d) dt =

=

∫
Ω1,α,β

(√
i(α, β)−

√
i(β, α)−

√
i(−β, α)−

√
i(α,−β)

)
dt =

= α
1
2

∫
Ω1,α,β

[√
i(1, e)−

√
i(e, 1)︸ ︷︷ ︸

:=E1>0

−
√
i(−e, 1) +

√
i(1,−e)︸ ︷︷ ︸

:=E2>0

]
dt =

= α
1
2 (E1 + E2) Meas(Ω1,α,β). (5.31)

Z (5.30) a (5.31) plyne, že pro dostatečně velké α a β a nějakou kladnou
konstantu ε plat́ı

‖F ′
(
i(α, β)

)
‖‖i(α, β)‖ > ε > 0. (5.32)

Z předchoźı nerovnosti a (5.28) plyne, že posloupnost {xn} muśı být ome-
zená. Můžeme tedy předpokládat, že slabě konverguje k funkci x0. A d́ıky
kompaktńımu vnořeńı H do L2(0, π) posloupnost {xn} konverguje k x0 v
normě prostoru L2(0, π).

Vı́me tedy, že (
F ′(xn)− F ′(x0)

)
(xn − x0)→ 0

a(
F ′(xn)− F ′(x0)

)
(xn − x0) =

∫ π

0

(
(xn − x0)′

)2
dt−

∫ π

0

(xn − x0)2 dt︸ ︷︷ ︸
→0

−

−
∫ π

0

(g(xn)− g(x0))(xn − x0) dt︸ ︷︷ ︸
→0

,

což znamená, že posloupnost {xn} konverguje k x0 v normě prostoruW 1,2(0, π).
C podmı́nka je splněna.

Poznámka 5.1. V d̊ukazu platnosti C podmı́nky bylo kĺıčové dokázat platnost
vztah̊u (5.30) a (5.31). K d̊ukazu platnosti standardńı PS podmı́nky, ale
tyto vztahy nestač́ı. Odpov́ıdá to tomu, že Gâteauxova derivace funkcionálu
F v bodech nějaké neomezené posloupnosti ve vhodně zvoleném směru sice
konverguje k 0 (a tedy PS podmı́nka nemuśı platit), ale vynásob́ıme-li ji
normou bod̊u, tak už k nule nekonverguje (a C podmı́nka plat́ı).
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6 Aplikace na p-Laplacián

6.1 Úvod k problému

V této kapitole následujeme a zobecňujeme práci profesor̊u Drábka a Takáče
[8]. Budeme zkoumat geometrii a chováńı Palaisových-Smaleových posloup-
nost́ı pro energetický funkcionál

Jλ1(x) :=
1

p

∫
Ω

|∇x|p dt− λ1

p

∫
Ω

|x|p dt−
∫
Ω

fx dt

definovaný naW 1,p
0 (Ω), kde Ω je omezená oblast v RN , λ1 je prvńı vlastńı č́ıslo

Dirichletova p-Laplaciánu ∆px := div(|∇x|p−2∇x) na W 1,p
0 (Ω) a f ∈ L∞(Ω)

je daná funkce. Tento energetický funkcionál je odvozený od diferenciálńı
úlohy {

−∆px− λ1|x|p−2x = f v Ω,
x = 0 na ∂Ω.

Pro prvńı vlastńı č́ıslo λ1 plat́ı

inf
{∫

Ω

|∇x|p dx : x ∈ W 1,p
0 (Ω) ∧

∫
Ω

|x|p dt = 1
}
.

Prvńı vlastńı č́ıslo λ1 je jednonásobné a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkci označ́ı-
me ϕ1. Tato vlastńı funkce může být normalizována tak, aby ϕ1 > 0 v Ω a
‖ϕ1‖Lp(Ω) = 1 d́ıky [3]. Nav́ıc ϕ1 ∈ L∞(Ω).

Motivováni Fredholmovou alternativou budeme vyšetřovat situaci, kdy
pravá strana f a ϕ1 jsou na sebe kolmé v L2(Ω) smyslu. Proto definujeme

L2(Ω)⊥ :=
{
x ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

xϕ1 dt = 0
}
,

M⊥,L2

:=
{
x ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

xy dt = 0 ∀y ∈M
}
.

Plat́ı tedy L2(Ω) = Lin{ϕ1}⊕L2(Ω)⊥. Podobně můžeme pro p > 2 tento
rozklad aplikovat na W 1,p

0 (Ω) d́ıky tomu, že ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) ⊂ L2(Ω). To nám

umožňuje jednoznačně rozdělit libovolnou funkci x z W 1,p
0 (Ω) následuj́ıćım

zp̊usobem

x = τϕ1 + x⊥,
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kde τ ∈ R a
∫
Ω

x⊥ϕ1 dt = 0.

Během studia funkcionálu Jλ1 se budeme soustředit na porozuměńı chováńı
jeho nelineárńı části E.

E(x) :=
1

p

∫
Ω

|∇x|p dt− λ1

p

∫
Ω

|x|p dt.

Z Poincarého nerovnosti plyne, že funkcionál E je pozitivně p-homogenńı
a nezáporný. Nav́ıc E(x) = 0 právě tehdy, když x je reálným násobkem ϕ1.

Tato kapitola je koncipována následovně. Nejdř́ıve představ́ıme nástroje
a dodatečné předpoklady. Poté porovnáme nové výsledky s předchoźımi. Na-
konec nové výsledky dokážeme.

6.2 Předpoklady a značeńı

Budeme použ́ıvat standardńı skalárńı součin na L2(Ω) definovaný následovně
〈x, y〉 :=

∫
Ω

xy dt. Tento skalárńı součin také indukuje dualitu mezi Lp(Ω) a

Lp
′
(Ω), kde 1

p
+ 1

p′
= 1 a 1 < p, p′ <∞, a mezi prostory W 1,p

0 (Ω) a W−1,p′

0 (Ω)
rovněž.

Nadále v této kapitole budeme předpokládat, že plat́ı

Předpoklad 1. Pokud N ≥ 2, potom Ω je omezená oblast RN , jej́ıž hranice
∂Ω je kompaktńı manifold tř́ıdy C1,α pro nějaké α ∈ (0, 1), a Ω také splňuje
”the interior sphere condition”v každém bodě ∂Ω. Pokud N = 1, potom Ω
je omezený interval v R. �

Dále definujeme množinu

U := {t ∈ Ω : ∇ϕ1(t) 6= 0}.

Také budeme pracovat s funkćı a 7→ 1
p
|a|p : RN 7→ R společně s jej́ı prvńı

a druhou Fréchetovou derivaćı a 7→ |a|p−2a : RN 7→ RN a a 7→ A(a) : RN 7→
RN×N , kde A(0) = 0 a pro 0 6= a ∈ RN

A(a) := |a|p−2
(
I + (p− 2)

a⊗ a

|a|2
)
.
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V př́ıpadě N = 1 se předcházej́ıćı výraz redukuje na

A(a) = (p− 1)|a|p−2.

Všimněme si, že I + (p− 2)a⊗a|a|2 je pozitivně definitńı, symetrická N ×N
matice s vlastńımi č́ısly 1 a p− 1. Matice A(a) dále splňuje nerovnosti

min{1, p− 1}|a|p−2|v|2 ≤ 〈A(a)v,v〉RN ≤ max{1, p− 1}|a|p−2|v|2 (6.1)

pro všechna a, v ∈ RN , a 6= 0.
Nyńı zadefinujeme prostor funkćı Dϕ1 , který přirozeně vyvstává při řešeńı

našeho problému. Existuj́ı velké rozd́ıly v jeho definici a vlastnostech v př́ıpa-
dech 1 < p < 2 a p > 2. Norma na tomto prostoru je (v obou př́ıpadech)
definována následovně

‖x‖Dϕ1 :=
(∫

Ω

|∇ϕ1|p−2|∇x|2 dt
) 1

2
. (6.2)

Pro p > 2 je (6.2) také norma na W 1,p
0 (Ω) (Takáč [20]) a Dϕ1 označ́ıme

zúplněńı W 1,p
0 (Ω) vzhledem k této normě. Vnořeńı Dϕ1 ↪→ L2(Ω) je kom-

paktńı.
Pro 1 < p < 2 definujeme x ∈ Dϕ1 právě tehdy, když x ∈ W 1,2

0 (Ω),
∇x(t) = 0 pro skoro všechna t ∈ Ω \ U a ‖x‖Dϕ1 < ∞. Tento prostor s

normou ‖.‖Dϕ1 je spojitě vnořen do W 1,2
0 (Ω).

Dále uvažujeme př́ıpad p > 2. Abychom źıskali informace o chováńı funk-
cionálu E, vezměme libovolnou funkci φ ∈ W 1,p

0 (Ω) a použijeme Taylorovu
formuli druhého stupně v energetické formě [7, Proposition 3.2.27]

E(ϕ1 + φ) = E(ϕ1 + φ)− E(ϕ1) =

=
1

p

∫
Ω

|∇(ϕ1 + φ)|p dt− λ1

p

∫
Ω

|ϕ1 + φ|p dt =

= Qφ(φ, φ),

kde Qφ je symetrická bilineárńı forma na [W 1,p
0 (Ω)]2 definovaná následovně

Qφ(w1, w2) :=

∫
Ω

〈( 1∫
0

A
(
∇(ϕ1 + sφ)

)
(1− s)ds

)
∇w1, ∇w2

〉
dt−

−λ1(p− 1)

∫
Ω

( 1∫
0

|ϕ1 + sφ|p−2(1− s)ds
)
w1w2 dt
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pro w1, w2 ∈ W 1,p
0 (Ω). Pro φ ≡ 0 dostáváme

Q0(w1, w2) =
1

2

∫
Ω

〈A(∇ϕ1)∇w1, ∇w2〉 dt−

−λ1
p− 1

2

∫
Ω

ϕp−2
1 w1 w2 dt.

Kvadratická forma Q0 je pozitivně semidefinitńı, tedy Q0(y, y) ≥ 0 ∀y ∈
W 1,p

0 (Ω). Nav́ıc Q0 lze uzavř́ıt v L2(Ω) a definičńı obor jej́ıho uzávěru je roven
Dϕ1 [20, p. 199]. Abychom mohli ř́ıci pro jaké y ∈ Dϕ1 plat́ı Q0(y, y) = 0,
muśıme přidat následuj́ıćı předpoklad:

Předpoklad 2. Pokud N ≥ 2 a ∂Ω neńı souvislá, potom neexistuje funkce
y ∈ Dϕ1 : Q0(y, y) = 0 s následuj́ıćımi čtyřmi vlastnostmi:

• y = ϕ1χS s.v. v Ω, kde S ⊂ Ω je Lebesgueovsky měřitelná a
0 < Meas{S} < Meas{Ω};

• S je souvislá množina a S ∩ ∂Ω 6= ∅;

• pokud V je souvislou podmnožinou U , tak bud’ V ⊂ S nebo V ⊂ Ω\S;

• (∂S) ∩ Ω ⊂ Ω \ U . �

V [20, Section 2.1] byla formulována hypotéza, že splněńı předpokladu 2
automaticky plyne z předpokladu 1. Nav́ıc je tento druhý předpoklad auto-
maticky splněn v př́ıpadě 1 < p < 2.

Lemma 6.1. Necht’ p > 2 a předpoklady 1 a 2 jsou splněny. Potom funkce
y ∈ Dϕ1 splňuje Q0(y, y) = 0 právě tehdy, když y = kϕ1 pro nějakou kon-
stantu k ∈ R.

D̊ukaz. [20, Proposition 4.4]

Poznámka 6.1. Předcházej́ıćı př́ıpravu ke kvadratizačńı proceduře, kdy hod-
noty funkcionálu E budeme odhadovat pomoćı hodnot Q0, lze provést i v
př́ıpadě 1 < p < 2. Je ale třeba, protože nelze obecně dvakrát diferencovat
funkcionál E, omezit se na podprostor Dϕ1 . Vzhledem k tomu, že to v této
kapitole nepotřebujeme, nebudeme zacházet do detailu.
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Stejným zp̊usobem můžeme přistoupit ke Fréchetově derivaci E ′. Necht’

φ a y jsou libovolné funkce z W 1,p
0 (Ω). K výpočtu E ′(ϕ1 + φ)y použijeme

Taylorovu formuli prvńıho stupně [7, Theorem 3.2.6]

E ′(ϕ1 + φ)y = E ′(ϕ1 + φ)y − E ′(ϕ1)y

=

∫
Ω

|∇(ϕ1 + φ)|p−2 〈∇(ϕ1 + φ), ∇y〉 dt−

−λ1

∫
Ω

|ϕ1 + φ|p−2(ϕ1 + φ)y dt

= Xφ(φ, y),

kde Xφ je symetrická bilineárńı forma na [W 1,p
0 (Ω)]2 definovaná následovně

Xφ(w1, w2) :=

∫
Ω

〈( 1∫
0

A
(
∇(ϕ1 + sφ)

)
ds
)
∇w1, ∇w2

〉
dt−

−λ1(p− 1)

∫
Ω

( 1∫
0

|ϕ1 + sφ|p−2ds
)
w1w2 dt

pro w1, w2 ∈ W 1,p
0 (Ω). Pro φ ≡ 0 dostáváme

X0(w1, w2) =

∫
Ω

〈A(∇ϕ1)∇w1, ∇w2〉 dt−

−λ1(p− 1)

∫
Ω

ϕp−2
1 w1 w2 dt =

= 2Q0(w1, w2).

V př́ıpadě p > 2 budeme často využ́ıvat zobecněnou Poincarého nerovnost
(Fleckinger, Takáč [11]):
Existuje kladná konstanta c = c(p,Ω) taková, že pro libovolnou funkci x ∈
W 1,p

0 (Ω), x = τϕ1 + x⊥ plat́ı

E(x) ≥ c
(
|τ |p−2

∫
Ω

|∇ϕ1|p−2|∇x⊥|2 dt+

∫
Ω

|∇x⊥|p dt
)
.
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6.3 Výsledky

Začneme se shrnut́ım předcházej́ıćıch výsledk̊u. Následuj́ıćı věta byla dokázá-
na profesory Drábkem a Takáčem v [8].

Věta 6.1 (Drábek, Takáč). Necht’ 1 < p < ∞, p 6= 2, předpoklad 1 je
splněn a 0 6= f = f⊥ ∈ L∞(Ω)⊥,L

2
. Necht’ pro p > 2 plat́ı předpoklad 2 a pro

1 < p < 2 plat́ı f⊥ 6∈ D⊥,L2

ϕ1
. Potom

a) Pro p > 2 a −∞ < c < 0 funkcionál Jλ1 splňuje PS podmı́nku na úrovni
c.

b) Pro p > 2 funkcionál Jλ1 nesplňuje PS podmı́nku na úrovni c = 0.

c) Pro p > 2 a 0 < c <∞ každá PS posloupnost pro Jλ1 na úrovni c taková,
že {J ′λ1(un)} je omezená posloupnost v L∞(Ω) obsahuje konvergentńı pod-
posloupnost.

d) Pro 1 < p < 2 a libovolné c ∈ R každá PS posloupnost pro Jλ1 na
úrovni c taková, že {J ′λ1(un)} je omezená posloupnost v L∞(Ω) obsahuje
konvergentńı podposloupnost.

Všimněme si předpoklad̊u v částech c) a d), ve kterých požadujeme,
aby {J ′λ1(un)} byla omezená posloupnost v L∞(Ω). Tyto předpoklady jsou
ve své podstatě umělé - s jejich pomoćı dokázali autoři využ́ıt výsledky z
teorie regularity k dokázáńı tvrzeńı, přestože tyto podmı́nky nevyvstávaj́ı
přirozeně. Naš́ım hlavńım ćılem bylo odstraněńı těchto podmı́nek. Úspěšně se
to podařilo v př́ıpadě, kdy p > 2 (část a) následuj́ıćı věty) a pouze částečného
úspěchu bylo dosaženo v př́ıpadě, kdy 1 < p < 2 (část d). Nav́ıc pro p > 2
jsme ověřili, že neomezená PS posloupnost na úrovni c = 0 zkonstruovaná
v [8] nenarušuje pouze PS podmı́nku, ale obecněǰśı Cψ(.) podmı́nku rovněž
(část b). Část c) následuj́ıćı věty, ve které nebylo dosaženo žádného vylepšeńı
oproti předchoźımu výsledku, uvád́ıme pro úplnost.

Věta 6.2 (Souhrn výsledk̊u). Necht’ 1 < p < ∞, p 6= 2, předpoklad 1 je
splněn a 0 6= f = f⊥ ∈ L∞(Ω)⊥,L

2
. Necht’ pro p > 2 plat́ı předpoklad 2 a pro

1 < p < 2 plat́ı f⊥ 6∈ D⊥,L2

ϕ1
. Potom

a) Pro p > 2 a c 6= 0 funkcionál Jλ1 splňuje PS podmı́nku na úrovni c.

b) Pro p > 2 funkcionál Jλ1 nesplňuje Cψ(.) podmı́nku na úrovni c = 0.
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c) Pro 1 < p < 2 a libovolné c ∈ R každá PS posloupnost pro Jλ1 na
úrovni c taková, že {J ′λ1(un)} je omezená posloupnost v L∞(Ω) obsahuje
konvergentńı podposloupnost.

d) Pro 1 < p < 2 a c > 0 funkcionál Jλ1 splňuje C podmı́nku na úrovni c.

Zaj́ımavé jsou rovněž odhady geometrie E a E ′ popsané v lemmatu (6.5).

6.4 Pomocná tvrzeńı a d̊ukazy

Jak již bylo napsáno v úvodu kapitoly, použijeme k odhadu hodnot zobrazeńı
E a E ′ Taylor̊uv rozvoj. Proto nejdř́ıve začneme s několika lemmaty, která
nám přibĺıž́ı chováńı funkcionálu E. Prvńı z nich je malé, ale přesto d̊uležité
vylepšeńı [8, Proposition 3.6]. Dává nám informaci o tom, jak r̊ust v τ a α a
jejich poměr ovlivňuje hodnoty funkcionálu E(τϕ1 + α(τ)x⊥).

Lemma 6.2. Necht’ p > 2 a x⊥ je libovolná nenulová funkce z W 1,p
0 (Ω)⊥

nebo 1 < p < 2 a x⊥ je libovolná nenulová funkce z Dϕ1(Ω)⊥. Necht’ jsou
předpoklady 1 a 2 splněny. Potom

E
(
τϕ1 + α(τ)x⊥

)
= |τ |p−2α2(τ)

(
Q0(x⊥, x⊥) + o(1)

)
pro |τ | → ∞ ∧ α(τ)

τ
→ 0.

Povšimněme si, že Q0(x⊥, x⊥) 6= 0 kv̊uli x⊥ 6≡ 0.

D̊ukaz. Označme x = τϕ1 + α(τ)x⊥ = τ(ϕ1 + y⊥), kde y⊥ := α(τ)
τ
x⊥ pro

τ 6= 0. Dále využijeme p-homogenity funkcionálu E a Taylorovy formule

E
(
τϕ1 + α(τ)x⊥

)
= |τ |p E(ϕ1 + y⊥)

= |τ |p Qy⊥(y⊥, y⊥)

= |τ |p−2 α2(τ) Qy⊥(x⊥, x⊥)

= |τ |p−2 α2(τ)
(
Q0(x⊥, x⊥) + o(1)

)
pro |τ | → ∞ ∧ α(τ)

τ
→ 0, kde posledńı rovnost plyne z

lim
|τ |→∞

Qy⊥(x⊥, x⊥) = Q0(x⊥, x⊥) + o(1). (6.3)

Rovnost (6.3) dokážeme pomoćı Lebesgueovy věty. Bez újmy na obec-

nosti předpokládáme α(τ)
τ

< 1. Tedy y⊥ = α(τ)
τ
x⊥ splňuje |y⊥| < |x⊥| uvnitř
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Ω. Dále bychom mohli zkonstruovat integrovatelné majoranty stejně jako v
d̊ukazu [8, Proposition 3.6]. Čtenář také může nahlédnout do d̊ukazu lem-
matu (6.4), kde dokážeme obecněǰśı výsledek než (6.3) pro p > 2.

Poznámka 6.2. Pro p > 2 z vylepšené Poincarého nerovnosti plyne, že zdánlivě
velmi omezuj́ıćı předpoklad α(τ)

τ
→ 0 bude automaticky splněn pro PS po-

sloupnosti - tedy tam, kde nás odhady zaj́ımaj́ı nejv́ıce.

Analogicky lze dokázat následuj́ıćı lemma, kde pracujeme s Fréchetovou
derivaćı E ′.

Lemma 6.3. Necht’ p > 2 a x⊥, y⊥ jsou libovolné nenulové funkce z W 1,p
0 (Ω)⊥.

Necht’ jsou předpoklady 1 a 2 splněny. Potom

E ′
(
τϕ1 + α(τ)x⊥

)
y⊥ = |τ |p−2α(τ)

(
X0(x⊥, y⊥) + o(1)

)
pro |τ | → ∞ ∧ α(τ)

τ
→ 0.

Motivováni snahou zobecnit předcházej́ıćı lemmata se budeme snažit vy-
šetřit situaci, kdy kolmá část x⊥ neńı zafixována. Proto je nejdř́ıve třeba
dokázat následuj́ıćı lemma.

Lemma 6.4. Necht’ p > 2 a {x⊥n } a {y⊥n } jsou omezené posloupnosti funkćı
z W 1,p

0 (Ω)⊥. Necht’ jsou předpoklady 1 a 2 splněny a ‖y⊥n ‖W 1,p
0 (Ω) → 0. Potom

existuje podposloupnost {y⊥nk} posloupnosti {y⊥n } taková, že

Qy⊥nk
(x⊥nk , x

⊥
nk

) = Q0(x⊥nk , x
⊥
nk

) + o(1) pro n→∞,

Xy⊥nk
(x⊥nk , x

⊥
nk

) = X0(x⊥nk , x
⊥
nk

) + o(1) pro n→∞.

D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı část tvrzeńı. Druhou lze dokázat zcela analo-
gicky.

Začneme odečteńım Q0(x⊥n , x
⊥
n ) od Qy⊥n

(x⊥n , x
⊥
n ) a použijeme Hölderovu

nerovnost.∣∣Qy⊥n
(x⊥n , x

⊥
n )−Q0(x⊥n , x

⊥
n )
∣∣ ≤

≤
∣∣∣∫
Ω

( 1∫
0

A
(
∇(ϕ1 + sy⊥n )

)
(1− s) ds− 1

2
A(∇ϕ1)

) 〈
∇x⊥n , ∇x⊥n

〉
dt
∣∣∣

+λ1(p− 1)
∣∣∣∫
Ω

( 1∫
0

|ϕ1 + sy⊥n |p−2(1− s) ds− 1

2
ϕp−2

1

)
(x⊥n )2dt

∣∣∣ ≤
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≤
[ ∫

Ω

∣∣∣ 1∫
0

A
(
∇(ϕ1 + sy⊥n )

)
(1− s) ds− 1

2
A(∇ϕ1)

∣∣∣ p
p−2

dt
] p−2

p ‖x⊥n ‖2
W 1,p

0 (Ω)

+λ1(p− 1)
[ ∫

Ω

∣∣∣ 1∫
0

|ϕ1 + sy⊥n |p−2(1− s) ds− 1

2
ϕp−2

1

∣∣∣ p
p−2

dt
] p−2

p ‖x⊥n ‖2
Lp(Ω).

Dále ukážeme, že výrazy v hranatých závorkách v předchoźı nerovnosti
konverguj́ı k 0 pro n → ∞. To společně s omezenost́ı posloupnosti {x⊥n } v
W 1,p

0 (Ω) dokonč́ı d̊ukaz. Opět použijeme Lebesgueovu větu. Z ‖y⊥n ‖W 1,p
0 (Ω) →

0 a spojitého vnořeńı W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) plyne, že existuje podposloupnost

{y⊥nk} taková, že |∇y⊥nk(x)| a y⊥nk(x) konverguj́ı bodově k 0 s.v. v Ω. Nav́ıc
existuj́ı Lp integrovatelné majoranty h1(x) resp. h2(x) obou posloupnost́ı [7,
Remark 1.2.18]. Dı́ky (6.1) a nerovnostem z [20] dostáváme

∣∣∣ 1∫
0

A
(
∇(ϕ1 + sy⊥nk)

)
(1− s) ds− 1

2
A(∇ϕ1)

∣∣∣ ≤
(p− 1)

1∫
0

|∇(ϕ1 + sy⊥nk)|
p−2(1− s) ds+

p− 1

2
|∇ϕ1|p−2 ≤

(p− 1)(|∇ϕ1|+
1

2
|∇y⊥nk |)

p−2 ≤ (p− 1)(|∇ϕ1|+
1

2
h1)p−2 := g1,∣∣∣ 1∫

0

|ϕ1 + sy⊥nk |
p−2(1− s) ds− 1

2
ϕp−2

1

∣∣∣ ≤
(ϕ1 +

1

2
|y⊥nk |)

p−2 ≤ (ϕ1 +
1

2
h2)p−2 := g2.

Je zřejmé, že gi ∈ L
p
p−2 (Ω), i = 1, 2 a předpoklady Lebesqueovy věty jsou

splněny.

Dáme-li dohromady lemma (6.4) s ideami z d̊ukazu (6.2) dostáváme
následuj́ıćı odhady E a E ′.

Lemma 6.5. Necht’ p > 2 a {x⊥n } je omezená posloupnost funkćı z W 1,p
0 (Ω)⊥.

Necht’ |τn| → ∞ a αn
τn
→ 0. Necht’ jsou předpoklady 1 a 2 splněny. Potom
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existuje podposloupnost {x⊥nk} posloupnosti {x⊥n } taková, že pro
n→∞ plat́ı

E
(
τnkϕ1 + αnkx

⊥
nk

)
= |τnk |p−2α2

nk

(
Q0(x⊥nk , x

⊥
nk

) + o(1)
)
,

E ′
(
τnkϕ1 + αnkx

⊥
nk

)
x⊥nk = |τnk |p−2αnk

(
X0(x⊥nk , x

⊥
nk

) + o(1)
)
.

Nyńı můžete přistoupit k d̊ukazu věty (6.2).

D̊ukaz. Část (a). V prvńım kroku dokážeme, že každá PS posloupnost pro
daný funkcionál je omezená. Toto tvrzeńı dokážeme sporem. Předpokládejme
tedy, že existuje neomezená PS posloupnost {xn} ⊂ W 1,p

0 (Ω). Funkce z této
posloupnosti rozděĺıme na součet reálných násobk̊u funkćı ϕ1 a x⊥n , které
jsou na sebe kolmé v L2(Ω) smyslu. Abychom předešli nejasnostem, budeme
předpokládat, že plat́ı ‖x⊥n ‖W 1,p

0 (Ω) = 1 ∀n ∈ N, což zaruč́ı jednoznačnost

rozděleńı. Pro nějaká č́ısla τn a αn tedy plat́ı

xn = τnϕ1 + αnx
⊥
n ∀n ∈ N.

Dále definujeme

y⊥n :=
αn
τn
x⊥n ∀n ∈ N.

Vzhledem k tomu, že {xn} je PS posloupnost́ı, plat́ı také

Jλ1(xn) → c, (6.4)

J ′λ1(xn) → o v W−1,p′

0 (Ω). (6.5)

Ze zobecněné Poincarého nerovnosti a (6.4) plyne, že posloupnost {αn}
muśı být omezená. Tedy τn →∞ a můžeme použ́ıt lemma 6.59.

E(xn) = |τn|pE(ϕ1 + y⊥n )

= |τn|pQy⊥n
(y⊥n , y

⊥
n )

= |τn|p−2α2
nQy⊥n

(x⊥n , x
⊥
n )

= |τn|p−2α2
n

(
Q0(x⊥n , x

⊥
n ) + o(1)

)
pro n→∞

E ′(xn)αnx
⊥
n = |τn|p−1αnE

′(ϕ1 + y⊥n )x⊥n
= |τn|p−1αnXy⊥n

(y⊥n , x
⊥
n )

= |τn|p−2α2
nXy⊥n

(x⊥n , x
⊥
n )

= |τn|p−2α2
n

(
2Q0(x⊥n , x

⊥
n ) + o(1)

)
pro n→∞

9podposloupnost xnk
označ́ıme znovu xn
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Tedy pro n→∞ máme

Jλ1(xn) = |τn|p−2α2
n

(
Q0(x⊥n , x

⊥
n ) + o(1)

)
− αn

∫
Ω

fx⊥ndt→ c, (6.6)

J ′(un)αnx
⊥
n = |τn|p−2α2

n

(
2Q0(x⊥n , x

⊥
n ) + o(1)

)
− αn

∫
Ω

fx⊥ndt→ 0.(6.7)

Dále ukážeme, že αn
1∫
0

fx⊥ndx → 0. Muśıme uvažovat dvě možnosti.

Bud’ ∃c1 > 0 : Q0(x⊥n , x
⊥
n ) > c1 ∀n ∈ N nebo můžeme předpokládat, že

Q0(x⊥n , x
⊥
n ) → 0. V prvńım př́ıpadě požadované tvrzeńı plyne z toho, že

αn → 0 kv̊uli vztahu (6.6). V druhém př́ıpadě je {x⊥n } omezená posloupnost
v W 1,p

0 (Ω)⊥, a tedy bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že kon-
verguje k nějaké funkci x⊥0 ∈ W

1,p
0 (Ω)⊥. Vzhledem ke kompaktńımu vnořeńı

W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) máme x⊥n → x⊥0 v L2(Ω). Kvadratický funkcionál Q0 je

uzavřitelný v L2(Ω), a tedy Q0(x⊥0 , x
⊥
0 ) = 0. Z lemmatu 6.1 tedy plyne, že

funkce x⊥0 je reálný násobek ϕ1. Ale x⊥0 a ϕ1 jsou ortogonálńı, a tedy x⊥0 = 0.
To znamená, že

∫
Ω

fx⊥ndt→
∫
Ω

fx⊥0 dt = 0 a omezenost posloupnosti αn dává

požadované tvrzeńı.

Máme-li αn
1∫
0

fx⊥ndt→ 0 společně s (6.6) a (6.7), dostáváme

E(xn) = |τn|p−2α2
nQy⊥n

(x⊥n , x
⊥
n )→ c 6= 0, (6.8)

E ′(xn)αnx
⊥
n = |τn|p−2α2

nXy⊥n
(x⊥n , x

⊥
n )→ 0. (6.9)

To je ale spor vzhledem k tomu, že zřejmě plat́ı 0 ≤ Qy⊥n
(x⊥n , x

⊥
n ) ≤

Xy⊥n
(x⊥n , x

⊥
n ). Posloupnost {xn} muśı tedy být omezená. Dále ukážeme, že z

každé PS posloupnosti můžeme vybrat jej́ı konvergentńı podposloupnost.
Z omezenosti {xn} plyne, že existuje jej́ı podposloupnost, pro jednodu-

chost opět označená {xn}, která slabě konverguje v W 1,p
0 (Ω) k nějaké funkci

x0. Potřebujeme ukázat, že také xn → x0 silně. Je několik možnost́ı jak toto
tvrzeńı dokázat. Použijeme myšlenku podobnou té, se kterou se setkáváme
při vyšetřováńı monotónńıch operátor̊u.
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Označme yn := xn − x0. Máme J ′λ1(xn)yn → 0 a tedy∫
Ω

|∇un|p−2∇xn(∇xn −∇x0) dt− λ1

∫
Ω

|xn|p−2xn(xn − x0) dt

−
∫
Ω

f(xn − x0) dt→ 0. (6.10)

Z definice {yn} plyne, že tato posloupnost slabě konverguje k nulové funkci
ve W 1,p

0 (Ω) a kompaktńı vnořeńı W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) dává yn → o v Lp(Ω).

Plat́ı tedy ∫
Ω

|xn|p−2xn(xn − x0) dt → 0,

∫
Ω

f(xn − x0) dt → 0.

To znamená, že (6.10) se redukuje na∫
Ω

|∇xn|p−2∇xn(∇xn −∇x0) dt → 0.

Vzhledem k tomu, že yn ⇀ 0 plat́ı také∫
Ω

|∇x0|p−2∇x0(∇xn −∇x0) dt → 0.

Nyńı odečteme předchoźı dvě rovnosti a použijeme Hölderovu nerovnost∫
Ω

(
∇|xn|p−2∇xn − |∇x0|p−2∇x0

)
(∇xn −∇x0) dt (→ 0)

=

∫
Ω

(
|∇xn|p − |∇xn|p−2∇xn∇x0 − |∇x0|p−2∇x0∇xn + |∇x0|p

)
dt

≥ ‖xn‖pW 1,p
0 (Ω)

− ‖x0‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

‖xn‖W 1,p
0 (Ω) −

−‖xn‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

‖x0‖W 1,p
0 (Ω) + ‖x0‖pW 1,p

0 (Ω)

=
(
‖xn‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

− ‖x0‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

)(
‖xn‖W 1,p

0 (Ω) − ‖x0‖W 1,p
0 (Ω)

)
≥ 0.
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Tedy ‖xn‖W 1,p
0 (Ω) → ‖x0‖W 1,p

0 (Ω) a d́ıky stejnoměrné konvexitě W 1,p
0 (Ω)

muśı platit xn → x0.
Část (b). Ověř́ıme, že neomezená PS posloupnost zkonstruovaná v [8]

narušuje také Cψ(.) posloupnost. Myšlenka konstrukce takové PS posloup-
nosti je následuj́ıćı. Nejdř́ıve si uvědomme, že pro libovolné τ ∈ R je funk-
cionál x⊥ 7→ Jλ1(τϕ1 + x⊥) definovaný na W 1,p

0 (Ω)⊥ slabě koercivńı a jeho
globálńı minimum x⊥τ splňuje následuj́ıćı rovnice

−∆p(τϕ1 + x⊥τ )− λ1|τϕ1 + x⊥τ |p−2(τϕ1 + x⊥τ )
= f⊥ + ςτϕ1 in Ω,

x⊥τ = 0 na ∂Ω,〈
x⊥τ , ϕ1

〉
= 0

pro nějaký Lagrange̊uv multiplikátor ςτ .
Poté vezmeme libovolnou posloupnost {τn} takovou, že τn → ∞ a pro

jednoduchost označ́ıme x⊥τn = x⊥n a ςτn = ςn. Lze dokázat [21, Proposition
6.1], že ςτn → 0, Jλ1(τnϕ1 + x⊥n )→ 0 a

J ′λ1(τnϕ1 + x⊥n )φ = ςn

∫
Ω

ϕ1φ (6.11)

pro libovolnou testovaćı funkci φ ∈ W 1,p
0 (Ω) [8, Proposition 4.4].

Tedy {x⊥n } je neomezená PS posloupnost, protože pravá strana (6.11)
konverguje k 0. Abychom dokázali, že Cψ(.) podmı́nka je narušena také,
muśıme vyšetřit jak rychlá je tato konvergence. Odpověd’ je dána následuj́ıćım
odhadem z [21, Proposition 6.1]

lim
n→∞

ςn|τn|p−2τn = (p− 2)‖ϕ1‖−2
L2(Ω)Q0(w,w), (6.12)

kde w ∈ Dϕ1 je jednoznačné řešeńı úlohy{
−div

(
A(∇ϕ1)∇w

)
= λ1ϕ

p−2w + f v Ω;
w = 0 na ∂Ω.

Nav́ıc máme Q0(w,w) > 0.
Z (6.11), (6.12) a ‖x⊥n ‖W 1,p

0
(Ω)→ 0 (viz. d̊ukaz [8, Proposition 4.4]) plyne,

že existuj́ı kladné konstanty c1 a c2 takové. že plat́ı

‖J ′λ1(τnϕ1 + x⊥n )‖W−1,p′ (Ω) ≤ c1|τn|1−p ≤ c2‖τnϕ1 + x⊥n ‖
1−p
W 1,p

0 (Ω)
.
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Tedy ‖J ′λ1(τnϕ1 + u⊥n )‖W−1,p′ (Ω) konverguje k 0 př́ılǐs rychle na to, aby

mohla Cψ(.) podmı́nka platit.
Část (c). Zde nedošlo k žádnému vylepšeńı.
Část (d). Opět dokážeme sporem. Necht’ {xn} je C posloupnost pro funk-

cionál Jλ1 . Máme tedy

Jλ1(xn) = E(xn)−
∫
Ω

fxn dt→ c > 0,

J ′λ1(xn)un = E ′(xn)xn −
∫
Ω

fxn dt→ 0.

Vzhledem k tomu, že E(xn) = 1
p
E ′(xn)xn dále dostáváme∫

Ω

fxn dt → pc

1− p

E ′(xn)xn →
pc

1− p
E(xn) → c

1− p

Pro kladné c je výraz c
1−p záporný, ale z Poincarého nerovnosti plyne

E(y) ≥ 0 ∀y ∈ W 1,p
0 (Ω) a to je spor. To znamená, že neexistuj́ı žádné

C posloupnosti pro Jλ1 na kladných úrovńıch a Cerami podmı́nka triviálně
plat́ı.

6.5 Fredholmova alternativa pro p-Laplacián

V závěrečné části pro úplnost doplńıme informace o řešitelnosti problému,
který motivoval části předchoźı. Tedy hledáńı slabých řešeńı úlohy{

−∆px− λ1|x|p−2x = f v Ω,
x = 0 na ∂Ω,

kdy funkce f ∈ L∞(Ω) je kolmá na ϕ1 v L2(Ω) smyslu.
Ani v jednom z př́ıpad̊u 1 < p < 2 a p > 2 nebyla dokázana platnost

nějaké podmı́nky kompaktnosti na všech hladinách - viz věta (6.2). Přesto lze
v obou př́ıpadech dokázat existenci alespoň jednoho slabého řešeńı. Pro 1 <
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p < 2 to dokázali Drábek a Holubová v [6] pomoćı metody horńıho a dolńıho
řešeńı. Pro p > 2 to plyne z toho, že funkcionál Jλ1 je zdola omezený. Nav́ıc,
protože Jλ1(o) = 0 a J ′ϕ1

(o) 6= o, je jeho infimum záporné. Z Ekelandova
variačńıho principu ([7, Theorem 7.4.19]) plyne, že existuje posloupnost {xn}
taková, že ‖J ′ϕ1

(xn)‖ → 0∧Jλ1(xn) < ε < 0 ∀n ∈ N. Na záporných hladinách
plat́ı PS podmı́nka a muśı tedy existovat i kritický bod funkcionálu Jλ1 ,
který je zároveň slabým řešeńım úlohy.
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7 Závěr

Podmı́nky kompaktnosti, které zobecňuj́ı Palaisovu−Smaleovu podmı́nku,
se v praxi nepouž́ıvaj́ı př́ılǐs často. V literatuře (str. 72 [19]) se lze např́ıklad
setkat s názorem, že př́ınos těchto podmı́nek je př́ılǐs malý na to, aby ospra-
vedlnil jejich podrobné zkoumáńı. Zřejmě ale kromě principiálńıho d̊uvodu
použ́ıvat co nejobecněǰśı tvrzeńı, může být př́ınos těchto podmı́nek i čistě
praktický. Dobře to je vidět v předchoźı kapitole, jej́ıž podstatnou část zab́ırá
d̊ukaz části a) věty (6.2), kde dokazujeme platnost Palaisovy − Smaleovy
podmı́nky, zat́ımco d̊ukaz části d) - platnost Cerami podmı́nky - je zcela
triviálńı. Zřejmě je tedy Palaisova-Smaleova podmı́nka upřednostňována proto,
že je ze zmı́něných podmı́nek kompaktnosti neznáměǰśı a nejsnadněji pocho-
pitelná.

Původńı výsledky v této práci jsou předevš́ım ve třet́ı a šesté kapitole
a př́ıklady z podkapitol 4.2 a 5.4. Lze ř́ıci, že problém zkoumaný v šesté
kapitole byl zcela vyčerpán pro p > 2, zat́ımco pro 1 < p < 2 neńı jasné, jak
v jeho řešeńı pokračovat. Proto se k daľśı práci a studiu nab́ıźı problematika
zmı́něná ve třet́ı kapitole, nebo př́ıpadně studium složitěǰśıch problémů s p-
Laplaciánem založených na odhadech z šesté kapitoly (lemma 6.5).
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Shrnut́ı

Tato disertačńı práce se zabývá studiem variačńıch metod a předevš́ım pod-
mı́nek kompaktnosti v nich použ́ıvaných. Metody jsou demonstrovány na
okrajových úlohách pro eliptické rovnice

−x′′(t) = g
(
t, x(t)

)
a

−∆px− λ1|x|p−2x = f,

kde ∆px := div(|∇x|p−2∇x) je p-Laplacián, p > 1 a λ1 je jeho prvńı vlastńı
č́ıslo.

Disertačńı práce je rozdělena do sedmi kapitol. V prvńı a druhé jsou
čtenáři představeny základy variačńıch metod. Prvńı obsahuje krátký úvod.
Druhá obsahuje klasické variačńı věty - např́ıklad deformačńı lemma, obecný
princip minimaxu a větu o sedlovém bodě. Ve třet́ı kapitole je naznačena
možnost, jak lze nalézt kritické body funkcionálu, jež nejsou extrémy a ani
je nelze nalézt pomoćı metod minimaxu. Ve čtvrté kapitole se věnujeme dife-
renciálńı rovnici druhěho řádu. Je v ńı obsažen př́ıklad využ́ıvaj́ıćı větu o sed-
lovém bodě k dokázáńı řešitelnosti okrajové úlohy. Dále jsou v kapitole inter-
pretovány klasické výsledky jako Fredholmova alternativa nebo Landesman-
Lazerovy podmı́nky řešitelnosti pomoćı variačńıch metod. V páté kapitole
jsou představeny obecněǰśı podmı́nky kompaktnosti než obvykle použ́ıvaná
Palais-Smaleova podmı́nka. Na př́ıkladech jsou ukázány nové možnosti, které
nám tyto podmı́nky nab́ızej́ı. Šestá kapitola představuje jádro práce. Je v ńı
zkoumána platnost r̊uzných podmı́nek kompaktnosti pro okrajovou úlohu
s p-Laplaciánem a obecně také geometrie energetického funkcionálu pro p-
Laplacián. Sedmá kapitola obsahuje krátké zhodnoceńı výsledk̊u a navržeńı
směru daľśıho studia.

79



Summary

This dissertation studies variational methods and compactness conditions
used in them. The methods are illustrated on the boundary problems for
elliptic equations

−x′′(t) = g
(
t, x(t)

)
and

−∆px− λ1|x|p−2x = f,

where ∆px := div(|∇x|p−2∇x) stands for p-Laplacian, p > 1 and λ1 is its
first eigenvalue.

This doctoral thesis is divided into seven chapters. In the first two we
introduce the basics of the variational theory. The first contains a short
introduction. The second includes classical variational theorems - e.g. the
deformation lemma, general minimax principle or the saddle point theorem.
The third chapter presents a way to find a critical point of a functional
which is not a local extrema or a minimax point. In the fourth chapter we
investigate second order boundary value problem. The chapter includes an
example of use of the saddle point theorem as well as varional view on some
well known results - eg. the Fredholm alternative or Landesman-Lazer con-
ditions. The fifth chapter introduces compactness conditions that are more
general than the standard Palais-Smale condition. Several examples show
the advantages of these new conditions. In the sixth chapter we thoroughly
investigate the Fredholm alternative for the p-Laplacian and the geometry
of the energy functional related to the p-Laplacian in general. The seventh
chapter includes a short assessment of the results.
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[3] Anane J.; Simplicité et isolation de la première valeur propre du p-
laplacien avec poids, Comptes Rendus Acad.Sci. Paris Série I (1987).

[4] Cerami G.; Un criterio di esistenza per i punti critici su varieta illimi-
tate, Rend. Acad. Sci. Let. Ist. Lombardo (1978).
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VŠTEZ (2011).

Landesman-Lazer conditions from a variational point of view, Seminar in
Differential Equations (2012).

On compactness conditions for the p-Laplacian, Equadiff 13 (2013).
On the Fredholm alternative for the p-Laplacian, Seminar in Differential

Equations (2014).


