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Znaceni

mnozina realnych c¢isel

mnozina prirozenych ¢isel

x je prvkem mnoziny X

mnozina X je podmnozinou mnoziny Y

prostor n-krat spojité diferencovatelnych zobrazeni defi-
novanych na mnoziné X s oborem hodnot v mnoziné Y

Lebesguevuv prostor funkci

Sobolevuv prostor funkei

dualni prostor prostoru X

norma prvku z

norma prvku z v prostoru X

pro vsechna

existuje

a zaroven

implikuje

zobrazuje do

konverguje k

konverguje shora k

konverguje slabé k

dimenze prostoru H

linedrni obal mnoziny M

mira mnoziny M

vzdalenost bodu x od mnoziny M
skalarni sou¢in prvku z a y, otevieny interval, vektor
uzavieny interval od a do b, bod v roviné
direktni soucet

ortogonalni doplnék mnoziny M

hranice mnoziny M

restrikce funkciondlu F' na mnozinu M
derivace funkce f, Fréchetova derivace funkciondlu F
defini¢ni obor funkcionédlu F

{r € D(F): F(z) € M}

Gateauxova derivace funkciondlu F' v bodé x ve sméru y

Laplaceuv operator
gradient
definujeme



maticové nasobeni
jednotkova matice



1 Uvod

Formulovéani a Teseni optimalizacnich problému, které bychom mohli pokla-
dat za predchudce soucasnych varia¢nich problemu, sahd minimalné az do
starovékého Recka. Zminime napitklad Didoninu ilohu spojenou s legendou o
zalozeni Kartaga, ve které hleddme uzavienou kiivku v roviné dané délky vy-
mezujici maximalni plochu. Za zakladatele moderniho pristupu k varia¢nim
metoddm je povazovan Pierre de Fermat (1601-1665). Neni ndhodou, ze roz-
voj této discipliny probihal v dobé rozvoje diferencialniho poctu. Z této doby
pochézi dalsi znamy problém brachystochrony. Ukolem bylo najit krivku ve
svislé roviné spojujici dva dané body, ktera by byla optimalni v tom smyslu,
ze hmotny bod vypustény z vyssiho bodu by se po této kiivce dostal vli-
vem gravitace do druhého bodu v minimalnim case. Podrobnéjsi nahled
do problému muze ¢tenar najit napiiklad v 7, Example 7.1.10]. Pii feseni
problému tautochrony - nalezeni kiivky ve svislé roviné spojujici dva dané
body takové, ze hmotny bod vypustény z vyssiho bodu by se po této kiivce
dostal vlivem gravitace do druhého bodu v daném ¢ase - formuloval okolo
roku 1750 Leonhard Euler (1707-1783) obecné problém nalezeni minima ¢i

maxima funkciondlu
~ [ f(tav.a'0) at
Q

pres danou mnozinu funkei, které nabyvaji danych hodnot v bodech hranice
oblasti €. Jako konkrétni ptiklad muze poslouzit diferencialni problém

z(t)=0 teQ
{ z(t) = h(t) te N

a s nim spojeny varia¢ni problém najit minimum funkcionalu

/ (t)|? dt.
Q

Zminme jesté z dnesnfho pohledu obzvlast dulezitou myslenku, kterou
formuloval Vito Volterra v roce 1932. Doporucil, abychom misto feseni va-
ria¢nich problému pomoci jejich redukce do diferencidlni (lokalni) podoby
pouzili pfesné opacny postup - abychom diferencialni problémy pievedli na
problémy variacni a vyuzili k jejich vyfeseni varia¢ni metody. Tento z casti



matematicko-filozoficky problém lze v moderni dobé dobfe ilustrovat na roz-
voji ruznych konceptu feseni diferencidlnich tloh (klasické, slabé).

Poznamenejme, ze minima a maxima funkcionalu nemusi byt jeho jediné
kritické body. Jako piiklad si staéi vzit funkci dvou proménnych f(z,y) =
x? — 2. Bod [0, 0] je kritickym bodem, ktery nenf ani lokalnim minimem ani
lokalnim maximem funkce. Metody zamérujici se na nalezeni téchto sedlovijch
bodu se ukézaly byti velice uzitecné. Lze tici, Ze rozvoj téchto metod zazna-
menal bouflivy rozvoj v poslednich ctyticeti letech a stale neni ukoncen.
Napiiklad chybi sjednocujici teorie, pomoci které bychom mohli nalézt li-
bovolny kriticky bod. Princip minimazu a vhodnd geometrie funkcionalu
F umoznuji dokazat existenci posloupnosti {x,} skoro kritickych bodu ve
smyslu

[F"(n)[| = 0.

Jednoduché priklady ukazuji, ze z existence takové posloupnosti nemusi ply-
nout existence samotného kritického bodu. S timto problémem se lze vypora-
dat za predpokladu, ze funkciondl splnuje jisté podminky kompaktnosti napt.
Palaisovu-Smaleovu podminku.

Souhrné lze Tici, ze varia¢ni metody se ukazaly velice uzitecné pii feseni
ruznych problému a i v soucasné dobé je jejich vyvoji a zdokonalovani vénova-
no velké tsili.

Tato prace ma za cil seznamit Ctenare se zaklady variacnich metod. Na
prikladech budou ukazany zékladni vlastnosti, predpoklady, moznosti i ome-
zeni ruznych vét. Specidlni duraz je kladen na souvislost a porovnéni vysledku
s tim, co ndm umoznuji dokazat jiné metody (napt. topologické). V nepo-
sledni tadé se také zamérujeme na mozné zobecnéni - napiiklad u klasicky
pouzivané Palaisovy-Smaleovy podminky kompaktnosti. Prace také obsahuje
aktualni vysledky, tykajici se problému s p-Laplacianem, kde aplikujeme te-
oretické vysledky z predchozich kapitol.



2 Zaklady Variacnich metod

Pti hledani a studiu kritickych bodu a jejich vlastnosti hraje klicovou roli ge-
ometrie zkoumaného funkcionalu. Nejjednodussimi piiklady kritickych bodu,
které kazdy student matematiky potka béhem prvniho semestru studia analy-
zy, jsou lokalni extrémy funkci. Z Euler-Lagrangeovych podminek plyne, ze
kazdy extrém je zaroven kritickym bodem. U hladkych funkci jedné proménné
je situace prehlednd a v zisadé mohou nastat dvé moznosti. Bud je kri-
ticky bod lokalnim extrémem (tj. derivace napravo od kritického bodu ma
jiné znaménko nez derivace nalevo) nebo mé derivace stejné znaménko na
néjakém prstencovém okoli kritického bodu. Tuto situaci si muzeme ilustro-
vat na pifkladu funkce f(z) = 2* a bodu 0. Takovéto kritické body je obecné
mnohem tézsi nalézat. Jakmile zacneme uvazovat funkce vice proménnych,
struktura kritickych bodu se stavd mnohem bohatsi. Typickym ptikladem
je funkce f(z,y) = x? — y? a jeji kriticky bod [0,0]. Tento sedlovy bod od-
povidé situaci, kdy bod je minimem funkce vzhledem k jednomu sméru a
maximem vzhledem k druhému. Lze si také predstavit kriticky bod, ktery
neni lokalnim extrémem funkce ani sedlovym bodem - napiiklad bod [0, 0] u
funkce f(x,y) = 2® — y%. Vidime, Ze struktura a vlastnosti kritickych bodu
jsou ruznorodé a jejich zkouméni bylo v minulosti vénovano znacné usili.
Nyni mame k dispozici ruzné véty, diky kterym jsme schopni nalézt kritické
body riznych funkciondld, z nichZ nejzndméjsi jsou véta o sedlovém bodé
a véta o horském sedle?. Obvykle jsou tyto véty usity na miru riznym geo-
metriim funkcionalu a potazmo ruznym diferencialnim tloham. Pfes snahy
o formulaci jednotné teorie a univerzalni véty (napt. Linking Theorem nebo
monografii [17]) nejsou stale nékteré otazky zcela zodpovézeny.

Variacni metody zpravidla funguji ve dvou krocich. V prvnim ukazeme,
ze geometrie funkciondlu F' generuje posloupnosti {x,} skoro kritickijch bodi
ve smyslu

I (zn)]| = 0.

Pro predstavu si stac¢i vzit libovolny hladky zdola omezeny funkcional. Lze
dokdzat, ze jeho minimizujici posloupnost {z,} bude spliovat predchozi
vztah. To ale automaticky neznamend, ze takovy funkcional musi mit i kri-
ticky bod - napiiklad f(z) = e” je zdola omezend funkce, kterd zadny kri-
ticky bod nemé& (minimizujici posloupnost diverguje k —o0). Proto poté musi

1Saddle Point Theorem
2Mountain Pass Theorem



prijit druhy krok - vhodna podminka kompaktnosti, kterda nam zaruci, ze
z existence posloupnosti skoro kritickych bodiu plyne i existence kritického
bodu. V pripadeé spojitych zdola omezenych funkcionali tuto podminku tvoti
napiiklad slabd koercivita (viz. véta 2.3), kterou funkce f(z) = e” na R ne-
splnuje. V obecnéjsich pripadech budeme pracovat s Palaisovou—Smaleovou
podminkou a jejimi zobecnénimi, které nam zaruci, ze z posloupnosti skoro
kritickych bodu bude mozné vybrat konvergentni podposloupnost.

2.1 Extrémy

Zacneme s formulaci klasickych vét pro hledani kritickych bodu, jez jsou

VVVVVV

Definice 2.1 (lokdln{ extrém). Necht F' : X + R, kde X je Banachuv
prostor. Rekneme, ze funkcional F' ma v bodé xg € X lokdlni minimum resp.
lokdlni mazimum, pokud existuje néjaké okoli U bodu xq, pro které plati

F(zy) < F(x) resp. F(xg) > F(z) VzeU.

Definice 2.2 (kriticky bod, kritickd hodnota). Necht F : X — R, kde X je
Banachtiv prostor. Rekneme, ze bod z¢ € X je kritickym bodem funkciondlu
F, pokud pro libovolné y € X plati, ze Gateauxova derivace funkciondlu
F v bodé zy ve sméru y je nulova, tedy 6F(zo,y) = 0. Rekneme, ze &islo
c € R je kritickou hodnotou funkcionalu F, pokud existuje jeho kriticky bod
xo takovy, ze plati F'(xg) = c.

Dulezité spojeni mezi variacnimi metodami a optimalizacni teorii predsta-
vuje nasledujici nutnd podminka existence extrému.

Véta 2.1 (Eulerova nutnd podminka). Necht F : X — R, kde X je Ba-
nachuv prostor, md lokdlni extrém v bodé xo € X. Pokud pro néjaké y € X
existuje Gateauzrova derivace funkciondlu F v bodé xg ve sméru y, potom je
tato derivace nulovd.

Diikaz. Lze nalézt napiiklad v [7, Proposition 7.1.2]. O

Déle pokracujeme s vétami, které ndm umozni nalézt lokdlni extrémy.
Vzhledem k tomu, Ze tloha na hleddni maxim funkcionalu F' je ekvivalentni
tloze na hledani minim funkcionalu — F', budeme uvazovat pouze situaci, kdy
hledame minimum.



Definice 2.3 (slaba sekvencidlni polospojitost zdola). Necht F : X ~— R,
kde X je Banachtv prostor. Rekneme, ze funkcional F je slabé sekvencidlné
zdola polospojity v bodé x¢ € X, pokud pro libovolnou posloupnost {z,} C X
takovou, ze x,, — x, plati

F(zo) < liminf F(z,).
n—oo
Rekneme, ze funkciondl F je slabé sekvencidlné zdola polospojity na X, pokud
je slabé zdola polospojity v kazdém bodé x € X.

Definice 2.4 (slab4 sekvencialni kompaktnost). Necht M je podmnozina
Banachova prostoru X. Rekneme, ze mnozina M je slabé sekvencidlné kom-
paktni, pokud kazda posloupnost prvkua z M obsahuje podposloupnost, ktera
slabé konverguje k néjakému prvku mnoziny M.

Pozndmka 2.1. 7 Eberleinovy-Schmulyanovy véty [7, Theorem 2.1.25] plyne,
ze kazda konvexni, omezend a uzaviena podmnozina reflexivniho Banachova
prostoru je slabé sekvencialné kompaktni.

Nésledujici véta formuluje dostatecné podminky pro existenci minima
funcionélu viz. také [7, Proposition 7.2.4].

Véta 2.2 (O lokdlnim minimu). Necht M je slabé sekvencidlné kompaktni
a neprdzdnd podmnoZina Banachova prostoru X a necht F : M — R je
slabe sekvencidlné zdola polospojity funkciondl. Potom F' je zdola omezeny a
existuje xog € X takové, Ze plati

F(zo) = 2211\141 F(z).

Diikaz. Necht {x,} je posloupnost minimizujici funkciondl F' na mnoziné M.
Tedy

F inf F(x).

() “ Inf F(z)

Vzhledem k tomu, ze mnozina M je slabé sekvencidlné kompaktni, muzeme
predpokladat, ze existuje zp € M a posloupnost {z,,} C {z,} takové, ze
plati x,, — x¢. Dale musi platit

inf F(z) < F(xp) < liminf F(z,,) = lim F(z,) = inj\f/l F(z).
e

zeM k—oo n—o0



Tedy

inf F(x) = F(x)

zeM

a funkcional F' je zfejmé zdola omezeny.
O

Definice 2.5 (slab4 koercivita). Rekneme, ze funkcional F : X — R, kde X
je Banachuv prostor, je slabé koercivni na X, pokud plati

lim F(z) = oc.
[|[| =00

Rekneme, ze funkciondl F je slabé antikoercivni na X, pokud plati

lim F(z) = —oc.
[zl —o0
Nasleduje véta, ktera formuluje dostatecné podminky pro existenci globélniho
minima funcionélu viz. také [7, Propositions 7.2.10/11/12].

Véta 2.3 (O globdlnim minimu). Necht F : X — R je slabé sekvencidlné
zdola polospojity a slabée koercivni funkciondl definovany na reflexivnim Ba-
nachové prostoru X. Potom F je zdola omezeny a existuje xo € X takové,
ze platt

F(zo) = gIél)I(l F(z).

Pokud navic pro néjaké y € X existuje §F(xo,y), potom plati
5F(I07 y) =0.

Diikaz. Necht ¢ > inf,cx F(z). Z predpokladu slabé koercivity funkciondlu
F plyne, ze existuje ¢islo R takové, ze pro libovolné x € X: ||z|| > R plati
F(z) > c a tedy

inf F(z)= inf F(z).

reX zeX:||z||<R
Poté staci pouzit vétu (2.2) s M = {x € X : ||z|| < R}. Druhd ¢ast tvrzeni
plyne z toho, ze x( je globdlnim minimem a musi tedy spliovat Eulerovu
nutnou podminku. O]



2.2 Metody minimaxu

Klicovym tvrzenim, které pouzijeme k dikazu obou zakladnich vét této ka-
pitoly, je deformaé¢ni lemma. Zakladni myslenkou je dukaz toho, ze pokud je
velikost derivace funkcionalu F' v bodech blizko hladiny ¢ odrazena od nuly,
pak je mozné se po grafu tohoto funkciondlu spojité ,,sklouznout “ blizko hla-
diny c tak, aby se mnozina bodu puvodné se zobrazujicich nejvyse na ¢ + €
noveé zobrazovala nejvyse na ¢ — € pro néjaké malé kladné e.
Oznacme
F (M) = {z € D(F): F(x) e M},

F¢ = F_i((—o0,d]),

Ss = {x e X :dist(z,S) <}
Véta 2.4 (deformacni lemma). Necht X je Banachiv prostor, F € C1(X,R),
SCX,S#0,ceR, e d>0. Necht ddle plati

8
IF ()] x- > § Vo € F_i(e — 2¢, ¢ + 2€]) N Sos.
Potom existuje zobrazeni p € C([0,1] x X, X)), pro které plati
1. u(t,x) =a prot =0 nebo v ¢ F_1([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sy,
u(1, Feren §) ¢ Fee,
pro libovolné t € [0,1] je u(t,.) homeomorfismus na X,

pro libovolné x € X at €[0,1], ||u(t,z) — x| <9,

Gvo e

pro libovolné x € X je F(u(.,x)) klesajici funkce,
6. pro libovolné x € F°N S5 at € (0,1] plati F(pu(t,x)) < c.

Diikaz. Viz. [7, Lemma 7.4.18]. Dukaz probihé analogicky k dikazu obecnéj-
§tho lemmatu 5.1, kterym se zabyvame déle. O

Pomoci deformaéniho lemmatu dokazeme obecny princip minimazu, ze
kterého plynou klasické véty variacni analyzy. Néasledujici véta [7, Lemma
7.4.18] zobectniuje tvrzeni puvodné dokdzané Palaisem v [15].



Véta 2.5 (obecny princip minimaxu). Nechf X je Banachiv prostor, M
podmnozina metrického prostoru M a Ty C C(Moy, X). Definujme

D:i={yeCM,X):v|m €To}
Pokud F € C*(X,R) spliuje

a:= sup sup F(’yo(t)) < ¢:= inf sup F('y(t)) < 00,
Y€l teMp ve€l tem

potom pro libovolné e € (0, %), 0>0a~vyeTl takovd, Ze

tseujg F(y(t)) <c+e, (2.1)

existuje xo € X, pro které plati
1. ¢ —2e < F(xg) < ¢+ 2,
2. dist(zo,v(M)) < 26,
5. | /(o) < 5.

Diikaz. Pokud by tomu tak nebylo, potom existuji 0 <e < <%,0 >0ay €l
takové, ze (2.1) plati a pro libovolné z € X splaujici body 1. a 2. neplati
nerovnost z bodu 3. Lze tedy pouzit deformacni lemma, kde S = ~(M).
Definujme £(t) = u(1,7(t)). Vzhledem k tomu, ze ¢ — 2¢ > a dostavame

B(t) = p(1,4(t)) =~(t) Vte M,

a tedy 8 € I'. Zaroven ale musi platit

sup F'(8(t)) = SupF<u(177(t))> <c—e

teM teM
coz je spor s definici hodnoty c. O

Pozndmka 2.2. Pokud néjaky funkcional F' spliuje predpoklady ptedchozi
véty, tak je ziejmé, ze existuje posloupnost {x,} C X, pro kterou plati

F(z,) — ¢,
| F' ()] = 0.

Znamena to tedy, ze {x,} je posloupnosti skoro kritickych bodu.

8



Nasleduje véta o horském sedle - prvni z klasickych vét, pomoci kterych
lze hledat kritické body funkcionali, jez nejsou lokalnimi extrémy. Poprvé
byla formulovéna v roce 1973 ve ¢lanku [2] A. Ambrosettiho a P. H. Rabi-
nowitze. V jejim dukazu je dobie vidét, jak nejdiive pomoci deformacniho
lemmatu a diky vhodné geometrii funkciondlu dokazeme existenci posloup-
nosti skoro kritickych bodu a poté pomoci podminky kompaktnosti existenci
samotného kritického bodu. Geometrii si v tomto ptipadé lze predstavit tak,
ze pro prekonani horského pasu oddélujiciho dvé udoli je treba projit horskym
prusmykem a pravé toto misto je ziejmé vhodnym kandidatem pro kriticky
bod. Jako vhodnd podminka kompaktnosti se na prvni pohled jevi dobte
znama Palaisova-Smaleova podminka.

Definice 2.6 (PS podminka). Rekneme, 7e funkciondl F € C'(X,R), kde
X je Banachuv prostor, splinuje Palaisovu-Smaleovu podminku na hladiné ¢
(PS.), pokud kazda posloupnost {z,} C X, pro kterou plati

lim F(z,) = ¢, (2.2)
n—oo
lim [[F' ()] = 0 (2.3)

obsahuje konvergentni podposloupnost.

Rekneme, ze F spliiuje Palaisovu-Smaleovu podminku (P.S), pokud spliuje
PS,. podminku pro libovolné ¢ € R.

Véta 2.6 (O horském sedle; Ambrosetti, Rabinowitz). Necht X je Banachiv
prostor, F € CY{X,R),ec€ X ar>0:e|]|>ra

inf  F(x) > F(o) > F(e).

zeX:||z||=r
Pokud funkcional F spliuje PS podminku na urovni c, kde

¢ := inf max F(y(t))

~v€erl te[0,1]

[i= {7 € C([0,1], X) : 71(0) = 0 A 5(1) = e},

Potom md funkciondl F' kriticky bod xog € X takovy, Ze F(xq) = c.



Diikaz. Lze vyuzit obecny princip minimaxu (2.5), kde volime M = [0, 1],
My ={0,1},T'o = {10}, kde 7(0) = 0 a y(1) =e.

Vzhledem k tomu, ze € a § muzeme volit libovolné malé, musi existovat
posloupnost {x,} C X takova, ze plati

F(z,) — ¢,
F'(x,) = o.

Diky predpokladu splnéni PS,. podminky musi byt z této posloupnosti
mozné vybrat konvergentni podposloupnost konvergujici k néjakému prvku
xo € X. A ze spojité diferencovatelnosti funkcionalu F' plyne, ze musi platit
F(zg) =ca F'(zg) = o. O

Dalsi véta, popisujici podobnou situaci, je véta o sedlovém bodé (Sad-
dle Point Theorem), kterd mé rozsdhlé moznosti vyuziti u eliptickych dife-
rencidlnich problému. Jeji princip byl formulovén v [16] P. H. Rabinowitzem.

Pro jednoduchou predstavu geometrie funkcionalu splinujici predpoklady na-

sledujici véty staci uvazovat funkei f(x,y) = 2 — y*.

Véta 2.7 (Véta o sedlovém bodé, Rabinowitz). Necht X =Y & Z je Ba-
nachiv prostor, kde Z je uzavieny podprostor a 0 < dimY < oo. Pro § > 0
definujme

M = {zeY :|z|| <6},
My = {zeY :|z|| =6}

Necht F € CY(X,R) a

b:= inf F(z) > a := max F(x).

reZ €My

Pokud navic F splnuje PS. podminku, kde

= inf F
¢ = inf max F(y(z)),

F:i={yeCM,X):v|u =1}

Potom c je kritickd hodnota funkciondlu F.
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Dikaz. Opét vyuzijeme obecny princip minimaxu (2.5), kde volime I'y = {1},
k nalezeni posloupnosti skoro kritickych bodu. Nejdiive je tieba ovérit, ze
¢ > b. Staci dokézat, ze v(M) N Z # O pro libovolné v € T'. Oznacme P
takovou projekci na prostor Y, kterd spliuje PZ = {o}. Pokud y(M)NZ = 0,
potom zobrazeni

P
=0 —V(I)
[Py()]
je retrakce koule M na jeji hranici My v prostoru Y. To je ale spor, protoze
dim(Y) < oo.
Zbytek dukazu probihd zcela stejné jako u dukazu véty (2.6). O]

Jednoduchym dusledkem predchozi véty je jeji nasledujici zjednodusent,
které budeme vyuzivat.

Véta 2.8. Necht X =Y @ Z je Banachiv prostor, kde Z je uzavieny pod-
prostor a 0 < dimY < co. Necht F € C'(X,R) a

lim F(z) = —oo,
[[#]| =00
€Y
inf F(z) > —o0.
€L

Pokud navic funkciondl F spliuje PS podminku, potom existuje kriticky bod
funkciondlu F.
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3 Klasifikace kritickych boda a metod jejich
nalezeni

V této kapitole se pokusime rozdeélit kritické body funkcionalu do nékolika
kategorii podle toho, jak se chova funkcional v jejich blizkosti. Zaroven ke
kazdému typu pritadime vhodnou metodu, pomoci které by mélo byt mozné
takovy kriticky bod najit.

Uvazujme spojité diferencovatelny funkcional F' definovany na Banachoveé
prostoru X, ktery mé spocetnou bazi {e;}2,. Bez ijmy na obecnosti predpo-
klddejme, ze pocatek je kritickym bodem funkciondlu F' a F(o) = 0. Plati
tedy, ze derivace funkcionalu F' v pocatku ve sméru bazovych vektoru je
nulova. Definujme tezy F;(t) = F(te;) Vi € N. Pro libovolné ptirozené i je F;
funkce jedné proménné a jeji derivace v nule je nulova. Typové mohou pro
dané ¢ € N a Tez F; nastat nasledujici moznosti

a) Existuje okoli U bodu 0 takové, ze
F(t)y>0vteU.
Tomuto pifpadu odpovidd napiiklad funkce f(t) = 2.
b) Existuje okoli U bodu 0 takové, ze
Fi(t)y<ovteUl.
Tomuto pifpadu odpovidd napiiklad funkce f(t) = —t2.
¢) Existuje okoli U bodu 0 takové, ze
F,(t)t >0Vt e U.
Tomuto ptipadu odpovidd naptiklad funkce f(t) = 3.
d) Existuje okoli U bodu 0 takové, ze
F,(tt<0vtel.

Tomuto pifpadu odpovidd napiiklad funkce f(t) = —t3.
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Kriticky bod funkciondlu F' v poc¢atku nyni muzeme klasifikovat podle
toho, do jakych skupin patii jeho Tezy F;. Nejjednodussi situace nastavaji
v piipadé, ze vSechny fezy patii do skupiny a) - potom je ziejmé pocétek
lokélnim minimem funkciondlu F', nebo pokud vsechny patii do skupiny b) -
potom je pocatek lokdlnim maximem funkciondlu F' (a tedy minimem funk-
cionalu —F'). Kdybychom takovyto bod hledali pomoci varia¢nich metod,
bylo by vhodné pouzit vétu (2.2).

V piipadé, ze fezy F;(t) jsou jak typu a) tak typu b), pak se jedn4 o situaci,
kdy funkcional F' ma v pocatku sedlovy bod. Ozna¢me X; podprostor pro-
storu X, ktery je generovan témi bazovymi vektory e;, jimz odpovivaji fezy
typu a) a X, podprostor prostoru X, ktery je generovan ostatnimi bazovymi
vektory. Potom restrikce funkcionalu F' na podprostor X; ma v pocatku
lokalni minumum a restrikce funkcionalu F' na podprostor X, méa v pocatku
lokalni maximum. V tomto pfipadé se nabizi pouziti obecného principu mi-
nimaxu ¢i z néj plynoucich vét O sedlovém bodé a O horském sedle. Zde je
tfeba upozornit, ze vétu O sedlovém bodé lze vyuzit pouze v ptipadé, kdy
alespon jedna z mnozin indext fezu typu a) nebo b) je koneén4.

Nejzajimavéjsi situace nastane, kdyz existuji fezy typu c). V tomto pripadé
pocatek nemuze byt minimem ale ani maximem funkcionalu F'. Zaroven ale
selhdvaji pokusy takovy kriticky bod najit pomoci metod minimaxu. Zpusob,
jak se vyporadat s takovou moznosti nabizi nésledujici kapitola.

3.1 Kritické body, jez nelze hledat metodami mini-
maxu

V této kapitole navrhneme princip metody, s jejiz pomoci bude mozné hledat
kritické body funkciondlu, které nelze nalézt pomoci vét (2.2) nebo (2.5) resp.
(2.6) nebo (2.7). Jako pifklady si mtuzeme vzit funkci fo(x) = 2% a stacionarn{
(kriticky) bod zy = 0 nebo funkci dvou proménnych fi(z,y) = 2> +y* a bod
Ty = [O, 0]

Abychom byli schopni najit a identifikovat tyto kritické body je tteba si
uvédomit, ze prestoze geometrie funkce f; neodpovida vété O horském sedle
(2.6), je mozné ji lehce deformovat a predpoklady véty budou splnény - to
bude principem uvazované metody.

Véta 3.1. Necht X je Banachiv prostor, F € C*(X,R) a {D,} C C'(X,R)
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takovad, Zze

lim sup D, (2)| = 0,
n—o0 zeX
Necht navic pro libovolné n € N pro funkciondl F + D,, existuje posloup-
nost skoro kritickych bodu (tj. jeho geometrie odpovidd napr. vété (2.2) nebo
(2.5)). Potom i pro funkciondl F existuje posloupnost skoro kritickjch bodi

{zy}. Tedy
lim ||F'(zy)] = 0.
k—o0
Pokud navic existuje omezend posloupnost skoro kritickych hodnot {c,}

funkciondlu F + D, a funkciondl F spliuje PS podminku, potom existuje
kriticky bod funkciondlu F'.

Diikaz. Zatneme s prvni ¢ésti véty. Pro n € N ozna¢me {z}} posloupnost
skoro kritickych bodu funkcionalu F' + D,,. Tedy pro vSsechna n € N plati

lim [[(F + D, ()| = 0.
k—oo

Déle pro vsechna n € N z kazdé posloupnosti {z}} vybereme jeden bod -
oznacime ho 7 - tak, aby platilo

T [[(F 4 D,)(a,)]| = 0.
Z trojihelnikové nerovnosti plyne, ze pro vSechna k,n € N plati
[E (@ ) < N+ Do) (2 )+ 11D () -

Vzhledem k tomu, ze oba sc¢itance na pravé strané konverguji pro n — oo k
nule, musi k nule konvergovat i vyraz na levé strané. Posloupnost {z} } je
tedy posloupnosti skoro kritickych bodu pro funkcional F' a prvni ¢ast véty
je dokézana.

Nyni prejdeme k dukazu druhé ¢asti. Pokud existuje omezena posloupnost
skoro kritickych hodnot ¢, funkcionalu F + D,,, potom muzeme vybrat pod-
posloupnost posloupnosti {7} } (oznac¢me ji pro jednoduchost opét {z} })
takovou, ze pro néjaké c € R bude platit

lim F(z} ) =c,
k—00 m
lim ||F'(«} )] = 0.
k—o00 n

A vzhledem k tomu, ze funkcional F' podle predpokladu spliuje P.S podminku,
musi na hladiné ¢ existovat kriticky bod. O
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Pouziti predchozi véty si priblizime na prikladu ze zacatku kapitoly.

Priklad 3.1. Uvazujme funkci f(x,y) = 23 + y*. Tato funkce téméi ma
geometrii odpovidajici vété (2.6). Zvolime proto nésledujici posloupnost de-
formaci

dy(x,y) = —

Plati
y 1
|, (z,y)]| = = =0 pron — oo
n

a pro libovolné n € N odpovidd geometrie funkci f + d,, vété (2.6)3. Druhd
¢ast véty je rovnéz splnéna a funkce f(z,y) = 2 + y? musf mit kriticky bod.

V nésledujicim piikladé ukdzeme nutnost druhé ¢ésti véty (3.1) k diakazu
toho, ze F' ma kriticky bod.

Piiklad 3.2. Uvazujme funkci f(x) = Inx a posloupnost deformaci d,(x) =
_Le_(x_n)2‘

Pro libovolné n € N : n > 3 ma funkce f + d,, lokdlni minimum =z, na
okoli bodu n. Ale tato posloupnost kritickych bodu je neomezena. Odpovida

to situaci, kdy funkce f(z) = Inz neméd zadny kriticky bod.

Vratme se nyni k diskuzi z 3. kapitoly. Na ptikladé (3.1) je dobie vidét,
jak se vyporadat se situaci, kdy se snazime najit kriticky bod, ve kterém
ma funkciondl F' fezy typu c) nebo d). Pomoci vhodné posloupnosti defor-
maci, zménime geometrii funkcionalu F' tak, abychom zachovali jeho dulezité
vlastnosti (existenci kritického bodu a moznost pouziti vhodné véty k jeho
nalezeni) a zdroven zmeénili fezy typu c) nedo d) na fezy typu a) nebo b).

3.2 Zavér

Tim jsme vycerpali vSechny moznosti a ukézalo se, ze v zdsadé muzeme
kritické body rozdeélit do tii kategorii. Prvni z nich jsou lokalni extrémy.
Ptirozenym matematickym prostiedkem k jejich nalezeni je véta o lokalnim
minimu (2.2). Do druhé kategorie spadaji sedlové body a k jejich nalezeni
je vhodné vyuzit princip minimaxu (2.5). Ttet{ jsou takové kritické body, ze

35 pifslusnym posunutim
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nékteré fezy funkcionalu jimi vedené jsou na jejich okoli rostouci resp. kle-
sajici. To zmemoznuje primé vyuziti vét o lokalnim extrému i principu mini-
maxu. Pfesto je 1ze tyto tvrzeni modifikovat pomoci véty (3.1) tak, abychom
i takové body teoreticky byli schopni nalézt.

17






4 Diferencialni rovnice druhého radu z va-
riacniho pohledu

4.1 Linearni pripad - vlastni cisla a funkce

Uvazujme tlohu na vlastni ¢isla

{ 2"(t) + Ax(t) =0, t e (0,m),
z(0) = z(m) = 0.

Tato tloha ma netrivialni feSeni ¢ (t) = sin(kt) pro A = A\ = k%, k € N.
Cisla \; nazyvame vlastnimi ¢isly a pifslusnd feSenf @), nazyvame vlastnimi
funkcemi tlohy (4.1). Z Courant-Fischerova principu [7, Theorem 7.8.12]
navic plyne, ze posloupnost funkci ¢y (t) = sin(kt), k& € N tvoii ortogonélni
bézi prostoru H := VVO1 ’2(0, 7) se skalarnim sou¢inem definovanym predpisem

(4.1)

™

(@) = [« a
0
Normu tohoto prostoru generovanou timto skalarnim sou¢inem budeme znacit

symbolem || -||. Symbolem [|-|| 2 budeme rozumét klasickou normu v prostoru
L2(0,7), ti.

el = [ (et0)” ar)*

0
Definujme nasledujici podprostory prostoru H
H_ = Lin{sinz,...,sinkz},
H, = Lin{sin(k+ 1)z,sin(k + 2)x,...}.
Potom plati H =H_& H, a
Izl < Aellz]Z: Vo€ H_,
ol > Aeallalle Ve H,.

Piipomenime, Ze prostor H je kompaktné vnoiem do prostoru L*(0, ).
Konkrétné pro libovolnou funkci x € H plati

2]l z2 < [l]]-

Déle plati, ze pokud jsou na sebe dvé funkce z prostoru H kolmé, potom jsou
na sebe kolmé i v geometrii prostoru L?(0, 7).

19



4.2 Aplikace véty o sedlovém bodé

V tomto prikladé vyuzijeme vétu o sedlovém bodé k ziskani vysledku tykaji-
cich se tesitelnosti okrajové ulohy

0 =g(t.o(v),  te o),
Lot Lm0 )

kde g : (0,7) x R +— R je Carathéodoryova funkce, tj. g(-, s) je méfitelnd pro
libovolné s € R a g(t, ) je spojita pro skoro vsechna t € (0, ).

Klasickym resenim Glohy (4.2) budeme chapat funkei z prostoru C%(0, 7)N
C10, 7], kterd v kazdém bodé intervalu (0, 7) spliuje diferencidlni rovnici a
vyhovuje okrajovym podminkam.

Slabym tesenim tlohy (4.2) budeme chapat funkci x € H takovou, ze pro
libovolné y € H plati rovnost

Déle budeme dokazovat existenci slabého Feseni tlohy (4.2). Definujme
potencial nelinearity g

S

G(t,s) = /g(t,u) du.
0
Pro dukaz existence feseni ulohy (4.2) budeme prepokladat, ze existuji
dvé po sobé jdouci vlastni ¢isla tlohy (4.1) Ax a Agy1, nezdpornd funkce

h € L?(0,7) a kladn4 konstanta ¢ takova, ze pro libovolné s € R a skoro
viechna t € (0, ) plati

g(t,s) > min{\gs, (A1 —€)s} — h(t), (4.3)
g(t,s) < max{Ars, (Akp1 —€)s}+ h(t). (4.4)

Predpokladejme, ze plati

s

|1|im (%32 —G(t,s)) dt = —o0. (4.5)
0
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Definujme funkcional F' : H — R predpisem

Fla) = % / (2'(1)* dt - / G(t,2(1)) dt. (4.6)

0 0

Funkcional F' je spojité diferencovatelny na prostoru H a pro libovolné funkce
x,y € H plati

™ T

Pl = [« - [ gfta®)) d (4.7)
0 0
Kritické body funkciondlu F' jsou zaroven slabymi fesenimi tlohy (4.2) a
naopak.
Definujme nasledujici podprostory prostoru H.

H = Lin{sinz,...,sin(k — 1)z},
H = Lin{sinka},

H. = H®H,

H, = H*.

V piipadé, ze k = 1, neni tfeba uvazovat prostor H. Nésledujici uvahy by se
tak zjednodusily, ale v principu by zustaly stejné. Budeme tedy bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze k > 1. Plati H_ & H, = H. Nyni ukazeme, ze F'
ma geometrii odpovidajici vété o sedlovém bodé. Zacneme tim, ze ukazeme,
ze I' je slabé antikoercivni na H._. Necht o € H_, potom x = T + 7, kde
T € H,7 € H adiky (4.3) a (4.4) plati *

7r 7 (T+7)(1)

F(z) :F(f+§):%/((:€+§)’)2dt—/ / g(t,s) ds dt =

0 0

/((577')2 + (7)) dt —] (x7)(t)g(t,s) ds dt <

0 0

N | —

4Pro piehlednost zde a i v dalsich kapitolach nebudeme psat argument funkei tam, kde
nemuze dojit k nejasnostem.

21



™ m

g%/(( ) dt - 2 (Z)dt+/h\f+§\dt§

0 0 0
T Aot — Mgy _ N
<Pz + Rl 2 2 A A 2|7 2 <
2 A
T A1 — gy _ N
< = |Z)* + |l 21z + |2l 2|2 (4.8)
2 N

Nyni uvazujme libovolnou posloupnost {z,} = {Z, + 7, }, kde {z,} je
posloupnost funkei z H a {Z,} je posloupnost funkei z H, pro kterou plati
|xn]| — oo. Zptusob, jakym dokdzeme ze F(x,) — —oo pro n — 0o, zavisi na

[Zn |

vlastnostech posloupnosti {z, }. Nejdiive uvazujme piipad, kdy plati B ”2 —

oo. Potom F'(z,,) — —oo plyne z (4.8). V opaéném piipadé muzeme bez ijmy

[Zn |

na obecnosti predpokladat, ze B ”2 < M pro néjaké kladné M. Ukazeme, ze v

tomto ptipadé plati, ze |z, (t)| — oo pros.v. t € (0, 7). Pro libovoné ¢ € (0, )
plati

R - % . | sin(kt)| B
zo(t)+2,(t) = |zo(t) — |Zn > | xp || — sup |T,(t)| =
Fult) + 2] 2 20 = a0 > 2y — sup [2.(0)
_ . | sin(kt)| ~ | sin(kt)| ~
> @l = |Zalee 2 |Znlly =5 — Cllzall =
|| sin(kt)|| || sin(kt)||
| sin(kt)|

ol gy ~ €Y AVIED

kde C je konstanta vnoteni H — L*°(0, 7). Vidime, ze pro libovoné ¢ :
sin(kt) # 0 plati |z, ()| — oo. Vzhledem k tomu, Ze funkce sin(kt) se nuluje
pouze v konecné mnoha bodech intervalu (0, ) plat{ |z, (¢)| — oo pros.v.t €
(0,7).
Z (4.5) dale plyne
T @n(t)

/ﬁ(:v;(t))2 dt—/ / glt,s) ds dt <

0 0

< 7’“/(:::”(15))2 dt—/G(t,xn(t))dt% —00.

5Protoze plati f z? dt >

F(xn) =

N | —

>~

—=

- f 2 4t Vo € H a Hélderova nerovnost.

v
1O
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Tedy

lim F(z) = —oc. (4.9)
llz]|—o0
reEH_

Pro x, € Hy ze (4.3), (4.4) a Holderovy nerovnosti plyne

Flzy) = / 2t — ]7 (t,s) ds dt =

m ™

1 Akt1
> 5/(ar;+) dt—T/(x+) dt—/h!x+]dt2

O 0 0

||fff+||2 = lIallzz [l I

>
_2)\

A tedy musi platit

inf F(z) > —oo0.
$EH+
Funkciondl F' ma geometrii odpovidajici vété (2.8). Zbyvéa dokazat, ze
je splnéna PS podminka. Predpokladejme, Ze mame danou posloupnoust
{z,} C H, pro kterou plati

[F"(a) ]| = 0, (4.10)
dK >0VneN:|F(z,)| < K. (4.11)

Potiebujeme dokazat, ze z této posloupnosti lze vybrat konvergentni pod-
posloupnost. Nejdiive sporem dokazeme, Ze posloupnost {z,} je omezena.
Predpokladejme tedy, ze {x,} je neomezena posloupnost funkei z H, ktera
splituje (4.10) a (4.11).

Oznacme x, = T, + T, + T, kde T,, € ﬁ[, T.EHazd,c H_. . Lze ukézat
(viz. napiiklad [10]), ze vzhledem k (4.3) a (4.4) existuji Carathédoryovy
funkce I' a r takové, Ze pro vSechna s € R a skoro vsechna ¢ € (0, 7) plati

g(t,s) = D(t,s)s+r(t,s),
M <T(t,s) < Apy1 — €,
Ir(t,s)] < h(t).
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I
=
3
T
_|_
=)
=
T
|
=
2
o
|

_/<F(t,xn)xn+r(t,xn)>(xn+§7\n %) dt <

0
iy

1Zll® + 1Zall* = [1Za ]I + /F(faﬂﬁ'n)(ffn)2 dt —

0

IN

L (t, @) (Zn + Tn)? dt + [|Al] 2 [J2n]| <

O\ﬁ

< (et = A Zall® = el|Zall? +

+/Aw-t%x%+@fw+wmmm
0

<0

Oznaéme x- = T, + T,,. Z predchozi nerovnosti a (4.10) plyne, Ze existujf
kladné konstanty c; a ¢y, pro které plati

0= lim F'(,)—2 < lim H< eillzz | + 2 (I3l + 1) ).

N T
Z predchozi nerovnosti plyne, ze musi pro néjakou kladnou konstantu M

a n dostatecné velké platit
[Eli

[1Z

< M. (4.12)

Déle dokézeme, ze posloupnost {7, } je omezen4.
Z (4.10) plyne

™

0 = lim —F'(z,)sin(kt) = lim [ (g(t, ) — \ezn) sin(kt) dt =
n—oo n—oo
0
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™

= lim ((F(t, Tn) — Ai) T + 7(L, xn)> sin(kt) dt

n—00
0

a z toho plyne, Ze pro néjakou kladnou konstantu cs plati

™

lim sup / D () — M) sin(ke) dt < es]|A]e. (4.13)
n—o0 4
Oznacme ky := % Potom pro n dostatecné velké diky (4.12) plati
. ™ EC\n kO ~ ~
xpsin(kt) = k\/jxn = ((2,)* 4 (@)% = (20 — 3,)%) =
2Tl ~ Tl )
k
- Hfol\ ((z)? + (Tn)* — (x)%) = —koM. (4.14)

Oznacme sin*(kt) := max{+sin(kt),0}. Potom sin(kt) = sin*(kt) —
sin” (kt) a z (4.13) plyne

™

. _ . + <
nh_)rgo L((t, ) — M) @, sin® (kt) dt <
0

< ¢||Blly» + lim /I‘((t,xn) A\ sin™ (k) dt
n—oo

a diky (4.14) dostdvame

. _ . +
nh_)n;o L((t, ) — M) @, sin® (kt) dt <
0

S C3HhHL2 -+ kfoM(2k -+ 1)7'('
Vzhledem k tomu, Ze pro z,(t) > 0 plati

|g(t, 2) — My | sin (kt) = |(T'(¢, :L‘n — i) T+ 7(t, @) | sin® (kt) <
< (Dt zn) — Ae)mnsin® (kt) + || 12

a pro ,(t) < 0 plati
lg(t, 2p) — Mpap| sin® (kt) < koM (2k + 1) + c3||h]| 12
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dostavame, ze existuje konstanta L, pro kterou plati

n—oo

lim /|g(t,xn) — My | sin® (kt) dt < L.
0

Podobné 1ze dokazat, ze existuje konstanta Lo, pro kterou plati

n—oo

lim /|g(t,xn) — Aty | sin” (kt) dt < Lo.
0

A tedy pro néjakou konstantu L3 plati

n—o0

lim /|g(t,xn) — Ay || sin(kt)| dt < Ls.
0

Oznacime Qs := {t € (0,7) : |sin(kt)] < 0}. Potom existuji nop € N a
konstanta L a pro vSechna n > ng plati

5 / lg(t, ) — M| dt < L. (4.15)
(0,m)\ Qs

Déle bud [|Z,,]| — 0 a tedy tato posloupnost musi byt omezend, nebo z
(4.10) plyne

™

T 1
meTL:anﬂwwfmm@@:
n—vo0 1z 12 n—voo |2, |2 /

= 0. (4.16)
Oznacime-li §, = 22, potom lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat,

Znll
7e existuje funkce yo € H, pro kterou plati y, — vo v H a y, — yo v L*(0, )
a diky (4.16) plati

1 /7 _
lim —(/(g(t,xn) — )\kxn)xn dt) =1— \ellwoll3e.

n=oo ||, |2
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Vzhledem k tomu, ze lims_,o Meas2s = 0, musi pro dostatecné velké n
platit

lim ~—</(g(t,xn) — )\kxn)fn dt) =0.

Musi tedy existovat dg > 0, pro které plati

- k
m</ (g(t, zn) — Men) Ty dt) < ﬁ (4.17)

)

Nyni vyuzijeme (4.15), (4.17) a rovnosti (4.16).

0 = lim T(”Mz — Nl T 22 — /(g(t,xn) — i) T dt) >
" Q50 U{(0,m) \ 25, }
( 2k +1 2k +1 LV )
( )

> | _ _
= G 2k Sl

n—oo

kde V je konstanta vnoreni H — L(0, 7).

Z posledni nerovnosti, ze posloupnost {z,} je omezen4.

Vzhledem ke (4.12), muzeme uplatnit stejny argument jako pii doka-
zovani slabé antikoercivity F' na H_ k tomu, abychom ukazali, Ze plati
|z, (t)] — oo pro s.v. t € (0,7). Z omezenosti posloupnosti {z,} a (4.5)
poté plyne

s

Fz,) = %(lenllu||fn||2+||55n||2)—/G(twn(t)) dt =

0

1, N ~ Ak
= §(H$n|\2 + [|Za]1? + | Z0]1?) — 7”%”%2 +

<c

Mei o

+5 lenllze = | G(tza(t)) di <
0

O+ /(%(%)2 - G(t,xn(t))> dt — —oo.

0

IN
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To je ale spor s (4.11). Posloupnost {z,, } tedy musi byt omezena a muzeme
bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze slabé konverguje k funkci zg.

Déle diky kompaktnimu vnoreni H do L*(0,7) posloupnost {z,} kon-
verguje k xg v normé prostoru L?(0, 7). Vzhledem k tomu, ze F'(z,) — o,
plati

(F'(zn) — F'(%0)) (2, — 29) = 0

(F'(zn) — F'(x0)) (x4 — m0) / —zo))° dt —

- / (g(t,20) — g(t,20)) (e — o) .

0
~

g

—0

coz znamena, ze posloupnost {x, } konverguje k xg v normé prostoru H. PS
podminka je splnéna.
V predchozich odstavcich jsme tedy dokazali nasledujici vétu.

Véta 4.1. Necht nelinearita g : (0,7) X R — R je Carathéodoryho funkce
splriugict podminky (4.3), (4.4) a (4.5). Potom md viloha (4.2) slabé tesent.

Poznamka 4.1. Véta (4.1) je puvodnim vysledkem této prace a zobecnuje
nékteré predchozi vysledky tykajici se fesitelnosti tlohy (4.2). Napiiklad
oproti zékladnimu ¢lénku [1] je mozné uvazovat i neomezenou nelinearitu
g.

Pozndmka 4.2. Lze ukazat, ze slabé feseni tlohy (4.2) je zaroven i feSenim
klasickym (viz napt. [12, Theorem 4.19.]).

4.3 Fredholmova alternativa

V této kapitole se zamérime na Fredholmovu alternativu a s ni spjatou nutnou
a postacujici podminku fesitelnosti tlohy

2 (t) + Ax(t) = f(¢), t e (0,m),
{ 2(0) = () = 0. (4.18)
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kde f je dand funkce z prostoru L?(0, 7). Nasim cilem bude interpretovat
tyto podminky z varia¢niho pohledu.
Konkrétné z Fredholmovy alternativy (viz napt. [14, Véta 8.9]) plyne, ze

1. Bud X nenf vlastnim ¢fslem tlohy (4.1), potom mé tloha (4.18) feSen{
pro libovolnou pravou stranu f € L?(0, 7).

2. Nebo A = \; je vlastnim ¢islem, pak feseni lohy (4.18) existuje praveé
tehdy, kdyz [ f(t)er(t) dt = 0, tj. kdyz funkce f je kolmd na vlastni
0
funkei piislusnou k vlastnimu éislu Aj, v geometrii prostoru L?(0, 7).

Podivejme se nejdiive podrobnéji na prvni moznost.Nyni budeme uvazovat
funkcional F': H — R definovany predpisem

Flz) = %/(w’(zﬁ))Z at — /G(t,x(t)) dt,
kde
G(t,s) = /()\u — f(t))du = 332 — f(t)s.

0

Pokud A < A, pouzijeme k dukazu existence feseni vétu o globalnim
miminu 2.3. Nejdifve ovéfime, Ze F je slabé koercivni na H. Nechtf z je
libovolny prvek prostoru H. Potom

F(z) = %/(m’(t))z dt—/%[(x(t))Q — f(t)x(t)] dt >
> 22l — el

7 predchozi nerovnosti plyne, ze F' je slabé koercivni na H. Zbyvéa ovérit,
7e funkciondl F je slabé sekvencidlné polospojity zdola. Necht zg je libo-
volny prvek prostoru H a {z,} posloupnost prvku z H, kterd k nému slabé
konverguje. Vzhledem ke kompaktnimu vnoreni H do C0, 7] plati, ze {z,}
konverguje k xy v normé prostoru C|0, 7]. Z toho plyne, ze

[ 31a0) ~ s@a0] at = [ 1o0)” - symuto)] at

0
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Platnost nerovnosti

™

lim inf / («,(1))* dt > j () (£))* at

n—00
0

plyne z toho, ze norma definovand na Hilbertové prostoru je slabé sek-
vencialné polospojita zdola (viz napf. [7, Proposition 2.1.22(iii)]). Funkciondl
F' je tedy slabé sekvencidlné polospojity zdola a predpoklady véty 2.3 jsou
splnény. V souladu s tvrzenim Fredholmovy alternativy existuje feSeni tilohy
(4.18).

V pripadé, ze A > A;, potom existuji dvé po sobé jdouci vlastni ¢isla Ay
a Apy1 Ulohy (4.1) takova, ze plati A, < A < Apy1. K dukazu existence fesent
vyuzijeme vétu 4.1.

Plati
. )\k+1 2 A 2 . )\k+1 - A 2
lim (——=s"— 7 = 1 o Z —
\s|1—r>rcl>o( 2 2° +f<t)s) sli}(l)o( 2 +f(t)s> o
A A A — A
lm (87— 35"+ f)s) = lim (B35 + f(1)s) = —oc.

Ovéreni platnosti ostatnich pozadovanych podminek je trivialni. Pfedpo-
klady véty jsou splnény a dle jejiho tvrzeni existuje feSeni dané tlohy.

Nyni se vratme k druhé éasti Fredholmovy alternativy, k situaci, kdy
A = ) je vlastnim éislem. Slabé teseni tlohy (4.18) muzeme opét hledat
jako kritické body funkcionalu F' : H — R

™ ™

Fla) = %/(f(t))Q ar - /G(t,x(t)) dt.

0 0

Necht z je libovolna funkce z H. Potom plati

U K ™

Floo = [0 de—x [ et d+ [ 1000

0 0

- / F(O)oelt) dt.
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Vidime, ze v libovolném bodé x je derivace funkcionalu £’ ve sméru funkce
wr konstantni. Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne

s

] [70#0 &)

[l Il

IF" ()| =

Ziejme je tedy podminka [ f(t)eg(t)dt = 0 nutnd k tomu, aby bod z byl
0
kritickym bodem funkcionalu F' a aby existovalo slabé feseni tlohy (4.18).
V pripadé, ze je podminka [ f(¢)¢k(t)dt = 0 splnéna, je mozno charak-
0

terizovat chovani funkcionalu F' nésledujicim zpusobem. Definujme rozklad
prostoru H

H_ = Lin{p: ¢ je vlastni funkce pfislusnd vl. ¢islum A; ... \g_1},
Hy, = Lin{p},
H+ = Lin{gpk_i_l, P42y - - - }

Funkcional F' je slabé koercivni na podprostoru H,, tj.

lim F(z) = occ.
[ ]| —o0
$€H+

Funkcional F' je konstantni, konkrétné nulovy, na podprostoru Hy, tj.
F(z) =0 Vz € H,.
Funkcional F' je slabé antikoercivni na podprostoru H_, tj.

lim F(z) = —oc.
llz]|—o0
reEH_

Navic Gateauxova derivace funkcionalu F' v libovolném bodé = prostoru
H ve sméru vlastni funkce ¢y, je nulova, tj.

Foyp= [ fOaut) dt o
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4.4 Landesmanovy-Lazerovy podminky

V této kapitole nastinime variacni vyznam Landesmanovych-Lazerovych pod-
minek fesitelnosti tlohy

2(t) + Mz (t) + g(x(t)) = f(1), t e (0,m),
{ 2(0) = z(m) = o,g( ) (4.19)

kde Aj je vlastni ¢islo dlohy (4.1), g : R — R je dand spojita funkce a f je
funkce z prostoru L?(0, ).
Pro jednoduchost predpokladejme, ze existuji konecné limity

lim g(s) = g+,
Jim g(s) =g-.

Z toho plyne, ze funkce g je omezena a konstantu, kterd ji omezuje, ozna¢me
C.

Pomoci Ljapunovovy-Schmidtovy redukce a Schauderovy véty o pevném
bodé bylo v [12, Theorem 6.4] dokdzéno, ze existuje alespon jedno tesent
ulohy (4.19) pokud plati

™ ™

/(gﬁ(t)—gwk(t)) dt < /f(t)gok(t) dt <

0

< [ (oot ) - 9 0) a. (4.20)

kde o : ¢t — max{px(t),0} je kladnd ¢ést a o, : t — max{—p.(t),0} je
zaporna cast funkce py.

Podobny vysledek 1ze nalézt v [7, Theorem 5.9.3], kde bylo vyuzito Leray-
ova-Schauderova stupné zobrazeni. Nas bude zajimat, jak jiz bylo feceno v
uvodu kapitoly, varia¢ni interpretace téchto podminek.

Definujme funkcional F': H — R predpisem

™ U

Flz) - %/( (1))? dt—% dt—/

0 0

g(s) ds dt +

o\%
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+ / F(®)z(t) dt.

0

Kritické body funkciondlu F' jsou zéroven slabymi fesenimi tlohy (4.19) a
naopak.
Definujme rozklad prostoru H stejné jako v predchozim piiklade, tj.

H_ = Lin{p: ¢ je vlastni funkce pfislusna vl. ¢islum Ay ... \g_1},

Hy = Lin{py},

H, = Lin{pg1, Prr2,---

Nejdiive ukédzeme, ze F je slabé koercivni na podprostoru H, a slabé

antikoercivni na H_.
Uvazujme, ze © € H,. Potom pro néjaké kladné konstanty C a Cy plati

1 o
F(z) = §||x||2 ||ZL‘”L2 // ) ds dt+/f ) dt >
A1 — ~
> = At = A a)12 — Claf - 1 f el e >
)\k ~
> H || 1> = Cllzll = I fllz2ll]]-

Z toho plyne, ze plati

Vztah

lim F(z)= —oo0.
llz[|—o00
rE€EH_

bychom dokézali analogicky.

Zbyva vytesit posledni, ovSem zasadni otazku. Jaky vliv ma podminka
(4.20) na chovani funkcionalu F' na podprostoru, ktery je linedrnim obalem
vlastni funkce ¢;? Dobrou ptedstavu ziskdme, kdyz vySetifime chovani de-
rivace funkcionalu F' v bodech tohoto podprostoru ve sméru vlastni funkce
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. Predev§im nas bude zajimat asymptotické chovani této derivace v bo-
dech, které v normé diverguji k nekonecnu. Definujme tedy z,, = p, s, kde
a) p, — 0o nebo b) p, — —oo. Plati

s ™

F(z)px =§/muwuw&—w5/%@waww—

0
T

—/m%wwuw&+/f@wmdn:

9 (D) ox(1) &+/f Jou(t) dt =

™

(Pnser ()i (1) — glpnir(t)) @y ()] dt + / f(t)ee(t) dt.

0

-/
/g/)ns@k )or(t dt+/f Jer(t) dt =
[

V piipadé a) z predchoziho vztahu a (4.20) plyne

Tim F'(zn)pr = —/[9+90¥(t) — 9-%; (1)] dt+/f(t)<pk(t) dt
= 0< 0. 0 (421>
V piipadé b)
tn Flaae = = [lo-ot0) - gua 0] dt+ [ f00aul0) a
= C2 0> 0. O (422>

Vidime, ze podminky (4.20) jsou z varia¢niho pohledu podminkami na
asymptotické chovani Gateauxovy derivace funkcionalu F' v bodech podpro-
storu Hy ve sméru vlastni funkce ¢y, kterd tento prostor definuje.

Déle z véty o sttedni hodnoté [7, Theorem 3.2.6] a (4.22) plyne, Ze pro
p2 > p1 > p, kde p je dostatecné velké, existuje e > 0 : (c;+€ < 0)A(ca—e > 0)
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takové, ze plati

1
F(p2or) — F(pror) = /F’(ms&k +u(p2 — p1)wr)(p2 — p1)er du <

< / D(er+€) du= (o2 — pr)(c1 +€).

Analogicky z (4.22) plyne

F(=p2pr) = F(=p1gr) < (=p2 + p1)(c2 — €).
Z téchto dvou nerovnosti plyne

lim F(z)= —oo0. (4.23)
llz]| =00
r€Hy

Nyni uvazujme x € H_ @ Hy. Potom pro x_ € H_ a xq € Hy, spliujici
plati z = x_ + x( a néjakou kladnou konstantu Cy plati

F(z) = %/ﬂ( " (t) 4+ (1) dt——/ t) + wo(t))” dt —

z(t)

_]/9 ds dt—i—/f(t)(x(t)) dt —

. zo(t) z(t)
= el = Ml [22) - [ (

0

g(s ds+/g(s) ds)dt—l—

$0t

/f dt+/f(t)(3;0(t)) dt <

0

o\

Ak

< B2 24 Ol + el e + Flao) <
Ap—1 = Ak

< Ao |+ Culle-|| + sl | + Flao). (429
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Z (4.23) a (4.24) plyne

lim F(z)= —o0.
[|]|—o0
xeH_®Hg

Existence slabého feseni tilohy (4.19) plyne z véty (2.8). To ze funkcional
F' splihuje predpoklady na svou geometrii jsme ukézali v ptedchozich od-
stavcich. K dikazu splnéni PS-podminky lze pouzit stejny argument jako v
kapitole (4.2).

4.5 Uloha s tlumenim

Uvazujme tlohu

—a"(t) —ca'(t) = g(t, z(t)), t e (0,m),
{ +(0) = w(r) = 0, o0 (4.25)

kde g : (0,7) X R +— R je Carathéodoryho funkce a ¢ € R.

Snaha Tesit tuto tlohu pomoci variacnich metod zahy narazi na problém
- neni jasné, jakym zpusobem definovat potencial prvni derivace. Je tedy
tfeba nejdifve upravit tlohu (4.25) do tvaru, ve kterém ¢len s a/(t) chybi.
Pouzijeme k tomu substituci u(t) = R(t)z(t), kde R(t) = e2'. V§imnéme si,
ze R(t) > 0 Vt € [0, n]. Dale plati

c
R = =R

2 Y

u
r = —,

R
o u'R—uR" 2u' — cu

a R 2R’

. 4" — 4e + u

4R
Nyni vyndsobime (4.25) funkei R(t) a zjednodusime vysledek.

—2"()R(t) — c’(R(t) = g(t,z(t))R(t),

C2 2

—u"(£) + el (1) = Tult) — e/ () + Sult) = g(t 5 (O)RE).
—u'(t) + Tult) = g(tE(0)RE)



Z predchoziho vidime, ze tloha

{ —u"(t) + Su(t
u(0) = u(m) =

je ekvivalentni tiloze (4.25) v tom smyslu, ze kazdé fesen{ jedné tlohy generuje
fegeni té druhé. V odvozené rovnici ovéem chybi ¢len s u/(t) a k jejimu fesent
je mozné vyuzit variacnich metod.

€ (0,m),

||
/‘\
i
Y
~
S—
S—
g
—
~
—

)
. (4.26)
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5 Zobecnéné podminky kompaktnosti

5.1 Definice a elementarni vztahy

Podminky kompaktnosti hraji v teorii varia¢nich metod unikatni ulohu. V
predchozich kapitolach jsme se jiz seznamili s Palaisovou — Smaleovou pod-
minkou. Dale ukazeme, ze k dokazani stejnych vét 1ze volit i slabsi podminky,
které nam mohou umoznit dosdhnout obecnéjsich vysledku. Nejdiive tedy
korektné definujeme podminky, kterych se tato kapitola bude tykat. Ve vsech
definicich predpoklddame, ze F' € C'(X,R), kde X je Banachuv prostor.

Definice 5.1 (PS podminka). Rekneme, Ze funkciondl F splituje Palaisovu-
Smaleovu podminku na hladiné ¢ (PS,), pokud kazd4 posloupnost {z,} C X,
pro kterou plati

lim F(z,) = ¢ (5.1)
n—oo
lim ||F'(z,)|| = 0 (5.2)
n—o0

obsahuje konvergentni podposloupnost.
Rekneme, ze funkciondl F' spliuje Palaisovu-Smaleovu podminku (PS),
pokud splnuje PS, podminku pro libovolné ¢ € R.

Definice 5.2 (C' podminka). Rekneme, 7e funkciondl F spliuje Cerami
podminku na hladiné ¢ (C.), pokud kazda posloupnost {x,} C X, pro kterou
plati

lim F(z,) = ¢, (5.3)
T [P () L+ o) = 0 (5.4

obsahuje konvergentni podposloupnost.
Rekneme, ze funkciondl F' spliuje Cerami podminku (C'), pokud spliuje
C. podminku pro libovolné ¢ € R.

Definice 5.3 (obecnd podminka kompaktnosti). Necht 1 (z) : RT — RT je
kladna, nerostouci, lipschitzovsky spojita funkce, pro kterou plati

7¢(x) dz = 0.
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Rekneme, ze funkcional F' spliiuje obecnou podminku kompaktnosti na
hladiné ¢ (C’ff (')), pokud kazda posloupnost {x,} C X, pro kterou plati

lim Fzn) = ¢ (5.5)
1
JLH;OHF/(%)HM =0 (5.6)

obsahuje konvergentni podposloupnost.
Rekneme, Ze F splituje obecnou podminku kompaktnosti (C*)), pokud

splnuje c! ) podminku pro libovolné ¢ € R.

Na tomto misté je vhodné si uvédomit, jaké posloupnosti {z,} v Bana-
chové prostoru nemusi obsahovat konvergentni podposloupnosti. V zasadé
existuji dvé typové moznosti. Bud je posloupnost neomezens - piesnéji plati
liminf, . ||z,|| = oo, nebo posloupnost vyuzivd nekoneéné dimenze pro-
storu X - naptiklad posloupnost tvorenda prvky ortonormalni baze nekonec¢né-
dimenzionalniho Hilbertova prostoru.

Dobte to je vidét v nasledujici ekvivaletni definici eV podminky. Analo-
gicky lze ekvivalentné zadefinovat jak P.S, tak i C' podminku.

Definice 5.4 (ekvivalentni definice oV podminky). Uvazujme funkci 9 s
vlastnostmi pozadovanymi definici (5.3). Rekneme, ze funkciondl F', spliiuje

YY) podminku na hladiné ¢, pokud plati

e kazda omezend posloupnost {z,} C X spliujici (5.5) a (5.6) obsahuje
konvergentni podposloupnost

e IR>0,0 >0Vx € Fc—o,c+a],|z|| > R:||F'(zx)]| > ¢(||z]).

Z definic jednotlivych podminek kompaktnosti je zfejmé, ze pokud néjaky
funkcional spliuje PSS, podminku, tak také automaticky splnuje C. podminku.
Pokud spliuje C. podminku, spliiuje také ovt) podminku - staci volit i (z) =

1
Ttz

Nésleduje lemma, které popisuje ekvivalenci podminek kompaktnosti v

jedné dimenzi, tedy pro funkce jedné realné proménné.

Lemma 5.1. Necht f € CY(R,R) spliuje C¥) podminku. Potom f spliiuje
PS podminku.
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Diikaz. Nejdiive dokdzeme pomocné tvrzeni, ze v jedné dimenzi ze splnéni
podminky kompaknosti (jak C¥(), tak C' i PS) plyne, ze funkce f spliuje
vlastnost podobnou slabé koerciviteé.

7 predpokladu, ze funkce f spliiuje C*") podminku plyne, ze IR > 0 Vz :
lz] > R = |f'(z)| > ¥(|z]). Vzhledem k tomu, ze 1(.) je kladnd funkce, to
znamend, ze pro x : |z| > R derivace funkce f neméni znaménko. Uvazujme
nejdiive x > R (pro x < —R bychom postupovali obdobné). Bez tjmy na
obecnosti predpoklddejme, ze f'(x) je kladnd. Potom plati

fla) = 1R+ [ £1(6) ds = f(R) + [0t s

Z toho plyne, ze

Obecné lze ukazat, ze plati

xgrinoof(x)‘ = 00. (5.7)

Nyni dokazeme tvrzeni lemmatu sporem. Budeme predpokladat, ze f ne-
spliuje PS. podminku pro né¢jaké ¢ € R . Tedy predpokladame, ze existuje
posloupnost ¢isel {z,}, pro kterou plati f(x,) — c a f'(z,) — 0 a kterd
neobsahuje konvergentni podposloupnost. Vzhledem k tomu, ze se pohybu-
jeme v jedné dimenzi, to znamend, ze posloupnost {z,} musi byt neomezena.
Pokud je ale neomezend, tak z (5.7) plyne, ze f(z,) # ¢ a to je spor. ]

Z predchézejictho lemmatu plyne, ze k nalezeni ptikladu funkcionalu spl-
nujictho C-podminku a nesplnujictho PS-podminku, musime uvazovat funk-
ciondl s alespon dvoudimenzionalnim definiénim oborem. Zajimaveéjsi dusled-
ky z néj ale plynou pro ruzné energetické funkcionaly pro eliptické problémy
s Dirichletovou okrajovou podminkou v rezonanci - naptiklad pro ilohu

{ 2"(t) + 2(t) + g(z,¢) = f(z) 2 € (0,m);
2(0) = z(m) =0

s omezenou nelinearitou g a danou funkci f lze ukéazat, Ze se neomezené
PS posloupnosti asymptoticky blizi k vlastnimu prostoru, ktery je tvoren
redlnymi nasobky vlastni funkce ¢ = sin(t). Vzhledem k tomu, Ze tento pro-
stor je jednodimenzionalni, nema smysl pokouset se vyuzit obecnéjsi podmin-
ky kompaktnosti k zobecnéni stavajicich vysledku reSitelnosti.
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5.2 Priklady

Na nasledujicich piikladech ukazeme rozdily v pouzitelnosti jednotlivych
podminek kompaktnosti.

Piiklad 5.1 (Pouziti C' podminky v koneéné dimenzi (PS x C')). Uvazujme
funkci f : R? — R danou piedpisem:

flz,y) = %ln(f +1)— éln(y2 +1).

Definujme X := {(z,y) e R? : y =0} a Y := {(z,y) € R*: x = 0}. Prostory
X a Y tvoif ortogonalni rozklad prostoru R2. Dale plati

lim f(z,0) = oo,

|z|—00
lim f(0,y) = —oo.
y|—o0
Funkce f tedy ma geometrii pozadovanou vétou o sedlovém bodé. Déle
ovétrime, ze funkce f spliuje C' podminku. Uvazujme posloupnost {(x,, y,)} C
R2, pro kterou plati
|f(@n,yn)l <K VR €N

pro né¢jakou konstantu K € R a

1Czn, yn) IV f (20 ) [| = 0. (5.8)

Nasim cilem je dokézat, ze z posloupnosti {(z,,y,)} 1ze vybrat konvergentn{
podposloupnost. Diky koneéné dimenzi prostoru R? staéi ukézat, ze posloup-
nost {(z,, y»)} je omezena. Vime, ze

V(@ yn) = (x;i 1’_yzzi1>

a dosadime do (5.8). Pro spor predpokladejme, ze posloupnost {x,} je neo-
mezend a také, bez ijmy na obecnosti, ze Vn € N plati |x,| > 1. Potom

x? yQ
ny Yn \Y ny Yn - 2 2 - -
(@0, Y ) IV f (20, yn) | Vx”+y"\/(x%+1)2+ (y2 + 1)
Y e

(22 —|—x2)
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A to je spor s predpokladem (5.8) a posloupnost {z,, } musi byt omezenda. Ana-
logicky lze ukézat omezenost posloupnosti {y,}. Existuje tedy konvergentni
podposloupnost posloupnosti {(z,,y,)} a funkce f spliuje C-podminku.
Funkee f ale nespliuje PS-podminku! Definujme posloupnost {(x,, y,)} =
{(n,n)}. Plati
f(zn,yn) =0 Vn eN

IV f (20, y0)]| = \/( T+ =

< St =

Tedy ||V f(xn, yn)|| — 0 a pfitom neexistuje konvergentni podposloupnost
posloupnosti {(z,, yn)}-

Piiklad 5.2 (Pouzit{ C-podminky v koneéné dimenzi (C'x C¥())). Uvazujme
funkci f : R? — R danou piedpisem:

ﬂ@wzém@@wﬂn—;mmﬁ+ny

Definujme X := {(z,y) e R?: y =0} a Y := {(z,y) € R*: x = 0}. Prostory
X aY tvoif ortogondlni rozklad prostoru R%. Déle plati

lim f(z,0) = oo,

|z|—00

lim f(0,y) = —o0.

ly|—o00

Funkce f tedy ma geometrii pozadovanou vétou o sedlovém bodé. Nyni
ukazeme, ze funkce f spliiuje obecnou podminku kompaknosti C¥(). Uvazujme
posloupnost {(z,,y,)} C R?, pro kterou plati

|f(zn,yn)| < K,
pro né¢jakou konstantu K € R a

IV (@, yn)

emanl) " (5.9)
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kde
1

§) = ————.
¥ls) sln(s? +1)
Nasim cilem je dokézat, ze z posloupnosti {(z,,y,)} 1ze vybrat konvergentni
podposloupnost. Diky koneéné dimenzi prostoru R? staéi ukazat, ze posloup-

nost {(z,, y,)} je omezena. Vime, ze

Vi(xn, yn) = <($2 +1)In(2? + 1) N (y2+ 1) In(y? + 1))

a dosadime do (5.9). Pro spor predpokladejme, ze posloupnost {z,} je neo-
mezend a také, bez Gjmy na obecnosti, ze Vn € N plati |z,| > 1. Potom

(N@ww)) = ol@n0) 23+ 1@ +1) 22 +1

To je spor s predpokladem (5.9) a posloupnost {x, } musi byt omezend. Ana-
logicky 1ze ukézat omezenost posloupnosti {y,}. Existuje tedy konvergentni
podposloupnost posloupnosti {(x,,y,)} a funkce f spliiuje podminku kom-
paktnosti C*0).

Funkce f ale nespliuje C-podminku! Definujme posloupnost {(z,,y,)} =
{(n,n)}. Plati

f@n,yn) =0 Vn e N

a

[y 1V F @y = 02

n? n?
+
(n24+1)2In*(n2+1)  (n2+1)2In*(n2 +1)
2
In(n?+1)

Tedy ||(zn, Yn) |||V f(2n, yn)|| — O a pritom neexistuje konvergentni pod-
posloupnost posloupnosti {(z,, yn)}-

5.3 Zobecnéné deformacni lemma

Klicovym dusledkem splnéni PS,. podminky je moznost dokazat deformacni
lemma na trovni c¢. Ukazuje se ale, ze predpoklad splnéni PS, podminky je
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zbyteéné silny. Nésleduji véta ukazuje, ze stac predpokladat splnéni C¥0)
podminky. Tim se ukazuje, ze lze méné narocénou C*) podminkou nahradit
PS podminku ve vétéch (2.6), (2.7) a (2.8).

Oznac¢me’
F¢ = {z €X:F(z) > ¢}
K. = {z€X :F(x)=cAF'(zx) =0}
(K.)s = {xe X :dist(z, K.) <}

T = {zeX:F(x)#o}

Véta 5.1 (Amrouss [9]). Necht X je redlny Banachiv prostor a necht F €
CYX,R) spliuje cvt) podminku. Pak pro libovolné € > 0, 6 > 0 ewistuji
€€ (0,¢) apeCH]0,1] x X, X) takové, Ze plati

a) u(0,z) =2 VrelX,

b) u(t,.) je homomorfismus X na X pro libovolné t € [0, 1],
c) ult,z)=z Vtel0,1]Vee X :x ¢ Fllc—€c+¥e),

d) F(u(.,x)) je rostouct funkce na [0,1] pro libovolné x € X,
e) p(l, P\ (Ke)s) © FOT,

f) pokud (K.) =0 potom u(1, F*=¢) C F°te,

9) supyeo1), wea lie(t, )|+ |~ (t, 2)|] < oo pro libolnou omezenou mnoZinu

ACX,
h) pokud je F' sudy funkciondl, u(t,.) je liché zobrazent pro libovolnét € [0, 1].
Diikaz. 7 CPV) (definice 5.4) podminky plyne, ze plati

IF' @)l = (ll=])) Vo e FO\ (F°U Br(0)) (5.10)

pro né¢jaké kladné €. Dale z ct) podminky plyne, ze K. je kompaktni
mnozina. Necht R’ > R je takové, ze (K.)s C Bg. Potom dostavdme

IF'()|>b Ve [Fc—g\ (Fereu (Kc)g)} N By (0) (5.11)

6Narozdil od druhé kapitoly zde ménime znaceni tak, aby odpovidalo ptivodnim
zdrojum.
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pro néjaké kladné konstanty b a €. Dale existuje lokalné Lipschitzovsky spojité
zobrazeni V : 7 — X (pseudogradient), které je liché pro F' sudé, ||V (z)| < 2
a | (V(x), F'(x))| > ||F'(z)]| pro vSechna z € = [9, Lemma 2.5].

Nyn{ vezmeme libovolné ¢; € (0, €) a definujme

A = Fﬁl(c—ﬁc‘i‘é)a
B = Flle—e,ctql,
(5.12)
B dist(xz, X \ A)
g9(z) dist(z, B) + dist(z, X \ A)’
l B dist (z, (Kc)g)
(z) = dist(z, (Kc)g) + dist(x, X \ (Ke)g)’
1

" ey

Déle uvazujme

W(a) = { gV () o € 7,

7 konstrukce plyne, ze zobrazeni W je lokalné Lipschitzovsky spojité na
X, je liché pro F sudé a ||W(x)|| < 2h(]|z])-
Déle pro libovolné x € X uvazujme pocatecni ilohu

{ %(t’x) = W(/J(t,l‘)),
w(0,z) = .

Tato tiloha m& pravé jedno resent fi(., x) definované na néjakém otevieném
maximalnim intervalu (w_ (x), w+(a:)) obsahujicim 0. Navic plati [9, Lemma
2.2, Lemma 2.3]

| Dl fu(t, ) ||| < IId—(t,fU)II pro t € (w-(x), w(x)),

[l
dt
kde D, oznacuje pravou derivaci funkce. Dostavame

ID:llatt, o) < 2h(lla 2)]),
(0, 2) || = l=[].
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Necht u je FeSenim tlohy
W(t) = —1—
{ ®) = S
u(0) = |||
definované na néjakém otevieném intervalu (t_(z), ¢, (z)). Ukdzeme, ze mu-

zeme predpokladat, ze t, (z) = oc.

t4(x) 4 (x)

t+(93):/ dt = /u'(t)w(l—l—u(t)) dt.

0 0

Po substituci za s = u(t) dostaneme

b (2) = /wu 45 ds.

lll

Tedy t(z) = 0.
Déle sporem ukazeme, ze w(x) = 0o a w_(x) = —oo. Kdyby tomu tak
nebylo, dostavame [9, Lemma 2.4]

At 2)]| < u(t), vt €[0,w(2)). (5.13)

Z predpokladu w, (x) < oo plyne, ze u(t) je omezend na [O,w+(as)) a
existuje konstanta M, pro kterou plati

dji .
|G| < 2n(lae o) < oz
Daéle dostavame

|8t ) = fi(tm, @) || < Mty — tn] Vin, tm 6[0,w+(x)).

Z toho ale plyne, ze limy_.,, () ||fi(t, )] je koneénd. To je ve sporu s
predpokladem maximality intervalu (w_(x),w+(x)). Musi tedy platit, ze
w4 (z) = 0o. Tvrzeni pro w_(z) bychom dokazali obdobné.

Oznaéme_ q : X — R libovolné Lipschitzovsky spojité zobrazeni takové,
zeq=1naBp,1,q=0na X\ Bri1a0<g(x) <1Vx e X.Dale oznacme
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x(z) = q(z)W (z). x(x) je lokdlné Lipschitzovské a omezené zobrazeni. Necht
k € R je takové, ze plati || x(z)|| < kVz € X a 2 < 1. Necht £(t, z) je FeSenfm
problému

as
dt

x(§), £(0,z) ==
Pak ¢ : R x X — X je spojité zobrazeni a spliuje

|€(t, x) —x|| < k|t| VteRVreX. (5.14)
Vzhledem k tomu, ze x = W na Bp plati

E(t,x) = p(t,z) YVt € R Ve € Bp. (5.15)

Deformacni zobrazeni p definujeme nasledovné

(&g, x) te[-1,1] z€Bp
M<t7$)_{ﬂ(t2§k7$) te[_lyl] ZEEX\FR/.

Vzhledem ke konstrukci zobrazeni p jsou ziejmeé splnény dokazované vlast-
nosti a), b) a ¢). Navic plati

W) = (Pt )

= %g(ﬂ(t7$))l(ﬂ(tax))h(|\ﬂ(t7x)“)<F/(u(t,x)),V(u(t,x))>
> 0.

Z toho plyne d). Pro ditkaz e) vezméme libovolné e < 2 min{ﬁ, 1, ¢}
axr € ¢\ (K,)s. Ukazeme, ze plati

F(u(l,2)) > c+e.
Pokud by tomu tak nebylo, tak vzhledem k d) dostdvame
c—e< F(z) < F(u(t,z)) < F(p(l,z)) <c+e Vte[0,1].
Cili
g(p(t,z)) =1 Vte|o,1]. (5.16)
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Z (5.14) a (5.15) dostdvame
J —
|p(t, x) — z|| < 5\25] Vt € [-1,1] Vo € Bp.

Vzhledem k tomu, ze = ¢ (K.)s, z pfedchozi nerovnosti plyne u(t,z) ¢
(Kc)% nebo ||u(t, z)|| > R'. A tedy

L(u(t,z)) =1 A F'(u(t,z)) #0 Vtelo,1]. (5.17)
Plati ale také
F(u(l,z)) — F(z) =
o [ 9ust )1t ) Bt 2) ) ).V ()

0

Tedy z (5.10), (5.11), (5.16) a (5.17) dostavame

1
) 1
0
/ 1
+ 1P (e ) et
0 (u(t, ) 2ot )
) b
> mind ——— .
Z mm{d)(R,),l}, (5.18)
kde ~ je charakteristicka funkce mnoziny.
A tedy
F(u(1 31:))>c—e+imin{L 1 >c+e (5.19)
)= o MM my S =

To je spor a tvrzeni e) je dokdzdno. V piipadé K. = () mame (K.)s = 0,
a tedy z e) plyne f). Cést g) plyne z (5.13).
[

Dusledkem predchoziho lemmatu je nasledujici zobecnéni obecného prin-
cipu minimaxu (véta 2.5). Toto zobecnéni 1ze vyuzit napiiklad pii dukazu vét
(2.6) a (2.7) a diky tomu staci pro existenci kritického bodu predpokladat
splnéni C¥0) podminky namisto silnéjsi Palaisovy — Smaleovy podminky.
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Véta 5.2 (obecny princip minimaxu). Necht (.) je funkce s vlastnosti
pozadovanygmi definici (5.3). Necht X je Banachiv prostor, My podmnoZina
metrického prostoru M a Ty C C(My, X). Definujme

F:={yeCM,X):v|m €To}
Pokud F € C*(X,R) sphiuje

a:= sup sup F(vo(t)) < c:= infsup F(7(t)) < oo,
Y0€lo teMo V€L teM

potom pro libovolné € € (0,c — a) existuje kladnd konstanta € € (0,€) takovd,
ze pro v € I', pro které plati

tseuj\l/?F(w(t)) <c+e, (5.20)

existuje xo € X, pro které plati
1. c—e< F(xg) < c+¥e,

2. ||F'(zo) < €.

1
| Y([lzoll)

Diikaz. Bud je c kritickd hodnota funkciondlu F' a pak tvrzeni véty plati
trivialné. V opacném ptipadé dokazeme tvrzeni sporem. Pokud by neplatilo,
potom existuji 0 < € a v € I' takova, ze pro libovolné € € (0,€) (5.20)
plati a pro libovolné x € X splinujici bod 1. neplati nerovnost z bodu 2.
Lze tedy pouzit zobecnéné deformaé¢ni lemma na funkciondl —F'. Definujme
B(t) := p(1,7(t)). Vzhledem k tomu, ze ¢ — € > a dostdvame

B(t) = u(L,7(t)) =~(t) Vt e My,

a tedy 8 € I'. Zaroven ale musi platit

sup F'(B(t)) = SupF(u(lﬁ(t)D <c—p¢,

teM teM

coz je spor s definici hodnoty c. O]
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5.4 Vyuziti C' podminky pri reSeni okrajové tilohy

Nésledujici priklad ilustruje situaci, kdy nam obecnéjsi podminka kompakt-
nosti pomuze dokéazat fesitelnost diferencialni ilohy. Vzhledem k technické
slozitosti je konstrukce takového prikladu pomérné nérocna.

Piiklad 5.3 (Pouziti C' podminky v nekoneéné dimenzi). V tomto piikladé
vyuzijeme C' podminku k dokazani fesSitelnosti nasledujici dlohy s perio-
dickymi okrajovymi podminkami.

—2"(t) — z(t) = g(t, z(1)), t € (0,2m),
x(0) = z(2m), (5.21)
2'(0) = 2/ (2m).

Klasickym fesenim tlohy (5.21) budeme chépat funkei z prostoru
C?(0,27) N C|0, 27|, kterd v kazdém bodé intervalu (0,27) spliuje dife-
rencialni rovnici a vyhovuje okrajovym podminkam.

Za slabé teseni ilohy (5.21) budeme povazovat funkci z z prostoru H :=
WL2(0,27), kterd pro libovolné y € H splituje integralni rovnost

per

/0 7ra:’(t)y’(zf) dt — /o 7r:1:(15)y(t) dt = /0 7Tg(t,.iza(t))y(zf) dt. (5.22)

Prostor H je podprostor prostoru W12(0, 2), ktery je generovany funk-
cemi {1, sinnt, cosnt;n € N}. Na prostoru H budeme pracovat se standardn{
normou prostoru W12(0, 27).

To, ze kazdé klasické feseni Z(t) tdlohy (5.21) je zéroven jejim slabym
fesenim plyne z nasledujici ivahy. Uvazujme libovolné y € H. Plati

—a"(t) - fﬁ(t) g(t, z(1)), t € (0,2m),
T Oy(t) - FOYE) = gt FOWE),  te (0,27,

—A%w ) di - g &t = [ g3

[
[ owe - [ [ [T _
[Fovoa- [

g(t, z(8))y(t) dt,
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Pro dukaz existence slabého teseni ilohy (5.21) budeme predpoklddat, ze
funkce g : (0,27) x R — R mé nésledujici specidlni tvar:

g(t,s) = T(t)h(s),

-1 te (%7 %r) U (%r’ ’%r)’

Pt)=4 1 te (&, 3)y (s, (5.23)

0  pro ostatni t € (0,2m).
Daéle budeme predpokladat, ze funkce h : R — R je spojita a existuje
konstanta R > 0, pro kterou plati

h(s) = sgn(s)

Vsl

Existuje tedy K > 0 takové, ze pro libovolnou dvojici t € [0,27] a s € R
plati

pro |s| > R. (5.24)

lg(t,s)| < K.

K dukazu existence slabého feseni tlohy (5.21) pouzijeme vétu o sedlovém
bodé (2.8). Definujme funkciondl F': H — R predpisem

Flz) = %7@'@))2 dt — %7@@))2 dt — 77)9@, ) dsdt.  (5.25)

Kritické body funkciondlu F' jsou slabymi fesenimi ulohy (5.21) a naopak.
Déle pro libovolné x,y € H plati

2 2w 2w

Py= [ oo d- [ stuod- [ gtsoue i
0 0 0

Definujme nasledujici podprostory prostoru H

H, = Lin{sin(nt),cos(nt); n € Nyn > 1},
H..s = Lin{cos(t)},
Hg, = Lin{sin(¢)},

Hy = Lin{1}.
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Plati Hy & Heos ® Hgy & Hy = H. Ukazeme, ze funkcional F' je slabé
koercivni na podprostoru H, @& H..s a slabé antikoercivni na Hg, & Hy.
Necht z € (Hy @ Heos), potom o = x4 + Teos, kde x4 € Hy, 11 € Heos a7

2w

F(x) = F(ry+ Teos) = %/((m + xcos)’)2 dt —

1 27 27 (I++$Cos)(t)
—5 /(x+ + Teps)? dt — / / g(t,s) ds dt =
0 0 0
2 2
1 1
= 5 (P @t [t at-
0 0
27 xcos(t) (x++x605)(t)
—/< / g(t,s) ds + / g(t,s) ds) dt =
0 0 Icos(t)
27 2 xcos(t)
3
> g/(:v;)z dt—/ / g(t,s) ds dt — Kl|z4 || >
0 0 0
= cllai]]? = Kzl +F(zeos(t)) (5.27)
=y(z4)

pro néjakou kladnou konstantu c.

Vzhledem k tomu, ze funkce v je slabé koercivni na H, je z predchozi
nerovnosti patrné, ze pokud ukazeme, ze funcional F je slabé koercivni na
H..s bude slabé koercivni i na H, & H.s. Staci tedy vysettit, jakych hodnot
nabyva F na H,..

Necht z.s = pcos(t), p € R. Protoze nas bude zajimat chovani funk-
cionalu F' pro dostatecné velké p, budeme bez ijmy na obecnosti predpokla-
dat, ze plati |psin(t)| > R Vt € (Z,2T).

F(zes) = F(pcos(t)) =

_ %/((pcos(t))')Q dt — %/(pcos(t)ﬁ at

"Pro lep#i ¢itelnost v ndsledujicich fadcich vynechdvame argument funkei.
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21 pcos(t)

[ [ et asar

0 0
2m pcos(t) 21 pcos(t)
—/ / g(t,s) ds dt = —/ / [(t)h(s) ds dt =
0 0 0 0
% peos(t) % peos(t)
h(s) ds dt —/ / h(s) ds dt —
g 0 x
& peos(t) T peos(t)
—/ / h(s) ds dt+/ / h(s) ds dt =
im0 N
2T ) cos(t 2T sin(t
/ / ) ds dt — / / ) ds dt —
ES
= psin(t) = cos()
—/ / h(s) ds dt +/ / h(s) ds dt =
6n 0 sr 0
2% peos(t = peos(t
/ / ) ds dt +/ / ) ds dt =
Z psin(®) bx _psin(t
2 cos(t 25 | cos(t)
/ / dsdt_Q/ / 577 ds dt =
g pin(t T |o]sin(t)

8

1 [ [(o]coste)

[N
N

— (Ip|sin(t)) } dt =

ol

o4



=C>0

Vidime, ze F(Zcos) — 00 pro |p| — oo a tedy i pro ||Tcos|| — 00. Vzhledem
k (5.27) dostavame

lim  F(z) = oo.
[[]| =00
me(H+@HCOS)

Analogicky lze ukazat, ze plati

lim  F(x) = —o0.
llz]|—o0
me(H0®Hsin)

Funkcional F' tedy méa geometrii odpovidajici vété o sedlovém bodé. Zbyva
dokazat, ze je splnéna C' podminka. Ptredpokladejme tedy, ze mame danou
posloupnoust {x,} C H, pro kterou plati

[F" () [[(1 + llznl) — 0, (5.28)
dK >0VneN:|F(z,)| < K. (5.29)

Potiebujeme dokazat, ze z této posloupnosti lze vybrat konvergentni podpo-
sloupnost.

Oznatme x,, = 10 + 2% + 250 + o F kde 29 € Hy, 2% € Heos, 25 € Hgy
a x; € H,. Nejdiive ukdzeme, ze posloupnost {z°} je omezend. Z (5.28) a
definice nelinearity g plyne, Ze pro dostatecné velké n a libovolné € > 0 plati

27 27
e > |F'(xn)2l] = ‘—/xnxg dt—/g(t,xn)xg dt| >
0 0

v

2
laral® — /KICL’QLI dt > [lap | — Kyl
0

Z predchozi rovnice plyne, Ze posloupnost {2} je omezend. Omezenost
posloupnosti {z;} dokdzeme analogicky. Pro dostatecné velké n a libovolné
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€ > 0 existuje kladna konstanta ¢y, pro kterou plati

2w 2

€ > |F(z,)z)] = ‘/ /;Enx;“ dt—/g(t,acn)x;r dt| =
0 0
2
:]/ /@mﬂh—/mu%m:mk:
0 0

> ellat|P - /Mfua—mww Kl

Dale ukazeme, Ze posloupnosti {2°} a {z;7} nejsou pouze omezené, ale
také ze v normé konverguji k nule.

Vzhledem k tomu, Ze posloupnosti {0} a {z;} jsou omezené, lze bez
Ujmy na obecnosti predpoklddat, ze pro skoro vsechna ¢ € (0,27) plati
xp(t) — o00.

To znamena, ze diky Lebesqueove vété plati

21

/g(t,xn) dt -0

0

a také

27

M%%MUZ/MW%N&ﬁQ

Plati tedy

2 21

0= lim |[F'(z,)2)| = lim ‘—/$nxg dt—/g(t,mn)xg dt| >

n—oo n—oo
0 0
— 0 2‘
Tim iz
2|l = 0. Vzhledem k tomu, ze funkciondl F je spojité

diferencovatelny, muzeme tedy v posloupnosti z,, zanedbat slozku z prostoru
Hy a dale budeme pracovat s z,, = 2 + 25" + .

Z toho plyne, 7e ||z°
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Nyni ukdzeme, ze ||z;7|| — 0.

27 2T 27
0 = lim [F'(z,)z}] = ‘/x;(x;[)’ dt—/xnx:{ dt — /g(t,xn)x;{ dt| =
n—oo
0 0

0
2m 2w 2m
= lim ‘/((xz)’)Q dt — /(xI)Q dt — /g(t,xn)x;r dt‘ >
0 0

n—00
0

> lim (eqlag|® = llg(t zn) o2yl ) =

= lim ¢z}
n—oo

Z toho plyne, ze ||z;/|| — 0. Vzhledem ke spojité diferencovatelnosti
funkcionalu F' staci tedy vysSetfit, jak se chova derivace funkcionalu F' na
dvoudimenzionalnim podprostoru He..s & Hgn. Pro zjednoduseni oznacme
i(a, B) :== acos(t) + Bsin(t). Vzhledem k symetriim

F(i(a, B))~ F(i(a, =B)) ~ F(i(—a,—B))~ F(i(—a,+8))*

F(i(a, )~ =F(i(8,a)),

které plati pro velké « a 3, staci pii vySetfovani F’ uvazovat situaci, kdy

a>f>0.
Plati
1 (i(c, ) lliCer, B)I| = F'(i(c, B))i(ar, 0) =
= —/g(t,z(a,ﬁ))i(a,()) dt = —/F(t)h(z’(oz,ﬁ))z(a 0) dt =
= /h(z(a,ﬁ))z(a, 0) dt — /h(Z(@,B))i(a,O) dt —
—/h(z(a,ﬂ))i(a, 0) dt—i—/h(i(a,ﬁ))z(a,O) dt =

8tj. im F (i(ev, B)) —F (i(ar, —8))= 0 pro a? + 52 — oo
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27

8

_ /[h(z’(a,ﬁ))i(a,o) — h(i(B,@))i(0, @) —

E]

—h(i(8,—a))i(0, —a) + h(i(—a, B))i(—a, 0)] dt.

Diskuzi rozdélime na dva piipady. Bud a = 3 nebo a > 3. Za¢énéme s prvni
moznosti. K upraveni predchoziho integralu vyuzijeme predpokladu oo = 3 a
dale budeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze « je dostatecné velké,
tak aby platilo

a(cos(t) —sin(t)) > K Vt € (5, &).

- ozé/[h(i(l,l))i(l,—l)+h(i(1,—1))i(1,1)} dt =

( |3

7

VvV
:=D>0

= a2D. (5.30)

Nyni uvazujme druhou moznost, kdy o > /3. Definujme

T 2T .
Qoo :={t € (g, g) i(=B,0)] < R}
a
T 27 .
Ql,a,/y’ = {t € <§7 g) : ’7’<_ﬁ704)‘ > R}
Pro takto definované mnoziny plati
lim Meas(€q,5) =0
a—r00
a
lim Meas(Q o 5) = -
Sy Meas(fha) = 5
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Déle plati

£ (i(ex, B)) (e, B =

vV
!
—~
=
e
=
Nt
=
Q
=
I
|
—
Q
—
\S‘F
=
L
=@
Nt
=
e
=
(oW
~
I

— /[h(z’(a,ﬁ))i(a,ﬁ) — h(i(ﬁ,a))i(ﬁ, a) —

R A

_h(z<5a _O‘))i(ﬁ> —CY) + h(i(_aa 5))i(_047 5)] dt =
_ / [h(@)a — (o)~ h(c)e + h(d)d] dt +

+ / [h(@)a = h(b)b — h(e)e + h(d)d] dt.

Vzhledem k tomu, zZe integrand ve druhém integralu je zdola omezeny a
zajima nds situace, kdy o — oo (a tedy Meas(€5) — 0), bude pro od-
hadnuti predchazejicitho vyrazu klicové chovani prvniho integralu. Oznacme

€= —.
«a

/ [h(a)a — h(b)b — h(c)e + h(d)d| dt =

Ql,a,ﬁ
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- /(\/'_x/E—\/EJr\/E)dt:

Q10,8
— [ (Vi) - VilB.a) - Vil=B.a) - v/ila, -5)) di =
Q10,8
—at / LW(L@) - Vile 1) —/i(—e, D+ Vi, —e)] dt =
Q10,8 =E1>0 :=E2>0
— a7 (B, + Ey) Meas(€ 4.4). (5.31)

Z (5.30) a (5.31) plyne, ze pro dostatecné velké a a § a néjakou kladnou
konstantu e plati

£ (i(ex, ) li(ex, B > € > 0. (5.32)

Z predchozi nerovnosti a (5.28) plyne, ze posloupnost {x,} musi byt ome-
zend. Muzeme tedy predpokladat, ze slabé konverguje k funkci zy. A diky
kompaktnimu vnoteni H do L*(0,7) posloupnost {z,} konverguje k zg v
normé prostoru L?(0, 7).

Vime tedy, ze

(F'(zn) — F'(x0)) (2, — 29) = 0

(F'(20) — F'(20)) (& — ) = /Oﬂ((xn —z0)')% dt — /Oﬂ(xn — 20)% dt —
—Aﬂma»—mm»@n—%>m,

~~

—0

co7 znamena, 7e posloupnost {z,, } konverguje k zg v normé prostoru W1t2(0, r).
C podminka je splnéna.

Pozndmka 5.1. V dukazu platnosti C' podminky bylo klicové dokazat platnost
vztahu (5.30) a (5.31). K dukazu platnosti standardni PS podminky, ale
tyto vztahy nestaci. Odpovida to tomu, ze Gateauxova derivace funkciondlu
I v bodech néjaké neomezené posloupnosti ve vhodné zvoleném sméru sice
konverguje k 0 (a tedy PS podminka nemusi platit), ale vyndsobime-li ji
normou bodu, tak uz k nule nekonverguje (a C' podminka plati).
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6 Aplikace na p-Laplacian

6.1 Uvod k problému

V této kapitole nasledujeme a zobecnujeme praci profesoru Drabka a Takace
[8]. Budeme zkoumat geometrii a chovéni Palaisovych-Smaleovych posloup-
nosti pro energeticky funkciondl

1
Iy () = Z;/|szc|p dt — %/|x|p dt—/fx dt
0 Q QO

definovany na VVO1 P(Q), kde Q je omezend oblast v R \; je prvni vlastni &islo
Dirichletova p-Laplacidnu A,z := div(|Vz|P~2Vz) na W,*(Q) a f € L=(Q)
je danda funkce. Tento energeticky funkcional je odvozeny od diferencialni
ulohy

x=0 na 0f2.

Pro prvni vlastni ¢islo Ay plati

inf{/|Vx\p dz : z € WyP(Q) /\/]a:|p dt = 1}.
Q Q

{ —Apr — M|z|P P = f v Q,

Prvni vlastni ¢islo \; je jednonasobné a odpovidajici vlastni funkei oznaci-
me ;. Tato vlastni funkce muze byt normalizovana tak, aby ¢; > 0 v 2 a
o1l = 1 diky [3]. Navic ¢ € L>(Q2).

Motivovani Fredholmovou alternativou budeme vysSettovat situaci, kdy
pravd strana f a ; jsou na sebe kolmé v L?(Q2) smyslu. Proto definujeme

LX)+ = {x € L*(9): /xcpl dt = 0},
Q
M= {x € L*(Q): /xy dt=0 Vye M}
Q

Plat{ tedy L*(Q2) = Lin{p,} ® L?(Q2)*. Podobné miizeme pro p > 2 tento
rozklad aplikovat na Wy (Q) diky tomu, ze ¢, € Wy P(Q) C L*(Q). To ndm
umoziuje jednoznacné rozdélit libovolnou funkci = z Wy () nasledujicim
zpusobem

il
r=T1p1+x,
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kde T € R a [atp; dt =0.
Q

Béhem studia funkcionélu Jy, se budeme sousttedit na porozuméni chovani
jeho nelinearni céasti F.

1 A
E(x) = —/|V:B|p dt — —1/|$|p dt.
p p
0 Q

Z Poincarého nerovnosti plyne, ze funkcional F je pozitivné p-homogenni
a nezdporny. Navic E(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x je redlnym ndsobkem ¢;.

Tato kapitola je koncipovana nasledovné. Nejdiive predstavime nastroje
a dodatecné predpoklady. Poté porovname nové vysledky s predchozimi. Na-
konec nové vysledky dokazeme.

6.2 Predpoklady a znaceni

Budeme pouzivat standardnf skaldrn{ soucin na L*(€2) definovany nasledovné

(z,y) := [ zy dt. Tento skaldrn{ soucin také indukuje dualitu mezi LP(Q) a
Q

/ . 1, —1p
Ly ((}2, kde %+% =1lal<p,p < oo,amez prostory Wy ?(Q2) a Wy 7 (Q2)
rovnéz.

Nadale v této kapitole budeme predpokladat, ze plati

Piredpoklad 1. Pokud N > 2, potom (2 je omezen4 oblast R, jejiz hranice
99 je kompaktn{ manifold t¥idy C1* pro néjaké a € (0, 1), a  také spliuje
"the interior sphere condition”v kazdém bodé 0€). Pokud N = 1, potom {2
je omezeny interval v R. [

Déle definujeme mnozinu
U:={teQ:Vy(t) #0}.

Také budeme pracovat s funkei a — %\a\p : RN = R spolecné s jeji prvni
a druhou Fréchetovou derivacf a — |ajP2a: RY = RY aa+s A(a) : RY —
RV*N kde A(0) =0 apro0#acRY

Alw) = [aP (T+ (- 22 2)

|af?
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V pripadé N = 1 se predchazejici vyraz redukuje na

Aa) = (p = 1)lal”™.

Vsimnéme si, ze I + (p — 2)% je pozitivné definitni, symetrickd N x N

matice s vlastnimi ¢isly 1 a p — 1. Matice A(a) déle spliluje nerovnosti
min{1,p — 1}’ %|v|]* < (A(a)v,v)py < max{l,p— 1}|a]’?|v]* (6.1)
pro viechna a, v € RY, a # 0.
Nyni zadefinujeme prostor funkei D, , ktery piirozené vyvstava pii feseni
naseho problému. Existuji velké rozdily v jeho definici a vlastnostech v pripa-

dech 1 < p < 2 a p > 2. Norma na tomto prostoru je (v obou piipadech)
definovana nasledovné

|2 p,, = (/|W1|p_2|w|2 at)” (6.2)
Q

Pro p > 2 je (6.2) také norma na Wy () (Takéac [20]) a D, oznacime
ziplnéni W,* () vzhledem k této normé. Vnofeni Dy, — L*(Q) je kom-
paktni.

Pro 1 < p < 2 definujeme z € D, pravé tehdy, kdyz x € W&’Q(Q),
Vz(t) = 0 pro skoro viechna t € Q\ U a [|x||p,, < oo. Tento prostor s
normotu ||.||p,, je spojité vnoien do W, 2(Q).

Déle uvazujeme pripad p > 2. Abychom ziskali informace o chovani funk-
cionalu F, vezméme libovolnou funkci ¢ € VVO1 P(Q2) a pouzijeme Taylorovu
formuli druhého stupné v energetické formé [7, Proposition 3.2.27]

E(p1+¢) = E(p1+0)— E(p1) =
_ 1 P _ﬁ P —
= p/!v(901+¢)| dt » Q/’¢1+¢| dt =

Q

= Qu(9,9),

kde Qg je symetricka bilinedrni forma na [W,?(Q)]? definovana nasledovné

Qo(wy,wy) = /<(/A(V(g01+s¢))(1—5)d5>Vw1, Vw2> dt —

Q

—Ai(p—1) /(/ o1 4+ so[P2(1 — s)ds)wlwg dt

Q
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pro wy, wy € WyP(Q). Pro ¢ = 0 dostavame

1

Qo(wi,we) = §/<A(V@1)Vw1, Vw,) dt —

Q
—1
—/\1p /@?2’11)1 Wo dt.

2
Q

Kvadratickéd forma @) je pozitivné semidefinitni, tedy Qo(y,y) > 0 Vy €
Wol’p(Q). Navic Qg lze uzaviit v L?*(Q2) a defini¢ni obor jejtho uzdvéru je roven
D, [20, p. 199]. Abychom mohli fici pro jaké y € D,, plati Qo(y,y) = 0,
musime pridat nasledujici predpoklad:

Predpoklad 2. Pokud N > 2 a 912 neni souvisla, potom neexistuje funkce
y € Dy, o Qo(y,y) =0 s nasledujicimi ¢tyimi vlastnostmi:

o y=pixs s.v. v kde S C Q je Lebesgueovsky méritelna a
0 < Meas{S} < Meas{2};

e S je souvisld mnozina a S N 9 # 0;
e pokud V je souvislou podmnozinou U, tak bud V' C S nebo V C Q\ S;
e (0S) NQCO\U. [

V [20, Section 2.1] byla formulovéna hypotéza, ze splnéni predpokladu 2
automaticky plyne z predpokladu 1. Navic je tento druhy predpoklad auto-
maticky splnén v piipadé 1 < p < 2.

Lemma 6.1. Necht p > 2 a predpoklady 1 a 2 jsou splnény. Potom funkce
y € D, spliiuje Qo(y,y) = 0 prdvé tehdy, kdyZ y = ko1 pro néjakou kon-
stantu k € R.

Diikaz. [20, Proposition 4.4] O

Poznamka 6.1. Predchézejici pripravu ke kvadratizacni procedute, kdy hod-
noty funkciondlu F budeme odhadovat pomoci hodnot @)y, 1ze provést i v
pripadé 1 < p < 2. Je ale tieba, protoze nelze obecné dvakrat diferencovat
funkciondl F, omezit se na podprostor D, . Vzhledem k tomu, Ze to v této
kapitole nepotiebujeme, nebudeme zachazet do detailu.
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Stejnym zpusobem muZeme piistoupit ke Fréchetove derivaci E’. Necht
¢ a y jsou libovolné funkce z W, ?(Q). K vipoctu E'(p1 + ¢)y pouzijeme
Taylorovu formuli prvniho stupné [7, Theorem 3.2.6]

E'(p1+ o)y = E'lpr+0)y— E'(o1)y
= [ IV + 9P (Vo1 + 0), Vo) dt -
Q

Y / o1+ B2 (1 + D)y dt
9]

= X4(9.9),

kde X, je symetrickd bilinedrni forma na [W,*(€)]? definovand nasledovneé

Xop(wy,we) = /<</A(V(¢1+S¢))ds>Vw1, ng> dt —

Q
1
—-M(p—1) /(/ |1 + s¢|p_2ds>w1w2 dt
Q 0
pro wy, wy € Wol’p(Q). Pro ¢ = 0 dostédvame

Xo(wl,w2> = /(A(chl)le, ng) dt —
Q

Nulp=1) [ o wn de =
Q
= 2Q0(w1,w2).
V pripadé p > 2 budeme casto vyuzivat zobecnénou Poincarého nerovnost
(Fleckinger, Takac [11]):
Ezistuje kladnd konstanta ¢ = ¢(p, Q) takovd, Ze pro libovolnou funkci x €
Wy (Q), z=1p, + ' plati

E(z) > c(|7\p—2/ywlyp—2|wﬂ2 dt+/|vxﬂp dt>.
Q Q
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6.3 Vysledky

Zacneme se shrnutim predchazejicich vysledku. Nasledujici véta byla dokéza-
na profesory Drabkem a Takdcem v [8].

Véta 6.1 (Drabek, Takac). Necht 1 < p < oo, p # 2, predpoklad 1 je
splnén a 0 # f = f+ € LOO(Q)LLQ. Necht pro p > 2 plati predpoklad 2 a pro
1<p<2plati f*¢ D;’LQ. Potom

a) Prop >2 a —oo < ¢ <0 funkciondl Jy, spliuje PS podminku na drovni
c.

b) Prop > 2 funkciondl Jy, nespliuje PS podminku na drovni ¢ = 0.

c) Prop>2a0<c<ookaidd PS posloupnost pro Jy, na drovni c takovd,
ze {J), (un)} je omezend posloupnost v L>=(S2) obsahuje konvergentni pod-
posloupnost.

d) Pro 1 < p < 2 a libovolné ¢ € R kazdd PS posloupnost pro Jy, na
urovni ¢ takovd, Ze {J3 (un)} je omezend posloupnost v L>(Q2) obsahuje
konvergentni podposloupnost.

Vsimnéme si predpokladu v ¢astech ¢) a d), ve kterych pozadujeme,
aby {J},(u,)} byla omezend posloupnost v L>*(€). Tyto predpoklady jsou
ve své podstaté umélé - s jejich pomoci dokazali autori vyuzit vysledky z
teorie regularity k dokazani tvrzeni, prestoze tyto podminky nevyvstavaji
prirozené. Nasim hlavnim cilem bylo odstranéni téchto podminek. Ijspééné se
to podafilo v piipadé, kdy p > 2 (st a) nasledujici véty) a pouze ¢astecného
uspéchu bylo dosazeno v piipadé, kdy 1 < p < 2 (éast d). Navic pro p > 2
jsme ovérili, ze neomezena PS posloupnost na urovni ¢ = 0 zkonstruovana
v [8] nenarusuje pouze P.S podminku, ale obecnéjsi C*() podminku rovnéz
(¢ast b). Cast ¢) nasledujici véty, ve které nebylo dosazeno zadného vylepsent
oproti predchozimu vysledku, uvadime pro tplnost.

Véta 6.2 (Souhrn vysledku). Necht 1 < p < oo, p # 2, pFedpoklad 1 je
splneén a 0 # f = f+ € LOO(Q)L’LQ. Necht pro p > 2 plati predpoklad 2 a pro
1<p<?2plati f*¢ Dj{LQ. Potom

a) Prop>2 ac#0 funkciondl Jy, spliuje PS podminku na tdrovni c.

b) Pro p > 2 funkciondl Jy, nespliuje C*") podminku na tirovni ¢ = 0.
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c) Pro1l < p < 2 a libovolné ¢ € R kazdd PS posloupnost pro J\, na
urovni ¢ takovd, Ze {J3 (un)} je omezend posloupnost v L>(Q2) obsahuje
konvergentni podposloupnost.

d) Prol<p<2ac>0 funkciondl Jy, spliuje C podminku na drovni c.

Zajimavé jsou rovnéz odhady geometrie E a E’ popsané v lemmatu (6.5).

6.4 Pomocna tvrzeni a dikazy

Jak jiz bylo napsano v uvodu kapitoly, pouzijeme k odhadu hodnot zobrazeni
E a E' Tayloruv rozvoj. Proto nejdiive zacneme s nékolika lemmaty, ktera
nam piiblizi chovani funkcionalu E. Prvni z nich je malé, ale presto dulezité
vylepseni [8, Proposition 3.6]. Dav4 nam informaci o tom, jak rust v 7 a o a
jejich pomeér ovlivituje hodnoty funkciondlu E(rp; + a(r)xt).

Lemma 6.2. Necht p > 2 a z+ je libovolnd nenulovd funkce z I/Vol’p(Q)L
nebo 1 < p < 2 a xt je libovolnd nenulovd funkce z DWI(Q)L. Necht jsou
predpoklady 1 a 2 splnény. Potom

E(te1 + Oé(T):EJ‘) = |7|P~2 2(7’)(Q0(xL,xL) +0(1))
pro |7| = 00 A M—H).
T
Povsimnéme si, ze Qq(z+, x1) # 0 kvili 2t # 0.
Diikaz. Oznacme x = 791 + a(t)zt = 7(p1 + yt), kde y+ = @xl pro
7 # 0. Dale vyuzijeme p-homogenity funkciondlu E a Taylorovy formule

7P E(p1 +y7)

= [P Qu(ytyh)

= |7[P7? &3(7) le(x{xl)

= |7]P7% o®(7) (QO(xL,xL) + 0(1))

E(Tgol + O((T)JJL)

pro |7] = oo A @ — 0, kde posledni rovnost plyne z
|l‘urn Qy(zh,2h) = Qo(z", 2T) + o(1). (6.3)
7| =00

Rovnost (6.3) dokdzeme pomoci Lebesgueovy véty. Bez 1jmy na obec-
nosti predpoklddame a(T) < 1. Tedy y* = O‘(T) L splituje |yt] < |ot| uvniti
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Q). Déale bychom mohli zkonstruovat integrovatelné majoranty stejné jako v
dukazu [8, Proposition 3.6]. Ctenaf také muze nahlédnout do dukazu lem-
matu (6.4), kde dokdzeme obecnéjsi vysledek nez (6.3) pro p > 2. O

Pozndmka 6.2. Prop > 2z vylepsené Poincarého nerovnosti plyne, ze zdanlivé
velmi omezujici predpoklad O‘(T) — 0 bude automaticky splnén pro PS po-
sloupnosti - tedy tam, kde nas odhady zajimaji nejvice.

Analogicky lze dokazat nasledujici lemma, kde pracujeme s Fréchetovou
derivaci E'.

Lemma 6.3. Necht p > 2 ax*,y* jsou libovolné nenulové funkce z Wol’p(Q)L.
Necht jsou predpoklady 1 a 2 splnény. Potom

E'(to1 + a(r)zh)yt = [7[Pa(r) (Xo(z", y™) + o1 ))
( )

pro |7] = o

Motivovani snahou zobecnit predchazejici lemmata se budeme snazit vy-
Setiit situaci, kdy kolmé édst ' neni zafixovdna. Proto je nejdifve tieba
dokéazat nasledujici lemma.

Lemma 6.4. Necht p > 2 a {x+} a {y+} jsou omezené posloupnosti funkci
2 WP (Q)*F. Necht jsou predpoklady 1 a 2 splnény a ||y le vy — 0. Potom

existuje podposloupnost {yn } posloupnosti {y} takovd, Ze

Qyﬁk(xik,xik) = Qo( Ty, s nk) +o(1) pron — oo,

Dukaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast tvrzeni. Druhou lze dokazat zcela analo-
gicky.

Zacneme odectenim Qq(x;, x;;) od Q1 (x
nerovnost.

|Qy n’ n) QO( Z,, n)lS

1 J_

TL ? TL

) a pouzijeme Holderovu

‘/ /A %01+Syn>)(1—s)ds——Aw1)(wn,vxﬂdt‘

1
+A(p—1) ’/ /\901 + sy, L 2( —s)ds— égp’f_z> (:v,f)th‘ <
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1
p p—2

A(V(pr+syy))(1—s)ds— %A(V(pl)

—2
Tt 7 et e

1]

1
1 -
o= D[ [] [ lersur21 - ds - o
Q 0

O\

LQ p=2
p— p 1n2
at| "ot 1)

Déle ukdzeme, ze vyrazy v hranatych zavorkach v predchozi nerovnosti
konverguji k 0 pro n — oo. To spolecné s omezenost{ posloupnosti {z} v
W,y (Q) dokonéf dikaz. Opét pouzijeme Lebesgueovu vétu. Z HyﬁHWOl,p(Q) —
0 a spojitého vnofeni VVO1 P(Q) — LP(Q) plyne, ze existuje podposloupnost
{yn, } takovd, ze |Vy, (x)| a y;, (x) konverguji bodové k 0 s.v. v Q. Navic
existuji L? integrovatelné majoranty hi(x) resp. ha(z) obou posloupnosti |7,
Remark 1.2.18]. Diky (6.1) a nerovnostem z [20] dostavame

‘/A(V(SOI + sy,,fk))(l —s)ds— %A(Vgpl) <

1
-1
- ”/’V“"l*syikﬂ“ﬂ = 8) s+ Em Vil <
0
1 - o
=11Vl + 51V 177 < (0= D(Viul + 51} = g1,

1
_ I,
[ o syt 21— 5) ds = 577 <
0

1 _ 1 _
(1 + §|yﬁk|)p < (p1+ §h2)p 2= go.

Je ziejmé, 7e g; € Lﬁ(Q), i = 1,2 a predpoklady Lebesqueovy véty jsou
splnény. O

Déme-li dohromady lemma (6.4) s ideami z dikazu (6.2) dostavame
nasledujici odhady F a E'.

Lemma 6.5. Necht p > 2 a {z:} je omezend posloupnost funkei z Wy (Q)*.
Necht |1,| — o0 a e = 0. Necht jsou predpoklady 1 a 2 splnény. Potom
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existuje podposloupnost {x,fk} posloupnosti {x+} takovd, Ze pro
n — oo plati

E(Tnk(pl—i_ankxi_k) - |Tnk|p ? ik(QO(ZEi_M iL_k)—"_O(l))?

x
E/<Tnk(,01 + ankx#k)xL = |7 [P~ ank (Xo(a:,fk,x,fk) + 0(1)).

ng
Nyni muzete pristoupit k dukazu véty (6.2).
Diikaz. Cdst (a). V prvnim kroku dokdzeme, ze kazdd PS posloupnost pro
dany funkcionél je omezend. Toto tvrzeni dokazeme sporem. Piedpokladejme
tedy, ze existuje neomezens P.S posloupnost {x,} € W,7(Q). Funkce z této
posloupnosti rozdélime na soucet redlnych ndsobku funkei ¢ a z-, které
jsou na sebe kolmé v L?(Q) smyslu. Abychom predesli nejasnostem, budeme
predpokladat, ze plati ||$#||W01,p(9) = 1Vn € N, coz zaruci jednoznacnost
rozdéleni. Pro néjaka ¢isla 7, a «,, tedy plati
Tp = Tap1 + Oznxrf Vn € N.

Déle definujeme

Y= xl Vn € N.
T’rb

Vzhledem k tomu, ze {z,} je PS posloupnosti, plati také
In () — ¢ (6.4)
L(Tn) = o v Wo_l’p/(Q). (6.5)

Ze zobecnéné Poincarého nerovnosti a (6.4) plyne, Ze posloupnost {a,}
musi byt omezend. Tedy 7, — 0o a miZeme pouzit lemma 6.5°.

E(z,) = |Tn|pE(901 +yi)
= |Tn|pr7{- (y#,_’ erz_)
TP 200 Qs (2, ;)

= |mP%a2(Qo(zyr, zy) +0(1)) pron — oo

E'(zy)anry = [Tl anE (o1 + yo)oy
= || O‘anL (yn7 )
TalP 200 Xyt (2, )
= |T.P%a? (ZQO(xn,xn) + 0(1)) pro n — oo

9podposloupnost z,,, oznaéime znovu z,,
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Tedy pro n — oo mame

In(en) = P22 (Qolzt, ) + o(1)) — an / Fridt = ¢, (6.6)
Q

J (wn)anzy = |7|P 202 (2Qo(zy, zy) + o(1)) — an/fxidt — 0.(6.7)
Q

1

Déle ukdzeme, ze a,, [ frirdz — 0. Musime uvazovat dvé moznosti.

0

Bud Je; > 0 : Qo(zr,zr) > ¢1 ¥n € N nebo mizeme predpoklddat, ze
Qo(zt,xt) — 0. V prvnim pifpadé pozadované tvrzeni plyne z toho, 7Ze
a, — 0 kvili vztahu (6.6). V druhém piipadé je {z::} omezena posloupnost
v WP ()L, a tedy bez 4jmy na obecnosti miizeme piedpoklédat, ze kon-
verguje k néjaké funkci zi € Wy (Q)*. Vzhledem ke kompaktnimu vnofeni
WyP(Q) — L*(Q) méme x> — z3 v L*(Q). Kvadraticky funkciondl Qg je
uzaviitelny v L?(Q2), a tedy Qo(zy,zy) = 0. Z lemmatu 6.1 tedy plyne, ze
funkce zy je realny ndsobek ;. Ale 23 a ¢; jsou ortogonalni, a tedy x5 = 0.

To znamend, ze [ frrdt — [ fzydt =0 a omezenost posloupnosti o, davd
Q Q
pozadované tvrzeni.

1
Mame-li o, [ fz-dt — 0 spolecné s (6.6) a (6.7), dostdvame
0

E(zn) = |mlP2aiQys (v, a7) = ¢ #0, (6.8)
E'(z)anzy = |mlP el X, (2, zy) — 0. (6.9)

To je ale spor vzhledem k tomu, ze ziejmé plati 0 < Q1 (zy,zy) <
X1 (z;y, x;y). Posloupnost {x,} musi tedy byt omezend. Déle ukézeme, ze z
kazdé PS posloupnosti muzeme vybrat jeji konvergentni podposloupnost.

Z omezenosti {x,} plyne, Ze existuje jeji podposloupnost, pro jednodu-
chost opét oznacend {z,}, kterd slabé konverguje v W, (€) k néjaké funkci
xo. Potfebujeme ukazat, ze také x,, — xq silné. Je nékolik moznosti jak toto
tvrzeni dokéazat. Pouzijeme myslenku podobnou té, se kterou se setkavame
pii vySettovani monoténnich operdtort.
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Oznacme y,, := x,, — To. Mdme J} (z,)yn, — 0 a tedy

/ IVu,|P 2V, (Va, — Vag) dt — N\ / |20 [P 22 (2, — o) dt
0 0

—/f(xn—xo) dt —0.  (6.10)
Q

Z definice {y, } plyne, Ze tato posloupnost slabé konverguje k nulové funkci
ve W, P(€) a kompaktni vnoreni Wy (Q) < LP(Q) davd y, — o v LP(Q).
Plati tedy

/|xn|p_2xn(mn —xo) dt — 0,
Q

/f(xn—:vo) dt — 0.
Q

To znamend, ze (6.10) se redukuje na

/|V:En|p_2Vxn(Vxn — Vo) dt — 0.
0

Vzhledem k tomu, ze y,, — 0 plati také

/|ng|p_2Vm0(Vxn — Vo) dt — 0.
Q

Nyni odec¢teme predchozi dvé rovnosti a pouzijeme Holderovu nerovnost

/ (V|2 [PV, — Vo’ ?Vay) (Va, — Vzg) dt - (= 0)
Q

B /<|Vxn|p — |V [PV, Vg — [V Vo Vi, + !V$0|p> dt

Q
p p—1
Z Hxn”WOl’p(Q) - ||./L'0’ Wol’p(ﬂ)||anW01’p(Q) -
—1
Nl oy o sy + B0y,
-1 -1

B (Hx”l werey ~ 1ol ];v&’pm)) (”x"”W&”’(ﬂ) - ”‘UOHW&’P(m)
> 0.
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Tedy ||xn||W01,p(Q) — ||x0||W01,p(Q) a diky stejnomérné konvexité Wy" ()
musi platit z,, — xo.

Cdst (b). Ovéffme, ze neomezend PS posloupnost zkonstruovand v [8]
narusuje také C¥() posloupnost. Myslenka konstrukce takové PS posloup-
nosti je nasledujici. Nejdtive si uvédomme, ze pro libovolné 7 € R je funk-
ciondl 2t — Jy, (¢ + 1) definovany na W, P(Q)* slabé koercivni a jeho
globalnf minimum z spliiuje nésledujici rovnice

—Ap(Tor + x7) = M1 + 2 [P (T + a))
:fl"i_gf(pl in Qa

vt =0 na 09,

<$i‘,g01> =0

pro néjaky Lagrangeuv multiplikator ;.

Poté vezmeme libovolnou posloupnost {7,} takovou, ze 7,, — oo a pro
jednoduchost oznacime xin =2}t ag, = ¢, Lze dokdzat [21, Proposition
6.1], 7e ¢, — 0, Jy, (Top1 + 75) = 0 a

Ja (a1 + 27)0 = <, / 19 (6.11)
Q

pro libovolnou testovaci funkci ¢ € W, 7(Q) [8, Proposition 4.4].

Tedy {x+} je neomezend PS posloupnost, protoze pravd strana (6.11)
konverguje k 0. Abychom dokézali, ze C*() podminka je narusena také,
musime vySetfit jak rychl4 je tato konvergence. Odpovéd je ddna ndsledujicim
odhadem z [21, Proposition 6.1]

1111—{20 §n|7—n‘p_27n =(p— 2)”‘:01”;22@)@0(1”’ w), (6.12)

kde w € D,, je jednoznacné feSeni tlohy

—div(A (V) Vw)= \eP 2w+ f v
w =10 mna 0.

Navic mdme Qq(w,w) > 0.
Z (6.11), (6.12) a H:ci”w(}p(Q) — 0 (viz. dukaz [8, Proposition 4.4]) plyne,
ze existuji kladné konstanty ¢, a ¢y takové. ze plati
_ 1—
173, (1 + )l @) < 1l ™7 < callmipn + 2l b
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Tedy ||J3, (Tapr + u#)”w,l,p/(m konverguje k 0 piilis rychle na to, aby
mohla C¥") podminka platit.

Cdst (c). Zde nedoslo k zadnému vylepsent.

Cdst (d). Opét dokazeme sporem. Necht {x,} je C' posloupnost pro funk-
cional Jy,. Mame tedy

Iy () = E(xn)—/fxn dt = ¢ >0,
Q

I\ (@n)u, = E'(xy)x, — /f:cn dt — 0.
Q

Vzhledem k tomu, ze F(z,) = I%E’ (x,)x, déle dostavame

/fxndt o
Q

l—p
pe

E'(x,)z, —
(e = 2
c

E(xz,) —
I-p

C
1-p

E(y) > 0 Yy € WyP(Q) a to je spor. To znamend, ze neexistuji zadné
C posloupnosti pro Jy, na kladnych trovnich a Cerami podminka trivialné
plati. O

Pro kladné c je vyraz zaporny, ale z Poincarého nerovnosti plyne

6.5 Fredholmova alternativa pro p-Laplacian

V zavérecné ¢asti pro uplnost doplnime informace o feSitelnosti problému,
ktery motivoval ¢asti predchozi. Tedy hledani slabych reSeni ulohy

Az — M|z|P P =f v Q,
r=0 na 02,

kdy funkce f € L>®() je kolmé na ¢; v L*(2) smyslu.

Ani v jednom z pripadu 1 < p < 2 a p > 2 nebyla dokédzana platnost
néjaké podminky kompaktnosti na vsech hladindch - viz véta (6.2). Presto lze
v obou piipadech dokazat existenci alespon jednoho slabého feseni. Pro 1 <
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p < 2 to dokazali Drédbek a Holubova v [6] pomoci metody horntho a dolniho
feSeni. Pro p > 2 to plyne z toho, ze funkciondl J, je zdola omezeny. Navic,
protoze Jy, (o) = 0 a J;, (o) # o, je jeho infimum zdporné. Z Ekelandova
varia¢niho principu ([7, Theorem 7.4.19]) plyne, Ze existuje posloupnost {x,, }
takova, ze ||.J), (z,)|| = OAJy, (7,) < € < 0Vn € N. Na zdpornych hladindch
plati PS podminka a musi tedy existovat i kriticky bod funkcionalu Jy,,
ktery je zaroven slabym fesenim tlohy.
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7 Zavér

Podminky kompaktnosti, které zobecnuji Palaisovu — Smaleovu podminku,
se v praxi nepouzivaji prili§ ¢asto. V literatute (str. 72 [19]) se lze napiiklad
setkat s nazorem, ze piinos téchto podminek je prilis maly na to, aby ospra-
vedlnil jejich podrobné zkouméni. Ziejmé ale kromé principidlniho duvodu
pouzivat co nejobecnéjsi tvrzeni, muze byt piinos téchto podminek i cisté
prakticky. Dobfe to je vidét v predchozi kapitole, jejiz podstatnou cast zabira
dukaz casti a) véty (6.2), kde dokazujeme platnost Palaisovy — Smaleovy
podminky, zatimco dukaz ¢asti d) - platnost Cerami podminky - je zcela
trivialni. Zejme je tedy Palaisova-Smaleova podminka upfednostnovana proto,
ze je ze zminénych podminek kompaktnosti neznaméjsi a nejsnadnéji pocho-
pitelna.

Puvodni vysledky v této préaci jsou predevsim ve tieti a Sesté kapitole
a priklady z podkapitol 4.2 a 5.4. Lze Tici, ze problém zkoumany v Sesté
kapitole byl zcela vyéerpan pro p > 2, zatimco pro 1 < p < 2 neni jasné, jak
v jeho Teseni pokracovat. Proto se k dalsi praci a studiu nabizi problematika

VVVVVV

Laplacidnem zalozenych na odhadech z Sesté kapitoly (lemma 6.5).
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Shrnuti

Tato disertacni prace se zabyva studiem varia¢nich metod a predevsim pod-
minek kompaktnosti v nich pouzivanych. Metody jsou demonstrovany na
okrajovych tlohach pro eliptické rovnice

—a(t) = g(t.2(1))

—Apz = Mzl = f,

kde Ayz := div(|Vz[P~2Vz) je p-Laplacian, p > 1 a A; je jeho prvn{ vlastn{
¢islo.

Disertacni prace je rozdélena do sedmi kapitol. V prvni a druhé jsou
¢tenafi predstaveny zaklady variacnich metod. Prvni obsahuje kratky uvod.
Druha obsahuje klasické variacni véty - naptiklad deformacni lemma, obecny
princip minimaxu a vétu o sedlovém bodé. Ve treti kapitole je naznacena
moznost, jak 1ze nalézt kritické body funkciondlu, jez nejsou extrémy a ani
je nelze nalézt pomoci metod minimaxu. Ve ¢tvrté kapitole se vénujeme dife-
rencidlni rovnici druhého radu. Je v ni obsazen priklad vyuzivajici vétu o sed-
lovém bodé k dokazani fesitelnosti okrajové tlohy. Déle jsou v kapitole inter-
pretovany klasické vysledky jako Fredholmova alternativa nebo Landesman-
Lazerovy podminky fteSitelnosti pomoci varia¢nich metod. V paté kapitole
jsou predstaveny obecnéjsi podminky kompaktnosti nez obvykle pouzivana
Palais-Smaleova podminka. Na ptikladech jsou ukazany nové moznosti, které
nam tyto podminky nabizeji. Sestd kapitola piedstavuje jadro préace. Je v ni
zkouména platnost ruznych podminek kompaktnosti pro okrajovou tlohu
s p-Laplacidanem a obecné také geometrie energetického funkcionalu pro p-
Laplacian. Sedmé kapitola obsahuje kratké zhodnoceni vysledki a navrzeni
sméru dalsiho studia.
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Summary

This dissertation studies variational methods and compactness conditions
used in them. The methods are illustrated on the boundary problems for
elliptic equations

—a"(1) = g(t,2(1))

and
—Apr — M|zPPr = f,

where A,z := div(|Vz[P~2Vz) stands for p-Laplacian, p > 1 and \; is its
first eigenvalue.

This doctoral thesis is divided into seven chapters. In the first two we
introduce the basics of the variational theory. The first contains a short
introduction. The second includes classical variational theorems - e.g. the
deformation lemma, general minimax principle or the saddle point theorem.
The third chapter presents a way to find a critical point of a functional
which is not a local extrema or a minimax point. In the fourth chapter we
investigate second order boundary value problem. The chapter includes an
example of use of the saddle point theorem as well as varional view on some
well known results - eg. the Fredholm alternative or Landesman-Lazer con-
ditions. The fifth chapter introduces compactness conditions that are more
general than the standard Palais-Smale condition. Several examples show
the advantages of these new conditions. In the sixth chapter we thoroughly
investigate the Fredholm alternative for the p-Laplacian and the geometry
of the energy functional related to the p-Laplacian in general. The seventh
chapter includes a short assessment of the results.
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