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Řešitelnost nelokálnı́ch okrajových úloh

Yulia Tigay1, Gabriela Holubová2

1 Úvod
Naše diplomová práce se zabývá otázkou existence netriviálnı́ho řešenı́ nelokálnı́ch ne-

boli vı́cebodových okrajových úloh. Konkrétně v tomto přı́spěvku jsme se zaměřili na čtyřbodovou
okrajovou úlohu. V přı́spěvku jsou charakterizovány systémy vlastnı́ch čı́sel a jim odpovı́dajı́cı́
systémy vlastnı́ch funkcı́ čtyřbodové úlohy.

2 Čtyřbodová okrajová úloha
Výchozı́ čtyřbodová okrajová úloha s okrajovými čtyřbodovými podmı́nkami má tvar:

u′′(t) + λu(t) = 0, t ∈ (0, π),

u(0) = u(ξ),

u′(π) = u′(η),

(1)

kde λ ∈ R, ξ ∈ (0, π), η ∈ (0, π). Trojici (ξ, η, λ) ∈ (0, π)× (0, π)× ∈ R nazveme vlastnı́ tro-
jicı́, jestliže úloha (1) má netriviálnı́ řešenı́ u(t), pro které je diferenciálnı́ rovnice v (1) splněna
pro každé t ∈ (0, π) a která vyhovuje okrajovým podmı́nkám v (1). Hodnotu λ = λ(ξ, η)
pak budeme standardně nazývat vlastnı́m čı́slem. Přı́slušné nenulové násobky u(t) nazýváme
vlastnı́mi funkcemi okrajové úlohy.

Podrobnějšı́ struktura vlastnı́ch trojic a vlastnı́ch funkcı́

Uvažujeme vlastnı́ trojic (η, ξ, λ) ∈ 〈0, π)×〈0, π)×R. Množinu všech vlastnı́ch trojic značı́me
σ.

σ = C2n ∪ C2k−1 ∪ C2l, n, k, l ∈ N,

C2n =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
2nπ

π − η

)2
}
,

C2k−1 =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2
}
,

C2l =

{
(ξ, η, λ) : λ =

(
2lπ

ξ

)2
}
.

3 Výsledky zkoumánı́
Hlubšı́m zkoumánı́m se nám podařilo nalézt analytické předpisy pro systémy vlastnı́ch

čı́sel a vlastnı́ch funkcı́ a to nasledujı́cı́:

1. λ0 = 0 =⇒ u0(t) = 1,

2. λ2n =

(
2πn

π − η

)2

=⇒ u2n(t) = cos(
√
λ2n)

(
t− ξ

2

)
,
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3. λ2l =
(
2πl

ξ

)2

=⇒ u2l(t) = sin(
√
λ2l)

(
t− π + η

2

)
,

4. λ2k−1 =
(
(2k − 1)π

π + η − ξ

)2

=⇒ u2k−1(t) = cos(
√
λ2k−1)

(
t− ξ

2

)
.

Pro přı́pad 2., 3., 4., budeme uvažovat vybrané hodnoty parametrů a to následujı́cı́:

η = 1.3 < ξ = 2.8, ξ = 1.3 < η = 2.8, η = ξ = 0.8.

Obrázek 1: Prvnı́ dvě vlastnı́ funkce u1, u2 pro
různá nastavenı́ parametrů ξ, η.

Obrázek 2: Struktura množiny σ pro různá na-
stavenı́ parametrů ξ, η.

Limitnı́ přı́pady čtyřbodové úlohy

Pokud oba parametry se budou nabývat hraničnı́ch hodnot, potom obdržı́me známé okrajové
úlohy:

1. ξ → 0, η → 0 =⇒ Neumannova úloha.

2. ξ → π, η → 0 =⇒ periodická úloha.

3. ξ → π, η → π =⇒ Dirichletova úloha.

4. ξ → 0, η → π =⇒ Dirichletova-Neumannova úloha.

4 Závěr
V práci jsme prozkoumali otázku existence netriviálnı́ho řešenı́ čtyřbodové okrajové

úlohy. Nalezli jsme tedy všechna vlastnı́ čı́sla a všechny jim odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ funkce. Dále
jsme prozkoumali přı́slušné systémy vlastnı́ch čı́sel podrobněji pomocı́ množiny σ. Všechny
obdržené výsledky byly graficky znázorněny.
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