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ANOTACE A KLICOVA SLOVA

PredloZen4 dizertacni prace se zabyva moderni oblasti matematického modelovani, kte-
rou pfedstavuje spojeni numerického feSeni matematickych modeld, jejich analyza a
také optimalizace. Toto téma je velmi aktuélni a jeho rozvoj pfinasi do oblasti védy a
techniky dulezité metody a postupy, které maji zna¢ny dopad na zpisoby navrhu a ana-
lyzy technologii, zafizeni a jejich komplexnich systémi. Motivace ke zpracovani této
prace vychazi z potfeby a obrovské chuti fesit komplikované problémy s ohledem na
praktické aplikace v oblasti elektromagnetismu.

Vlastni prace je rozdélena do péti ¢asti. Prvni ¢ast prace je zaméfena predevsim na
vymezeni feSené oblasti a zhodnoceni souc¢asného stavu poznani. Druha ¢ast prace se za-
byva formulaci sdruzenych uloh, jejich specifiky a také metodami jejich feSeni pomoci
numerickych metod a modernich algoritmt zaloZenych na metodé kone¢nych prvka
vyssich rada presnosti. Treti ¢ast prace popisuje vybrané algoritmy pro analyzu pocita-
covych modeli a optimalizaci. Ve ¢tvrté ¢asti jsou pak uvedeny rozsahlejsi ilustrativni
priklady fesenych technickych problémt a posledni ¢ast prace je pak zaméfena na shr-
nuti dosazenych vysledkt a nastinéni o¢ekavanych sméra pokracovani v dané praci.

Vsechny metody a algoritmy, které jsou v praci diskutovany, jsou pfitom implemen-
tovany do knihovny Hermes, aplikace Agros2D a systému OptiLab, ktery pfedstavuje
hlavni vystup prace. Tyto algoritmy jsou pfitom navrZeny tak, aby nebyly zavislé na
povaze feSeného problému a moznost jejich dalsiho vyuziti pro feSeni praktickych tech-
nickych loh je tak hlavnim pfinosem této prace.
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ANOTATION AND KEYWORDS

The presented dissertation thesis deals with a modern domain of mathematical mode-
ling that is represented by the connection of numerical solution of mathematical models,
their analysis and also optimization. This topic is of a very high importance and its de-
velopment brings to scientific and research disciplines methods and procedures with a
considerable impact on design and analyses of technologies, devices and their complex
systems. My motivation to this work starts from the related needs and a high temptation
to solve complicated problems with respect to practical applications in the area of electro-
magnetism.

The work itself consists of five parts. Its first part is aimed at the specification of
the area to be processed and evaluation of state of the art of relevant knowledge. The
second part deals with formulations of the coupled problems, their specific features and
also with the ways of their solution by numerical methods and advanced algorithms
based on the fully adaptive higher-order finite element method. The third part describes
selected algorithms for the analysis of the computer models and optimization. The fourth
part contains three larger illustrative examples of solved technical problems and the last
part summarizes the results obtained and indication of directions of next research in the
field.

All methods and algorithms discussed in the thesis are implemented in the library
Hermes, application Agros2D and system OptiLab, which represents the principal output
of the work. These algorithms are proposed independently of the nature of the problem
to be solved, and the possibility of their further utilization for solving practical technical
tasks is the main contribution of this thesis.

KEYWORDS
coupled problem, numerical analysis, finite element method, sensitivity analysis, optimi-

zation, genetic algorithms, Agros2D, OptiLab, triboelectric separator, induction heating,
Field metal, electromagnetic actuator, electromagnetic valve
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UVOD DO PROBLEMATIKY



MOTIVACE PRACE

ATEMATICKE MODELY a pocitacové simulace pfedstavuji v souc¢asné dobé velmi silny
M nastroj, ktery je vyuzivan pii feSeni obrovské skaly riznorodych uloh a to nejen
v pfirodnich védach, ale také ve védach spole¢enskych a humanitnich. Tato kapitola si
klade za cil definovat dulezité pojmy, které jsou dale v praci vyuzivany, vymezit oblast
zajmu prace a nastinit hlavni motivaci k jejimu feseni.

I.1.1 DEFINICE ZAKLADNICH POJMU

Pojem matematicky model pfedstavuje abstrakci realného systému, ktera pomoci mate-
matického aparatu popisuje na defini¢ni oblasti jeho vlastnosti a to na zakladé vstupnich
parametrii, proménnych a jejich vzajemnych vazeb. Pokud neni mozné plné popsat zkou-
manou realitu pomoci jednoho matematického modelu, je nutné fesit sdruzenou tlohu,
ktera vyuziva dil¢ich modeld a definuje jejich vzajemné provazani. V oblasti pfirodnich
véd je Casto sdruzena tloha nazyvana jako dloha multifyzikalni, protoZe spojuje dil¢i
modely popisujici rizné fyzikalni jevy.

Resenim matematického modelu, které je ¢asto oznacovano jako ptimé nebo také do-
predna uloha, Ize ziskat informace o stavu modelovaného systému, ktery zavisi na jeho
vstupnich parametrech. Pokud je naopak znamo feSeni modelu a nejsou znamé jeho
vstupni parametry, je nutné fesit inverzni ulohu, jejimz vysledkem jsou pravé vstupni
parametry. Proces tvorby modelu a jeho nasledné feseni se ¢asto oznacuje jako matema-
tické modelovani.

Ve spojeni s matematickym modelem pfedstavuje pojem simulace jeho vyuZiti pro ana-
lyzu chovani realného systému, a to pro konkrétni podminky dané vstupnimi parametry
modelu a dalsi vnéjsi vlivy. Nejrozsifenéjsi metodou simulace jsou dnes bezesporu simu-
lace pocitacové, které vyuzivaji interpretace matematického modelu na po¢itaci, prede-
v§im pak pomoci rychle se rozvijejicich numerickych metod (pocitacovy model).

Pfi studiu realného systému je tedy nutné opakované provadét simulaci a nasledné
ziskané vysledky analyzovat. K analyze vysledkt pfitom mzeme ptistoupit nékolika
zpusoby mezi které patfi parametricka studie udavajici zménu vysledkt simulace pii
zméné konkrétniho vstupniho parametru, nebo analyza citlivosti, ktera slouzi k odhaleni
vlivu libovolného parametru na vysledek feseni daného modelu.



i.1.2 VYMEZENI RESENE OBLASTI

1.1.2 VYMEZENI RESENE OBLASTI

Snad ve vSech oblastech soudobé védy a techniky lze povazovat matematické modely a
pocitacové simulace za velmi silné nastroje, které umoziuji zkoumat slozité a komplexni
systémy, které Casto ani neni mozné studovat jinymi zptisoby. Komplexita matematic-
kych modelu se stale nezadrzitelné zvysuje a tim vznika znacny tlak na rozvoj oblasti
numerické matematiky, vypocetnich techniky a také algoritmizace.

V oblasti védy jsou tyto pozadavky dany pfedev§im nutnosti modelovat stale slozitéjsi
ulohy, které popisuji extrémné komplexni systémy, jako miZe byt napfiklad modelovani
geodynamickych procest, simulace ¢innosti lidského mozku, modelovani globalni cirku-
lace atmosféry a dynamiky vod oceanu, nebo naptiklad simulace vyvoje galaxii.

Pozadavky v oblasti techniky jsou do zna¢né miry totozné, stale se zvysujici slozi-
tost uloh je vSak dale doplnéna o poZadavky na moZnost nasledného vyuziti vysledki
simulaci a to naptiklad k disledné analyze zkoumané technologie nebo optimalizaci vy-
vijeného zatizeni. Proti sobé vsak stoji poZadavek na zvySeni slozitosti tlohy, ktery ma za
nasledek nutné zvyseni vypocetni narofnosti a zaroven pozadavek na jeji sniZeni vzhle-
dem k nutnosti opakovaného feseni modelu pii analyze ¢i optimalizaci.

Ke splnéni zminénych pozadavku je tedy nutny vyvoj pokrocilych numerickych me-
tod, které umozni vyrazné snizit vypocetni naro¢nost slozitych matematickych modelt a
zaroven také vyvoj pokrocilych metod a algoritmi, které umozni analyzu a optimalizaci
daného modelu s nejmensim moZnym poctem jeho opakovaného feSeni. Spojeni obou
uvedenych oblasti je pravé hlavnim tématem této prace.

1.1.3 AKTUALNI PROBLEMY A VYZVY

Pres znac¢ny rozvoj numerickych metod, vypocetni techniky i algoritmi pro feseni ma-
tematickych modelt stale existuje nespoetné mnozstvi problému, které nejsou dopo-
sud vyfeSeny. Mezi tyto problémy patfi naptiklad Glohy s nesouméfitelnymi skalami
feSeni (multiscale modeling), mezi které patfi naptiklad rekonekce magnetickych silo-
¢ar [1] nebo modelovani material s rozdilnymi prostorovymi a ¢asovymi $kalami [2].
Extrémné rozmérné ulohy (exascale computing) jsou dalsim pfikladem nevyfeSenych
problémi [3]. Jedna se naptiklad o tlohy simulace granulovanych materialt [4], mapo-
vani volnych hranic povrchii [5] nebo trasovani pohybu elektricky nabitych ¢astic [6].
Mezi dalsi problémy, které v oblasti matematického modelovani budi zna¢nou pozornost,
rozhodné patfi velmi rychlé pfechodové déje [7] [8] [9], silné nelinearni Glohy [10] [11]
nebo vyvoj a feSeni matematickych modelii respektujicich metamaterialy [12] [13] a ma-
teridly s komplexné definovanymi vlastnostmi (hystereze a anizotropie) [14] [15] [16].

Slozitost a vypocetni naro¢nost feseni matematickych modelt je obrovskou vyzvou
pro vyvoj algoritmi pro jejich analyzu a optimalizaci. Obzvlasté pak pro pfipad sdruze-
nych uloh, které jsou charakteristické pravé naroc¢nosti jejich reseni.



SOUCASNY STAV POZNANT

ATEMATICKE MODELY jejich numerické feseni, analyza a optimalizace jsou velmi roz-
M sahla témata, ktera jsou soucasné rozvijena v mnoha oblastech a v mnoha riznych
podobéch. Cilem této kapitoly je struéné poukazat na soucasny stav poznani. Vzhledem
k 8ifi vSech téchto oblasti bude uveden jen vybér modernich metod, algoritmt a technik
relevantnich k zaméfeni této prace.

1.2.1 MODERNI NUMERICKE METODY PRO RESEN{ SDRUZENYCH ULOH

Soucasny vyvoj numerickych metod pro feseni fyzikalnich poli a sdruzenych tloh lze
rozdélit na dva zakladni sméry, kterymi jsou redukce stupria volnosti a zaroven akce-
lerace algoritmt.. Oba tyto sméry jsou pfitom evokovany jiz zminénou potfebou feseni
stale komplexnéjsich uloh, které jsou vypocetné enormné narocné.

Redukce stuprit volnosti

Numerické metody feSeni parcialnich diferencialnich rovnic vzdy vedou na soustavu
rovnic algebraickych, jejichZ feSeni predstavuje zaroven feseni formulovanych rovnic.
Vypocetni naro¢nost téchto tloh je tedy do zna¢né miry zavisla na po¢tu stupiit volnosti*
této soustavy. Jejich redukce je vSak mozna jen pii zachovani nebo dokonce zvyseni
presnosti vysledného feseni. [17] [18]
« Prostorova adaptivita [19], [20] [21] [22] [23] [24] [17] [18]
Efektivni zvladnuti prostorové adaptivity umoziuje vyrazné snizit vypocetni na-
ro¢nost fesenych tloh spole¢né se zvySenim jeji pfesnosti. Toho je docileno auto-
matickou Gpravou diskretizacni sité s cilem snizeni chyby feSeni a sniZeni stupnt
volnosti vysledné soustavy algebraickych rovnic.
» Vyuziti rozdilnych diskretizaé¢nich siti [25] [26] [17]

Vyuziti rozdilnych diskretiza¢nich siti (multi-mesh) pro soustavy parcialnich dife-
rencialnich rovnic umoznuje respektovat charakteristické vlastnosti kazdé rovnice

1 Pocet stupnil volnosti udava pocet nezavislych proménnych dané soustavy.



i.2.1 MODERNI NUMERICKE METODY PRO RESENf SDRUZENYCH ULOH

a zaroven také umoznuje vyuziti jiz zminéné prostorové adaptivity pro jednotlivé
sité zvlast.

Dynamické sité [27] [28] [29] [17]

Vypocetni naroc¢nost nestacionarnich parcialnich diferencialnich rovnic lze velmi
vyrazné snizit vyuzitim rozdilnych siti pro kazdy ¢asovy krok. To je mozné diky
technologii dynamickych siti, kdy je diskretiza¢ni sit adaptovana v kazdém caso-
vém kroku. Vysledkem je velmi vyrazna redukce stupii volnosti.

Krivocaré elementy, visici uzly [30] [31] [32] [33] [17]

Kfivocaré elementy umoziuji velmi pfesné aproximovat zakfivené hrany defini¢ni
oblasti dlohy. Jejich vyuziti pro ulohy vyznacujici se geometrickou slozitosti vede
k velmi vyraznému snizeni stupnt volnosti. Stejné je tomu také pti vyuziti visicich
uzld, které zamezuji propagaci zjemnéni po diskretiza¢ni siti.

Akcelerace vypocetnich algoritmii

Pres znaény rozvoj vykonnosti vypocetnich techniky je velmi dalezité vénovat znaénou

pozornost snizovani vypocetni naro¢nosti algoritmi. Tento trend je zptisoben pfedevsim

stale rostouci komplexitou fesenych problému a dale také zvysujicimi se pozadavky na

rychlost ziskani vysledkd a nebo napiiklad enormnim nartastem energetické naroc¢nosti

feSeni vykonnych vypocetnich systémi [34].

« Paralelizace algoritm [35] [36] [37]

Velmi vyrazného urychleni algoritmi lze dosdhnout jejich efektivni paralelizaci na
vypocetnich systémech se sdilenou opera¢ni paméti, a to jak pfi sestavovani matic
reprezentujicich soustavu algebraickych rovnic a jejich feseni, tak pfi zobrazeni
vysledkt feseni.

Doménova dekompozice [38] [39] [40] [41]

Pro vyuziti vypocetnich systémi s distribuovanou paméti je nutna doménova de-
kompozice problému, kterd umozni rozdéleni fesené tlohy na nékolik prevazné
nezavislych celktl. Velkou vyzvou pro tuto oblast matematického modelovani pred-
stavuje zapojeni pokro¢ilych technik jako je prostorova adaptivita, protoZe se zna¢né
zvy$uje nutnost vzajemné komunikace mezi jednotlivymi doménami.

Casova adaptivita [42] [43] [17]

Casova adaptivita predstavuje velmi efektivni techniku pro feseni nestacionarnich
parcialnich diferencialnich rovnic. Umoziiuje snizit pocet nutnych ¢asovych kroka
a tim celkovou ¢asovou naroénost vypoctu tlohy pomoci adaptivni zmény délky
kazdého kroku na zakladé zmény feSeni, a to pfi zachovani jeho celkové presnosti.
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« Efektivni algoritmy pro reSeni nelinearnich aloh [44] [45]

Reseni silné nelinearnich tloh je velmi komplikovany a vypocetné naroény proces.
Standardni numerické metody jako je Picardova nebo Newtonova metoda je ¢asto
nutné doplnit o pokrocilé techniky jako je Andersonova akcelerace nebo automa-
ticka volba faktoru tlumeni. Pozornost je také vénovan velmi efektivnim metodam
jako je napfiklad Newton-Krylova metoda.

» Efektivni algoritmy feSeni soustav algebraickych rovnic [46] [47] [48]

P1i efektivnim zvladnuti implementace numerickych metod feseni parcialnich di-
ferencialnich rovnic je ¢asové nejnarocnéjsim procesem vycisleni koeficienta se-
stavené soustavy algebraickych rovnic. Akceleraci metod jejich feseni lze velmi
vyrazné snizit vypocetni naroc¢nost celé ulohy. Mezi moderni sméry v této oblasti
patfi iterativni metody pro feSeni extrémné rozsahlych uloh nebo naptiklad me-
toda vice siti (multigrid).

+ Specialni metody feseni a jejich kombinace [49] [50] [51]

Pro feSeni riznych typt parcialnich diferencialnich rovnic jsou vhodné rtizné me-
tody. Spojeni dvou nebo vice metod pfi feSeni soustav, kde se vyskytuji rovnice raz-
ného typu muze vede Casto ke zna¢nému urychleni nalezeni jejiho feSeni. Stejné
tak specialné vyvijené metody uréené pro feseni konkrétnich dloh.

1.2.2 MODERNf METODY PRO ANALYZY A OPTIMALIZACE

Vyvoj v oblasti metod analyzy pocita¢ovych modeld a optimalizace s jejich vyZitim lze
rozdélit do dvou protichidnych oblasti. Prvni oblasti je zvySovani komplexity vyuZziva-
nych metod a druhou je stejné jako v oblasti numerickych metod akcelerace algoritm.

ZvySovani komplexity metod

Cilem zvysovani komplexity pouzivanych metod je snaha o ziskani maxima relevant-
nich informaci o zakonitostech analyzovaného modelu a zarovenn maximum informaci
zaclenit také do procesu optimalizace.

« Analyza citlivosti [52] [53] [54] [55]

V oblasti numerické matematiky je analyza citlivosti standardné pouzivanou tech-
nikou. V oblasti modelovani technickych udloh je vsak jeji pouziti i pfes nesporny
pfinos jen ojedinélé. Obzvlasté pak analyza citlivosti charakteristickych geomet-
rickych parametr umoziuje pfesné a jasné pochopeni hlavnich zakonitosti.

Soucasny vyvoj v oblasti metod analyzy citlivosti je zaméfen pifedevsim na kvanti-
fikaci vzajemné interakce jednotlivych parametri. Vypocetni naro¢nost viak casto



1.2.2 MODERNI METODY PRO ANALYZY A OPTIMALIZACE

brani jejimu praktickému vyuziti. Dalsi rozvoj této oblasti je sméfovan predevsim
na vyuziti nestandardnich technik jako je napfiklad teorie fuzzy mnozin.

« Analyza odolnosti a spolehlivosti [56] [57] [58] [59]
Vyuziti tvarové a predevsim pak topologické optimalizace pfi navrhu zatizeni umoz-
nuje hledat nové, neotfelé a vysoce optimalizované varianty jejich provedeni. Ty
vSak velmi Casto vykazuji snizenou odolnost vii¢i zménam vstupnich parametri.
Z tohoto duvodu je velmi diilezité vypocet a analyzu odolnosti a také spolehlivost
modelu zafadit pfimo do optimaliza¢niho procesu.

« Multikriterialni optimalizace [56] [60] [61]

Pokrok v efektivité numerickych metod stéle vice otevird moznosti feSeni optima-
lizaci podléhajicich vice nez jednomu kritériu. Tyto ulohy jsou charakteristické
obrovskou vypocetni naroc¢nosti a to obzvlasteé pro vice nez dvé kritéria. V této ob-
lasti optimalizace je v soucasné dobé kladen obrovsky diraz pfedevsim na vyvoj
sofistikovanych optimaliza¢nich metod a algoritmu.

« Optimalizace zavisla na feseném problému [62] [63] [64]

Optimaliza¢ni techniky, jako je napfiklad topologicka optimalizace, jsou velmi
Casto vyvijené pro specifické pozadavky konkrétniho oboru a jejich efektivni vy-
uZziti v jiné neZ zamyslené oblasti je ¢asto velmi narocné. Z ohledem na tento pro-
blém je velkad pozornost v soucasné dobé vénovana pravé multidisciplinarnimu
pojeti optimaliza¢nich technik.

» Pokroc¢ila omezeni a podminky vyrobitelnosti [62] [65] [66]

Standardni zptisoby omezeni mnoZiny vSech moznych feseni optimaliza¢nich dloh
jsou Casto nedostacujici, a to pfedev§im s ohledem na specifické podminky zavislé
na daném problému a komplikované podminky vyrobitelnosti. Zpisob jejich za-
¢lenéni a tomu odpovidajici definice je jednou ze stale nedofesenych oblasti.

Akcelerace algoritmi

Akcelerace algoritmti analyzy matematickych modelt a optimalizace jsou podminény
predevsim vyvojem pokrocilych metod efektivniho prohledavani mnoziny hodnot para-
metrt [67] [68], rychlé analyzy velkého mnozstvi dat [69] [70] a samozfejmé také vyvo-
jem sofistikovanych optimaliza¢nich algoritmu [71] [72] [73] [74] [75]-

Algoritmy pro analyzu a optimalizaci mohou byt ve zna¢né mife paralelizovany, a
to jako pro vypocetni systémy se sdilenou tak distribuovanou paméti [76] [77]. Velmi
perspektivni oblasti jsou s ohledem na soucasny stav poznani pfedevsim metody redukce
fadu modelu [78] [79], které jsou uréeny ke snizeni komplexity matematického modelu
pfi jeho numerickém feseni. PouZiti téchto metod umoznuje provadét extrémné rychlé
analyzy a optimalizace, a to takfka v realném case.



1.

HLAVNI CILE PRACE

LAVNT ciL prace, ktery jsem si stanovil, vychazi z potfeby a obrovské chuti fesit kom-
H plikované technické problémy spojené s feSenim matematickych modelt sdruze-
nych uloh, jejich analyzy a optimalizace a to pfedevsim s ohledem na praktické aplikace
v oblasti elektromagnetismu. Vystupem mé prace by mél byt predevsim dostatecné kom-
plexni nastroj ureny pravé pro feseni sdruzenych tdloh, jejich analyzu a optimalizaci a
v neposledni fadé také metodika jejich vyuziti. Aby bylo dosazeno tohoto vystupu for-
muloval jsem néasledujici dil¢i cile prace:

» Vyvoj a implementace algoritmu pro feSeni matematickych modelt a sdruzenych
uloh pomoci pokro¢ilych numerickych metod.

« Vyvoj, implementace a testovani algoritmt pro analyzu a optimalizaci poéitaco-
vych modeli s vysokou vypocetni naro¢nosti.

« Navrh a implementace komplexniho systému umozniujiciho efektivni praci s vel-
kym souborem pocitacovych modeld a jejich feSeni s vyuzitim mnoha vypocetnich
zdrojti (high-throughput computing) a naslednou analyzu ziskanych vysledki.

« Ovéfeniimplementovanych algoritmt a jejich vyuZiti pro feseni konkrétnich tech-
nickych problémi.



1.

METODIKA A STRUKTURA PRACE

ETODIKU RESENT préace jsem zvolil s ohledem na stanovené cile a predevsim pak
M s ohledem na moznost plného vyuziti vysledki prace pro feseni praktickych tech-
nickych uloh. Vsechny vyvijené algoritmy pro analyzu a optimalizace poc¢itacovych mo-
deld jsem tedy implementoval do systému OptiLab, ktery je soucasti aplikace Agros2D
urcené pro feseni fyzikalnich poli a sdruzenych uloh. Vyvinuty systém plné vyuziva
moznosti aplikace a zroven je zna¢né rozsifuje a dopliiuje.

Aplikace Agros2D’ je vyvijena nasi skupinou na Katedre teoretické elektrotechniky
ZapadocCeské univerzity a je distribuovana pod GNU GPL. Tato licence umoziuje Ag-
ros2D a OptiLab vyuzivat bez omezeni a vystupy prace tak mohou slouzit §iroké odborné
vefejnosti. Zaroven je zde velky potencial dalsiho rozvoje implementovanych algoritmd,
protoze jsou plné dostupné viechny zdrojové kody. [18]

Algoritmy implementované do systému OptiLab jsou plné vyuzivany pro feseni kon-
krétnich technickych tloh, které vznikly v ramci dalSich vyzkumnych nebo vyvojovych
projektt. Vysledky dosazené v ramci vybranych projektd, na jejichz feSeni jsem se podi-
lel, jsou soucasti prace a maji za cil ilustrovat moznosti vyuziti vyvinutych algoritmi.

Vlastni praci jsem strukturoval do péti ¢asti. Prvni Cast prace je zaméfena predevsim
na vymezeni feSené oblasti a zhodnoceni soucasného stavu poznani. Druha ¢ast prace se
zabyva formulaci sdruZenych tloh, jejich specifiky a také metodami jejich FeSeni pomoci
numerickych metod a modernich algoritmt zaloZenych na metodé kone¢nych prvka
vyssich rada presnosti. Vsechny popisované algoritmy jsou pfitom implementovany do
aplikace Agros2D nebo do knihovny Hermes?.

Treti cast prace popisuje vybrané a pouzivané algoritmy pro analyzu pocitacovych
modeld a optimalizaci. Dale je v této ¢asti podrobnéji popsan systém OptiLab. Ve ¢tvrté
Casti jsou diskutovany ilustrativni pfiklady feSenych technickych problémi a v posledni
casti prace je uvedeno shrnuti dosazenych vysledkt a jsou nastinény sméry dalsiho vy-
voje.

1 http://www.agroszd.org
2 http://www.hpfem.org/hermes
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POCITACOVE MODELOVANI SDRUZENYCH ULOH



11.1

MATEMATICKE MODELY SDRUZENYCH ULOH

DRUZENE ULOHY modeluji v oblasti elektromagnetismu interakci elektrického a mag-
S netického pole s dal§imi fyzikalnimi jevy, pficemz se velmi Casto jedna o dalsi fyzi-
kalni pole. Napiiklad u problému popisujicich vznik tepla vlivem ptisobeni elektromag-
netického pole na latkové prosttedi, mezi které lze fadit pfimy odporovy, indukéni nebo
dielektricky ohfev, se velmi ¢asto setkavame s matematickymi modely, které predstavuji
sdruzenou dlohu obecné elektromagnetického pole a pole teplotniho. Dalsimi pfiklady
muize byt napfiklad interakce elektromagnetického pole a pole mechanického namahani
a deformaci (elektrostrikce, magnetostrikce, piezoelektricky jev, termoelastické jevy),
pole proudéni tekutin (elektrohydrodynamika, magnetohydrodynamika), akustické pole
a mnoho dalsich. Tyto ulohy jsou typické spojenim nékolika matematickych modeld,
které 1ze obecné popsat pomoci parcialnich diferencialnich rovnic.

harmonické Ztraty  Mestacionarn teplota pole termo- posun
magnetické pole tepltoni pole elastickych deformaci

f

Obr. 1: Priklad ilustrujici feSeni sdruzené ulohy nékolika fyzikalnich poli popsanych
pomoci parcidlnich diferencialnich rovnic a to pro pfipad termoelastického ak-
tuatoru: harmonické magnetické pole vytvoii vifivé proudy v elektricky vodi-
vém jadre, které maji za nasledek vznik tepelnych ztrat, otepleni (teplota zpétné
ovlivni elektrickou vodivost) a nasledné deformaci jadra vlivem roztaznosti da-
ného materialu

Mezi sdruzené ulohy v elektromagnetismu se vSak také fadi spojeni elektrického a
magnetického pole s fyzikalnimi jevy plné charakterizovanymi matematickymi modely,
které jsou popsany obycejnymi diferenciadlnimi rovnicemi nebo dal§imi typy rovnic jako
jsou naptiklad linearni algebraické rovnice. Do této skupiny sdruzenych tloh lze pak
fadit napfiklad spojeni elektromagnetického pole s modely elektrickych obvodu, pohy-
bovymi rovnicemi pro dynamiku téles a mnohé dalsi.

Jednotlivé modely popisujici sdruzenou tlohu lze pfitom fesit nezavisle na sobé jen ve
specifickych pripadech. Praktické tlohy ¢asto vedou na sdruzené ulohy, kde jsou jednot-

12



MATEMATICKE MODELY SDRUZENYCH ULOH

pohybové sila stacionarni indukcnost nestacionarni
. <+ . , > g z
rovnice magnetické pole elektricky obvod

bt

poloha elektricky proud

Obr. 2: Priklad ilustrujici feSeni sdruzené ulohy fyzikalniho pole a dalsich fyzikalni déja
popsanych pomoci oby¢ejnych diferencialnich rovnic a to pro pfipad elektromag-
netického aktuatoru: statické magnetické pole silové ptsobi na téleso, jehoZ po-
hyb charakterizuji pohybové rovnice a dale urcuje indukénost budici civky jejichz
elektricky proud je dan fesenim prechodného déje v RL obvodu

liva pole mezi sebou svazana a vzajemné se mezi sebou ovliviiuji. Jako piiklad takovéto
sdruzené tlohy uvedme dlohu indukéniho ohfevu feromagnetickych, elektricky vodi-
vych téles, ktera ve svém obecném pojeti pfedstavuje nelinearni sdruzenou tlohu, kde je
nutné uvazovat zavislost relativni permeability na magnetické indukci a teploté, teplotni
zavislost elektrické vodivosti a samoziejmeé také teplotni zavislost tepelné vodivosti, hus-
toty a mérné tepelné kapacity. Reseni takto formulovanych tloh je velmi komplikované
a pro jejich praktické vyuziti je tak nutné Casto vyuZit velmi propracovanych algoritmu.

S ohledem na vzajemné vazby jednotlivych matematickych modeli sdruzené ulohy a
zaroven zpusob jejiho feSeni lze zavést jejich déleni do nékolika kategorii. [80]

« Linearni slabé sdruzena iloha

Tento typ tlohy je s ohledem na sloZitost jejiho feSeni nejednodussi a to prede-
v§im z divodu zanedbani vzajemnych vazeb jednotlivych matematickych modela.
Samotné feSeni lze rozdélit do nékolika postupnych krokd, kdy v kazdém kroku
je provedeno feSeni dil¢iho modelu a vysledky jeho feSeni jsou nasledné vyuzity
pro feseni modelu v kroku néasledujicim.

+ Nelinearni slabé sdruzena iloha
Uloha je stejné jako v predchozim piipadé fesena po jednotlivych postupnych kro-
cich. Po vyfeseni vSech dil¢ich modelt se vsak vyuziji vysledky feseni k Gpraveé
vstupnich parametrt jednotlivych modeli a cely postup se opakuje do té doby, nez
je splnéna globalni konvergen¢ni podminka.

« Nelinearni silné sdruzena uloha

Vv

dénych. Pfi feseni takto formulované alohy se feseni vech dil¢ich matematickych
modelt provadi soucasné.

13



11.2

NUMERICKE METODY A ALGORITMY

UMERICKE METODY a jejich propracovana implementace jsou zékladem pro feseni
matematickych modelt fyzikalnich poli a sdruzenych tloh, jejich analyzu a v nepo-
sledni fadé také pro jejich vyuziti v dlohach optimalizace. Mezi dal$i pouZivané metody
feSeni lze zafadit také metody analytické, metody specialni a hybridni. Vyuziti téchto
metod se vsak Casto tyka jen specialnich vypocetnich dloh.

Analytické metody poskytuji vysledky v uzavieném tvaru a lze tak na jejich zakladé
provadét velmi komplexni analyzu modelovaného systému. Jejich vyuziti pro feSeni
praktickych uloh je vsak velmi komplikované a v mnoha pripadech, mezi které lze be-
zesporu fadit komplexni sdruzené tlohy s komplikovanou defini¢ni oblasti, je nerealné.
Svého vrcholu dosahly analytické metody v poloviné minulého stoleti. Poté se jiZ jejich
vyvoj velmi vyrazné utlumil, protoze jimi fesitelné tlohy byly prakticky vycerpany.

Numerické metody obecné neposkytuji pfesné feseni matematického modelu, ale jeho
pribliZeni ve zvolenych bodech oblasti, kterymi jsou zpravidla uzly diskretiza¢ni sité po-
kryvajici defini¢ni oblast ulohy. Pokud chceme znat hodnoty hledané velic¢iny i v jinych
bodech, musime vyuzit vhodnych interpolac¢nich ¢i extrapolacnich metod. Hlavni vyho-
dou jejich vyuziti je vSak jejich obrovska univerzalita a moznost feseni velmi komplex-
nich uloh.

Vzhledem k témto vyhodam se numerické metody zacaly velmi prudce rozvijet ve
druhé poloviné minulého stoleti. Tento rozvoj byl samozfejmé zpisoben predevsim roz-
vojem vypocetni techniky, ktera umoznila velmi rychle a pfesné fesit velké soustavy al-
gebraickych rovnic, na nez vede drtiva vétsina numerickych metod, které se v soucasné
dobé vyuzivaji pfi feSeni matematickych modeld. Prudky rozvoj numerickych metod je
ilustrovan na obr. 3 spole¢né s nékterymi vyznacenymi milniky.

Mezi prvni numerické metody, které byly vyuzivany pro feSeni matematickych mo-
delt fyzikalnich poli, Ize fadit metodu konecnych diferenci a metodu vazenych rezidui.
Pozdéji se pro feseni specifickych problému zacaly vyuzivat také metody zaloZené na
integralnim ¢i stochastickém pfibliZeni a koncem Sedesatych let se také postupné zacala
vyuzivat metoda koneénych prvki. Tato metoda zaznamenala velmi bouflivy vyvoj a od
ranych variant vyuZzivajicich pevnou diskretiza¢ni sit s linedrnimi elementy se postupné
posunula k progresivnim variantam vyssich radu presnosti, vyuzivajicich automatickou
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ii.2.1 DOLEZITE ASPEKTY VYUZIT{ NUMERICKYCH METOD
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Obr. 3: Cetnost vyskytu souslovi f v anglicky psané literatufe

adaptivitou diskretiza¢ni sité. Tyto sofistikované varianty jsou jiz charakteristické expo-
nencialni konvergenci vysledkd.

Zaklady metody kone¢nych prvka vyssich fadu navrhl némecky matematik Richarda
Courant jiz v roce 1941, ale praktické otestovani metody bylo provedeno aZ v roce 1960,
a to na prikladu z oblasti strukturalni mechaniky. Jeji prvni vyuziti v oblasti elektromag-
netického pole se datuje do let 1967-1968.

Tato kapitola bude vénovana pravé numerickym metoddm vyuzivanym pro feSeni ma-
tematickych modelt fyzikalnich poli a sdruZenych tloh a primarné metodé kone¢nych

prvki vyssich fadu piesnosti.
1I.2.1 DULEZITE ASPEKTY VYUZIT{ NUMERICKYCH METOD

Jak jiz bylo naznaceno v tvodu kapitoly, numerické metody obecné neposkytuji piesné
feSeni matematického modelu ale jeho aproximaci. Vysledky jsou tedy obecné zatizeny
chybami, které je vidy nutné minimalizovat, pfiCemZ je nutné vysSetfit, zda jsou tyto
chyby kritické ¢i nikoliv.

Kvalita vysledkt feSeni matematického modelu ziskaného pomoci numerickych me-
tod obecné zavisi na jejich vlastnostech, které 1ze zobecnit do péti kritérii:

« Konzistence, ktera urcuje shodu mezi feSenym matematickym modelem a vyu-
Zitou numerickou metodou. Pro vyuZiti dané metody je rozhodujici, aby systém
vyslednych algebraickych rovnic byl dobrou representaci ptivodni rovnice.
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ii.2.2 PREHLED NUMERICKYCH METOD PRO RESEN{ FYZIKALNicH POL{

« Stabilita udavajici citlivost pouZzité numerické metody na zmény parametrtt mo-
delu nebo napfiklad na zaokrouhlovaci chyby vznikajici v priabéhu feSeni mate-
matického modelu. Pokud je metoda nestabilni, maji tyto chyby obrovsky vliv na
nepfesnost vysledné feSeni.

» Konvergence numerické metody urcuje, zda metoda vede ke zpfesnéni vysledku
feSeni pfi zjemnéni diskretizace defini¢ni oblasti (zvétSeni poctu uzl diskretizaéni
sité, sniZzeni ¢asového kroku, atd.).

« Presnost numerické metody se udava rozdilem vysledk ziskané prislusnym pii-
bliznym feSenim od vysledkd presnych, které v§ak mohou byt neznamé.

« Efektivita numerické metody je vyjadrena jeji vypocetni naro¢nosti nalezeni apro-
ximace feSeni pfi dané definované presnosti (efektivita se casto udava pomoci po-
tfebného vypocetniho ¢asu nebo potifebnych procesorovych operaci).

Hlavnim cilem spojenym s vyvojem numerickych metod a algoritmi je ¢asto dosaZeni
co nejvyssi pfesnosti pfi nejvys$si mozné efektivité, vysoké stabilité a rychlé konvergenci.
Uvéfeni, testovani a nasledné srovnani numerickych metod je v$ak velmi komplikované
a to predevsim kvuli neznamému pfesnému feseni daného matematického modelu. Lze
sice vyuzit analyticky fesitelnych uloh, ale ziskané vysledky neni mozno zobecnit pro
jejich uplatnéni v praxi.

Pfi rozmanitosti prakticky fesenych tloh je navic nemozné vyvinout dostate¢né uni-
verzalni numerickou metodu, ktera by byla konzistentni s libovolnym matematickym
modelem. Z tohoto davodu je velmi duleZita volba vhodné numerické metody v zavis-
losti na daném problému.

II.2.2 PREHLED NUMERICKYCH METOD PRO RESENI FYZIKALNICH POL{

Numerické metody, které je mozné vyuzit pro feseni fyzikalnich poli a sdruzenych tloh
lze obecné rozdélit na metody diferencialni a integralni. Diferencialni metody vyuZivaji
diferencialniho tvaru feSenych rovnic a jejich hlavni myslenka spo¢iva v nalezeni nej-
lepsi aproximace feSeni na diskretizované defini¢ni oblasti modelu. Skupina téchto me-
tod je pomérné siroka a lze ji rozdélit do tfi zakladnich podskupin:

+ Diferenc¢ni metody jsou zaloZené na diferen¢nich aproximacich parcialnich dife-
rencialnich rovnic. Parcialni derivace libovolného fadu se v daném uzlu diskreti-
zalni sité aproximuje vyrazem pro hodnoty hledané funkce v nékolika sousednich
uzlech a zaroven vzdalenosti daného uzlu od onéch sousednich. Mezi tyto metody
se fadi naptiklad metoda kone¢nych diferenci.

+ Metody vazenych rezidui patrné predstavuji nejsilnéjsi a nejvice univerzalni na-
stroje pro feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Tyto metody jsou zaloZzeny na
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ii.2.3 METODA KONECNYCH PRVKU VYSSfCH RADU PRESNOSTI

minimalizaci vaZené chyby ve vySetfované oblasti. Pfesné feseni pfislusné rovnice
je nejprve nahrazeno pfibliznym feSenim ve tvaru fady sestavajici ze zvolenych
testovacich funkci nasobenych koeficienty, jez je tfeba v tomto smyslu optima-
lizovat. Metodami které patfi do této skupiny jsou naptiklad naptiklad metoda
nejmensich ¢tverct nebo Galerkinova metoda.

» Varia¢ni metody jsou zaloZeny na variacni reprezentaci parcialnich diferencial-
nich rovnic. Problém feSeni dané rovnice se transformuje na problém stanoveni
funkcionalu a hledani podminek, za nichz feSeni uvedené rovnice vede k extrému
tohoto funkcional. Nejzndméjsi variani metoda je bezesporu metoda koneénych
prvki a Ritzova metoda.

Do skupiny integralnich metod lze zatadit zejména metody uZivané pro feSeni inte-
gralnich a integrodiferencialnich rovnic a dale také technologie pro vypocty velkého
mnozstvi uréitych i neuréitych integralt vyskytujicich se ve vyrazech pro rtzné veli-
¢iny linearnich a homogennich poli nebo algoritmy kombinujici jak feSeni integralnich
rovnic, tak i uréovani integralnich vyrazt. Mezi tyto metody tedy patii napiiklad metody
hrani¢nich prvki nebo velmi univerzalni metoda momentu.

Integralni metody predstavuji mohou za jistych okolnosti predstavovat skvélou alter-
nativu k diferencidlnim metodam a to pfedevsim pro ulohy, kde je diferencialni formu-
lace $patné podminéna.

11.2.3 METODA KONECNYCH PRVKU VYS$SSiCH RADU PRESNOSTI

Metoda kone¢nych prvki je univerzalni, robustni a flexibilni metoda pro feSeni matema-
tickych modelu fyzikalnich poli a sdruzenych tloh. Tato metoda umoznuje feseni modelu
formulovaného na geometricky velmi komplikovanych defini¢nich oblastech s ruznymi
prostfedimi jez mohou vykazovat nelinearni i anizotropni vlastnosti. V technické praxi
je velmi ¢asto vyuzivana a proto ji bude v ramci této kapitoly vénovana vétsi pozornost.

Jak jiz bylo uvedeno v pfedchozi kapitole, metoda kone¢nych prvki patii mezi variacni
metody, které vychazeji z transformace problému diferencialniho na problém variaéni.
Zékladni myslenkou varia¢nich metod je zavedeni funkcionalu, jehoZ variaci ziskame
feSenou parcialni diferencialni rovnici. Cilem feSeni varia¢niho problému je pfitom na-
lezeni extrému zavedeného funkcionalu, ktery koresponduje s hledanym feseni ptvodni
parcialni diferencialni rovnice.

Ze své obecné definice funkcional pfedstavuje zobrazeni mnoziny funkci do mnoziny
realnych ¢isel. Funkcional F tedy mize pfedstavovat integral funkce f na omezené ob-
lasti ) a Ize jej zapsat ve tvaru

L= | f(x,y,zt)dQ, (1)
/
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kde funkece f je obecné ¢asoprostorova a zavisi tedy na prostorovych soufadnicich (x, y, z)
a Case f.

Pfi vyjadfeni funkciondlu F miZeme pfitom s vyhodou vyuzit potencialni energie
systému, ktery dana parcialni diferencialni rovnice reprezentuje. Potencialni energii fy-
zikalniho pole lze ¢asto vyjadfit ve tvaru

Ju ou Jou Ju
> , @)

F:Q/f<u/x/yizitlaxlaylazrat

kde u je funkce zavisla pouze na prostorovych soufadnicich a plati tedy u = u(x,y, z).
Obecné Eulerova-Lagrangeovu rovnici' pro takto formulovany funkcional lze pak zapsat

d (af\ a (af\, 0o [af\ of

ve tvaru

anajejim zakladé je jiz mozno ziskat extrém a po pfevedeni také feseni ptivodni parcialni
diferencialni rovnice.

Pfi formulaci funkcionalu F pomoci metody kone¢nych prvkia vychazime z predpo-
kladu, Ze energie je aditivni veli¢ina a celkova energie systému a tedy také celkovy funk-
cional 1ze urdit jako soucet prispévka od jednotlivych elementt zavedené diskretizacni
sité. Na kazdém elementu miZeme pfitom funkcional vyjadrit pomoci hodnot hledané
veli¢iny charakterizujici feSeni, a to ve vyznacnych bodech daného elementu za které
zpravidla povazujeme uzly dané sité.

Metoda vede na soustavu linearnich nebo nelinearnich algebraickych rovnic, jejichz
feSenim ziskame pravé hodnoty hledané veli¢iny ve vyznacnych uzlech diskretizaéni
sité. RozloZeni pole v mistech mimo uzly diskretiza¢ni sité 1ze pfitom stanovit pomoci
vhodnych interpola¢nich metod. Na zakladé pouzité interpolace miZeme rozlisit mezi
metodou kone¢nych prvki vyuzivajici linearni elementy a metodou vyssich rada. Pokud
interpolujeme feSeni na kazdém elementu pomoci linearni funkce, miiZzeme se dopustit
znaéné chyby, ktera se ve vysledku mutize projevit velmi nepfesnym feSenim celého pro-
blému. Metoda konecnych prvka vyssich fadi umoznuje snizit tuto chybu interpolaci
feSeni na kazdém elementu pravé vyuzitim polynomu vyssich radua.

Vyuziti vy$sich fada tedy umoziiuje pfesnéjsi interpolaci hledaného feseni na kazdém
elementu, ale zaroven vede obecné ke zvyseni vypocetni naro¢nosti dané ulohy. To vy-
plyva z nutnosti vyjadrit funkcional na kazdém elementu pomoci vétsiho po¢tu hodnot
hledané veli¢iny (pro vyjadfeni polynomu vys$siho fadu je potfeba vétsi pocet koefici-
entt) a to vede k nutnosti uvazovat za vyznacné body nejenom uzly diskretizaéni sité,
ale také dalsi body, které zpravidla volime na hranach daného elementu. Vétsi pocet vy-
znacnych bodt tedy vede na vétsi pocet stupna volnosti>. Obecné plati, Ze zvyseni stupné
interpola¢niho polynomu vede ke zvyS$eni vypocetni naro¢nosti.

Eulerova-Lagrangeova rovnice je diferencialni rovnice umoziujici nalezeni extrému funkcionalu.
Pocet stupilt volnosti udava pocet nezavislych proménnych jejichZ nalezeni vede na feSeni dané ulohy a
tim tedy urcuje vypocetni naro¢nost samotného feseni. U metody koneénych prvku s linearnimi elementy
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Presnost, konvergence, stabilita a efektivita metody kone¢nych prvkia a numerickych
metod obecné tedy silné zavisi na zvolené diskretiza¢ni siti. Vliv velikosti dil¢ich ele-
menti a zaroven fad polynomu, ktery je interpoluje se pfitom projevuje pfedevsim v mis-
tech, kde je feseni singularni3, v mistech kde dochazi k jeho rychlym zménam* nebo
v piipadé feSeni ulohy na defini¢ni oblasti s geometricky nesouméfitelnymi oblastmi.

11.2.4 PROSTOROVA ADAPTIVITA

Jak je patrné z kapitoly i.2, prostorova adaptivita patfi mezi jednu z velmi progresiv-
nich technik, které jsou dilezité pfi numerickém feseni rozsahlych a komplikovanych
vypocetnich uloh, a to nejen pro metodu koneénych prvki, ale pro numerické metody
obecné. Jeji zakladni myslenkou je automaticka uprava diskretizacni sité na zakladé od-
hadu chyby fes$eni a jejiho rozlozeni na defini¢ni oblasti dlohy.

Vzhledem k pouZiti prostorové adaptivity pfifeseni ilustrativnich pfikladd uvedenych
v kapitole iv.

Strategie tipravy diskretizacni sité

Zékladni strategie, kterou je mozné vyuzit pro upravu diskretizacni sité, je zaloZena na
automatické zméné poctu nebo rozloZeni jejich uzli. Zde je nejbéznéjsi pouzivanou me-
todou h-adaptivita’, ktera je zaloZena na automatickém zjemnéni diskretiza¢ni sité v téch
mistech defini¢ni oblasti, které jsou zatiZzeny velkou chybou feSeni. V mistech, které na-
opak nejsou chybou feseni zatiZzeny, mohou byt jednotlivé elementy slouceny. Tato me-
toda je velmi vyhodna, pokud se v feSeni objevuji singularity. Jeji pouziti vsak nutné
vede ke zna¢nému nartstu poctu stupnia volnosti dané ulohy.

Dalsi zékladni adaptivni metodou je r-adaptivita, ktera ve stejném smyslu jako h-
adaptivita vyuZiva namisto zjemnéni diskretizacni sité automatickou zménu rozloZeni
jejich uzl. Posledni metodou, kterd vyuziva stejnou strategii, je vytvofeni nové sité a
to samoziejmé s pfihlédnutim k rozlozeni chyby feseni. Princip vSech téchto zminénych
metod je patrny na obr. 4.

Druhou strategii apravy diskretiza¢ni sité charakterizuje zména fadu interpole¢niho
polynomu jednotlivych elementt. Tato strategie se nazyva p-adaptivita, pficemz exis-
tuji dva zakladni pfistupy, jak tuto metodu vyuzit. Prvni z nich automaticky voli fad
polynomu pro vsechny elementy diskretiza¢ni sité, a to bez ohledu na rozlozeni chyby

je mozné ve stejném smyslu vyuzivat poCet uzll diskretiza¢ni sité, ale u metod vyssich radu je tento tdaj
jiz nedostatecny.

Prikladem vzniku singularit mohou byt napfiklad silné zakiivené plochy, ostré hrany nebo mistech sko-
kové zmény relativni permitivity a to pfi feSeni elektrostatickych poli, kdy v téchto mistech roste intenzita
elektrického pole nad vsechny meze.

Rychlé zmény feSeni vznikaji velmi ¢asto naptiklad pfi feSeni Gloh spojenych se vznikem vitivych proudi.
Nazev této adaptivni techniky vychézi ze standardniho oznaceni diskretiza¢niho kroku /1, ktery se vyuziva
u numerickych metod.
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al al

e

origindln{ sit h-adaptivita
r-adaptivita vytvoreni nové sité

Obr. 4: Zakladni princip h-adaptivity, r-adaptivity a vytvofeni nové sité

feSeni. Druhy zpusob vyuziva odhad rozlozeni chyby a v mistech velkého zatiZeni touto
chybou automaticky zvysi fad polynomu a naopak jej snizi v mistech, kde je chyba nizka.
Tato technika je velmi vyhodné predevsim pfi feSeni tloh s hladkym fe$enim, které se
vyznacuje monotonni zménou hledané veli¢iny na daném elementu.

Jednu z velmi perspektivnich metod prostorové adaptivity predstavuje kombinace k-
adaptivity a p-adaptivity, ktera se oznacuje jako hp-adaptivita. Zakladni strategie Gpravy
diskretiza¢ni sité je u této metody zaloZena na vyuziti vyssiho stupné polynomu v mis-
tech, kde nedochazi k vyraznym zménam feSeni a naopak na sniZeni tohoto stupné spo-
lecné se zjemnénim sité v misté singularit feSeni. Pouziti této metody, ktera se casto
oznacuje jako hp-FEM vede dle mnoha provedenych numerickych experimenti k expo-
nencialni konvergenci vysledki feSeni.

Odhad chyby reseni

Kromeé strategie je velmi dileZitou soucasti adaptivnich metod také zptisob odhadu chyby
feSeni. Chybou feSeni pfitom rozumime obecné rozdil mezi ziskanou aproximaci feSeni
a pfesnym feSeni. Lze ji tedy zapsat ve tvaru

e=¢p—¢, (4)

kde e piedstavuje absolutni chybu dané aproximace, @ ptesné feeni a ¢’ feSeni ziskané
danou numerickou metodou. Obdobnym zptsobem lze také nadefinovat chybu aproxi-
mace libovolné veli¢iny vychazejici z daného feSeni.

Pro ilustraci uvazujme parcialni diferencialni rovnici ve tvaru

Ly =0,
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kde L je prislusny diferencialni operator a ¢ neznamé feSeni. Velmi ¢asto pouzivané
kritérium pro odhad chyby feSeni je néktera z energetickych norem. Absolutni hodnotu
obecné energetické normy lze pfitom nadefinovat ve tvaru

1 1

2 2

lell =| [ e"Ledn) =|[(p—¢) Lle—9)d0| ,
Q Q

Mezi dalsi Easto pouzivané normy patii L? norma a norma H', které Ize obdobné vyjadiit
ve tvaru

1
2

N|—

el 2 = /eTedQ ; el = /(eTe—i—VeTVe) dQ
Q QO

Efektivni hodnotu chyby aproximace feseni lze na zakladé jedné z uvedenych norem

1
lefl*
eef - T .

A konecné relativni chybu ve tvaru

definovat vztahem

Presné feseni zname jen pro velmi specialni pfipady a proto je neni mozné prakticky
nikdy pro odhad chyby vyuzit. A posteriori® odhad chyby fesent, ktery je ¢asto zaloZen
na analyze chovani vy$sich derivaci je velmi komplikovany, a takika vzdy je zavisly na
povaze feSené ulohy a je tedy zavisly na typu fesené tlohy. Univerzalni, ale také vypo-
Cetné znacné naro¢ny odhad chyby predstavuje vyuZiti referen¢niho feSeni. Vzhledem
k jeho univerzalité je v§ak ¢asto pouZivanou technikou.

Odhad chyby na zakladé referenéniho feseni je zaloZen na vzajemném porovnani fe-
$eni dané tlohy na hrubé diskretizacni siti se zakladnim stupném interpola¢niho poly-
nomu s feSenim na siti zjemnéné s vy$sim nez zakladnim stupném polynomu, a to pro
kazdy dil¢i element. Chybu feSeni l1ze tedy prepsat do tvaru

_ /
E=Qs— @,

kde @ je feSeni referen¢ni a ¢/’ je feSeni na hrubé siti se zdkladnim fadem polynomu.

Latinské spojeni a posteriori oznacuje poznani ze zkusenosti. Toto oznaceni se zaZilo v oblasti odhadu fe-
Seni diferencialnich rovnic a naznacuje, zZe odhad chyby je provadén pro jiz existujici feSeni dané rovnice.
Opakem je odhad chyba stanovena a priori, tedy jesté pfed samotnym FeSenim.
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Volba vhodné dpravy jednotlivych elementil

Ziskané rozlozeni chyby pro celou defini¢ni oblast ulohy lze nasledné vyuzit pro volbu
vhodné dpravy dle dané adaptivni metody. To lze pfitom provést mnoha zpuisoby, uvedme
tedy alesponi jeden z moznych, ktery je urcen pro hp-adaptivni metodu a vychazi z jeji
konkrétni implementace v knihovné Hermes.

Pokud je tedy chyba ziskana aplikaci vybrané normy na feseni ¢’ a zaroven ¢, ¢ na ur-
Citém elementu vyssi, neZ pfedem stanoveny prah, je nutné provést jeho Gpravu, ktera
povede ke zpfesnéni feSeni. Prvnim krokem je tedy vytvofeni mnoziny moznych kan-
didatd, ktefi pfedstavuji vSechny mozné Gpravy daného elementu. Generovani téchto
kandidatu je ilustrovano na obr. 5.

3
4
PN 2|2
3 | [2]2
500212 |4]3] 5 5

Obr. 5: Ilustrativni ptiklad generovani vSech moznych kandidatd na upravu vysetiova-
ného elementu pro ptipad hp-adaptivity

Pro vSechny ziskané kandidaty je nasledné vy¢isleno skore s, na jehoz zékladé je na-
sledné vybran vhodny zpusob strategie. Skore je pfitom dano vztahem

logyo ( &
= =it - (do)> , (%)

kde € zna¢i chybu feSeni pro piipad daného kandidata, d pocet jeho stupiiti volnosti, ¢ a
do znadi po fadé opét chybu a pocet stupiii volnosti pro vysetfovany element bez tipravy.

Visici uzly

Technika vyuZiti visicich uzla (hanging nodes) umoznuje vyrazné snizit vypocetni naroé¢-
nost ulohy. Visici uzly pfedstavuji uzly diskretiza¢ni sité, které lezi na hranach elementi
anejsou pfitom propojeny na zadny dalsi uzel sousedniho elementu. Hlavni vyhodou vy-
uziti této techniky je zamezeni propagace lokalniho zjemnéni dil¢ich elementt do celé
diskretizacni sité. Tato vyhoda se projevi jak v kombinaci visicich uzlt a prostorové adap-
tivity, tak v pfipadé pouziti ruéniho zjemnéni sité v nékteré z oblasti nebo hran defini¢ni
oblasti ulohy.

Uvedme priklad vyuziti visicich uzla pro pfipad jednoduché regularni sité uvedené na
obr. 6. Jednim z nejefektivnéjsich algoritmt pro zjemnéni dil¢iho elementu této sité je
strategie red-green. V ramci této strategie je element nejprve rozdélen a nasledné jsou
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visici uzly, které v siti vznikly, odstranény pomoci vynuceného rozdéleni sousednich
elementt.

originaln{ sit zjemnéni elementu vynucené rozdéleni
sousednich elementi

Obr. 6: Zjemnéni sité strategii red-green

Takto vytvorena sit je opét regularni, ale elementy vzniklé vynucenym délenim maji
velmi Casto velmi ostré uhly, které jsou pro metodu konecnych prvka nezadouci. Tato
situace se samoziejmeé jesté zhorsi, pokud provedeme dalsi déleni vybraného elementu.

Vynucenému déleni elementi se Ize vyhnout pravé vyuzitim visicich uzla. V pfipadé,
ze diskretizac¢ni sif obsahuje visici uzly prvniho fadu, je vZdy nutné pouzit prvni pravidlo
iregularity. Rad visicich uzlt dané sité ptitom udava maximalni pocet délenim vzniklych
visicich uzli lezicich na jedné hrané libovolného elementu. Pro visici uzly obecného fadu
k je nutné pouzit k-té pravidlo iregularity, a v takovém ptipadé mluvime o visicich uzlech
libovolného fadu (arbitrary-level hanging nodes). Vicenasobné déleni a pouziti iregilar-
nich pravidel demonstruje obr. 7.

origindln{ sft visici uzly prvni tirovné visici uzly druhého Fadu
s vynucenym délenim bez vynuceného déleni

Obr. 7: Zjemnéni sité s pouzitim visicich uzla prvni a vyssi irovné

1m.2.5 CASOVA ADAPTIVITA

Casova adaptivita predstavuje velmi efektivni nastroj pro feseni nestacionarnich tloh,
kde umoziiuje minimalizovat pocet nutnych ¢asovych krokii pfi zachovani presnosti cel-
kového feseni, a tim vede ke sniZeni celkové vypocetni narocnosti. Vyuziti casové adapti-
vity je velmi diileZité pro Glohy, které jsou charakteristické znaénymi zménami vstupnich
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parametrtt modelu?. Tyto jevy nelze standardnimi metodami, jako je napfiklad implicitni
a explicitni Eulerova metoda, takika viibec zachytit nebo jen za cenu feSeni tlohy s velmi
malym ¢asovym krokem.

Nejcastéjsim postup pii feSeni nestacionarnich parcialnich diferencialnich rovnic je
jejich rozdéleni na ¢ast zavislou na Case a ¢ast zavislou na prostoru, nasledna prosto-
rova diskretizace a feSeni vzniklé obycejné diferencialni rovnice v Case, které jiz mtze
byt feseno standardnimi metodami. Pokud se vSak se muze prostorova diskretizac¢ni sit
v jednotlivych ¢asovych krocich lisit a je tedy pouzita technika dynamickych siti, musi
byt nejprve provedena diskretizace v ¢ase a aZ nasledné v prostoru. V takovém piipadé
muze byt vyuzita Rotheho metoda, pficemz jednou z moznych metod diskretizace ¢a-
sové derivace je zpétna diferen¢ni formule (BDF - Backward Differential Formula). Pro
obyc¢ejnou diferencialni rovnici ve tvaru

d
5 =FEwD, vl =w, ©

lze ¢asovy krok n vyjadrit pomoci BDF na zakladé vztahu

i
Y w1 = TF(yj), (7)
1=0

kde t; znaéi casovy krok j, y; = y(t;) tomuto kroku odpovidajici feseni, 7; = t; — t;_1 je
délka tohoto ¢asového kroku a koeficient «; ; zavisi na délce pfedchoziho ¢asového kroku.
Tento pfistup tedy umoznuje postupnou zménu ¢asového kroku pro kazdy nasledujici

krok.

7 Mezi tyto Glohy se fadi skokova zmény materidlovych parametrtt modelu (napiiklad fazova zména skupen-
stvi materialu pfi jeho taveni nebo skokova zména relativni permeability feromagnetickych materialt pfi
piekroceni Curieovy teploty) a dale také zména zdrojovych veli¢in (zména napajecich proudud, tepelného
vykonu dodavaného do systému nebo napftiklad silového zatizeni).
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Cast III

METODY A ALGORITMY PRO ANALYZU A OPTIMALIZACI
POCITACOVYCH MODELU



111.1

ANALYZA CITLIVOSTI MATEMATICKYCH MODELU

ATEMATICKY MODEL pfedstavuje abstrakci realného systému, kterd pomoci mate-
matického aparatu popisuje jeho vlastnosti na zakladé vstupnich parametrti (ne-
zavislé proménné) a jejich vzajemnych vazeb s vystupy modelu (zavisle proménné), které
predstavuji jeho feSeni. Vstupni parametry jsou pak vzdy zatiZeny nejistotou, kterd ma
za nasledek nejistotu feSeni daného modelu. Vliv této nejistoty je v praktickych vypo-
Ctech velmi dulezity a lze jej studovat pomoci analyzy citlivosti nebo analyzy nejistoty
modelu.

Citlivostni analyza umoznuje studovat, jak je rozdélena nejistoty feseni zkoumaného
modelu mezi jeho jednotlivé vstupni parametry. Umoziiuje tedy urcit, jak se zméni vy-
sledek feseni daného modelu pfi zméné jeho jednotlivych vstupnich parametri. Analyza
nejistoty se pak snazi kvantifikovat nejistota vysledka feseni modelu a udava tedy rozlo-
Zeni pravdépodobnosti feSeni modelu pii respektovani nejistoty jeho vstupd a zaroven
jeho samotné formulaci. Zakladni princip analyzy citlivosti a neur¢itosti je patrny na obr.
8.

Pp; 2
analyza FFmﬁ-ﬁ>
nejistoty L

vstupni parametry | | matematicky model | _ | funkcional Fia

j LN
P zeA y = M(x) Fi(y) INg \
T3 analyza oo

citlivosti T;

Z;

Obr. 8: Analyza citlivosti a nejistoty matematického modelu

V oblasti modelovani fyzikalnich systémut je mozné analyzu citlivosti vyuzit nejen ke
studiu jednotlivych vstupnich parametri matematického modelu, které nejcastéji pred-
stavuji materidlové parametry nebo jejich nelinearni charakteristiky, ale také ke studiu
dil¢ich tvart defini¢ni oblasti, tedy konkrétni geometrie feSeného problému. Analyza
citlivosti souhrnné pfedstavuje velmi silny nastroj, ktery je mozné vyuzit nejen pfi ana-
lyze matematickych modeld, ale napfiklad také pfi vyhodnocovani vysledki méfeni a
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experimentl a samoziejmé také plné v teorie systémi. Zpusob analyzy nejistoty a dal-
Sich charakteristik, mezi které patfi naptiklad odolnost a spolehlivost, je velmi podobny
zpusobim pouzivanym u analyzy citlivosti, proto se na omezeném prostoru této prace
budeme vénovat pravé analyze citlivosti.

Zakladni postup analyzy citlivosti

Analyza citlivosti konkrétniho matematického modelu pfedstavuje studii, kterou je mozné
vzdy rozdélit do nékolika po sobé nasledujici kroku (viz. obr. 9):

1. Specifikace nejistoty jednotlivych vstupnich parametrti {x;},i = 1,2, ... n zkou-
maného modelu (stanoveni mezi, urceni rozlozeni pravdépodobnosti).

2. Formulace mnoZiny funkcionalu {Fj} , 7 =1,2,...,m jako kriteria pro hodno-
ceni vysledkii feseni matematického modelu’.

3. Reseni dostate¢ného mnoZstvi variant daného modelu s vhodné zvolenymi vstup-
nimi parametry. Oznac¢ime-li celkovy pocet variant d, budou vstupni parametry
k-té varianty x, = {xj,i=1,2,...,n,k=1,2,...,d}.

4. Vypocet citlivosti feseného modelu zahrnujici vliv kazdého dil¢iho parametru x;
na zvolené funkcionaly F;.

vybér vstupnich parametru feSeni matematického modelu
—_—
xy, Y = M(zy)
v
vypocet citlivosti vy¢isleni mnoziny funkcionalu
Fi(xr) Fi={F(yp), - F2(yp), -, Fn(yp)}

Obr. 9: Zakladni postup pfi analyze citlivosti matematického modelu

Standardni metody analyzy citlivosti

Mezi standardni metody vypoctu citlivosti feseni matematického modelu na zmény jeho
vstupnich parametri bezesporu patfi Morrisova metoda. Tato metoda je zaloZena na ana-
lyze riznych variant modelu, kde je vZidy ménéna hodnota pouze jednoho zkoumaného
parametru pfi zachovani nominalni hodnoty vSech ostatnich.

1 U jednoduchych matematickych modeld, muze byt funkcionalem jeho samotné feseni. Pro vétsinu prak-
tickych problému je vsak ¢asto nutné formulovat funkciondl tak, aby jasné kvantifikoval ziskané Feseni,
kterym muze byt naptiklad rozloZeni ur¢ité veli¢iny v prostoru. Pfikladem takového funkcionalu miaze byt
hodnota fe$eni v uréitém bodé prostoru nebo povrchové a objemové integraly.
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Morrisova metoda vychazi z velmi jednoduché metody nazyvané OAT (One At a Time)
nebo také OFAT (One Factor At a Time). Pro zkoumany matematicky model se pomoci
této metody urcuje vliv dil¢ich parametrti x; na kazdy formulovany funkcional F; pomoci
postupné zmény parametru o pomérové stejny krok J se zachovanim nominalni hodnoty
vSech ostatnich parametri. Elementarni vliv EE? (Elementary Effect) parametru x; na
funkcional F; je pak uréen pomoci jednoduchého vztahu

lfj(xl,...,xi+5,...,xn) —F]-(xl,...,xz-,...,xn)
0

EE! = (8)

Metoda Maxe D. Morrise rozsifuje OAT o diskretizaci prostoru hodnot parametrt P
na p hladin, z nichz je vzdy nahodné zvoleno r hodnot daného parametru?. Citlivost kaz-
dého z parametri mize byt nasledné vyhodnocena pomoci nékolika metrik. Zakladni
metrikou pro kazdy parametr x; mize byt stfedni hodnota y; a smérodatna odchylka o;
pro kazdy funkcional F;. Vysoka hodnota stfedni hodnoty p; pak naznacuje velky vliv
daného parametru x; na vysledek feseni modelu, vysoka hodnota smérodatné odchylky
0; pak interakci s jinymi parametry nebo nelinearni zavislost pfimého vlivu daného para-
metru na vysledek feSeni. Dalsi z pouzitelnych metrik mtze byt také napriklad parcialni
derivace funkcionalu F; podle zkoumaného parametru x;, a to ve zvoleném bodé prostoru
parametrt P nebo také linearni regrese zavislosti funkcionalu F; na daném parametru
Xi.

Velkou vyhodou Morrisovy metody je jeji jednoduchost a pomérné nizka vypocetni
naro¢nost. Znac¢nou nevyhodou je pak fakt, Ze standardni Morrisova metoda neumoz-
nuje vydislit vliv interakce nékolika parametrti na vysledek feseni zkoumaného modelu.

Mezi dalsi standardni metody analyzy citlivosti rozhodné patfi také korelace mezi
vstupnimi parametry modelu x; a formulovanym funkcionalem Fj, a to pro soubor vy-
sledkt ziskanych feSenim rtiznych variant model s ndhodné vybranymi parametry dle
jejich specifikované nejistoty. Tyto metody jsou zaloZeny na pfedpokladu, Ze vstupni pa-
rametry x;, které maji vyrazny vliv na vysledek feseni, budou mit vysoky stupen korelace
s formulovanym funkcionalem F;. Pti této analyze se také s vyhodou ¢asto pouziva zob-
razeni vysledkd pomoci korela¢niho diagramu (scatter plot), tedy zobrazeni zavislosti
funkcionélu F; na jednotlivych parametrech x;, a to pomoci bodového grafu v kartéz-
skych soufadnicich.

Pro kvantitativni posouzeni vzajemné vazby vstupnich parametri a funkcionald je
mozné vyuzit nékolik odlisnych korela¢nich koeficienti. Mezi nejcastéji pouzivané patii
Pearsontv korelac¢ni koeficient pp (Pearson product-moment correlation coefficient), ktery
je definovan jako kovariance funkcionalu a vstupni proménné délena jejich smérodatnou
odchylkou. Koeficient je tedy mozné formulovat pomoci vztahu

op(Fy xi) — E[(F — pr) (xi — pi,)] ’ ©)

O-FJ O—Xi

2 Nahodna volba kazdého parametru je nejcastéji provadéna s rovnomérnym rozlozenim pravdépodobnosti.
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kde E znaci operator stfedni hodnoty, i, stfedni hodnotu vstupniho parametru x;, oy,
jeho smérodatnou odchylku, pif; stfedni hodnotu funkcionalu F; a kone¢né o, jeho smé-
rodatnou odchylku. Koeficient nabyva hodnot v intervalu < —1,1 >. V pfipadé, Ze je
koeficient roven nule, neexistuje linearni korelace mezi vstupnim parametrem x; a for-
mulovanym funkcionéalem F;. Cim vice se blizi hodnota koeficientu hodnoté —1 nebo 1,
tim lépe lze vliv parametru x; na funkcional F; aproximovat linearni funkeci a plati, ze
hodnota koeficientu ps(F;, x;) > 0 zna¢i piimou zavislost, tedy pfi zvy3ujici se hodnoté
parametru x; roste funkcional F; a naopak, pfi hodnoté koeficientu pg(F]-, x;) > 0se
jedna o nepfimou zavislost.

Velmi ¢asto pouzivanym koeficientem je také Spearmantv koeficient poradové kore-
lace ps (Spearman rank correlation coefficient). Tento koeficient je mozné definovat jako
Pearsonuv korela¢ni koeficient pro podle velikosti uspofadané proménné. Seradime-li
tedy nezavisle na sobé v§echny hodnoty vstupniho parametru x; a zaroveii viechny hod-
noty funkcionélu F; dle jejich velikosti a pfifadime jim potadova ¢isla py; a pr, mizeme
vyjadrit Spearmantv koeficient podle vztahu

6%(Px,»,k — prx)?
PS(Fj/xi) =1- d(dz—].) 7 (10)

kde d opét zna¢i pocet hodnot vstupniho parametru x; a tim samozfejmé také pocet
hodnot funkcionélu F;. Koeficient opét nabyva hodnot v intervalu < —1,1 >. Pokud
je hodnota koeficientu ps(F;, x;) > 0, pak hodnota funkcionalu F; roste s rostouci hod-
notou vstupniho parametru x;. Naopak, pokud je hodnota koeficientu ps(Fj, x;) < 0,
pak s rostouci hodnotou vstupniho parametru x; hodnota funkcionalu F; klesa. Spear-
manuv koeficient tedy udava, jak dobie lze vliv vstupniho parametru na formulovany
funkcional vyjadfit pomoci monotonni funkce.

Variacéni metody analyzy citlivosti

Pokroc¢ilé metody analyzy citlivosti matematickych model jsou velmi ¢asto zaloZené
na analyze rozptylu ndhodné vybranych vstupnich parametrit modelu (variance-based
methods). Tyto metody umoziuji stanovit nejenom vliv dil¢ich vstupnich parametrt mo-
delu na formulované funkcionaly, ale také vliv jejich vzajemnych kombinaci (interakce
vyssich fada). Tyto metody tedy pfinaseji komplexni informace o citlivosti modelu, to
vsak ale za cenu vysoké vypocetni naro¢nosti, ktera je zptisobena nutnosti velkého poctu
feSeni matematického modelu.

Varia¢ni metody jsou obecné zalozeny na dekompozici formulovaného funkcionélu
Fi(y) = f(x) = f(x1,...,%i,...,%n), kde jednotlivé parametry x; jsou rovnomérné
rozprostfeny na jednotkové hyperkrychli a platitedy 0 < x; < 1,171 = 1,2,...,n.
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Dekompozice funkcionalu (ANOVA, analysis of variance) pak muazZe byt rozepsana do
tvaru

f(x f0+2f1 X; —1—2 Z fz] xz,x] + o+ froaleen), (11)
i=1 j=i+1
kde fo je konstanta, f; funkce zavislé na jednotlivych parametrech x; a zbylé funkce
jsou zavislé na interagujicich parametrech x;, x; aZ x,,. Pro funkci f(x) musi platit, Ze je
integrovatelna na svém defini¢nim oboru a tim je tedy také stejné integrovatelna kazda
dil¢i funkce vznikla dekompozici. Musi tedy platit podminka

/fll xl, . ,xid)dxik :O, k = 1,2,...,d, x,‘]' = (xi,xj), (12)

ze které vyplyva, Ze vsechny ¢leny vzniklé dekompozici jsou ortogonalni a na zakladé
toho je lze rozepsat pomoci podminéné stfedni hodnoty funkcionalu F; a jednotlivé
vstupnich parametrti x;. Jednotlivé cleny pak Ize tedy vyjadrit ze vztaht

fo=E(F), (13)
fi = E(Fj|xi) — fo, (14)
fij = E(Fjlxi,xj) — fo— fi — f;- (15)

Dekompozici funkcionalu je tedy mozné plné vyjadfit jako analyzu zmén feSeni modelu
charakterizovaného funkcionalem F; na zékladé zmény jeho vstupnich parametra x; a
lze tak studovat model pouze na zakladé jeho vstupt a vystupl. Zménu funkcionalu
F; je piitom moZzné charakterizovat rozptylem V (F;), ktery lze, vzhledem ke statistické
nezav1slost1 vSech ¢lent vzniklych dekompozici, vyjadrlt superpozici

d d-1 d

V(E)=V(f) =Y V(filx)) + ) Y V(fi(xix))) + V(fiz.a(---)),

i=1 i=1 j=i+1
(16)

tedy souctem variaci vSech nekonstantnich ¢lent vzniklych dekompozici. Celkovy roz-
ptyl funkcionéalu lze dale rozepsat pomoci vztahu (14) a (15) do tvaru

d
V(F]) = Z in(Ele(F X))
i=1
d—1
E Z Vy ,] x~1](xzrx])) +oee At Vxlzmd(Ex~12...d(x1/x2/ X)), (17)

30



ANALYZA CITLIVOSTI MATEMATICKYCH MODELU

ze kterého jiz muzeme vyjadfit podil jednotlivych ¢lenti rozkladu na celkovém rozptylu
funkcionalu V (F;) pomoci vztaht

in(EXNi(I:j|xi))

Si = V(F]) ’ (18)
- Vii(Exnij(xi, )
Sl] - V(F]> 7 (19)

kde symboly S; oznacuji koeficienty citlivosti prvniho fadu a symboly S;; koeficienty
citlivosti druhého fadu, atd.. Obdobné lze vyjadtit i vyssi fady koeficientts a uvedenou
dekompozici Ize pak prepsat do tvaru

d i-1 d
Y Si+), Y Sit+--+Spa=1. (20)
i=1 i=1 j=it1

Uvedena dekompozice tedy vede na koneény pocet koeficient citlivosti, ktery je ro-
ven 2" — 1 a zahrnuje jak koeficienty prvniho, tak vyssich fadu. Pro matematicky model
s n = 5 vstupnimi parametry x; tedy existuje 31 koeficient citlivosti. Velky pocet koefi-
cientu citlivosti je tudiz pro modely s velkym poctem vstupnich parametrii neprakticky
a zpravidla se tak u realnych vypoct zaméfujeme na vypocet pfedevsim koeficienta cit-
livosti prvniho fadu a tzv. plného koeficientu (total effect), ktery lze vyjadfit pomoci
vztahu
Vi (Bxni(Fjlxi)) — Exi(Vi (Fjlxi)

VE) V() (1)

Vzhledem ke zptsobu jejich vypoctu je vSak vzdy nutné provést feSeni velkého mnoz-
stvi variant analyzovaného modelu, coZ vede v pfipadé matematickych modela zaloze-
nych na feseni parcialnich diferencialnich rovnic k obrovské vypocetni naro¢nosti.

St=1
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111.2

OPTIMALIZACE

PTIMALIZACE navrhu zafizeni pfedstavuje v soudobé technice ¢asové velmi naroc-
O nou ulohu nejcastéji zaloZzenou na inZenyrském odhadu a intuici (expert-based
optimization), ktery je doplnén fadou experimentd a méfeni na prototypu vyvijeného
zafizeni (experiment-based optimization). Ty je navic mozné doplnit o statisticky navrh
experimentu. Tento pfistup je vSak nutné pfi navrhu pokrodilych zafizeni a jejich kom-
plexnich systému doplnit o pokro¢ilé metody navrhu zaloZené na vyuziti matematickych
modelu a jejich optimalizaci (algorithm-based optimization). Hlavnim divodem vyuZiti
téchto metod je predevsim moznost identifikovat optimalni parametry navrhovaného
zafizeni pfi respektovani jejich vzajemnych interakcei, a to pro Sirokou $kalu linearnich
i nelinearnich uloh. [81] [82]

Tato kapitola je vénovana pravé uvedené oblasti, tedy matematické iloze optimalizace
zaloZené na vyuziti matematickych modell a jejimu vyuZiti pfi navrhu.

II1.2.1 KLASIFIKACE MATEMATICKE ULOHY OPTIMALIZACE

Matematicka tloha optimalizace, nékdy také oznacovana jako matematické programo-
vani, je tloha jejimZ cilem je nalezeni minima nebo maxima pro mnozinu cilovych funk-
cionalu {F]} ,] =1,2,...,m. Kazdy funkcional' pfedstavuje kritérium optimalizace ale
ze jej formulovat jako zobrazeni

F:A —R, (22)

kde A je mnozina vSech moznych feSeni tlohy, tedy mnozinu variant vektoru optimali-
zovanych parametrt x = (X1,...,X;,...,X,). Pro tlohu minimalizace je cilem optima-
lizace nalézt takové xy € A pro které plati

Fi(xo) < Fi(x),j=12,...,m, (23)
pro ulohu maximalizace pak musi naopak platit

Fi(xo) > Fi(x), j=1,2,...,m. (24)

V literatufe se ¢asto funkcional, ktery je pfedmétem optimalizace, oznacuje jako ucelovy, cilovy nebo pro
ulohy minimalizace také cenovy a fitness pro lohy maximalizace.
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iii.2.1 KLASIFIKACE MATEMATICKE ULOHY OPTIMALIZACE

Pokud pro (23) a (24) plati x € A je xo globalni feSeni optimaliza¢ni tlohy (optimum) a
jedna se tedy o globalni optimalizaci. Naopak pokud platix € AN U, kde U C A je xg
pouze lokalni feSeni dané ulohy, ktera se oznacuje jako lokalni optimalizace.

Optimalizované parametry a jejich omezeni

Pocet optimalizovanych parametri n, tedy pocet prvka vektoru x udava dimenzi tlohy:.
Pokud je n = 1 jedna se tedy o jednodimenzionalni optimaliza¢ni tlohu, pokud je n > 2
jedna se tlohu multidimenzionalni. Pro praktické optimaliza¢ni tilohy je ¢asto nutné ex-
trém hledat pro mnozinu parametrit B € A, ktera je pouze podmnozinou mnoziny A a
nazyvame ji pak pfipustnou mnoZzinou feseni (feasible region). Standardnim zptsoben
formulace pfipustné mnoziny je nastaveni intervalu hodnot jednotlivych optimalizova-
nych parametrii X; min < X; < X max-

Pro mozna feSeni optimalizac¢ni Glohy také casto existuji omezeni, ktera urcuji zda
optimalizované parametry vyhovuji specifikovanym kritériim. Takto formulovana dloha
se oznacuje jako optimalizace s omezenim. Obecné existuji dva zakladni typy omezeni
a to omezeni rovnosti a omezeni nerovnosti. Obecné lze optimaliza¢ni ilohu s omezeni
formulovat ve tvaru®

min(F(x)) F={[F(x)]:x€ A}, j=12,...,m (25)
Qilx)=¢;,i=12,...,n (26)
hj(x>§dj,j:1,2,...,7l (27)

kde F pfedstavuje mnozinu feseni pro vSechny cilové funkcionaly Fj, ¢; a ; pak omezenti,
ktera museji byt splnéna a nazyvaji se ¢asto jako tvrda omezeni. Pfi formulaci mékkych
omezeni nelze formulovat rovnici nebo nerovnici pfesné uréujici dané omezeni, ale vy-
uziva se naptiklad penalizace varianty pfekracujici dané omezeni. Penalizace pak mtze
byt provadéna pfi¢tenim konstanty nebo obecné linearni ¢i nelinearni funkce k formu-
lovanému funkcionalu F;.

Cilové funkcionaly

Jak bylo uvedeno v uvodu kapitoly, optimaliza¢ni tloha je obecné formulovana na za-
kladé mnoziny cilovych funkcionalt {F;}, j = 1,...,m, pficemz plati, ze jednotlivé
funkcionaly nejsou obecné spojité. Pokud je formulovan pouze jeden funkcional (m = 1)
jedna se o jednokriterialni optimalizaéni dlohu (single-objective optimization), jeZ je cha-
rakterizovana jednim globalnim fe$enim xg. Libovolna optimaliza¢ni tloha vSak muze
obsahovat vicenasobnéa lokalni i globalni optima (multimodal optimization) v takovém
piipadé viak musi platit vzdy platit F;(xo1) = Fij(x02) = - - = Fi(xt), j = 1,2,...,m.

Obecna formulace matematické ulohy optimalizace jako minimalizace mnoziny funkcionall je mozna, pro-
toze pro libovolny funkcional F; musi plati min(F;(x)) = max(—F;(x)).
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Prikladem funkce obsahujici vicenasobna lokalni i globalni minima je Holderovy funkce

(Holder table function) uvedena na obr 10.

Obr. 10: Ukazka Holderovy funkce, ktera obsahuje vicenasobna globalni i globalni

minima

Pokud je uloha formulovana pro vice cilovych funkcionala F; a tedy m > 1, jedna se
o optimalizac¢ni tlohu multikriterialni (multi-objective optimization3). Jejim vysledkem
jiz neni jediné feseni x, ale jejich mnozina {xot}, k = 1,2,...,k pro kterou plati
Fj(.‘X()l) 75 F]'(x()z) 75 e 7& F]'(x()k) , ] = 1,2,. o m.

Pro multikriterialni optimalizaci je tedy feSenim Pareto optimum (Pareto optimal, Pareto
efficient), které pro m = 2 predstavuje kfivku (Pareto front), pro m = 3 plochu, pro
m = 4 objem a pro m > 4 vicerozmérné prostory, pfi¢emz plati, Ze Pareto optimum
nemusi byt stejné jako jednotlivé funkcionaly F; obecné spojité.

Zkladni vysvétleni pojmu Pareto optimum je uvedeno na obr.11. Jedna se o zobrazeni
vysledkt feseni multikriterialni optimalizace na zakladé dvou funkcionald F; a F». Zob-
razend mnozina F = [Fi(x), F2(x)] : x € A predstavuje v§echna mozna feseni, které je
mozné ziskat na zakladé kombinace vSech optimalizovanych parametrt x1,xp, ..., x;.

3 Vliteratufe je mozné se setkat s dalsimi moznostmi pojmenovani, mezi ktera patfi multicriteria optimization,
vector optimization nebo Pareto optimization.
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Pareto optimum pak leZi na ¢asti hranice mnoziny F, pficemz zavisi na formulaci dané
ulohy, kde pfesné optimum leZi. Na obr. 11 jsou uvedeny dva rozdilné ptipady, kdy u prv-
niho z nich je cilem optimalizace minimalizovat hodnotu obou funkcional a u druhého
maximalizovat funkcional F; a minimalizovat funkcional F.

min(Fy(x)) max(F(x))
Fy(x)4 min(Fy(z))  Fa(x) min(Fy(x))
Fa(xo1) F F
Fa(xo2)
Fy(x01) Fi(xoz) Fl(-’:) Fl(a;

Obr. 11: Ilustrativni ukazka Paretova optima pro dvé rozdilné optimaliza¢ni tlohy
Ulohu multikriterialni optimalizace je ¢asto také mozné prevést na jednokriterialni a

tim celou tlohu znaéné zjednodusit. Jednoduchy zptisob je vytvofeni superponovaného
funkcionalu se zavedenim vah pomoci vztahu

G(x) =) wjF(x), (28)
j=1

kde G je ptevedeny funkcional a w; zna¢i véhy jednotlivych funkcionalti Fj, pficemz
plati

M

Il
—

w]‘=1,w]'€<0;1>. (29)

]
Optimalizaci funkcionalu G ziskame pouze jedno feSeni lezici na Pareto optimu, pro
vySetieni dalsich fedeni je tedy nutné postupné ménit jednotlivé vahy w;. To v§ak muze
vést ke zvySeni celkové vypocetni naro¢nosti ulohy.

Ve specialnim piipadé, kdy jsou vSechny cilové funkcionély F; a funkce omezeni g; a
h; linearni, nazyvame optimaliza¢ni ulohu jako linearni programovéani. Libovolny cilovy
funkcional a zaroven také funkce omezeni vsak mohou byt obecné nelinearni. V takovém
pfipadé se pouziva oznaceni ilohy optimalizace jako nelinearni programovani a mazeme
jej formulovat v obecném tvaru

min(F(x)) F={[F(x)]:x€ A}, j=12,...,m (30)
Qilx)=¢;,i=12,...,n (31)
hj(x)gdj,jzl,Z,...,n (32)
Xmin < X < Xmax - (33)
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II1.2.2 OPTIMALIZACNI ULOHY V TECHNICKE PRAXI

S ohledem na formulaci matematickych modeld, které jsou béZné v technické praxi vy-
uzivany, se pfi navrhu ¢i analyze riznorodych zafizeni nejcastéji setkavame s modely,
které popisuji soustavy obecné nelinearnich algebraickych rovnic, obyéejnych diferen-
cialnich rovnic, nebo parcialnich diferencialnich rovnic a jejich vzajemnych kombinaci
v pfipadé sdruzenych uloh. Veli¢iny, které v téchto rovnicich vystupuji (vstupni parame-
try modelu), nelze ale obecné povazovat za optimalizované parametry, ale jako veli¢iny,
které lze z optimalizovanych parametrt urcit.

Na zékladé této Gvahy lze optimaliza¢ni ilohy v technické praxi rozdélit dvé zakladni
kategorie. Prvni kategorii je optimalizace zdrojovych veli¢in a materidlovych parame-
trd, druhou kategorii pak optimalizace geometrie daného zafizeni a zvlastni kapitolou
pak mtze byt také feSeni inverznich tloh s vyuZzitim optimaliza¢nich technik. Obecné
lze vsak optimaliza¢ni tlohu vzdy rozlozit do tfi nezavislych krokd, které jsou patrné
z blokového diagramu uvedeného na obr. 12.

optimalizacéni algoritmus

vypocéetni algoritmus

Obr. 12: Zakladni princip vyuziti ulohy optimalizace pro matematicky model

Drtiva vétsina uloh feSena v technické praxi vede na optimalizace s omezenim, je tedy
takfka vzdy nutné definovat pfipustnou mnozinou feseni B. Pro tlohy s nizkou dimenzi
Casto staci vyuzit definice intervalu hodnot, kterych mtze dany parametr nabyvat, pro
ulohy s vysokou dimenzi je vSak situace ¢asto mnohem komplikovanéjsi, protoze ne-
spravna definice pripustné mnoziny feSeni ulohy mize vést k nesmyslnym a nerealnym
variantam nebo dokonce k nefesitelnosti dané varianty pomoci formulovaného matema-
tického modelu.

Definice pfipustné mnoziny feseni je obzvlasté komplikovana pro optimaliza¢ni Glohy
s cilem nalezeni optimalni geometrie feseného problému. Komplikované geometrické
utvary, pfirozené vazby mezi jednotlivymi parametry, technologicka omezeni a omezeni
na technologii nasledné vyroby tak ¢asto vede k nutnosti vyuzit velmi silného omezeni
mnoziny A vSech mozny feSeni a tim také zna¢nému omezeni moznosti optimalizace.

Tento problém je navic velmi ¢asto umocnén nutnosti fesit nelinedrni matematicky
model. Z relevantnich oblasti prace uvedme napfiklad tvarovou optimalizaci magnetic-
kych obvodu. U téchto optimaliza¢nich dloh je taktka vzdy nutné uvazovat silné neli-
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nearni zavislost permeability # feromagnetickych ¢asti na magnetické indukci B. Pii
nespravné definici pfipustné mnoziny feseni mohou nékteré varianty vést ke zna¢nému
presyceni urcitych oblasti. Tyto varianty jsou samoziejmé ¢asto nepfijatelné z hlediska
funkce optimalizovaného zafizeni, ale zaroven také vedou k extrémnimu nartstu vypo-
Cetni naro¢nosti matematického modelu a tim také celé ulohy.

Optimalizace geometrie

Pfi optimalizaci geometrie zafizeni, miZeme obecné vyuzit tfi rozdilné optimaliza¢ni
techniky. Jedna se o optimalizaci rozmért, tvarovou optimalizaci a optimalizaci topolo-
gickou. Zakladni rozdil mezi témito technikami je patrny na obr. 13.
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Obr. 13: Rozdily v definici geometrie podle rozdilnych optimaliza¢nich technik (z levé
strany: optimalizace rozméru, tvarova optimalizace, topologicka optimalizace)

Optimalizace rozmeéru je nejjednodussi z uvadénych technologii. P¥i popisu zafizeni
se vyuziva rozméri, které zaroven pfedstavuji optimalizované parametry x. Vyhodou
této techniky jeji jednoduchost a zaroven nizka vypocetni naroc¢nost. Jeji hlavni nevyho-
dou je v$ak velmi silné omezeni mnoziny A vSech moznych feseni, které vyplyva z nut-
nosti zavedeni optimalizovanych parametri vychazejicich z pocate¢niho navrhu dané
geometrie. Praktickym vysledkem optimalizace je pak tedy pouze optiméalni kombinace
optimalizovanych rozmeéra.

Tvarova optimalizace vyuziva jako optimalizované parametry pozice soustavy fidicich
bodd, které popisuji danou geometrii. Ridici body které maji uréeny stupeit volnosti a
jsou béhem optimalizace posouvany vici pocateéni geometrii. Vyhodou tvarové optima-
lizace je niz8i omezeni mnoziny A moznych feSeni a tim také moznost nalezeni lepsiho
feSeni nez v pripadé optimalizace rozméra. Nevyhodou je pak vyssi dimenze optima-
liza¢ni ulohy, jiz odpovida vyssi vypocetni narocnost a také komplikovana formulace
ulohy, pfedevsim s ohledem na nutnost nastaveni mezi pro jednotlivé fidici body.

Topologicka optimalizace je nejpokrocilejsi ze zde uvadénych technologii. Je zalozena
na diskretizaci optimalizované oblasti () (design space) na kone¢ny pocet podoblasti a
nasledné optimalizaci rozlozeni materialu, kterym je definovana oblast vyplnéna a to pii
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splnéni predepsané funkce omezeni. Topologickou optimaliza¢ni tlohu Ize tedy formu-
lovat ve tvaru

min(F) F= /é(p)dQ (34)
Q

p€{0,1}, (35)

gi(p) <0, (36)

kde F znaci cilovy funkcional, { funkce urcujici celkovou hustotu, p tzv. pseudohustotu
urcujici zda dany element je, nebo neni vyplnén danym materiadlem a konecné g; znaci
funkci respektujici omezeni kladena na feSeni dané ulohy. Vysledky jsou ilustrovany na
obr. 14.
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Obr. 14: [lustrace geometrie vychazejici z obr. 13 pomysleného optima nalezena na za-
kladé rozdilnych optimaliza¢nich technik (z levé strany: optimalizace rozméru,
tvarova optimalizace, topologicka optimalizace)

Algoritmy topologické optimalizace jsou ¢asto kombinovany s metodou kone¢nych
prvki, ktera slouzi k feseni samotného matematického modelu, pficemz se vyuziva stejné
diskretiza¢ni sité. Dalsi pouzivanou moznosti reprezentace optimalizované oblasti je vy-
uziti Level set metod.

Nespornou vyhodou topologické optimalizace je variabilita moZnych fe$eni, ktera je
dana velmi nizkym omezenim mnoZiny moznych feSeni B a zaroven mozZnosti vzniku
dutin uvnitf optimalizované oblasti. Nevyhodou je v$ak jeji vysoka vypocetni naro¢nost.

Resenti inverznich tloh

Jak jiz bylo uvedeno tvodu prace, inverzni tloha pfedstavuje nalezeni vhodnych parame-
tr matematického modelu v pfipadé, Ze je znamo jeho feseni. Obecné lze zapsat inverzni
ulohu ve tvaru

y = M(x), (37)

kde y znaci vektor znamych dat (feSeni matematického modelu), x vektor parametra a
M operator (matematicky model), ktery popisuje jejich vzajemny vztah. Cilem feSeni
inverzni ulohy je pfitom nalezeni vektoru x nebo operatoru M tak aby byla uvedena
rovnice splnéna.
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V pfipadé, Ze je inverzni dloha linearni, miZeme rovnici (37) prevést do tvaru
y=Mxx, (38)

kde M znaéi matici vzniklou separaci x. Reseni takto formulované tlohy lze nalézt po-
moci inverze matice M, tedy

x = Mfly. (39)

Inverze matice M je vsak takrka vzdy velmi komplikovana, protoze ve vétsiné pripadi
neexistuje pouze jedno feseni. Pokud tedy inverzi matice M nelze provést, je nutné
vyuzit matematickou tlohu optimalizace k nalezeni jednotlivych elementt vektoru x.
K tomu zavedeme funkcional F formulovany ve tvaru

F = |y — Mx]|. (40)

Nalezenim minima takto formulovaného funkcionalu pak jiz ziskame hledané feseni, pfi-
¢emz miZzeme obecné vyuzit metody pfimé (nejcastéji metodu nejmensich ¢tverct) nebo
metody nepfimé, které jsou zaloZzeny na postupném hledani feSeni pomoci optimalizac-
nich metod.

Inverzni tloha vsak miZe byt obecné nelinearni a nelze tak prevést na ilohu formulo-
vanou podle (38). Reseni tohoto typu tlohy je pak obzvlasté komplikované. Pti praktic-
kém feSeni inverznich problému se tak velmi ¢asto vyuZziva nepfimé metody, kterou lze
formulovat ve tvaru

min(F) F=y—M(p), pcA. (41)
II1.2.3 OPTIMALIZACN{ METODY

Obrovsky potencialu matematickych uloh optimalizace a jejich praktické vyuziti v mnoha
ruznorodych oblastech vedl k vyvoji nepfeberného mnozstvi optimaliza¢nich metod.
Tyto metody lze obecné rozdélit na metody deterministické a metody heuristické.

Deterministické metody jsou vhodné pro dlohy, kde existuje pfiméa zavislost mezi cha-
rakteristikou mozného feSeni, definovanou vektorem optimalizovanych parametrti x a
charakteristikou tohoto fe3eni, ktera je uréena mnozinou funkcionali {F;}. Pokud tato
zavislost neni pfima, vedou tyto metody k velkému mnozstvi potfebnych variant, které
je nutné ovérit k nalezeni feSeni tlohy.

Mezi deterministické metody patfi metody naptiklad velmi ¢asto pouZivana simple-
xova metoda (Dantzigova metoda pro dlohy linearniho programovani, Nelder-Meadova
metoda pro tlohy nelinearniho programovani) [83] [84], dale také metoda sdruzenych
gradientd [85], Newtonova metoda, Rosenbrockova metoda [86] nebo metoda nejmen-
gich ¢tvercu. [82]

Heuristické optimaliza¢ni metody lze vyhodou vyuzit na ulohy, kde deterministické
metody selhavaji, tedy na dlohy s nepfimou zavislosti optimalizovanych parametri na
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mnozinu cilovych funkcionali*. Tyto metody jsou Casto zaloZeny na zavedeni nahod-
nosti do feSeni optimaliza¢ni ulohy (stochastické optimaliza¢ni algoritmy). Ve vétsiné
pfipadi to vSak neznamena, Ze je metoda ndhodné prohledava mnozinu moznych feseni,
naopak vyuziva ndhodnych procest pro efektivni nalezeni feSeni.

Mezi metody heuristické patfi naptiklad metoda simulovaného Zihani [87], stochas-
ticky horolezecky algoritmus [88] velmi znama metoda Monte Carlo [89], genetické algo-
ritmy [90] nebo naptiklad metoda optimalizace hejnem ¢astic [91] a metoda optimalizace
mravenci kolonii [92]. [82]

II1.2.4 AUTOMATICKA REDUKCE DIMENZE OPTIMALIZACN{ ULOHY

Praktické vyuziti optimaliza¢nich dloh pfi navrhu zafizeni je ¢asto spojeno s nutnosti
uvazovat velké mnozstvi optimalizovanych parametru. Jak vyplyva z kapitoly iii.2.1 s ros-
toucim poctem parametrii roste dimenze feSené tilohy a tim také naroc¢nost jejiho feSeni.

Bez pfedem provedené analyzy casto neni mozné rozhodnout, které z parametrs maji
na vysledek feseni ilohy vyrazny vliv a tak neni moZné dimenzi ilohy pfedem omezit
zanedbanim nepodstatnych parametrti. V takovych pfipadech mtze byt velmi uZite¢na
analyza citlivosti cilovych funkcionalti {F;} na vstupni parametry x. V piipadé vypo-
Cetné naro¢nych matematickych modelt je to vSak vzdy spojeno s vysokou ¢asovou na-
ro¢nosti analyzy a to bez moznosti dalsiho vyuZziti provedenych fe$eni.

Velmi efektivni proto muZe byt zaclenéni analyzy citlivosti pfimo do optimaliza¢niho
algoritmu a to pfedevsim v pripadé vyuziti heuristickych metod optimalizace, které se
Casto vyznacuji vyuzitim stochastickych procesti. Zakladni myslenkou této modifikace
optimaliza¢niho algoritmu je redukce stupni volnosti optimaliza¢ni ulohy na zakladé
analyzy citlivosti jednotlivych optimalizovanych parametri, a to pro soubor modelu je-
jichz feseni bylo provedeno jiz v ramci optimalizace.

Popis algoritmu

Zakladni princip automatické redukce dimenze optimaliza¢ni ulohy je uvedeny na obr.
15 a podrobnéji bude vysvétlen na tloze optimalizace s vyuZzitim genetickych algoritmi.

Proces optimalizace zacina stejné jako u standardni implementace GA, nejprve je tedy
vytvofena pocatecni populace jedinci, které 1ze charakterizovat vektorem optimalizova-
nych parametrt x. Pro vSechny jedince pocate¢ni populace je provedeno feSeni matema-
tického modelu, na jehoz zakladé jsou postupné vycisleny vsechny formulované funkci-
onaly F;. Pro vSechny ziskané hodnoty funkcionali je nasledné provedena analyza jejich
citlivosti vzhledem k optimalizovanym parametriim a na jejim zakladé je kazdému para-
metru x; pfifazena vaha w;. Nasledné algoritmus pokracuje selekci jedincti pro novou

Heuristické metody jsou obecné vyuZitelné také pro tlohy s pfimou zavislosti optimalizovanych parametrii
na mnozinu funkcionald. U téchto uloh vsak ¢asto tyto metody vykazuji vyssi vypocletni naro¢nost, nez
metody deterministické.
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optimalizacni algoritmus

|

|
- P . . 210 I
: fegeni matematického modelu‘ —— | vycisleni cilovych funkcionala ‘ |
|

|

y=M(x)

vypocetnt algoritmus

Obr. 15: Zakladni princip automatické redukce dimenze optimaliza¢ni tlohy

populaci a aplikaci genetickych operatort. Pro nové vzniklou populaci je opét provedeno
feSeni matematickych modelt, vyc¢isleni funkcional a nasledna analyza citlivosti.

Postupné se zvySujicim se poétem jedinctt dochazi ke zpfesniovani vysledka analyzy
citlivosti a tim také ke konvergenci pfifazené vahy w; dilé¢iho parametru x;. Pokud v pri-
béhu optimalizace dojde k poklesu vahy libovolného parametru pod nastaveny prah
Wmin, dojde k jeho vyfazeni a pfi vytvareni nové populace jiz tento parametr neni uva-
Zovan a je vzdy nastaven na definovanou implicitni hodnotu.

Ilustrativni priklad

Pro ilustraci uvedené algoritmu uvedme jednoduchy modelovy pfiklad. Jedna se o para-
metrickou optimalizaci otevieného mikropaskového vedeni (open microstrip line), které
predstavuje zakladni typ planarniho vedeni uréeného pro prenos mikrovlnnych signald.
UvaZzované vedeni je uréeno pro vzajemné propojeni komponent urcitého systému s po-
zadavkem dosaZeni specifikované hodnoty charakteristické impedance Zy, ktera zavisi
na pouzitych materialech a pfedevsim pak geometrii vedeni.

Optimalizované vedeni sestava z vodivého pasku umisténého na dielektrickém sub-
stratu na jehoZ spodni strané je umisténa uzemnéna elektroda. Usporadani feSeného ve-
deni je uvedeno na obr.16 a na obr. 17 jsou uvedeny optimalizované parametry urcujici
geometrii celého systému.

vodivy pasek dielektricky substrat

uzemnéna elektroda

Obr. 16: Zakladni uspofadani optimalizo-  Obr. 17: Optimalizované parametry uréu-
vaného mikropaskového vedeni jici geometrii vedeni
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Pro navrh mikropaskového vedeni a jeho zaclenéni do mikrovlnného systému je nej-

L
ZO = \/; 7 (42)

kde L zna¢i indukénost vedeni a C jeho kapacitu. Indukénost i kapacitu lze snadno uréit
z energie systému, pficemz pro indukénost plati vztah

2W,

kde Wp, je energie magnetického pole a I celkovy elektricky proud protékajici vedenim.
Pro kapacitu pak plati analogicky vztah

uz’

kde W, je energie elektrického pole a U elektrické napéti mezi vodivym paskem a uzem-

C= (44)

nénou elektrodou.
Energie magnetického pole Ize ur¢it na zakladé znalosti rozlozeni magnetického pole
vytvofeného v oblasti vedeni, které popisuje rovnice

rot (:lrot A) = Jext (45)

kde y znaci permeabilitu, A magneticky vektorovy potencial a J.,; externi proudovou
hustotu. Energii elektrického pole lze pak urcit z rozlozeni elektrostatického pole, které
popisuje rovnice

div (¢-grad ¢) =0, (46)
kde ¢ je permitivita a ¢ znadi skalarni elektricky potencial.

Energii magnetického a elektrické pole 1ze pak jiz nasledné urcit na zakladé vztaht

B D

Wm://HdBdV; We://EdDdV, (47)
vV o vV o

kde B = rot A zna¢i magnetickou indukci, H = p~!B intenzitu magnetického pole,
D = ¢E elektrickou indukci a E = —grad ¢ intenzitu elektrického pole.

Optimaliza¢ni uloha je formulovana pro funkcional F, ktery pfedstavuje absolutni
hodnotu rozdilu pozadované charakteristické impedance Zy a impedance Zgy, uréené
na zakladé numerického feseni formulovaného matematického modelu a plati tedy F =
|Zo — Zom|. Cilem optimalizace je tedy nalézt vektor parametra x, takovy aby nabyval
funkcional F svého minima. Optimalizac¢ni tlohu lze formulovat jako

min(F(x)) x= (W, hb,tg tg) (48)

Xmin < X < Xmax - (49)
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Pro vypocet citlivosti funkcionalu F na jednotlivé optimalizované parametry x; byl pou-
zit Pearsoniiv korelacni koeficient pp; = w;. Podminkou vyfazeni libovolného parame-
tru bylo dosazeni prahové hodnoty wpin = 0.1 a to pro soubor s vice nez 100 modely.

Pro optimalizaci byla zvolena hodnota poZadované charakteristické impedance Zg =
75 Q). Pouzity geneticky algoritmus® nalezl feSeni pro 10 pozadovanych populaci (zvo-
lena velikost populace byla 50 jedincti) hodnotou funkcionalu F = 74,986 ().

0O O ww A A Wi O O wy - = Wnin
O O W O 0O wy
07 é T T T T T T T
0.6P g8 g ¢ ¢ o0 A
(o} o o
05F o o g
T 04f |
NG =] O f
03 5 B o B8 8 8 ]
0.2 b i
0
00 1 Q 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

# population

Obr. 18: Vyvoj vah jednotlivych parametrt v pribéhu optimalizace

Postupny vyvoj hodnoty vahy w; pro dil¢i optimalizované parametry Xx; je patrny na
obr. 18. Je patrné, Ze s rostoucim poc¢tem jedincti dochazi k postupnému zpfesnovani
korela¢niho koeficientu w;. Vahy parametrt £ a tg reprezentujici sitku vodivého pasku
a zemnici elektrody v pribéhu optimalizace pfekroé¢i prah wp,in = 0,1 a jsou tak po tfeti
populaci vyfazeny.

5 Pro optimalizaci byl vyuzit geneticky algoritmus implementovany v systému OptiLab popisovaném v kapi-
tole iii.3.
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111.3

POPIS SYSTEMU OPTILAB

PTILAB je novy systém urceny pro pokrocilou analyzu matematickych modelt a op-
timalizaci, jehoZ zaklady byly polozeny v ramci této prace. Systém je jednou ze
soucasti projektu Agros2D a nazyva se OptiLab (Optimization Laboratory). Jeho hlavni
vyhodou je pravé provazani s aplikaci Agros2D, ktera je urCena pro feseni fyzikalnich
poli a sdruzenych tloh a OptiLab tak umoziiuje fesit pokrocilé tlohy z oblasti matematic-
kého modelovani, mezi které Ize fadit parametrické studie, analyzy citlivosti a nejistoty
matematickych modelt a zaroven optimalizace pomoci deterministickych a heuristic-
kych metod. OptiLab je vSak samostatnou soucasti Agrosz2D a je tak mozné jej vyuZit
pro analyzu matematickych modeld, které jsou feseny jinou aplikaci nebo pfimo vlast-
nim fesicem.
Systém se primarné zaméruje na analyzu a optimalizaci matematickych modeld, které
se vyznacuji velmi vysokou vypocetni naro¢nosti. Pfi navrhu systému byl tedy kladen
velky diiraz na moznosti vyuziti jiz vyfesenych pocitacovych modeld zpétné pro jejich.

OptiLab

definice parametrického modelu automatické vytvoreni
a pozadované studie souboru pocitacovych modela

zpracovani vysledku feseni

feSeni pocitacovych modela

a vycisleni mnoziny funkcionéla

l o I— .

Agros2D

I
I
a vyhodnoceni studie :
I
I

zobrazeni a analyza
vysledku studie

Obr. 19: Zakladni princip pouziti systému OptiLab
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iii.3.1 STRUKTURA A ZAKLADNI FUNKCE

I11.3.1 STRUKTURA A ZAKLADN{ FUNKCE

OptiLab sestava z baliku variant napsanych ve skriptovacim jazyce Python' a grafic-
kého uzivatelského rozhrani napsaném v programovacim jazyce C++, které je uréené
pro snadnou analyzu vysledka. Uzivatelské rozhrani také integruje interpret jazyka Py-
thon a umoznuje tak velmi efektivni praci se souborem modeli a vysledky jejich feseni.

Balik variant je napsan objektové a tvofi hlavni soucast systému OptiLab. Ta je ur-
Cena k efektivni spravé velkého souboru pocitacovych modelq, jejich pfimého feseni na
lokalnim vypocetnim stroji nebo na jejich clusteru a obsahuje také vsechny algoritmy
pro analyzu modelii a optimalizaci. Zakladni struktura knihovny je zobrazena na obr. 20.

Study

—| Sensitivity Analysis
Calculators

—| ParametricStudy

—| Uncertainty Analysis
ModelDictionary
ModelBase —| Optimization
ModelData

—| Reliability Analysis

”| RobustnessAnalysis

Obr. 20: Zakladni struktura modulu variant

Trida ModelBase je urcena k popisu feSeného modelu. Oddéluje samotny pocitacovy
model od ostatnich ¢asti systému a definuje jeho vstupni parametry a vystupni pro-
ménné. Objekt tfidy umoziuje na zakladé pozadovanych vstupnich parametri vytvo-
fit konkrétni variantu poc¢ita¢ového modelu (zdrojové a materiadlové parametry modelu,
geometrie defini¢ni oblasti), provést jeho feseni a nasledné vy¢islit vystupni proménné,
které feseni dané varianty charakterizuji.

Pro spravu souboru poc¢ita¢ovych modeld ve formé instanci tfidy ModelBase je urcena
tfida ModelDictionary. Objekt této tfidy umoziiuje provadét operace nad celym soubo-
rem modeld, tedy jejich feSeni, ulozeni* do souboru a jejich opétovné nacteni, filtrovani

Python je oblibenym jazykem vyuzivanym velmi ¢asto také v oblasti védecko-technickych vypocti. Piede-
v§im pak volné dostupné knihovny (SciPy, NumPy, PyLab, SymPy, atd.) jsou velmi silnym nastrojem pro
vyvoj vlastnich algoritmu

Pro uloZeni jednotlivych modelt ve formé binirniho souboru se pouziva serializace objektu ModelData,
ktery popisuje pouze vstupni parametry a vystupni proménné. Pfi na¢itani dojde k deserializaci tohoto ob-
jektu a nasledné automatického vytvoreni instance tfidy ModelBase s na¢tenymi parametry a proménnymi.
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modeld podle specifikovanych kritérii a extrakci parametri a proménnych napti¢ vSemi
modely. Tfida zaroven umoziuje zaznamenat vSechny vysledky ziskané analyzou prova-
dénou na souboru pfifazenych pocitatovych modeli. Pro feseni analyzovanych modela
pomoci jinych aplikaci ¢i programt je urcena ttida ModelDictionaryExernal.

Trida Study definuje strukturu objekti, které jsou potfebné jak pro tlohy analyzy po-
¢itacovych modelt tak zaroven optimalizace. VSechny konkrétni tfidy jako je napriklad
ParameterStudy, SensitivityAnalysis a Optimization, jsou tedy od tfidy Study zdédény a
dale ji doplnuji o algoritmus samotné analyzy. V soucasné dobé jsou do systému imple-
mentovany viechny metody analyzy citlivosti uvedené v kapitole iii.1. Z optimaliza¢nich
algoritmti pak metoda sdruzenych gradientii [93], genetické algoritmy NSGA-II [94], me-
toda simulovaného Zihani [94], horolezecky algoritmus a nakonec vlastni implementace
genetickych algoritmui [95] [96], ktera je vyvijena specialné pro optimalizaci sdruzenych
uloh.

Pro definici vektort vstupnich parametrtt modelu a zaroven mnoziny cilovych funkci-
onalt které jsou pfedmétem analyzy, vyuziva tfida instance tfid Parameters a Variables,
které predstavuji kolekce instance tfid Parameter a Variable. Analyzovany pocitacovy
model mtZe byt popsan vice vstupnimi parametry i vystupnimi veli¢inami, které nejsou
vyuzité pro danou analyzu. V takovém pifipadé musi byt pro dané parametry a vystupni
veli¢iny modelu definovany implicitni hodnoty, které se vyuZiji v pfipadé, kdy dané hod-
nota neni definovana analyzou. Tento pfistup sice vede na mirné komplikovanéjsi defi-
nici dané ulohy, ale umoznuje plné vyuzit soubor jiz vyfeSenych matematickych modela
pro dalsi odlisnou analyzu nebo optimalizaci.

Pro rizné druhy analyzy a také pro optimalizaci je velmi dileZita instance ttidy Cal-
culators, ktera slouzi jako kolekce pro instance tfid zdédénych od ttidy Calculator. Ty
slouzi k zatazeni libovolného vypocetniho algoritmu do vypoctu a zaroven definici jeho
vstupt s ohledem na formulované vstupni parametry modelu a vystupni veli¢iny. Timto
zpuisobem je mozné zaclenit do jiz existujici analyzy i optimalizace dalsi vypocetni algo-
ritmus. Lze tak napfiklad béhem optimalizace sledovat, jak se méni primérna hodnota
libovolné vystupni proménné specifikovanych modeld, nebo 1ze napfiklad snadno pro-
vadét analyzu citlivosti podle raznych kritérii.

Analogicky je zvolena struktura omezeni definovanych pomoci kolekce, kterou pred-
stavuje instance tfidy Constraints. Lze tedy k uloze pfidavat libovolna omezeni nebo
vzajemné vazby mezi vstupnimi parametry pocitacového modelu.

I11.3.2 AKCELERACE VYPOCETNICH ULOH

Jak jiz bylo uvedeno v tivodu kapitoly, systém OptiLab se specializuje na analyzu a opti-
malizaci pocitacovych modelt s velkou vypocetni naro¢nosti. Z toho divodu byl systém
roz§ifen o moznosti jejich feSeni s vyuzitim mnoha vypocetnich zdroju (pocitacovy clus-
ter).
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Pfi analyze pocitacovych modelt a zaroven pfi optimalizaci je taktka vzdy nutné fe-
Sit velké mnozstvi vzajemné nezavislych modeli, které jsou vypocetné velmi naro¢né
a zpracovani ulohy tak vyzaduje zpravidla zna¢nou dobu. S ohledem na to je mozné
s vyhodou vyuzit paralelniho vypoctu jednotlivych pocitacovych modeld k akceleraci fe-
Seni celé dlohy. Takto formulovana tloha spadé do oblasti tzv. HTC3 (high-throughput
computing), tedy do problematiky feSeni ¢asové velmi naro¢nych tloh na systémech
mnoha vzajemné provazanych vypocetnich stroji. Zakladni principy a zaroven rozdily
mezi HPC a HTC jsou patrné z obr. 21 a obr. 22.

vypocetni
tloha centralni
> | spravce uloh

standardni sit | | pfed4n{ dlohy

vypocetni vypocetni vypocetni
stroj stroj stroj

Zpravy Zpravy

Obr. 21: Zakladni princip HPC (high-performance computing)

vypocetni
dloha centralni
™ | spravce tloh

. Lpfedzim’ diléich tloh
standardni sit
[ |
vypocetni vypocetni vypocetni
stroj stroj stroj

Obr. 22: Zakladni princip HTC (high-throughput computing)

Systém OptiLab byl tedy doplnén o modul htcondor napsany v jazyce Python, ktery
zajistuje propojeni s aplikaénim ramcem HTCondor a umoznuje tedy pfipojeni na vy-
pocetni cluster pomoci SSH, automatické vytvoreni tlohy, pfenos potfebnych souborii
a samozfejmé spusténi samotné vypocetni ulohy a jeji fizeni. Pro vypocet s vyuzitim
vice vypocetnich stroju tedy staci pouze vyuzit tfidu ModelDictionaryCondor, ktera je
zdédéna od tfidy ModelDictionary a dopliuje jeji funkcionalitu pfi zachovani stejného
rozhrani. Pro ostatni ¢asti systému se tedy nic neméni.

Diavodem k vyuziti HTC (high-throughput computing) oproti HPC (high-performance computing) je pomér
vypocetni naro¢nosti daného pocitacového modelu vzhledem k vypocetnimu vykonu systémii pro HPC.
Pocita¢ové modely pouzivané v technické praxi jsou fesitelné v ramci vykonu jednotlivych vykonnych
vypocetnich stroji a neni nutné tedy pouzivat vykon jejich kombinace pro fe$eni dil¢i ulohy, naproti tomu
je vsak velmi vyhodné vyuzit paralelni zpracovani relevantnich algoritmu.
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Vzhledem k riznorodému charakteru vyuziti systému OptiLab byly implementovany
dva zakladni zptsoby komunikace s aplikaénim ramcem HTCondor. Prvni zptisob ko-
munikace je uréen pro pfipady kdy je nutné fesit najednou pouze méalo pocetny sou-
bor pocitatovych modeld. V takovém pripadé se vytvori pro kazdy dil¢i model jedna
samostatna uloha, ktera se odesle a systém po jejim zpracovani danou ulohu vyzvedne,
pricemz neceka na zpracovani ostatnich tloh. Praktické vyuziti tohoto zptisobu komu-
nikace je pfedevs$im pfi analyze citlivosti modelu s vyuzitim standardnich metod (OAT,
Morisova metoda) nebo feseni optimaliza¢nich dloh pomoci deterministickych optima-
liza¢nich algoritmu (simplexova metoda, metoda sdruzenych gradientt1).

l 'j::::::::t:::::: _____ .

zobrazeni a analyza

vysledku studie zpracovani Glohy

OptiLab

T e e e e e e !
: definice parametrického modelu automatické vytvoreni I
I a pozadované studie souboru pocitacovych modelu :
I | |
. I
: zpracovani vysledku feSeni - vytvofeni vypocetni tilohy I
I a vyhodnoceni studie a odeslani na cluster :
: I
I

I

I

I

I

I

a rozeslani na vypocetni stroje

i | i

paralelni feSeni pocitacovych modela
a vycisleni mnoziny funkcionala

HTCondor + Agros2D

Obr. 23: Zakladni princip pouziti systému OptiLab spole¢né s HTCondor

Druhy zptasob komunikace je uréen naopak pro velké, pocetné soubory modelu, které
je mozné fesit najednou. V takovém pripadé je pro vsechny modely vytvorfena jedina
uloha rozdélena na dil¢i procesy, které jsou zpracovavany paralelné. Tato tloha je ode-
slana na server a po jejim zpracovani, které zahrnuje vyfeSeni vSech dil¢ich procest,
je vyzvednuta a modely jsou nacteny k dalsimu zpracovani. Pfi tomto zpusobu se pfi
prenosu soubori na cluster vyuziva jejich archivace, a to pfedevsim z dvodu snizeni
vysoké narocnosti pfenosu velkého mnozstvi malych soubort. Praktické vyuziti tohoto
zpusobu komunikace je pfedevsim pro analyzu citlivosti pomoci varia¢nich metod nebo
ulohy optimalizace s vyuZitim heuristickych metod (genetické algoritmy, metoda Monte
Carlo).
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Cast IV

ILUSTRATIVNI PRIKLADY



1V.1

TVAROVA OPTIMALIZACE ELEKTROD TRIBOELEKTRICKEHO
SEPARATORU PLASTU

EPARACE a nasledna recyklace plastovych materialt je v soucasné dobé jednou z nejdu-
lezitéjsich oblasti odpadového hospodarstvi. Intenzivni vyzkum a vyvoj technologii
umoziujicich opétovné a predevsim pak Gcelné vyuziti plastového odpadu je zptisoben
extrémnim narastem produkce plastl v poslednich Sedesati letech a zaroven také velmi
frustrujicim pomérem mezi objemem plastového odpadu a celkovym objemem vyprodu-
kovanych plastii (viz. obr. 24). [97] [98]

350

1

ki
300 [HE produkce |
B odpad

250 - -

200 -
150 |- -
100 |- .

objem (103 - kg)

2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014
rok

Obr. 24: Vyvoj objemu produkce a objemu odpadu plast v CR [98]

Mezi technologické postupy umoznujici snizeni mnozZstvi plastového odpadu patfi
dnes predevsim spalovani, skladovani a recyklace. Recyklace je pfitom asi nejlepsim
zptsobem nakladani s plastovym odpadem. K jejimu vyuziti je v§ak nezbytné nutna
vysoka Cistota recyklovaného materialu, kterou muze zajistit pouze velmi dobra u¢in-
nost separacnich procest zajistujicich tfidéni odpadnich materiali na jeho jednotlivé
druhy. V soucasné dobé existuje fada technologii vyuzivajici nejraznéjsi vlastnosti ma-
terialti (hustota, zrnitost, barva, atd..). U¢innost separace i ¢istota vyslednych produkti
vsak vZdy silné zavisi na provoznich podminkach a separovanych materialech. Znalost
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téchto podminek pro konkrétni materialy a jejich kombinace je tedy pro vyuziti dané
technologie vzdy kriticka. [99] [100]

Cilem optimalizace, ktera je uvedena v této kapitole, je identifikovat kli¢ové provozni
parametry prototypu triboelektrického separatoru, ktery byl vyvinut a nasledné testo-
van za Ucelem separace drté pramyslového plastového odpadu. [93] [94]

IV.1.1 FORMULACE TECHNICKEHO PROBLEMU

Zakladni myslenkou technologie elektrostatické separace je vyuziti silového ptisobeni
elektrostatického pole na volné se pohybujici elektricky nabité ¢astice' separované drté,
sloZené z riznych druht materiald. Jednotlivé ¢astice jsou pfi volném pohybu vychylo-
vany ze své prirozené trajektorie pohybu a tim jsou tfidény na zakladé polarity a velikosti
jejich elektrického naboje. V pfipadé triboelektrické separace plastu je drt elektrovana
pomoci tfeni (triboelektricky jev), pfi¢emz polarita a velikost ziskaného naboje zavisi pre-
devs$im na druhu materialu a velikost ziskaného naboje 1ze odhadovat z triboelektrické
fady [101]. [102] [103]

Zékladni princip a hlavni konstrukéni ¢asti prototypu feSeného triboelektrického se-
paratoru typu free-fall jsou patrné z obr. 25. Elektricky neutralni ¢astice plasti nejprve
vstupuji do rotujiciho valce, kde pfi pomalém priichodu dochéazi k jejich intenzivnimu
tfeni a to jak o stény rotujiciho valce, tak zarovein mezi jednotlivymi ¢asticemi, které tim
ziskavaji razny elektricky naboj. Velikost ziskaného naboje pfitom zavisi na druhu ma-
teriald, jeji zrnitosti a vlhkosti, dobé jejiho prachodu skrze rotujici valec, jeho rychlosti
otaceni a v neposledni fadé pak na vlhkosti okolniho prostfedi, teploté a mnoha dalsich
vlivech [104].

elektricky neutralni drt

e
. podavac
rotujici valec <.
] [
elektrody
kolektory I
e /—\'/—\.° /— sbérné kose
|| B

Obr. 25: Zakladni princip funkce triboelektrického separatoru

1 V ramci této kapitoly je pojem &astice vniman jako pevné téleso o rozmérech v fadu jednotek milimetrd,
které bylo ziskano rozmélnénim materialu.
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Elektricky nabita drf nasledné prochéazi skrze podavac, ktery jeji tok usmérni a jednot-
livé Castice tak volné padaji mezi systém elektrod s rozdilnym elektrickym potencialem.
Vlivem silového ptsobeni elektrického pole dochazi k vychyleni ¢astic z pfimé trajekto-
rie a tim k jejich tfidéni dle elektrického naboje. Separovana drt je v dolni ¢asti systému
elektrod zavedena pomoci kolektort do sbérnych kosu.

Proces nabijeni je zna¢né stochasticky, proto je vzdy nutné uvazovat urcité pravdépo-
dobnostni rozdéleni elektrického naboje jednotlivych ¢astic a stejné tak rozdéleni jejich
rychlosti a pozice na vstupu do mezielektrodového prostoru [105]. To znamena, ze vzdy
bude pii separaci existovat urcita nejistota spravného roztfidéni drté a je tak nutné sle-
dovat ¢istotu vyslednych produktii ve sbérnych kosich, ktera udava pomér mezi spravné
a nespravné separovanymi materialy v jednom sbérném kosi.

Nejistotu spravného roztfidéni je mozné zna¢né eliminovat vyuzitim vétsiho poctu
kolektort a tomu odpovidajictho po¢tu sbérnych kosi. Miniméalné je vsak nutné uvazo-
vat vzdy tfi sbérné kose (viz. obr. 25), kdy materidl v prostfednim kosi je nutné vzdy
separovat znovu. Dal$i moznosti snizeni nejistoty a tomu odpovidajiciho zvyseni Cistoty
vyslednych produktt maze byt také vyuziti vicenasobné separace, kdy jsou jiz roztfidéné
Castice rovnou pfivedeny pomoci kolektorti do mezielektrodového prostoru dalsiho se-
paratoru.

Na zakladé mnohych experimentd, které byly provedeny pfi jeho vyvoji, bylo zjisténo,
Ze tvar elektrod ma enormni vliv na cely proces separace. Jejich vhodnym tvarem je tak
mozné znacné zvysit Cistotu roztfidéné drté a pfitom snizit napéti elektrod. Tim dojde
nejenom ke snizeni energetické narocnosti celého systému, ale také ke sniZeni narokt
na izolaci aktivnich ¢asti a tim ke zvySeni bezpec¢nosti a sniZeni rizika moznych defektu.
Cilem optimalizace prototypu bylo tedy nalézt jejich optimalni tvar.

IV.1.2 MATEMATICKY MODEL A JEHO NUMERICKE RESENT{

Rozlozeni elektrostatického pole vytvofeného elektrodami separatoru popisuje parcialni
diferencialni rovnice formulovana pro elektricky potencial ¢, kterou lze zapsat ve tvaru

—div (egrad ¢) = p, (50)

kde € znaci permitivitu prostfedi a p je objemova hustota elektrického naboje. Vzhledem
k velikosti elektrického naboje jednotlivych ¢astic, ktery se maze pohybovat v fadu jed-
notek az stovek pC, lze usoudit, Ze ¢astice nebudou vyrazné ovliviiovat elektrostatické
pole vytvorené elektrodami. Tato ivaha byla podpofena provedenymi simulacemi a na-
sledné také mnoha experimenty na prototypu zafizeni. [94] [106]

Schématické znazornéni defini¢ni oblasti elektrostatického pole v kartézském sourad-
nicovém systému (x, ) je zobrazeno spolecné se zvolenymi okrajovymi podminkami je
patrné z obr. 26.
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Obr. 26: Schématické znazornéni defini¢ni oblasti pro feseni elektrostatického pole

Pohyb jednotlivych ¢astic separované drté v elektrostatickém poli popisuji pohybové

rovnice
do
ma - F, (51)
ds
0 = a 7 (52)

kde m je hmotnost dané castice, v rychlost jejtho pohybu, F celkova sila, ktera na ni
pusobi a s jeji draha. Celkova sila ptisobici na kazdou ¢astici je dana superpozici vSech
dil¢ich sil a lze ji rozepsat do tvaru

F:ZFi:Fg+Pa+Pe+Fp2pz (53)
i

kde Fyg je sila gravita¢ni, F, je odporova sila, ktera brzdi pohyb castice v daném pro-
stfedi, F, je sila elektrostatického pole vychylujici ¢astici z drahy pfirozeného pohybu a
konecné Fpp, je sila respektujici vzajemnou interakci jednotlivych ¢astic. Uvedené sily
1ze pak vyjadrit pomoci vztaha

Fg=m-g, (54)
F,= —v%pcSv, (55)
Fe=QE=—Q;-grad ¢, (56)
Q-Qj Q-Qj
szp:z.(47f€'1fz+y47'['r;>, (57)

kde g predstavuje gravitacni konstantu, p hustotu prostredi, ¢ je soucinitel odporu ¢as-
tice, S jeji referenc¢ni plocha, Q elektricky naboj a Q; elektricky naboj daldi interagujici
Castice. Schématické znazornéni vSech uvazovanych sil ptisobicich na ¢astice pfi jejich
pohybu je uvedeno na obr. 27. [94]
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p=U F, p=0

+Q2
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F. Fp, PPl Fpop
Qs F,
Fy
Obr. 27: Schematické znazornéni silového ptisobeni na jednotlivé ¢astice separované drti

IV.1.3 FORMULACE ULOHY OPTIMALIZACE

Vzhledem k povaze tlohy byla vybrana tvarova optimalizace s vyuzitim evoluénich al-
goritmi. Kazda z elektrod byla diskretizovana péti nezavislymi fidicimi body, jejichz
linearni aproximace predstavuje ¢tyfi segmenty kazdé elektrody. Vertikalni vzdalenost
fidicich bodu byla zvolena jako ekvidistantni a jako optimalizované parametry byly zvo-
leny vzdalenosti bodlt x; — x19 od osy separatoru umisténé v jeho stiedu. Uloha byla
dale doplnéna o dalsi dva parametry urcujici vzdalenost kolektorti od spodni hrany elek-
trod d a velikost napéti U napéjené elektrody. Déleni elektrod a zaroven zavedeni viech
dvanacti optimalizovanych parametru je patrné z obr. 28.

p=U 1 ¢=0
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Obr. 28: Déleni elektrod pro jejich tvarovou optimalizaci
Kazda z variant provedeni separatoru definovana pomoci stanovenych parametri byla

v ramci optimalizace hodnocena na zakladé numerického feseni formulovaného modelu,
tedy feSeni rozloZzeni elektrostatického pole nasledované vypoctem trajektorie vzdy stej-
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ného souboru 500 ¢astic® reprezentujici drt pramyslového odpadu sloZenou z 50% PVC

iV.1.3 FORMULACE ULOHY OPTIMALIZACE

(polyvinylchlorid) a 50% PET (polyethylentereftalat).
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Obr. 29: Rozdéleni pravdépodobnosti elektrického naboje ¢astic a jejich poloméru

Pro testovaci soubor ¢astic bylo uvazovano normalni rozdéleni pravdépodobnosti na-
boje obou druhti materialu, jejich poloméru a rovnomérné rozloZeni pravdépodobnosti
jejich pocatecni pozice pfi vstupu do mezielektrodového systému (viz. obr. 29)3. Dalsi
pouzité parametry a parametry rozdéleni pravdépodobnosti jsou uvedeny v tab. 1, kde

y znaci stfedni hodnotu a o stfedni kvadratickou odchylku.

Tab. 1: Parametry jednotlivych Castic reprezentujici separovanou drt

material hustota polomér naboj
plg-m=) | p(mm) o(mm) | () ¢ (C)
PET 1330 2 0.25 +025-1077 08-10°10
PVC 1370 2 0.25 —05-107 0.8-10°10

Pro hodnoceni dil¢ich variant byly zavedeny dva nezavislé funkcionaly. Prvni funk-
ciondl, ktery je dale znaleny jako F, pfedstavuje penalizaci dopadu kazdé ¢astice mimo
urceny sbérny kos, piicemsz se tato penalizace zvySuje pii zvétsujici se vzdalenosti do-
padu od stftedu uceného kose a zaroven se zvlast penalizuje dopad ¢astice na libovolnou
elektrodu?. Jako druhy funkcional bylo zvoleno napéti napijené elektrody U, které je

zaroven také jednim z optimalizovanych parametru.

[}

w

moznost vzajemného porovnani vysledki pro libovolny tvar elektrod a jejich napéti.

4 Pfi dopadu ¢astice na elektrodu dochazi k pfenosu naboje a tim nutné k velmi rychlému odrazeni ¢astice

smérem od elektrody a tim také ke zna¢nému zanaSeni chyb do procesu separace.
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Reélny tvar ¢astic neni mozné vzhledem k jejich sloZitosti zptisobené drcenim respektovat, proto byly
vSechny castice testovaciho souboru uvazovany jako kulové s proménnym polomérem danym pravdépo-
dobnostnim rozlozenim.

Pro provedenou optimalizaci byl uvazovan vzdy naprosto stejny soubor testovacich ¢astic. Byla tim zajisténa



iv.1.4 PRUBEH PROCESU OPTIMALIZACE A DISKUZE VYSLEDKU

Jedna se tedy o multikriterialni optimalizaci s cilem minimalizovat oba formulované
funkcionaly. Problém lze tedy formulovat jako

min(F(p),U(p)), p=[x1,x2,...,x10,d, U], pEP (58)

kde p predstavuje vektor optimalizovanych parametrii a P prostor moznych feSeni opti-
maliza¢ni Glohy omezené nastavenim intervalu pro kazdy dil¢i parametr.

Iv.1.4 PRUBEH PROCESU OPTIMALIZACE A DISKUZE VYSLEDKU

Formulovana uloha je velmi specificka nespojitosti funkcionalu F, kdy jen velmi mala
zména parametri muze zpusobit velké zmény funkcionalu pii narazu castice do elek-
trody. Proto byly otestovany dva algoritmy feSeni. Prvnim byla vlastni implementace
genetického algoritmu NSGA-II [9o] a pro ovéfeni vysledki také vlastni implementace
optimaliza¢niho algoritmu zaloZeného na metodé simulovaného Zihani (SA).

Vyuzity geneticky algoritmus NSGA-II byl vzhledem k povaze fesené tlohy dale roz-
§ifen o moznost mutace predkd. Tato modifikace se uplatiiuje ve specifickych pripadech,
kdy pro danou variantu dochazi k pocetné nadmérnym dopadiim pohybujicich se ¢astic
na elektrody (vzdalenost elektrody od osy separatoru je v takovych pfipadech zvétsena),
nebo naopak v pripadech, kdy dochazi k nedostateénému vychyleni ¢astic, a ty pak ve
velkém mnozZstvi dopadaji mimo urceny sbérny kos$ (vzdalenost elektrody je zmensena).
Hlavni myslenka této modifikace spo¢iva v imyslném vylepSeni nové vznikajici popu-
lace za ucelem dosazeni rychlejsi konvergence metody.
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i populace 10 |
40 | populace 20 H
populace 30

— 3T e+ populace 40 ||
:>‘i 30| e populace 50
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25 | * .
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15 — .. [ ] ‘. ° ‘ 7

10 |‘.‘§~_"‘|." ° ~|.. ¢ .°1
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Obr. 30: Zobrazeni zavislosti U (F) pro vechny jedince ve vybranych populacich
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iv.1.4 PRUBEH PROCESU OPTIMALIZACE A DISKUZE VYSLEDKU

Prubéh feSeni optimaliza¢ni tilohy pomoci genetickych algoritmt je patrny na obr.
30, kde jsou zobrazeny vzdy vsichni jedinci pro vybranou populaci. Z pribéhu je jasné
patrné formovani Pareto fronty a to jiz pro desatou populaci. Celkem bylo spoéteno 50
populaci a optimaliza¢ni proces trval pfiblizné 50 minut.

Pro ovéfeni ziskanych vysledkt byla nasledné provedena optimalizace pomoci algo-
ritmu zaloZeného na metodé simulovaného zihani. V prabéhu feseni bylo vzdy zafixo-
vano napéti U napéajené elektrody a nasledné byl minimalizovan funkcional F. Byla
tedy reSena jednokriterialni optimalizac¢ni tloha s redukovanym poc¢tem parametrt p =
[x1,x2,...,d]. Opakovanym fe$enim takto formulované tlohy, vzdy s rozdilnou hodno-
tou pevného napéti U, byly tedy nalezena rozdilna minima funkcionalu F, ktera lezi na
Pareto fronté.

Pro ukonceni tlohy jednokriterialni optimalizace byl algoritmus doplnén o zastavo-
vaci kritéria, urcujici maximalni pocet kroki metody a zaroven kritéria kontrolujici zlep-
Seni funkcionalu F v nékolika po sobé nasledujicich iteracich. Takika ve vSech pfipadech
byl algoritmus ukoncen pravé druhym zminénym kritériem.
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Obr. 31: Porovnani vysledkt vyuzitych optimalizac¢nich algoritmi

Porovnani vysledkd ziskanych pomoci genetického algoritmu NSGA-II a simulova-
ného zihani je uvedeno na obr. 31. Je jasné patrné, Ze vysledky dosazené obéma pouZi-
tymi algoritmy jsou si velmi blizké. Pro pfimé porovnani vysledkt byly dale vybrany dvé
rozdilné varianty, které lezi v blizkosti bodu A zobrazeného na Pareto fronté v obr. 36.
Tvar elektrod pro obé varianty je uveden na obr. 36, a to spole¢né s misty dopadu vsech
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Obr. 32: Porovnani vysledkl pouzitych optimaliza¢nich algoritmt, leva varianta byla
ziskana pomoci NSGA-II, prava pomoci simulovaného Zihani (vyznacené body
znaci mista dopadu kazdé z jednotlivych ¢astic

Castic separované drté. Blizsi analyzou nékolika vysledkt bylo zjisténo, Ze vyrazny vliv
na vysledek feSeni ma predevsim prvni tietina elektrod, coz odpovida predpokladiim?.

Na obr. 33 jsou dale zobrazeny vsechny varianty, které se nachazeji na Pareto fronté
v posledni populaci ziskané pomoci NSGA-II. Z vysledkii je mozZné si povsimnout, Ze
s rostoucim napétim se zvysuje thel, ktery sviraji elektrody s osou separatoru a zaroven
také vzdalenost mezi elektrodami v jejich vrchni ¢asti. Tento thel se pfitom méni pro
kazdou elektrodu rozdilné. To je zpisobeno rozdilnou stiedni hodnotou y elektrického
naboje Q pro jednotlivé ¢astice separované drté®.

Pro uplnost byla na zdkladé vysledki optimalizace stanovena teoreticka ti¢innost sepa-
ra¢niho procesu 7, kterd udava pomér poctu spravné umisténych ¢astic do jim uré¢eného
sbérného kose a poctu castic, které dopadly mimo tento kos. Zavislost uc¢innosti 77 na
napéti je uvedena na obr. 34, a to pro vSechny varianty leZici na Pareto fronté nalezené
v posledni populaci jez byla ziskdna pomoci NSGA-IL

Nejvyssi sila Fe, zpasobujici vychyleni leticich ¢astic separované drté by se méla nachazet v nejuzsim misté
elektrodového systému.

Stfedni hodnota naboje ¢astic PET je y = +0.25 - 1072 a ¢astic PVC u=-05- 10~2. Vzhledem ke stejné
kvadratické odchylce ¢ = 0.8 - 10710 je jasné, Ze absolutni hodnota elektrického naboje |Q| &astic PET je
celkové nizsi, nez u ¢astic PVC. Céstice PET jsou vychylovany do pravého kose a proto musi pravé elektroda
svirat s osou separatoru mensi thel, aby v pribéhu letu ¢astice doslo k jejimu dostate¢nému vychyleni.
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Obr. 33: Zobrazeni tvaru elektrod pro vSechny varianty lezici na Pareto fronté v posledni
populaci ziskané pomoci NSGA-II a jejich aproximace linearni funkei
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Obr. 34: Zavislost u¢innosti separa¢niho procesu na napéti elektrod pro vSechny varianty
leZici na Pareto fronté v posledni populaci ziskané pomoci NSGA-II
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podavac

vysokootackovy

segmentove asynchronni motor frekven¢ni ménic

elektrody

horkovzdusny
ventilator

Obr. 36: Snimky z vysokorychlostni kamery zachycujici vychylovani testovaci smési PET
pfi jednom z prvnich experimentii provedenych v laboratoti KTE ZCU v Plzni
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1V.2

ODHAD TEPLOTNE ZAVISLE CHARAKTERISTIKY MERNE
TEPELNE KAPACITY FIELDOVA KOVU

ATERIALOVE PARAMETRY jsou velmi duleZitymi vstupnimi daty kazdého matematic-

kého modelu, protozZe vysledek jeho feSeni na nich vzdy silné zavisi. V pfipadech,

kdy jsou parametry navic nelinearni, je jejich pfesna znalost kriticka a kazda nejistota
muze zpusobit nepfipustné chyby.

V oblasti elektrotechniky 1ze nalézt velkou fadu silné nelinearnich fyzikalnich jev,
které je Casto nutné fesit jako sdruzené uilohy. Mezi jedny z nejéastéjsich rozhodné patfi
sdruzena tloha elektrického proudového, magnetického a teplotniho pole, kterou je nutné
fesit v mnoha odvétvich slaboproudé i silnoproudé elektrotechniky. Lze se s ni setkat jak
pii analyze vzniku nezadoucich tepelnych ztrat, tak pfi syntéze zafizeni a stroju, u kte-
rych je vznikajici teplo zakladem pro spravnou funkci. V obou uvedenych ptipadech je
v$ak nutné pro korektni feseni matematického modelu velmi presné definovat elektric-
kou vodivost, permeabilitu, tepelnou vodivost, hustotu a mérnou tepelnou kapacitu, a to
takika vzdy jako charakteristiku zavislou na teploté.

V dnesni dobé existuje velka fada materialovych databazi zahrnujici mnoho materiald.
Napriklad pro ¢isté kovy je tak velmi snadné nalézt takika vsechny materialové parame-
try, a to dokonce spole¢né se zavislostmi na teploté, nebo dalsich fyzikalnich veli¢inach.
Problém vsak Casto nastava v ptipadé, kdy je nutné nalézt konkrétni materialové cha-
rakteristiky pro slitiny kovi a dalsi specifické materialy, u kterych dané charakteristiky
velmi silné zavisi na jejich pfesném chemickém sloZeni, které navic neni ¢asto ani znamé.
Typickym pfikladem mizZe byt naptiklad teplotni zavislost mérné tepelné kapacity kov,
ktera je pro vyssi teploty Casto velmi silné nelinearni.

V takovych prfipadech je takika jedinym moZnym feSenim méfeni potfebnych cha-
rakteristik, které vsak Casto byva velmi naro¢né, a to jak z pohledu potfebného tech-
nologického vybaveni a zkusenosti, tak z pohledu finan¢ni i ¢asové naroénosti. Jednim
z moznych FeSeni vsak také mtze byt spojeni jednoduchého experimentu spole¢né s fe-
Senim inverzni tlohy, na jejimz zakladé lze velmi dobfe odhadnout dané materialové
parametry a dokonce také jejich nelinearni charakteristiky.

Tato kapitola je zaméfena na ilustraci pravé uvedené moznosti odhadu materialovych
charakteristik. Cilem analyzy je zjisténi teplotné zavislé charakteristiky mérné tepelné
kapacity Fieldova kovu, ktery miZe byt vzhledem ke svym unikatnim vlastnostem vyuZit
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iv.2.1 POPIS POUZITE METODIKY

v mnoha aplikacich, mezi které patfi napfiklad pro technologie rychlého prototypovani
(rapid prototyping) a tlakové liti (die casting). [107]

Iv.2.1 POPIS POUZITE METODIKY

Fieldav kov je eutektickou slitinou bismutu (32.5 %), cinu (16.5 %), a india (51.0 %) a patfi
mezi kovy s velmi nizkou teplotou taveni (62 °C). Kov neobsahuje olovo ani kadmium a
v porovnani s Woodovym kovem tak neni toxicky. Materialové parametry Fieldova kovu
takfka nejsou znamé a v soucasné odborné literature 1ze nalézt jen velmi strohé infor-
mace, které jsou navic ¢asto uvadény pouze pro pokojové teploty (viz. tab. 2). Teplotni
vodivost A byla odhadnuta z Wiedemann-Franz-Lorenzova zakona a mérna teplota tani
¢p na zdkladé Neumann-Koppova pravidla a hustota p byla zmétena. [108] [109]

Tab. 2: Zakladni materiadlové parametry Fieldova kovu

parametr hodnota
elektricka vodivost ¥=1,923-10° S-m™!
relativni permeabilita ur=1
tepelna vodivost A=13,8 W-mI.K I
hustota p=7991,6 kg -m 3
mérna tepelna kapacita cp =200,72 ] - kg*1 K1

Aby bylo mozné odhadnout teplotni zavislost mérné tepelné kapacity Fieldova kovu,
byla vyuZzita mala laboratorni indukéni pec, ktera umozriuje méftit teplotu mensiho mnoz-
stvi materialu pfi jeho taveni. Zméfena ¢asova zavislost teploty taveniny byla nasledné
vyuzita pfi feSeni inverzni dlohy pro matematicky model popisujici proces taveni. Vzhle-
dem k tomu, Ze tento proces popisuje nelinearni sdruzena tloha, bylo pfi hledani odpo-
vidajici zavislosti mérné tepelné kapacity vyuzito optimalizace s cilem nalézt co nejlepsi
shodu feSeni daného modelu s méfenim. Vzhledem k tomu, Ze feSeni sdruzené ulohy
nezavisi pouze na mérné tepelné kapacité, byla provedena analyza citlivosti za ucelem
zjisténi vlivu vSech materialovych parametrt na vysledek feseni.

Iv.2.2 FORMULACE TECHNICKEHO PROBLEMU

Pro taveni zkoumaného vzorku Fieldova kovu byl vyuzit prototyp malé kelimkové in-
dukéni pece zkonstruované v ramci této analyzy v laboratofi Katedry teoretické elektro-
techniky (viz. 37). Pec sestava z frekven¢niho ménice (fmax = 1500 Hz, Inax = 5 A),
napajeciho obvodu s kompenzaci a valcové civky s 500 zavity, v jejimz stfedu je umistén
silikonovy kelimek, ktery je schopen pojmout vzorek o celkové vaze 410 g.

Meéfeni teploty vzorku v prabéhu jeho taveni bylo provedeno pomoci teplotni sondy.
Pouzita sonda vyuziva pro méfeni teploty kfemikovou diodu, ktera je umisténa v ko-
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iv.2.3 MATEMATICKY MODEL A JEHO NUMERICKE RESEN{

Obr. 37: Vyuzita laboratorni pec

vovém pouzdfe z nerezové oceli’. Méfeny vzorek byl nejprve plné roztaven a nasledné
do néj bylo vlozena teplotni sonda. Po opétovném zchladnuti bylo provedeno samotné
méfeni teploty v prubéhu ohfevu a taveni vzorku.

IV.2.3 MATEMATICKY MODEL A JEHO NUMERICKE RESENT{

Jak jiz bylo uvedeno v Gvodu kapitoly, indukéni ohfev popisuje sdruzena uloha obecné
Casové proménného magnetického a teplotniho pole. Vzhledem k harmonickému napaje-
cimu proudu vyuzité laboratorni pece lze rozloZeni magnetického pole v okoli induktoru
a kelimku s tavenym kovem vyuzit Helmholtzovu rovnici

rot (:lrot A) +jwyA=1]_ ., (59)

kde y znaci permeabilitu prostiedi, A fazor vektorového magnetického potencialu A,
w = 27tf je uhlova frekvence, 7y elektricka vodivost a J .. fazor externi proudové hus-
toty. Model magnetického pole je dale nutné doplnit o Dirichletovu okrajovou podminku
A = 0 definovanou na hranici feSené oblasti modelu v osové symetrickém soufradnico-
vém systému (7, z), jak je patrné z obr. 38.

Pouzitd sonda umozfiuje méfit teploty v rozsahu —17 — 110°C a to s pfesnosti +0,22 °C. Pro zdznam
teploty byla pouzit DAQ LabJack U3 HV s rychlosti zdznamu 0, 05 s.
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I
Iy
1 .
Oy () :rot ‘u— rot A | +jwyA =0 (60)
0
0y, Oy : rot <; rot A> =0 (61)
0
0 Q)3 : rot (;{Jrot A> = Jot (62)
Q, I,I,:A=0 (63)
ZT_'

r

Obr. 38: Defini¢ni oblast modelu magnetického pole

Rozlozeni teplotniho pole je mozné s vyhodou formulovat jen na ¢asti fesené oblasti.
Prestup tepla v oblasti taveniny a kelimku indukéni pece pak popisuje rovnice prestupu
tepla ve tvaru

div(AgradT) = pcp%]; -y, (64)

kde T je teplota, A(T) teplotni vodivost daného materialu, o(T) hustota, ¢, (T) mérna
tepelné kapacita, t ¢as a pj predstavuje mérné tepelné ztraty generovany pomoci Joule-
ovych ztrat, které je mozné urcit z feseni magnetického pole pomoci

2
i
2y
kde J. . je fazor indukované proudové hustoty, ktera vychazi z druhého ¢lenu rovnice

(59), tedy J. , = —jwyA.
Model teplotniho pole je dale nutné doplnit o okrajovou podminku respektujici pre-

Py / (65)

stup tepla z hranice feSené oblasti, tu 1ze formulovat ve tvaru

oT
A—=0a(Tex —T), 0
n (Text ) (70)
kde n zna¢i vnéjsi normalu dané hranice, a koeficient pfestupu tepla a Teyt okolni teplotu.
Dale na hranici symetrie defini¢ni oblasti teplotniho pole (obr. 39) pak musi nutné platit
okrajova podminka nulového teplotniho toku, kterou 1ze definovat pomoci rovnice

AT

- %—0- (71)
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0y :div(AgradT) = pcpa;; —p; (66)

r Oy :div(AgradT) = pcpaa—]; (67)
1
oT
Ly a s = Ao =a(Tea = T) (68)
oT
2 F2: —Ag =0 (69)

h

r

Obr. 39: Defini¢ni oblast modelu teplotniho pole

IV.2.4 MAPOVAN{ PRUBEHU OHREVU A TAVENT KOVU

Pro podrobnéjsi posouzeni teplotnich procest bylo provedeno opakované méreni teploty.
Z vysledkl méfeni, které jsou uvedeny na obr. 40, je zfetelna oblast faizové zmény vzorku
pii jeho taveni, kterd predstavuje ¢ast kfivky, kde se teplota takika neméni. Vzhledem
k pomalu se ménici teploté je vsak velmi tézké odhadnout kdy presné k fazové zméné
dochazi.

Na zakladé formulovaného matematického modelu bylo provedeno jeho numerické
feSeni, a to pro materidlové parametry uvedené v tab. 2. Model teplotniho pole byl tedy
uvazovany jako linearni. Na obr. 41 je uvedeno rozloZeni magnetické indukce a rozloZeni
teploty v ¢ase t = 200 s. Z vysledku je patrné, Ze teplota v oblasti Fieldova kovu je takika
konstantni a dosahuje hodnoty T(200 s) = 100 °C. Porovnéni tohoto vysledku s vy-
sledky méfeni jasné potvrzuje, Ze linearni model nerespektuje spolehlivé proces taveni
kovu.

Aby bylo mozné lépe posoudit, v jakém ¢asovém okamziku dochazi k taveni Fieldova
kovu a zaroven kdy je kov plné roztaven, byl proveden vypocet derivace mezi jednotli-
vymi hodnotami naméfenych dat a to jak pfimo z naméfenych hodnot (diference), tak
z derivace interpolac¢ni kiivky vytvorené pomoci kubického splinu, kter4 je zobrazena na
obr. 42. Tato derivace pfedstavuje rychlost ohfevu a je z jejiho prubéhu lépe patrné, kdy
presné k fazové zméné dochazi. Pro stanoveni konkrétniho ¢asového tidaje byl definovan
prah 0,06°C - s~ 1.

Z urceného casu taveni (107 s < tyer < 217 s) a ze znalosti vykonu P; dodavaného
do taveného materialu, ktery byl stanoven na zakladé modelu magnetického pole, byla
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Obr. 40: Casovy vyvoj teploty vzorku méteny v jeho stfedu (méfeni teploty bylo pro-
vedeno s vysokou Cetnosti a opakované, zde je pro jednoduchost vybrana pru-
mérna hodnota pro vybrané ¢asové okamziky)

nasledné vypoctena pfiblizna hodnota mérné tepelné kapacity ¢, ~ 9000 J - kg 1K1,
ktera je imérna mnozstvi dodaného tepla po dobu fazové zmény materialu.

Za povsimnuti také stoji, Ze teplota taveni méfeného vzorku je dle zméfenych dat
rovna 58 °C a je tedy mirné odlisna od teploty taveni 62 °C, ktera je uvadéna v literatufe.
Dtivodem tohoto rozdilu mtize byt mirny rozdil v chemickém slozeni vzorku.

IV.2.5 CITLIVOSTNI ANALYZA MATERIALOVYCH PARAMETRU

Vzhledem k tomu, Ze teplotni zavislosti materidlovych parametrt Fieldova kovu nejsou
znamé, byla provedena citlivostni analyza, kterd méla za cil ukazat vliv dil¢ich parametra
na vysledek feseni formulovaného matematického modelu.

Za ucelem analyzy byl formulovan funkcional, ktery pfedstavuje rozdil mezi zmére-
nou Casovou zavislosti teploty taveného vzorku Ty, a zavislosti ziskanou na zikladé nu-
merického feSeni T. Tento funkcional 1ze tedy formulovat pomoci vztahu

t=210

D= ;0 [T (£) — T(t)]. (72)

Samotnéa analyza byla provedena pro soubor 1000 model s ndhodné vybranymi ma-
teridlovymi parametry, které byly voleny s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti
v rozsahu +20 % od referen¢ni hodnoty, pficemz jako referen¢ni hodnota pro kazdy pa-
rametr byla zvolena pfislusna hodnota dle tab. 2.

Pro vyhodnoceni vysledkt analyzy bylo zvoleno zobrazeni pomoci korela¢nich dia-
grami. Diagramy jsou zobrazeny na obr. 43 a zobrazuji zavislost formulovaného funk-
cionalu D na dil¢ich materidlovych parametrech. Vzhledem k tomu, Ze nelze od sebe
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iv.2.5 CITLIVOSTNI ANALYZA MATERIALOVYCH PARAMETRU

Jit (A/m2) T (K)

‘o 3.10e+06 ‘o 3.72e+02
I 2.79e+06 M 3.65e+02
2.48e+06 3.57e+02
2.17e+06 3.50e+02
1.86e+06 3.42e+02
1.556+06 3.340+02
1.24e+06 3.27e+02
9.31e+05 3.19e+02
6.21e+05 3.11e+02
3.10e+05 B 3.04e+02
2.96e+02

— 0.00e+00

Obr. 41: Vysledky numerického feseni linearniho matematického modelu
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Obr. 42: Rychlost ohfevu méfeného vzorku

oddélit hustotu p a mérnou tepelnou kapacitu ¢, je piislusny korela¢ni diagram zobra-
zen pro jejich soudin.

Z uvedenych korela¢nich diagrami je jasné patrné, ze zména elektrické vodivosti y
a tepelné vodivosti A nemaji vyrazny vliv na funkcional D (rozloZeni jednotlivych vy-
sledki se se zménou parametru neméni). Naproti tomu, zména soucin pcp ma na funkci-
onal D vliv mnohem vyraznéjsi a vysledek feseni formulovaného modelu na ném tedy
silné zavisi.

Aby bylo mozné od sebe oddélit hustotu p a mérnou tepelnou kapacitu ¢p, bylo pro-
vedeno jednoduché dopliujici méfeni zmény jeho hustoty pro nékolik rozdilnych teplot,
které ukazalo, Ze zména teploty ma jen velmi nepatrny vliv na zménu hustoty?. Je tedy
jasné, Ze dominantni vliv ma pouze mérna tepelna kapacita.

2 Pii teploté 20 °C byla zméfena hustota vzorku Fieldova kovu p = 7972,5 kg - m~3, pii teploté 45 °C pak
p="7991,6 kg - m 3. Zména hustoty pfi tomto rozdilu teplot je tedy 0,02 %.
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iv.2.6 RESEN{ INVERZNI ULOHY

1.0 — : T 1.0

D(’Yv /\7 P CP) (4)

Obr. 43: Zobrazeni vysledku citlivostni analyzy materialovych parametrti

Iv.2.6 RESENI INVERZNI ULOHY

Na zakladé vysledku ziskanych citlivostni analyzou byla nasledné fesena inverzni tloha
s cilem odhadnout nelinearni charakteristiku mérné tepelné kapacity c,, Fieldova kovu,
pri¢emz vliv ostatnich materialovych parametrt byl zanedban. Vzhledem ke znacné slozi-
tosti inverzni tlohy pro nelinearni sdruzenou tilohu, byla zvolena metoda feseni pomoci
optimalizace tvaru hledané charakteristiky s cilem dosdhnout co nejlepsi shodu feseni
formulovaného matematického modelu s vysledky méfeni, a to do ¢asového okamziku

plného roztaveni méfeného vzorku.

Cp

Cp1

Ty

T; T

Obr. 44: Definice optimalizovanych parametrt

Jako optimalizované parametry tlohy byly zvoleny hodnoty, které popisuji tvar hle-
dané charakteristiky cp. Na zakladé analyzy tepelné kapacity kovu nutné k akumulaci
latentniho tepla v pribéhu fazové zmény byla kiivka cp(T) diskretizovana nelinearné.
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iv.2.6 RESEN{ INVERZNI ULOHY

Tedy c¢ast charakteristiky, kde je mozné ocekavat jen mirnou zménu mérné tepelné kapa-
city na teploté, je diskretizovana mensim mnozstvim boda neZ ¢ast, kde musi vzhledem
k latentnimu teplu dochazet k velkym zménam. Celkem bylo tedy zvoleno tfinact opti-
malizovanych parametrd, jejichZ definice je patrna z ilustrativniho obrazku 44.

Jako funkcional pro optimalizaci byl vyuzit opét rozdil mezi vysledkem feseni mate-
matického modelu a provedeného méfeni formulovany pomoci vztahu (72). Jedna se tedy
o jednokriterialni optimalizaci, problém Ize tedy formulovat jako

min(D(p)), p=I[cp1,Cp2,---,Cp13l, pEP

kde p predstavuje vektor optimalizovanych parametrii a P jejich prostor.

Pro feseni optimaliza¢ni ulohy byla vybrana vlastni implementace specialniho gene-
tického algoritmu, ktery je vyvijen v ramci systému OptiLab. Optimaliza¢ni algoritmus
pracoval s 260 jedinci v kazdé populaci. Prvnich 15 populaci pfitom vyuzivalo diskrétni
prostor pripustnych parametra a dalsich 50 populaci prostor spojity, aby bylo mozné co
nejpresnéji dohledat tvar charakteristiky mérné tepelné kapacity. Tento pfechod umoz-
nuje systém OptiLab diky koncepci diskrétnich a spojitych optimaliza¢nich parametru.

100 , , , —
90 H © © experiment _ - i
80 H — - model (¢, = konst) _ - - i

~ T70H — simulace - -7 i

8 60 o oo oo T T

S50 _
40 4
30 4
20

| |
150 200

Obr. 45: Porovnani ¢asového vyvoje teploty vzorku ziskany méfenim, linedrnim vypo-
¢tem matematického modelu (materialové parametry viz. 2) a nelinearniho vy-
poctu s charakteristikou cp (T) ziskanou fedenim inverzni ulohy

Po ukonceni optimaliza¢niho procesu bylo dosazeno minimalni hodnoty funkcionalu
D = 26,6 °C.Porovnani ¢asového vyvoje teploty vzorku ziskaného méfenim a feSenim
matematického modelu s nalezenou charakteristikou cp(T) je uvedeno na obr. 45. Pro
uplnost je uveden také prubéh teploty pro linearni model, ktery vyuziva materialové
parametry formulované v tab. 2.

Z porovnani je patrna velmi dobra shoda vysledka. Do teploty fazové zmény, ktera
odpovida 58 °C, jsou vysledky linearniho feseni matematického modelu takika totozné
s feSenim nelinearnim. V této ¢asti charakteristiky také dochazi k nejvétsi odchylce mezi
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iv.2.7 VERIFIKACE VYSLEDKU A JEJICH DISKUZE

vypocltenymi a naméfenymi vysledky. To je zptsobeno pfedevsim volbou rozloZeni dis-
kretizacnich bodt kiivky cp(T'). Pfedpoklad, Ze mérna tepelna kapacita se v této asti
neméni, neni evidentné plné korektni a k mirné zméné zde tedy musi dochazet.

IV.2.7 VERIFIKACE VYSLEDKU A JEJICH DISKUZE

Aby bylo mozné verifikovat vysledky feSeni inverzni ulohy, bylo v laboratofi strukturalni
analyzy Katedry technologii a méteni ZCU v Plzni provedeno méteni tepelné kapacity
vzorku Fieldova kovu pomoci diferen¢ni kompenzaéni kalorimetrie3. Tato technologie
termické analyzy materiall je zaloZena na méfeni tepelné energie zkoumaného vzorku a
zaroven vzorku referen¢niho, a to pfi fizené zméné teploty. Pro méfeni byl vyuzit méfici
pristroj TA Instruments DSC Q2000, umoziujici vyuziti modifikované metody MDSC
(Modulated DSC), ktera ptinasi predevsim vys$si pfesnost méfeni oproti standardni me-
todé DSC. [110] [111]

9000 T T T T T T T T
8000 — - MDSC |
7000 : — model
6000 ‘ 2
5000
4000
3000
2000
1000 |- A .

0'—__ | —_ =t = = = = | = = | = = == = —

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
T(°C)

T

T

T T T T
| | |

T
|

cp (J-kg 1K)

Obr. 46: Porovnani teplotni zavislosti mérné tepelné kapacity ziskané méfenim metodou
MDSC a stejné zavislosti ziskané feSenim inverzni tlohy

Porovnéani zméfené charakteristiky cp, a charakteristiky ziskané fesenim inverzni tlohy
je uvedeno na obr. 46. Z vysledku je patrna velmi dobra shoda.

3 Differential Scanning Calorimetry (DSC)
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1V.3

TVAROVA OPTIMALIZACE POHYBLIVEHO JADRA
ELEKTROMAGNETICKEHO AKTUATORU

Linearni elektromagnetické aktuatory jsou nedilnou soucasti mnoha komplexnich me-
chatronickych systému, kde jsou pouzivany ve funkci akénich ¢lenti. Mezi jejich hlavni
vyhody patii vysoka dynamika a rychlost reakce, Siroky rozsah dosahovaného silového
pusobeni, jednoduchost, robustnost, snadné fizeni a v neposledni fadé také nizké riziko
nepiiznivého dopadu na Zzivotni prostfedi. Zakladni typy linearnich elektromagnetic-
kych aktuatorii jsou uvedeny na obr. 47. [112]

civka civka pohybliva civka
pohyblivé pohyblivé permanentni
jadro jadro s PM magnet
magneticky magneticky magneticky
obvod obvod obvod

Obr. 47: Zakladni typy linearnich elektromagnetickych aktuatora

Jednim ze zakladnich problémd, které se vyskytuji u standardnich konceptt elektro-
magnetickych aktuator, je jejich silné nelinearni staticka charakteristika'. Navrh elek-
tromagnetickych aktuatord je tedy vzdy zavisly na jejich aplikaci a univerzalita jejich
vyuziti je tak znacné omezena.

Standardni zptisob navrhu tedy vzdy zacina definici pozadovanych vlastnosti elek-
tromagnetického aktuatoru a naslednym hledanim jednoho z mnoha konkrétnich kon-

1 Staticka charakteristika pfedstavuje zavislost silového puisobeni na poloze pohyblivého jadra aktuatoru.
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iv.3.1 FORMULACE TECHNICKEHO PROBLEMU

strukénich provedeni, které specifikovanym pozadavkiim odpovida. Znac¢nou obtiz pfi-
tom piedstavuje nelinearita magnetického obvodu aktuatoru, ktera cely proces navrhu
velmi komplikuje a pfi navrhu zaloZzeném na expertnim pfistupu takika nedovoluje na-
1ézt optimalni feseni. V tomto pfipadé mizZe byt velmi uZite¢nym nastrojem pravé tva-
rova nebo topologicka optimalizace.

Na zakladé mnohych navrhu a realizaci elektromagnetickych aktuatort pro Sirokou
skalu technickych aplikaci byl v ramci této prace vytvoren koncept aktuatoru, ktery
muze byt pro fadu aplikaci univerzalnim feSenim. Cilem zde provedené analyzy a na-
sledné optimalizace je ukazat hlavni vyhody tohoto konceptu a demonstrovat jeho prak-
tické pouziti na konkrétnich aplikacich.

IVv.3.1 FORMULACE TECHNICKEHO PROBLEMU

Zékladni konstrukéni provedeni nového konceptu aktuatoru bylo vyvinuto s ohledem na
moznost dosazeni Sirokého pracovniho rozsahu, ktery predstavuje moznou délku drahy
pohybu jadra aktuatoru. Tento koncept je patrny z obr. 48.

magneticky obvod  délené stejnosmérné civky

\ ﬂ nemagnetické

D . / vedeni

TT_;' ____________ NANNNNN RO

z 0

Obr. 48: Zakladni usporadani feseného aktuatoru (aktualni polohu jadra charakterizuje
posunuti § od usti aktuatoru)

Aktuator sestava z délené stejnosmérné civky, ktera je umisténa uvnitf magnetického
obvodu, v jehoz stfedu se muize volné pohybovat duté feromagnetické jadro. Déleni do
dvou sekci a zaroven provedeni magnetického obvodu (obvod je sloZen ze soustavy prs-
tenct) vytvari dvé zakladni cesty pro magneticky indukéni tok.

Jadro aktuatoru se mize volné pohybovat v axialnim sméru. Vychyleni jadra ve sméru
radialnim brani nemagnetické vedeni umisténé v jeho stfedu a zaroven v usti aktuatoru.
Konstrukéni provedeni spoleé¢né se zakladnimi rozméry je patrné z obr. 49.

Civky aktuatoru jsou zapojeny sériové tak, aby se magnetické indukéni toky ve stfed-
nim prstenci vzajemné odecetly. Kazdy segment civky je navinut na silonovou kostru
a je tvoren 260 zavity médéného lakovaného dratu o priméru 1 mm. Vedeni jadra je
vyrobeno z mosaznych dili. Magneticky obvod a pohyblivé jadro jsou vyrobeny z bézné
konstrukéni oceli CSN 12040.
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iv.3.2 MATEMATICKY MODEL A JEHO NUMERICKE RESEN{

6 36 36

25
37 D

82

10

N

140

Obr. 49: Konstrukéni provedeni feseného aktuatoru spolecné se zakladnimi rozméry (jed-
notlivé dily aktuatoru jsou zakresleny rozlozené, vsechny rozméry jsou uvedeny
v milimetrech)

IV.3.2 MATEMATICKY MODEL A JEHO NUMERICKE RESENT{

RozloZeni magnetického pole lze pro pfipad feseného elektromagnetického aktuatoru
popsat parcialni diferencilni rovnici, ktera vychazi z prvni Maxwellovy rovnice (Am-
pérav zékon celkového proudu) formulovanou pro vektorovy magneticky potencial A.
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru

1 0A
rot <y(B) (rot A — Br)> — v Xrot A + T = Jext s (73)

kde y(B) znati permeabilitu nelinearné zavislou na velikosti magnetické indukce B (tep-
lotni zavislost relativni permeability 1ze vzhledem k pfedpokladané provozni teploté za-
nedbat), B, remanentni indukci permanentnich magnett, v elektrickou vodivost, ¢ ¢as
a kone¢né J,; externi proudovou hustotu. Vznik vifivych proudii vlivem ¢asové zmény
magnetického pole a zarovei pfi nizkych rychlostech také vznik vifivych prouda vlivem
pohybu elektricky vodivych téles lze ve vétsiné piipadt zanedbat.

Defini¢ni oblast modelu magnetického pole, ktera je definovana v osové symetrickém
soufadnicovém systému (7, z), je pro pfipad feseného aktuatoru uvedena na obr. 50. Ve-
deni aktuatoru a zaroven kostry civky jsou vyrobeny z nemagnetickych materialti a neni
tedy nutné je jednotlivé v modelu respektovat. Defini¢ni oblast je ohranifena osou sy-
metrie r = 0 a zaroven kruhovou fiktivni hranici.

Kompletné sestaveny matematicky model magnetického pole je pro dil¢i oblasti a okra-
jové podminky defini¢ni oblasti definovan v nasledujicim tvaru:
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iv.3.3 ZAKLADN{ ANALYZA NAVRZENEHO KONCEPTU

N

E-U-U
L |

z

Obr. 50: Defini¢ni oblast matematického modelu magnetického pole

1
04, ) : rot (rot A> = Jext~ (74)
M
1
03, Q4 : rot < rot A> =0, (75)
! u(B)
Qs : rot (:lrot A> =0, (76)
I, T:A=0 (77)

Silové puisobeni magnetického pole na pohyblivé jadro je mozné z rozloZeni magne-
tického pole stanovit pomoci Maxwellova tenzor pnuti oy, ktery vyjadiuje tok hybnosti
elektromagnetického pole plochou a mazZe byt zapsan ve tvaru

1 1
om=—=(B-B)I+-B®B, (78)
2p Iz

kde I je jednotkova matice a znak ® predstavuje dyadicky soucin. Sila, ktera plsobi na
téleso ohranicené hranici S je pak dana vztahem

Fr = /SU'M ds. (79)

1v.3.3 ZAKLADNf ANALYZA NAVRZENEHO KONCEPTU

Model magnetického pole byl pro zékladni analyzu navrzeného konceptu fesen pro za-
tizeni budicim proudem 3, 6 a 8 A. Analyza byla provedena pro plny rozsah pohybu
jadra uvniti magnetického obvodu, tedy 75 mm. Cilem analyzy je stanovit charakteris-
tiky feSeného aktuatoru a poukéazat na jeho zakladni funk¢nost. Na obr. 51 jsou zobra-
zeny vysledky vypoétu magnetického pole pro jednu konkrétni pozici pohyblivého jadra.
Z uvedeného rozlozeni magnetické indukce B a relativni permeability y, je patrna velmi
silna nelinearita B(y, ), ktera se projevuje predevsim v oblasti pfesyceného jadra.
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e B e
— GE—
Br (T) mur (-)
3.8653e+00 2.1733e+03
I 3.4788e+00 I 1.9442e+03
|: 3.0922e+00 |: 1.7151e+03
2.7057e+00 1.4861e+03
2.3192e+00 1.2570e+03
1.9327e+00 1.0279e+03
1.5461e+00 7.9881e+02
1.1596e+00 5.6973e+02
7.7306e-01 3.4065e+02
| 3.8653e-01 | 1.1156e+02
o 4 ~ 0.0000e+00 - 4 — 1.1752e+02

Obr. 51: Vysledky numerického feseni magnetického pole (z levé strany: magneticka in-
dukce B, relativni permeabilita y,)

Na zakladé numerického feSeni formulovaného matematického modelu byla vypoc-
tena staticka charakteristika feseného aktuatoru a to s vyuzitim metody Eggshell. Vzhle-
dem k netradi¢nimu provedeni aktuatoru byl také sestaven prototyp, ktery byl nasledné
experimentalné ovéren a to predevsim s ohledem na ovéfeni pfipadnych omezeni funk¢-
nosti vzhledem ke vznikajicimu tfeni dutého jadra o nemagnetické vedeni. Vysledky
vypocCti a jejich porovnani s vysledky méfenti sily puisobici na jadro aktuatoru jsou zna-
zornény na obr. 52. Z vysledki je patrna velmi dobra shoda.

IV.3.4 ANALYZA CITLIVOSTI GEOMETRIE NAVRZENEHO KONCEPTU

Pro zékladni navrh vyvijené aktuatoru byla provedena analyza citlivosti vybranych ge-
ometrickych rozméri, mezi které byla zafazena vzduchovi mezera mezi pohyblivym
jadrem g a stfednim prstencem magnetického obvodu, vzduchova mezera mezi jadrem a
prstencem vytvarejicim usti aktuatoru m a také délka trnu /, ktery je umistén ve stredu
aktuatoru proti pohyblivému jadru. Vybrané parametry jsou patrné z obr. 53.

Analyza byla provedena pro nahodné zvolené parametry v rozsahu zmény £40 % od
zékladniho zvoleného rozméru (g§o = 1 mm, mp = 0.5 mm, tp = 5mm). Celkové
bylo provedeno 500 vypocth.

Aby bylo mozné jednotlivé varianty mezi sebou vzajemné porovnavat, byly zavedeny
dva funkcionaly, které umoziuji posoudit tvar statické charakteristiky. Jedna se o funk-
cional vyjadfujici primérnou hodnotu sily

M:E;Fi/ (80)
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iv.3.4 ANALYZA CITLIVOSTI GEOMETRIE NAVRZENEHO KONCEPTU

300 | | | I I I I
o o I =3A, experiment

250 F| — Iyt = 3 A, model
o o I =6A,experiment
— It = 6 A, model

Z 150H ¢ ° Iexy = 8 A, experiment
——  Ixt = 8 A, model

200
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Obr. 52: Staticka charakteristika elektromagnetického aktuatoru ziskana numerickym fe-
Senim matematického modelu a zarovenn méfenim na sestaveném prototypu

Obr. 53: Definované parametry pro provedeni analyzy citlivostni

a dale funkcional popisujici zvlnéni statické charakteristiky, které lze urcit vztahem

n

R=/Y(F—M)?. (81)

1

Vytyéenou snahou je docilit v pracovnim rozsahu feseného aktuatoru maximalni hod-
noty funkcionalu M a zaroven miniméalni hodnoty funkcionalu R, tedy navrhnout aktu-
ator s linearni statickou charakteristikou a maximalnim silovym ptsobenim, ktera pred-
stavuje jeden z nejbéznéjsich pozadavki pro aplikace elektromagnetickych aktuatord.
Vysledky analyzy pro funkcional M jsou uvedeny na obr. 54 a pro funkcional R na obr.
55.

Z pohledu obou funkcionalti ma velmi vyrazny vliv délka trnu magnetického obvodu
(parametr ). Porovnanim vysledku je patrné, ze pfi prodlouZeni trnu dochazi sice ke
zvy$ovani hodnoty funkcionalu M, ale zaroven také ke zvysovani hodnoty funkcionalu
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Obr. 54: Korela¢ni diagramy pro funkcional M

R. Z toho vyplyva, Ze zménou tohoto parametru se zna¢né zvysuje sila piisobici na po-
hyblivé jadro (zmensuje se vzduchova mezera ve sméru pohybu jadra), naproti tomu to
ma v$ak velmi negativni dopad na tvar statické charakteristiky, ktera se tak stava velmi
strmou ve své posledni ¢asti.

Z vysledku je dale patrné, ze vzduchova mezera mezi jadrem a prstencem magnetic-
kého obvodu v usti aktuatoru (parametr m) by méla byt co nejmensi, protoze zvétSeni
mezery ma za nasledek vyrazné snizeni hodnoty funkcionalu M spole¢né s jen velmi
malym snizeni funkcionalu R.

Analyza posledniho parametru, ktery udava sifku vzduchové mezery mezi jadrem a
stfednim prstencem magnetického obvodu, ukazuje, Ze je mozné jeho zménou znacné
snizit hodnotu funkcionalu R za sou¢asného mirného snizeni M.

Z diskuze vysledkt analyzy vyplyva, ze zména vzduchové mezery ¢ a m ma piimy
dopad na tvar statické charakteristiky a je tedy moZné rizné tvarovanym jadrem dosah-
nout razného prubéhu silového ptisobeni. Tento fakt pfedstavuje jednu ze zékladnich a
velmi duleZzitych vlastnosti navrzeného konceptu. Zména vzduchové mezery totiz muze
byt také zplisobena ménicim se tvarem jadra, které se pod stfednim sloupkem magne-
tického obvodu posouva. Pfi zachovani konstrukce magnetického obvodu aktuatoru lze
tedy vyménou pohyblivého jadra vyrazné zménit jeho statickou charakteristiku a tim
veskeré provozni parametry.
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Obr. 55: Korela¢ni diagramy pro funkcional R

IV.3.5 PROCES TVAROVE OPTIMALIZACE

Zékladni myslenkou provedené optimalizace je tedy vyuziti tvarovaného jadra tak, aby
vzhledem k jeho posuvu dochazelo ke zméné vzduchové mezery mezi jeho hranou a
magnetickym obvodem.

Optimalizace byla provedena s ohledem na dosaZeni konstantni statické charakteris-
tiky s co nejvyssi primérnou hodnotou sily. Jedna se tedy o maximalizaci funkcionalu
M a minimalizaci funkcionalu R, které jsou definovany podle (80) a (81). Vnéjsi hrana
dutého pohyblivého jadra byla rozdélena pomoci fidicich bodi, jejichz posunuti vuci po-
loze reprezentujici pocatecni tvar jadra predstavuje vektor optimalizovanych parametri.
Takto definovana dloha vede tedy na multikriterialni tvarovou optimalizaci.

Optimalizace byla vzhledem ke konvergenci pouzité metody rozdélena do dvou na-
vazujicich procest. V prvnim z nich byl prostor moznych hodnot popisujicich posunuti
fidicich bod omezen na mnozinu diskrétnich hodnot a byla provedena rychlé optimali-
zace v péti populacich. Kazda populace obsahuje 110 variant, které respektuji kompletni
vypocet statické charakteristiky feSeného aktuatoru, tedy opakovany vypocet nelinear-
niho magnetického pole a vyhodnoceni silového pusobeni.

Prubéh procesu optimalizace je pro prvnich pét populaci zobrazen na obr. 56. Je pa-
trné velmi nizké obsazeni mnoZiny moznych feSeni pro kombinaci optimalizovanych
parametrii a tim také nizké obsazeni Pareto fronty. To je zpisobené jiz zminénym ome-
zenim parametr na diskrétni prostor, ktery umoznuje zvysit rychlost konvergence ke
hledanému feseni.
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Obr. 56: Vysledky optimalizace pro 5 populaci (diskrétni prostor volby optimalizovanych
parametrir)

V nésledujicim procesu bylo na pfedchozi vysledky navazano, tentokrat vsak se spo-
jitym prostorem hodnot optimalizovanych parametrti. Konvergence zde byla sledovana
pomoci indikace posunu Pareto fronty smérem uréenym minimalizaci R a maximalizaci
M a také jejim doplnénim o nové varianty. Optimaliza¢ni proces byl zastaven po 25
populacich.

Na obr. 57 je jiz zobrazen cely proces optimalizace. MnoZina provedenych feSeni je
pro populace 6 — 24 o poznani vice obsazena a je znatelné také vyrazné posunuti Pareto
fronty a jeji obsazeni nalezenymi variantami.

Iv.3.6 VYHODNOCENI VYSLEDKU

Vysledky provedené optimalizace jsou uvedeny na obr. 58, kde jsou vykresleny statické
charakteristiky pro vSechny nalezené varianty nachazejici se na Pareto fronté posledni
populace. Jednotlivé pritbéhy jsou rozdéleny do tfi kategorii podle hodnoty funkcionalu
R. V prvnim grafu jsou tedy zobrazeny varianty splfiujici podminku (R < 8) a v nésle-
dujicich grafech pak (8 < R < 12) a (R > 12) (rozdéleni Pareto fronty je patrné také
z obr. 57).
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Obr. 57: Vysledky optimalizace pro 25 populaci

Z uvedenych pribéhii a zaroven z jejich porovnani s ptiivodni statickou charakteristi-
kou, ktera je uvedena naptiklad na obr. 52, je patrné, Ze optimalizace vedla ke zna¢nému
snizeni zvlnéni sily pasobici na pohyblivé jadro. Mezi hlavni vyhody nového konceptu
Ize tedy zaradit:

« Siroky rozsah pohybu jadra dosazeny délenim magnetického obvodu a stejnosmeér-
nych civek.

« MozZnost zmény statické charakteristiky aktuatoru pouze zaménou tvarovaného
pohyblivého jadra, a to bez nutnosti jakékoli zmény magnetického obvodu.

+ Snadné fizeni velikosti silového ptisobeni fizenim proudu délenych stejnosmeér-
nych civek.

+ ZlepSeni dynamiky pohybu jadra pouzitim dutého jadra, které zna¢né snizuje jeho
hmotnost.
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Obr. 58: Zobrazeni statické charakteristiky pro varianty z vybrané Pareto fronty (fazeni
je podle funkcionalu R, rozdéleni do oblasti R < 8, R € (8,12), R > 12)

1V.3.7 PRAKTICKE VYUZITI ZISKANYCH POZNATKU

Velmi perspektivni oblasti vyuziti elektromagnetickych aktuatort jsou ventily pro fizeni
toku tekutin, které je mozné vyuzit v mnoha aplikacich. Naptiklad davkovaci ventily,
které vyzaduji precizni fizeni polohy jadra a jeho rychlosti, bezpe¢nostni ventily pracu-
jici v bistabilnim reZimu nebo jednoduché ventily s fizenim pratoku kapaliny [113]. Mo-
dernim vyuZitim jsou také ventily pro vstfikovani paliva v motorech automobild. [114]
[115]

Jednim z hlavnich problému, které se vyskytuji u existujicich konceptt elektromagne-
tickych aktuatort pracujicich ve funkci ventilu je jejich konstrukéni slozitost. Ve vétsiné
systému jsou vyuzivany pruZziny pro zajisténi bistabilniho reZimu ventilu, tésnéni v mis-
tech, kde prochazi tahlo aktuatoru mimo potrubi, dale také soustavy komor pro zajisténi
pozadovanych tlaki a mnohé dalsi konstrukéni prvky. Vsechny tyto prvky pritom velmi
snizuji spolehlivost ventilu a komplikuji jeho fizeni. V. mnoha odvétvich, mezi které patti
napftiklad potravinaisky a chemicky pramysl, je zaroven kladen znaény diiraz na moz-
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nosti ¢isténi, které jsou vSak také sniZovany vlivem konstrukéni sloZitosti celého systému
ventilu. [116] [117] [118] [61]

Vsechny zminéné nedostatky elektromagnetickych ventilt 1ze vsak odstranit, a to
pfi zachovani hlavnich prednosti elektromagnetickych aktuatort. Zakladni myslenkou,
ktera vede k pfimému vyuziti navrZzeného konceptu a provedené tvarové optimalizace
jadra aktuatoru je eliminace konstrukéni slozitosti existujicich feseni vyuzitim dutého
tvarovaného jadra aktuatoru, umisténého primo v misté svého ptisobeni. Rizena tekutina
tedy protéka skrze ventil, ktery je tak nasazen pfimo na pferuseném potrubi. Nemagne-
tické vedeni, které bylo u navrzeného konceptu aktuatoru muze byt pfitom vytvofeno
na jeho povrchu, jak ukazuji nasledné prezentované navrhy ventila.

S ohledem na tento koncept a s ohledem na vysledky provedené optimalizace byly
tedy dale rozpracovany dva odlisné navrhy, které se lisi svym vyuZzitim. Prvni ventil je
navrzen jako monostabilni a druhy jako bistabilni.

Koncept monostabilniho ventilu

Monostabilni ventil pracuje standardné ve dvou rezimech (zavieno/otevieno), pficemz
rezim vypnuto, ktery je zaroven stabilni polohou jadra, je zajistén pomoci permanent-
niho magnetu umisténého v sekundarnim magnetickém obvodu jenZz se nachazi v hlav-
nim magnetickém obvodu buzeného civkou. Dostatecného silového plisobeni vytvore-
ného permanentnim magnetem je docileno specialné tvarovanym pohyblivym jadrem
aktuatoru, kdy je velmi dulezité presné formulovat ¢ast jadra, kterad se pohybuje pod
sekundarnim magnetickym obvodem. Zakladni koncept a princip funkce navrzeného
ventilu je uveden na obr. iv.3.7.

Obr. 59: Zakladni konstrukce, koncept a princip funkce monostabilniho ventilu (z levé
strany: otevirani, zavirani)

Pfi vybuzeni civky dojde k vytvofeni magnetického toku, ktery se uzavira ptes hlavni
magneticky obvod a jadro, kde dochazi k vyruseni magnetického toku vytvoreného per-
manentnim magnetem (demagnetizace) a jadro je soucasné vybaveno do rezimu ote-
vieno. Princip vybaveni aktuatoru je patrny z obr. iv.3.7. Pfi vypnuti civky se pohyblivé
jadro vlivem silového ptisobeni permanentniho magnetu opét vrati do stabilni polohy.

82



iv.3.7 PRAKTICKE VYUZITI ZISKANYCH POZNATKU

Mezi hlavni vyhody navrzeného konceptu tedy patfi:

« Ventil neobsahuje Zadné nadbyte¢né nadbytec¢né konstrukéni prvky.

Monostabilni reZim zajisténi permanentnimi magnety (odstranéni pruzin).

Jednoduchy proces otevirani a zavirani ventilu plné kontrolovany pouze fizenim
stejnosmérného proudu civkou.

« Permanentni magnet zajistujici stabilni reZim neni demagnetovan a nehrozi tak
riziko jeho poskozeni.

Praktické vyuziti navrzeného monostabilniho ventilu nalezne své uplatnéni piede-
v$im v aplikacich, kde je poZadovana bezpeénost provozu a tedy uzavieni ventilu pfi
ztraté napajeni.

Koncept bistabilniho ventilu

Bistabilni ventil pracuje opét ve dvou rezimech (zapnuto/vypnuto), kdy duté pohyblivé
jadro je v obou stabilnich polohach zajisténo silovym plsobenim permanentnich mag-
netd, které jsou tentokrat umistény na hlavnim magnetickém obvodu. Zakladni koncept
a princip funkce této varianty ventilu je uveden na obr. iv.3.7.

e I G
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Obr. 60: Zakladni konstrukce, koncept a princip funkce bistabilniho ventilu (z levé strany:
otevirani, zavirani)

Tento navrh ventilu pfimo vychazi z navrzeného konceptu a dale jej rozviji. Magne-
ticky obvod aktuatoru je tedy délen na dvé ¢asti, ve kterych jsou umistény samostatné
civky oddélené pomoci stfedniho sloupku magnetické obvodu. Pfepnuti magnetu z jed-
noho rezimu do druhého se provede ptfivedenim kratkého pulzu na jednu z civek. Vznikly
magneticky tok se uzavira jen jednou ¢asti magnetického obvodu a pti jeho spravné pola-
rité posiluje magneticky tok permanentniho magnetu, ¢imz dojde ke zna¢nému zvyseni
silového pusobeni na jadro a tim také také k presunuti jadra do pozadované polohy.

Hlavni pfednosti tohoto konceptu lze tedy shrnout takto:

+ Ventil neobsahuje zadné nadbytec¢né konstrukéni prvky.
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« Stabilni polohy jadra jsou zajistény permanentnimi magnety (ventil je energeticky
nenarocny a neni nachylny k razovym zménam tlaku v potrubi).

« Jednoduchy proces otevirani a zavirani ventilu plné kontrolovany pouze fizenim
stejnosmérného proudu dvou civek.

» Permanentni magnety zajistujici stabilni reZim nejsou demagnetovany, ale mag-
neticky vyvolany civkami pouze posiluje tok magnetl. Snizuje se tim riziko jejich
poskozeni.

Navrzeny bistabilni elektromagneticky ventil je uréen pro aplikace, kde je dilezita
nizka spotfeba a neni pozadované jeho vypnuti v piipadé ztraty napajeni. Jeho nespor-
nou vyhodou je také jednoduchost jeho fizeni. Tato varianta elektromagnetického ven-
tilu byla jiZ realizovana a otestovana, prototyp zafizeni je uveden na obr. 61.

Obr. 61: Prototyp navrzeného elektromagnetického ventilu
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V.

ZHODNOCENI VYSLEDKU A SMER DALSIHO ROZVOJE PRACE

Hlavnim tématem mé prace bylo spojeni numerického feSeni matematickych modeli a
sdruzenych tloh, jejich analyza a optimalizace. Tato oblast matematického modelovani
je velmi aktualni a jeji rozvoj pfinasi do oblasti védy a techniky dilezité postupy, které
maji znaény dopad na zpisoby navrhu a analyzy technologii, zafizeni a jejich systéma.

V.1.1 ZHODNOCENI DOSAZENYCH VYSLEDKU

Rozvijejici se numerické metody, a obzvlasté pak pokrocilé algoritmy jako je prostorova
a Casova adaptivita, umoznuji vyrazné snizit vypocetni naro¢nost feSenych uloh, a to
Casto také se zvySenim piesnosti jejich feseni [17]. Pro praktické vyuziti téchto metod
v technické praxi je vsak nezbytna jejich efektivni implementace do komplexnich vypo-
Cetnich systémi. To byla také prvotni motivace ke vzniku aplikace AgroszD, na jejimz
vyvoji se podilim jiz do zac¢atku projektu v roce 2009. Svou koncepci nabizi tato aplikace
velmi silny nastroj, ktery kromé modernich numerickych metod umoziuje vyuzit velmi
propracovanou vypocetni infrastrukturu [18] a tim otevira moznosti komplexnéjsiho po-
pisu modelovanych systému a zaroven také pokrocilému pfistupu jejich vyuziti.

Na zakladé zkusenosti, které jsem ziskal pfi feseni konkrétnich technickych problémi,
patfi analyza citlivosti a neurcitosti poc¢ita¢ového modelu k velmi dilezitym technikam,
které umoznuji dislednou analyzu modelu a vedou tak k pochopeni zakladnich zakoni-
tosti modelovaného systému. Vyuziti optimaliza¢nich technik pak s sebou pfinasi novy
zpusob, jak hledat nové a neotfelé koncepce zafizeni. Jejich vyuziti vSak vzdy vyzaduje
velmi dobré pochopeni pouzitého matematického modelu, pouZité metody jeho feseni a
pouzité metody optimalizace. Proto je velmi dulezité tuto oblast dale rozvijet jak z po-
hledu vyvoje stabilnich a efektivnich metod a algoritmi, tak z pohledu metodiky jejich
vyuziti v konkrétni oblasti.

Kromé popisu numerickych metod feseni soustav parcialnich diferencialnich rovnic
a metod analyzy citlivosti a optimalizace, které jsou uvedeny v kapitolach ii.2, iii.1, iii.2
jsou nedilnou soucasti této prace ilustrativni ptiklady, které jsou podrobnéji diskutovany
v kapitole iv. Tyto pfitom vychazeji z konkrétnich projektt feSenych v ramci mého dok-
torského studia na Katedte teoretické elektrotechniky FEL ZCU v Plzni.

Tvarova optimalizace elektrod triboelektrického separatoru, popisovana v kapitole
iv.1, byla feena s cilem stanoveni provoznich parametra separatoru pramyslového plas-
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tového odpadu, jehoz model popisuje sdruzena tloha elektrostatického pole a pohybo-
vych rovnic pro elektricky nabitych kusti odpadu. Uloha byla fesena jako multikriteri-
alni a byly pouzity dvé optimaliza¢ni metody, genetické algoritmy v podobé NSGA-II
a simulované 7zihani. Na zakladé vysledkil poc¢itacovych simulaci [106] a nasledné také
popisované optimalizace [93] [94] byl navrh realizovan v podobé prototypu. Cetné expe-
rimenty s primyslovym plastovym odpadem, které byly na tomto prototypu provedeny,
jasné ukazuji vyhody a nevyhody této technologie v praxi a vymezuji oblast jejiho vy-
uziti v odpadovém hospodaistvi [105] [104] [119]. S ohledem na dosazené vysledky lze
tuto technologii povazovat v dané oblasti za velmi perspektivni.

Pouziti optimaliza¢nich technik pro feseni inverznich uloh je ilustrovano v kapitole
iv.2, a to pro pfipad odhadu teplotni zavislosti mérné tepelné kapacity Fieldova kovu
[107]. Na zékladé analyzy citlivosti sdruzené ulohy harmonického magnetického a ne-
stacionarniho teplotniho pole byly vylouceny nepodstatné parametry, které vyrazné ne-
ovliviiuji vysledky fesSeni a nasledna inverzni uloha byla feSena jako jednokriterialni
optimaliza¢ni tloha s cilem nalezeni nelinearni charakteristiky mérné tepelné kapacity
Fieldova kovu, a to pomoci vlastni implementace genetickych algoritmi. Dosazené vy-
sledky ukazuji, Ze uvedena metodika muze byt velmi perspektivni pro oblast analyzy
zafizeni, u kterych nejsou presné znamé materialové parametry nebo jejich vnitini kon-
strukce. Pokud je tedy nutna analyza funkce nebo pfi¢iny vzniku defektu zafizeni, je
mozné vytvofit odpovidajici model jen na zadkladé méfeni veli¢in vnéjsiho projevu zafi-
zeni. Dalsi oblasti praktického vyuziti této metodiky je také rekonstrukce tvaru defektu
pfi nedestruktivni defektoskopii pomoci vifivych proudt [120] nebo napfiklad specialni
metody méfeni [121].

Velmi perspektivni oblasti pfimého vyuziti optimaliza¢nich technik je také navrh mag-
netickych obvodi elektromechanickych aktuatord, a to pfedevsim pro naro¢nost samot-
ného navrhu vzhledem k obecné nelinearni charakteristice relativni permeability fero-
magnetickych materialii. Tato oblast je diskutovana v kapitole iv.3. Hlavni ¢ast prace se
zabyva vyvojem linearniho elektromagnetického aktuatoru, ktery by bylo mozné vyuzit
pro sirokou skalu béznych aplikaci, a to jen s minimalnimi konstrukénimi upravami [96].
Pfi navrhu byla pouZita analyza citlivosti poéitacového modelu prototypu aktuatoru s ci-
lem identifikovat dtlezité parametry jeho geometrie. Na zakladé této analyzy byla na-
sledné pouzita tvarova optimalizace pohyblivého jadra s cilem dosazeni maximalniho
silového ptsobeni pfi jeho minimalnich zménach na vymezeném pracovnim rozsahu.
Uloha byla tedy fesena jako multikriterialni optimalizace s vyuZitim genetickych algo-
ritmt. Velmi dobré vysledky ukazuji silu tohoto vyvinutého konceptu aktuatoru a moz-
nosti jeho praktického vyuziti, které jsou demonstrovany na specialnich aplikacich, mo-
nostabilniho a bistabilniho elektromagnetického ventilu [122] [123].

Za hlavni pfinos své prace povazuji moznost dalsiho vyuZiti dosaZenych vysledkd.
Numerické metody a algoritmy implementované v knihovné Hermes a aplikaci Agros2D,
a stejné tak metody pro analyzu a optimalizaci implementované do systému OptiLab jsou
navrzeny tak, aby nebyly zavislé na povaze feSeného problému. Je tak umoznéno jejich

37



v.1.2 DALST SMERY POKRACOVANI PRACE

pfimé vyuziti pro feseni konkrétnich technickych problémi. Dalsim pfinosem prace je
také vytvoreni nové metodiky vyuziti téchto metod na Fakulté elektrotechnické ZCU
v Plzni.

V.1.2 DALSI SMERY POKRACOVANI PRACE

Dosavadni prace polozila zadklady novému systému OptiLab, jehoZ vyvoj bude samo-
ziejmé dale pokracovat. Jednim z hlavnich smért tohoto vyvoje bude jeho blizsi pro-
pojeni s aplikaci Agros2D, a to pfedevsim za Gc¢elem vyvoje metod a algoritmi pro topo-
logickou optimalizaci a redukeci fadu modelu. Souc¢asné koncepce je v tomto ohledu ne-
dostacujici, a to pfedevsim s ohledem na nutnost pfistupu systému OptiLab do vnitfnich
struktur Agros2D, tedy algoritmu pro feseni parcialnich diferencialnich rovnic. Bliz§im
provazanim bude mozné provadét naptiklad topologickou optimalizaci na stejné diskreti-
zadni siti, ktera slouZi pro feseni samotného matematického modelu, nebo pravé analyzu
a optimalizaci pomoci metod redukce radu.

Dalsi smér prace bude zaméfen také na vyvoj metod pro analyzu nejistoty, odolnosti
a spolehlivosti feSeného modelu a jejich nasledna implementace v podobé efektivnich al-
goritmu a jejich zaclenéni do procesu optimalizace. Velmi dulezitym smérem bude také
rozvoj metodiky vyuziti modernich metod analyzy a optimalizace v oblasti elektromag-
netismu. Velké mnozZstvi téchto metod je vyvijeno pro konkrétni oblast védy a techniky
a proto je nutné vénovat se jejich multidisciplindrnimu pojeti.
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