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A N O TA C E A K L Í Č O VÁ S L O VA

Předložená dizertační práce se zabývá moderní oblastí matematického modelování, kte-
rou představuje spojení numerického řešení matematických modelů, jejich analýza a
také optimalizace. Toto téma je velmi aktuální a jeho rozvoj přináší do oblasti vědy a
techniky důležité metody a postupy, které mají značný dopad na způsoby návrhu a ana-
lýzy technologií, zařízení a jejich komplexních systémů. Motivace ke zpracování této
práce vychází z potřeby a obrovské chuti řešit komplikované problémy s ohledem na
praktické aplikace v oblasti elektromagnetismu.

Vlastní práce je rozdělena do pěti částí. První část práce je zaměřena především na
vymezení řešené oblasti a zhodnocení současného stavu poznání. Druhá část práce se za-
bývá formulací sdružených úloh, jejich speci�ky a také metodami jejich řešení pomocí
numerických metod a moderních algoritmů založených na metodě konečných prvků
vyšších řádů přesnosti. Třetí část práce popisuje vybrané algoritmy pro analýzu počíta-
čových modelů a optimalizaci. Ve čtvrté části jsou pak uvedeny rozsáhlejší ilustrativní
příklady řešených technických problémů a poslední část práce je pak zaměřena na shr-
nutí dosažených výsledků a nastínění očekávaných směrů pokračování v dané práci.

Všechny metody a algoritmy, které jsou v práci diskutovány, jsou přitom implemen-
továny do knihovny Hermes, aplikace Agros2D a systému OptiLab, který představuje
hlavní výstup práce. Tyto algoritmy jsou přitom navrženy tak, aby nebyly závislé na
povaze řešeného problému a možnost jejich dalšího využití pro řešení praktických tech-
nických úloh je tak hlavním přínosem této práce.

klíčová slova

sdružená úloha, numerická analýza, metoda konečných prvků, analýza citlivosti, optima-
lizace, genetické algoritmy, Agros2D, OptiLab, triboelektrický separátor, indukční ohřev,
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A N O TAT I O N A N D K E Y W O R D S

The presented dissertation thesis deals with a modern domain of mathematical mode-
ling that is represented by the connection of numerical solution of mathematical models,
their analysis and also optimization. This topic is of a very high importance and its de-
velopment brings to scienti�c and research disciplines methods and procedures with a
considerable impact on design and analyses of technologies, devices and their complex
systems. My motivation to this work starts from the related needs and a high temptation
to solve complicated problems with respect to practical applications in the area of electro-
magnetism.

The work itself consists of �ve parts. Its �rst part is aimed at the speci�cation of
the area to be processed and evaluation of state of the art of relevant knowledge. The
second part deals with formulations of the coupled problems, their speci�c features and
also with the ways of their solution by numerical methods and advanced algorithms
based on the fully adaptive higher-order �nite element method. The third part describes
selected algorithms for the analysis of the computer models and optimization. The fourth
part contains three larger illustrative examples of solved technical problems and the last
part summarizes the results obtained and indication of directions of next research in the
�eld.

All methods and algorithms discussed in the thesis are implemented in the library
Hermes, application Agros2D and system OptiLab, which represents the principal output
of the work. These algorithms are proposed independently of the nature of the problem
to be solved, and the possibility of their further utilization for solving practical technical
tasks is the main contribution of this thesis.

keywords

coupled problem, numerical analysis, �nite element method, sensitivity analysis, optimi-
zation, genetic algorithms, Agros2D, OptiLab, triboelectric separator, induction heating,
Field metal, electromagnetic actuator, electromagnetic valve
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Část I

Ú V O D D O P R O B L E M AT I K Y



i.1
M O T I VA C E P R Á C E

Matematické modely a počítačové simulace představují v současné době velmi silný
nástroj, který je využíván při řešení obrovské škály různorodých úloh a to nejen

v přírodních vědách, ale také ve vědách společenských a humanitních. Tato kapitola si
klade za cíl de�novat důležité pojmy, které jsou dále v práci využívány, vymezit oblast
zájmu práce a nastínit hlavní motivaci k jejímu řešení.

i.1.1 definice základních pojmů

Pojem matematický model představuje abstrakci reálného systému, která pomocí mate-
matického aparátu popisuje na de�niční oblasti jeho vlastnosti a to na základě vstupních
parametrů, proměnných a jejich vzájemných vazeb. Pokud není možné plně popsat zkou-
manou realitu pomocí jednoho matematického modelu, je nutné řešit sdruženou úlohu,
která využívá dílčích modelů a de�nuje jejich vzájemně provázaní. V oblasti přírodních
věd je často sdružená úloha nazývána jako úloha multifyzikální, protože spojuje dílčí
modely popisující různé fyzikální jevy.

Řešením matematického modelu, které je často označováno jako přímá nebo také do-
předná úloha, lze získat informace o stavu modelovaného systému, který závisí na jeho
vstupních parametrech. Pokud je naopak známo řešení modelu a nejsou známé jeho
vstupní parametry, je nutné řešit inverzní úlohu, jejímž výsledkem jsou právě vstupní
parametry. Proces tvorby modelu a jeho následné řešení se často označuje jako matema-
tické modelování.

Ve spojení s matematickým modelem představuje pojem simulace jeho využití pro ana-
lýzu chování reálného systému, a to pro konkrétní podmínky dané vstupními parametry
modelu a další vnější vlivy. Nejrozšířenější metodou simulace jsou dnes bezesporu simu-
lace počítačové, které využívají interpretace matematického modelu na počítači, přede-
vším pak pomocí rychle se rozvíjejících numerických metod (počítačový model).

Při studiu reálného systému je tedy nutné opakovaně provádět simulaci a následně
získané výsledky analyzovat. K analýze výsledků přitom můžeme přistoupit několika
způsoby mezi které patří parametrická studie udávající změnu výsledků simulace při
změně konkrétního vstupního parametru, nebo analýza citlivosti, která slouží k odhalení
vlivu libovolného parametru na výsledek řešení daného modelu.
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i.1.2 vymezení řešené oblasti

i.1.2 vymezení řešené oblasti

Snad ve všech oblastech soudobé vědy a techniky lze považovat matematické modely a
počítačové simulace za velmi silné nástroje, které umožňují zkoumat složité a komplexní
systémy, které často ani není možné studovat jinými způsoby. Komplexita matematic-
kých modelů se stále nezadržitelně zvyšuje a tím vzniká značný tlak na rozvoj oblasti
numerické matematiky, výpočetních techniky a také algoritmizace.

V oblasti vědy jsou tyto požadavky dány především nutností modelovat stále složitější
úlohy, které popisují extrémně komplexní systémy, jako může být například modelování
geodynamických procesů, simulace činnosti lidského mozku, modelování globální cirku-
lace atmosféry a dynamiky vod oceánu, nebo například simulace vývoje galaxií.

Požadavky v oblasti techniky jsou do značné míry totožné, stále se zvyšující složi-
tost úloh je však dále doplněna o požadavky na možnost následného využití výsledků
simulací a to například k důsledné analýze zkoumané technologie nebo optimalizaci vy-
víjeného zařízení. Proti sobě však stojí požadavek na zvýšení složitosti úlohy, který má za
následek nutné zvýšení výpočetní náročnosti a zároveň požadavek na její snížení vzhle-
dem k nutnosti opakovaného řešení modelu při analýze či optimalizaci.

Ke splnění zmíněných požadavků je tedy nutný vývoj pokročilých numerických me-
tod, které umožní výrazně snížit výpočetní náročnost složitých matematických modelů a
zároveň také vývoj pokročilých metod a algoritmů, které umožní analýzu a optimalizaci
daného modelu s nejmenším možným počtem jeho opakovaného řešení. Spojení obou
uvedených oblastí je právě hlavním tématem této práce.

i.1.3 aktuální problémy a výzvy

Přes značný rozvoj numerických metod, výpočetní techniky i algoritmů pro řešení ma-
tematických modelů stále existuje nespočetné množství problémů, které nejsou dopo-
sud vyřešeny. Mezi tyto problémy patří například úlohy s nesouměřitelnými škálami
řešení (multiscale modeling), mezi které patří například rekonekce magnetických silo-
čar [1] nebo modelování materiálů s rozdílnými prostorovými a časovými škálami [2].
Extrémně rozměrné úlohy (exascale computing) jsou dalším příkladem nevyřešených
problémů [3]. Jedná se například o úlohy simulace granulovaných materiálů [4], mapo-
vání volných hranic povrchů [5] nebo trasování pohybu elektricky nabitých částic [6].
Mezi další problémy, které v oblasti matematického modelování budí značnou pozornost,
rozhodně patří velmi rychlé přechodové děje [7] [8] [9], silně nelineární úlohy [10] [11]
nebo vývoj a řešení matematických modelů respektujících metamateriály [12] [13] a ma-
teriály s komplexně de�novanými vlastnostmi (hystereze a anizotropie) [14] [15] [16].

Složitost a výpočetní náročnost řešení matematických modelů je obrovskou výzvou
pro vývoj algoritmů pro jejich analýzu a optimalizaci. Obzvláště pak pro případ sdruže-
ných úloh, které jsou charakteristické právě náročností jejich řešení.
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i.2
S O U Č A S N Ý S TAV P O Z N Á N Í

Matematické modely jejich numerické řešení, analýza a optimalizace jsou velmi roz-
sáhlá témata, která jsou současně rozvíjena v mnoha oblastech a v mnoha různých

podobách. Cílem této kapitoly je stručně poukázat na současný stav poznání. Vzhledem
k šíři všech těchto oblastí bude uveden jen výběr moderních metod, algoritmů a technik
relevantních k zaměření této práce.

i.2.1 moderní numerické metody pro řešení sdružených úloh

Současný vývoj numerických metod pro řešení fyzikálních polí a sdružených úloh lze
rozdělit na dva základní směry, kterými jsou redukce stupňů volnosti a zároveň akce-
lerace algoritmů. Oba tyto směry jsou přitom evokovány již zmíněnou potřebou řešení
stále komplexnějších úloh, které jsou výpočetně enormně náročné.

Redukce stupňů volnosti

Numerické metody řešení parciálních diferenciálních rovnic vždy vedou na soustavu
rovnic algebraických, jejichž řešení představuje zároveň řešení formulovaných rovnic.
Výpočetní náročnost těchto úloh je tedy do značné míry závislá na počtu stupňů volnosti1
této soustavy. Jejich redukce je však možná jen při zachování nebo dokonce zvýšení
přesnosti výsledného řešení. [17] [18]

• Prostorová adaptivita [19], [20] [21] [22] [23] [24] [17] [18]
Efektivní zvládnutí prostorové adaptivity umožňuje výrazně snížit výpočetní ná-
ročnost řešených úloh společně se zvýšením její přesnosti. Toho je docíleno auto-
matickou úpravou diskretizační sítě s cílem snížení chyby řešení a snížení stupňů
volnosti výsledné soustavy algebraických rovnic.

• Využití rozdílných diskretizačních sítí [25] [26] [17]
Využití rozdílných diskretizačních sítí (multi-mesh) pro soustavy parciálních dife-
renciálních rovnic umožňuje respektovat charakteristické vlastnosti každé rovnice

1 Počet stupňů volnosti udává počet nezávislých proměnných dané soustavy.
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i.2.1 moderní numerické metody pro řešení sdružených úloh

a zároveň také umožňuje využití již zmíněné prostorové adaptivity pro jednotlivé
sítě zvlášť.

• Dynamické sítě [27] [28] [29] [17]
Výpočetní náročnost nestacionárních parciálních diferenciálních rovnic lze velmi
výrazně snížit využitím rozdílných sítí pro každý časový krok. To je možné díky
technologii dynamických sítí, kdy je diskretizační síť adaptována v každém časo-
vém kroku. Výsledkem je velmi výrazná redukce stupňů volnosti.

• Křivočaré elementy, visící uzly [30] [31] [32] [33] [17]
Křivočaré elementy umožňují velmi přesně aproximovat zakřivené hrany de�niční
oblasti úlohy. Jejich využití pro úlohy vyznačující se geometrickou složitostí vede
k velmi výraznému snížení stupňů volnosti. Stejně je tomu také při využití visících
uzlů, které zamezují propagaci zjemnění po diskretizační síti.

Akcelerace výpočetních algoritmů

Přes značný rozvoj výkonnosti výpočetních techniky je velmi důležité věnovat značnou
pozornost snižování výpočetní náročnosti algoritmů. Tento trend je způsoben především
stále rostoucí komplexitou řešených problému a dále také zvyšujícími se požadavky na
rychlost získání výsledků a nebo například enormním nárůstem energetické náročnosti
řešení výkonných výpočetních systémů [34].

• Paralelizace algoritmů [35] [36] [37]
Velmi výrazného urychlení algoritmů lze dosáhnout jejich efektivní paralelizací na
výpočetních systémech se sdílenou operační pamětí, a to jak při sestavování matic
reprezentujících soustavu algebraických rovnic a jejich řešení, tak při zobrazení
výsledků řešení.

• Doménová dekompozice [38] [39] [40] [41]
Pro využití výpočetních systémů s distribuovanou pamětí je nutná doménová de-
kompozice problému, která umožní rozdělení řešené úlohy na několik převážně
nezávislých celků. Velkou výzvou pro tuto oblast matematického modelování před-
stavuje zapojení pokročilých technik jako je prostorová adaptivita, protože se značně
zvyšuje nutnost vzájemné komunikace mezi jednotlivými doménami.

• Časová adaptivita [42] [43] [17]
Časová adaptivita představuje velmi efektivní techniku pro řešení nestacionárních
parciálních diferenciálních rovnic. Umožňuje snížit počet nutných časových kroků
a tím celkovou časovou náročnost výpočtu úlohy pomocí adaptivní změny délky
každého kroku na základě změny řešení, a to při zachování jeho celkové přesnosti.
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i.2.2 moderní metody pro analýzy a optimalizace

• Efektivní algoritmy pro řešení nelineárních úloh [44] [45]
Řešení silně nelineárních úloh je velmi komplikovaný a výpočetně náročný proces.
Standardní numerické metody jako je Picardova nebo Newtonova metoda je často
nutné doplnit o pokročilé techniky jako je Andersonova akcelerace nebo automa-
tická volba faktoru tlumení. Pozornost je také věnován velmi efektivním metodám
jako je například Newton–Krylova metoda.

• Efektivní algoritmy řešení soustav algebraických rovnic [46] [47] [48]
Při efektivním zvládnutí implementace numerických metod řešení parciálních di-
ferenciálních rovnic je časově nejnáročnějším procesem vyčíslení koe�cientů se-
stavené soustavy algebraických rovnic. Akcelerací metod jejich řešení lze velmi
výrazně snížit výpočetní náročnost celé úlohy. Mezi moderní směry v této oblasti
patří iterativní metody pro řešení extrémně rozsáhlých úloh nebo například me-
toda více sítí (multigrid).

• Speciální metody řešení a jejich kombinace [49] [50] [51]
Pro řešení různých typů parciálních diferenciálních rovnic jsou vhodné různé me-
tody. Spojení dvou nebo více metod při řešení soustav, kde se vyskytují rovnice růz-
ného typu může vede často ke značnému urychlení nalezení jejího řešení. Stejně
tak speciálně vyvíjené metody určené pro řešení konkrétních úloh.

i.2.2 moderní metody pro analýzy a optimalizace

Vývoj v oblasti metod analýzy počítačových modelů a optimalizace s jejich vyžitím lze
rozdělit do dvou protichůdných oblastí. První oblastí je zvyšování komplexity využíva-
ných metod a druhou je stejně jako v oblasti numerických metod akcelerace algoritmů.

Zvyšování komplexity metod

Cílem zvyšování komplexity používaných metod je snaha o získání maxima relevant-
ních informací o zákonitostech analyzovaného modelu a zároveň maximum informací
začlenit také do procesu optimalizace.

• Analýza citlivosti [52] [53] [54] [55]
V oblasti numerické matematiky je analýza citlivosti standardně používanou tech-
nikou. V oblasti modelování technických úloh je však její použití i přes nesporný
přínos jen ojedinělé. Obzvláště pak analýza citlivosti charakteristických geomet-
rických parametrů umožňuje přesné a jasné pochopení hlavních zákonitostí.
Současný vývoj v oblasti metod analýzy citlivosti je zaměřen především na kvanti-
�kaci vzájemné interakce jednotlivých parametrů. Výpočetní náročnost však často

7



i.2.2 moderní metody pro analýzy a optimalizace

brání jejímu praktickému využití. Další rozvoj této oblasti je směřován především
na využití nestandardních technik jako je například teorie fuzzy množin.

• Analýza odolnosti a spolehlivosti [56] [57] [58] [59]
Využití tvarové a především pak topologické optimalizace při návrhu zařízení umož-
ňuje hledat nové, neotřelé a vysoce optimalizované varianty jejich provedení. Ty
však velmi často vykazují sníženou odolnost vůči změnám vstupních parametrů.
Z tohoto důvodu je velmi důležité výpočet a analýzu odolnosti a také spolehlivost
modelu zařadit přímo do optimalizačního procesu.

• Multikriteriální optimalizace [56] [60] [61]
Pokrok v efektivitě numerických metod stále více otevírá možnosti řešení optima-
lizací podléhajících více než jednomu kritériu. Tyto úlohy jsou charakteristické
obrovskou výpočetní náročností a to obzvláště pro více než dvě kritéria. V této ob-
lasti optimalizace je v současné době kladen obrovský důraz především na vývoj
so�stikovaných optimalizačních metod a algoritmů.

• Optimalizace závislá na řešeném problému [62] [63] [64]
Optimalizační techniky, jako je například topologická optimalizace, jsou velmi
často vyvíjené pro speci�cké požadavky konkrétního oboru a jejich efektivní vy-
užití v jiné než zamýšlené oblasti je často velmi náročné. Z ohledem na tento pro-
blém je velká pozornost v současné době věnována právě multidisciplinárnímu
pojetí optimalizačních technik.

• Pokročilá omezení a podmínky vyrobitelnosti [62] [65] [66]
Standardní způsoby omezení množiny všech možných řešení optimalizačních úloh
jsou často nedostačující, a to především s ohledem na speci�cké podmínky závislé
na daném problému a komplikované podmínky vyrobitelnosti. Způsob jejich za-
členění a tomu odpovídající de�nice je jednou ze stále nedořešených oblastí.

Akcelerace algoritmů

Akcelerace algoritmů analýzy matematických modelů a optimalizace jsou podmíněny
především vývojem pokročilých metod efektivního prohledávání množiny hodnot para-
metrů [67] [68], rychlé analýzy velkého množství dat [69] [70] a samozřejmě také vývo-
jem so�stikovaných optimalizačních algoritmů [71] [72] [73] [74] [75].

Algoritmy pro analýzu a optimalizaci mohou být ve značné míře paralelizovány, a
to jako pro výpočetní systémy se sdílenou tak distribuovanou pamětí [76] [77]. Velmi
perspektivní oblastí jsou s ohledem na současný stav poznání především metody redukce
řádu modelu [78] [79], které jsou určeny ke snížení komplexity matematického modelu
při jeho numerickém řešení. Použití těchto metod umožňuje provádět extrémně rychlé
analýzy a optimalizace, a to takřka v reálném čase.
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i.3
H L AV N Í C Í L E P R Á C E

Hlavní cíl práce, který jsem si stanovil, vychází z potřeby a obrovské chuti řešit kom-
plikované technické problémy spojené s řešením matematických modelů sdruže-

ných úloh, jejich analýzy a optimalizace a to především s ohledem na praktické aplikace
v oblasti elektromagnetismu. Výstupem mé práce by měl být především dostatečně kom-
plexní nástroj určený právě pro řešení sdružených úloh, jejich analýzu a optimalizaci a
v neposlední řadě také metodika jejich využití. Aby bylo dosaženo tohoto výstupu for-
muloval jsem následující dílčí cíle práce:

• Vývoj a implementace algoritmů pro řešení matematických modelů a sdružených
úloh pomocí pokročilých numerických metod.

• Vývoj, implementace a testování algoritmů pro analýzu a optimalizaci počítačo-
vých modelů s vysokou výpočetní náročností.

• Návrh a implementace komplexního systému umožňujícího efektivní práci s vel-
kým souborem počítačových modelů a jejich řešení s využitím mnoha výpočetních
zdrojů (high-throughput computing) a následnou analýzu získaných výsledků.

• Ověření implementovaných algoritmů a jejich využití pro řešení konkrétních tech-
nických problémů.
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i.4
M E T O D I K A A S T R U K T U R A P R Á C E

Metodiku řešení práce jsem zvolil s ohledem na stanovené cíle a především pak
s ohledem na možnost plného využití výsledků práce pro řešení praktických tech-

nických úloh. Všechny vyvíjené algoritmy pro analýzu a optimalizace počítačových mo-
delů jsem tedy implementoval do systému OptiLab, který je součástí aplikace Agros2D
určené pro řešení fyzikálních polí a sdružených úloh. Vyvinutý systém plně využívá
možností aplikace a zároveň je značně rozšiřuje a doplňuje.

Aplikace Agros2D1 je vyvíjena naší skupinou na Katedře teoretické elektrotechniky
Západočeské univerzity a je distribuována pod GNU GPL. Tato licence umožňuje Ag-
ros2D a OptiLab využívat bez omezení a výstupy práce tak mohou sloužit široké odborné
veřejností. Zároveň je zde velký potenciál dalšího rozvoje implementovaných algoritmů,
protože jsou plně dostupné všechny zdrojové kódy. [18]

Algoritmy implementované do systému OptiLab jsou plně využívány pro řešení kon-
krétních technických úloh, které vznikly v rámci dalších výzkumných nebo vývojových
projektů. Výsledky dosažené v rámci vybraných projektů, na jejichž řešení jsem se podí-
lel, jsou součástí práce a mají za cíl ilustrovat možnosti využití vyvinutých algoritmů.

Vlastní práci jsem strukturoval do pěti částí. První část práce je zaměřena především
na vymezení řešené oblasti a zhodnocení současného stavu poznání. Druhá část práce se
zabývá formulací sdružených úloh, jejich speci�ky a také metodami jejich řešení pomocí
numerických metod a moderních algoritmů založených na metodě konečných prvků
vyšších řádů přesnosti. Všechny popisované algoritmy jsou přitom implementovány do
aplikace Agros2D nebo do knihovny Hermes2.

Třetí část práce popisuje vybrané a používané algoritmy pro analýzu počítačových
modelů a optimalizaci. Dále je v této části podrobněji popsán systém OptiLab. Ve čtvrté
části jsou diskutovány ilustrativní příklady řešených technických problémů a v poslední
části práce je uvedeno shrnutí dosažených výsledků a jsou nastíněny směry dalšího vý-
voje.

1 http://www.agros2d.org
2 http://www.hpfem.org/hermes
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Část II

P O Č Í TA Č O V É M O D E L O VÁ N Í S D R U Ž E N ÝC H Ú L O H



ii.1
M AT E M AT I C K É M O D E LY S D R U Ž E N ÝC H Ú L O H

Sdružené úlohy modelují v oblasti elektromagnetismu interakci elektrického a mag-
netického pole s dalšími fyzikálními jevy, přičemž se velmi často jedná o další fyzi-

kální pole. Například u problému popisujících vznik tepla vlivem působení elektromag-
netického pole na látkové prostředí, mezi které lze řadit přímý odporový, indukční nebo
dielektrický ohřev, se velmi často setkáváme s matematickými modely, které představují
sdruženou úlohu obecně elektromagnetického pole a pole teplotního. Dalšími příklady
může být například interakce elektromagnetického pole a pole mechanického namáhání
a deformací (elektrostrikce, magnetostrikce, piezoelektrický jev, termoelastické jevy),
pole proudění tekutin (elektrohydrodynamika, magnetohydrodynamika), akustické pole
a mnoho dalších. Tyto úlohy jsou typické spojením několika matematických modelů,
které lze obecně popsat pomocí parciálních diferenciálních rovnic.

harmonické
magnetické pole

nestacionárńı
tepltońı pole

ztráty teplota pole termo-
elastických deformaćı

posun

Obr. 1: Příklad ilustrující řešení sdružené úlohy několika fyzikálních polí popsaných
pomocí parciálních diferenciálních rovnic a to pro případ termoelastického ak-
tuátoru: harmonické magnetické pole vytvoří vířivé proudy v elektricky vodi-
vém jádře, které mají za následek vznik tepelných ztrát, oteplení (teplota zpětně
ovlivní elektrickou vodivost) a následně deformaci jádra vlivem roztažnosti da-
ného materiálu

Mezi sdružené úlohy v elektromagnetismu se však také řadí spojení elektrického a
magnetického pole s fyzikálními jevy plně charakterizovanými matematickými modely,
které jsou popsány obyčejnými diferenciálními rovnicemi nebo dalšími typy rovnic jako
jsou například lineární algebraické rovnice. Do této skupiny sdružených úloh lze pak
řadit například spojení elektromagnetického pole s modely elektrických obvodů, pohy-
bovými rovnicemi pro dynamiku těles a mnohé další.

Jednotlivé modely popisující sdruženou úlohu lze přitom řešit nezávisle na sobě jen ve
speci�ckých případech. Praktické úlohy často vedou na sdružené úlohy, kde jsou jednot-
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matematické modely sdružených úloh

stacionárńı
magnetické pole

nestacionárńı
elektrický obvod

indukčnost

elektrický proud

pohybové
rovnice

śıla

poloha

Obr. 2: Příklad ilustrující řešení sdružené úlohy fyzikálního pole a dalších fyzikální dějů
popsaných pomocí obyčejných diferenciálních rovnic a to pro případ elektromag-
netického aktuátoru: statické magnetické pole silově působí na těleso, jehož po-
hyb charakterizují pohybové rovnice a dále určuje indukčnost budící cívky jejíchž
elektrický proud je dán řešením přechodného děje v RL obvodu

livá pole mezi sebou svázána a vzájemně se mezi sebou ovlivňují. Jako příklad takovéto
sdružené úlohy uveďme úlohu indukčního ohřevu feromagnetických, elektricky vodi-
vých těles, která ve svém obecném pojetí představuje nelineární sdruženou úlohu, kde je
nutné uvažovat závislost relativní permeability na magnetické indukci a teplotě, teplotní
závislost elektrické vodivosti a samozřejmě také teplotní závislost tepelné vodivosti, hus-
toty a měrné tepelné kapacity. Řešení takto formulovaných úloh je velmi komplikované
a pro jejich praktické využití je tak nutné často využít velmi propracovaných algoritmů.

S ohledem na vzájemné vazby jednotlivých matematických modelů sdružené úlohy a
zároveň způsob jejího řešení lze zavést jejich dělení do několika kategorií. [80]

• Lineární slabě sdružená úloha

Tento typ úlohy je s ohledem na složitost jejího řešení nejednodušší a to přede-
vším z důvodu zanedbání vzájemných vazeb jednotlivých matematických modelů.
Samotné řešení lze rozdělit do několika postupných kroků, kdy v každém kroku
je provedeno řešení dílčího modelu a výsledky jeho řešení jsou následně využity
pro řešení modelu v kroku následujícím.

• Nelineární slabě sdružená úloha

Úloha je stejně jako v předchozím případě řešena po jednotlivých postupných kro-
cích. Po vyřešení všech dílčích modelů se však využijí výsledky řešení k úpravě
vstupních parametrů jednotlivých modelů a celý postup se opakuje do té doby, než
je splněna globální konvergenční podmínka.

• Nelineární silně sdružená úloha

Poslední úloha je v závislosti na složitosti jejího řešení nejnáročnější ze všech uvá-
děných. Při řešení takto formulované úlohy se řešení všech dílčích matematických
modelů provádí současně.
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ii.2
N U M E R I C K É M E T O D Y A A L G O R I T M Y

Numerické metody a jejich propracovaná implementace jsou základem pro řešení
matematických modelů fyzikálních polí a sdružených úloh, jejich analýzu a v nepo-

slední řadě také pro jejich využití v úlohách optimalizace. Mezi další používané metody
řešení lze zařadit také metody analytické, metody speciální a hybridní. Využití těchto
metod se však často týká jen speciálních výpočetních úloh.

Analytické metody poskytují výsledky v uzavřeném tvaru a lze tak na jejich základě
provádět velmi komplexní analýzu modelovaného systému. Jejich využití pro řešení
praktických úloh je však velmi komplikované a v mnoha případech, mezi které lze be-
zesporu řadit komplexní sdružené úlohy s komplikovanou de�niční oblastí, je nereálné.
Svého vrcholu dosáhly analytické metody v polovině minulého století. Poté se již jejich
vývoj velmi výrazně utlumil, protože jimi řešitelné úlohy byly prakticky vyčerpány.

Numerické metody obecně neposkytují přesné řešení matematického modelu, ale jeho
přiblížení ve zvolených bodech oblasti, kterými jsou zpravidla uzly diskretizační sítě po-
krývající de�niční oblast úlohy. Pokud chceme znát hodnoty hledané veličiny i v jiných
bodech, musíme využít vhodných interpolačních či extrapolačních metod. Hlavní výho-
dou jejich využití je však jejich obrovská univerzalita a možnost řešení velmi komplex-
ních úloh.

Vzhledem k těmto výhodám se numerické metody začaly velmi prudce rozvíjet ve
druhé polovině minulého století. Tento rozvoj byl samozřejmě způsoben především roz-
vojem výpočetní techniky, která umožnila velmi rychle a přesně řešit velké soustavy al-
gebraických rovnic, na než vede drtivá většina numerických metod, které se v současné
době využívají při řešení matematických modelů. Prudký rozvoj numerických metod je
ilustrován na obr. 3 společně s některými vyznačenými milníky.

Mezi první numerické metody, které byly využívány pro řešení matematických mo-
delů fyzikálních polí, lze řadit metodu konečných diferencí a metodu vážených reziduí.
Později se pro řešení speci�ckých problému začaly využívat také metody založené na
integrálním či stochastickém přiblížení a koncem šedesátých let se také postupně začala
využívat metoda konečných prvků. Tato metoda zaznamenala velmi bouřlivý vývoj a od
raných variant využívajících pevnou diskretizační síť s lineárními elementy se postupně
posunula k progresivním variantám vyšších řádu přesnosti, využívajících automatickou
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ii.2.1 důležité aspekty využití numerických metod

1900 1920 1940 1960 1980 2000

(rok)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
f
·1

0−
5

(%
)

projekt Manhattan

objev tranzistoru

NASA STRucture ANalysis

IBM 5150

Agros2D

numerical model

numerical simulation

Obr. 3: Četnost výskytu sousloví f v anglicky psané literatuře

adaptivitou diskretizační sítě. Tyto so�stikované varianty jsou již charakteristické expo-
nenciální konvergencí výsledků.

Základy metody konečných prvků vyšších řádu navrhl německý matematik Richarda
Courant již v roce 1941, ale praktické otestování metody bylo provedeno až v roce 1960,
a to na příkladu z oblasti strukturální mechaniky. Její první využití v oblasti elektromag-
netického pole se datuje do let 1967–1968.

Tato kapitola bude věnována právě numerickým metodám využívaným pro řešení ma-
tematických modelů fyzikálních polí a sdružených úloh a primárně metodě konečných
prvků vyšších řádů přesnosti.

ii.2.1 důležité aspekty využití numerických metod

Jak již bylo naznačeno v úvodu kapitoly, numerické metody obecně neposkytují přesné
řešení matematického modelu ale jeho aproximaci. Výsledky jsou tedy obecně zatíženy
chybami, které je vždy nutné minimalizovat, přičemž je nutné vyšetřit, zda jsou tyto
chyby kritické či nikoliv.

Kvalita výsledků řešení matematického modelu získaného pomocí numerických me-
tod obecně závisí na jejich vlastnostech, které lze zobecnit do pěti kritérií:

• Konzistence, která určuje shodu mezi řešeným matematickým modelem a vyu-
žitou numerickou metodou. Pro využití dané metody je rozhodující, aby systém
výsledných algebraických rovnic byl dobrou representací původní rovnice.
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ii.2.2 přehled numerických metod pro řešení fyzikálních polí

• Stabilita udávající citlivost použité numerické metody na změny parametrů mo-
delu nebo například na zaokrouhlovací chyby vznikající v průběhu řešení mate-
matického modelu. Pokud je metoda nestabilní, mají tyto chyby obrovský vliv na
nepřesnost výsledné řešení.

• Konvergence numerické metody určuje, zda metoda vede ke zpřesnění výsledku
řešení při zjemnění diskretizace de�niční oblasti (zvětšení počtu uzlů diskretizační
sítě, snížení časového kroku, atd.).

• Přesnost numerické metody se udává rozdílem výsledků získané příslušným při-
bližným řešením od výsledků přesných, které však mohou být neznámé.

• Efektivita numerické metody je vyjádřena její výpočetní náročností nalezení apro-
ximace řešení při dané de�nované přesnosti (efektivita se často udává pomocí po-
třebného výpočetního času nebo potřebných procesorových operací).

Hlavním cílem spojeným s vývojem numerických metod a algoritmů je často dosažení
co nejvyšší přesnosti při nejvyšší možné efektivitě, vysoké stabilitě a rychlé konvergenci.
Uvěření, testování a následné srovnání numerických metod je však velmi komplikované
a to především kvůli neznámému přesnému řešení daného matematického modelu. Lze
sice využít analyticky řešitelných úloh, ale získané výsledky není možno zobecnit pro
jejich uplatnění v praxi.

Při rozmanitosti prakticky řešených úloh je navíc nemožné vyvinout dostatečně uni-
verzální numerickou metodu, která by byla konzistentní s libovolným matematickým
modelem. Z tohoto důvodu je velmi důležitá volba vhodné numerické metody v závis-
losti na daném problému.

ii.2.2 přehled numerických metod pro řešení fyzikálních polí

Numerické metody, které je možné využít pro řešení fyzikálních polí a sdružených úloh
lze obecně rozdělit na metody diferenciální a integrální. Diferenciální metody využívají
diferenciálního tvaru řešených rovnic a jejich hlavní myšlenka spočívá v nalezení nej-
lepší aproximace řešení na diskretizované de�niční oblasti modelu. Skupina těchto me-
tod je poměrně široká a lze ji rozdělit do tří základních podskupin:

• Diferenční metody jsou založené na diferenčních aproximacích parciálních dife-
renciálních rovnic. Parciální derivace libovolného řádu se v daném uzlu diskreti-
zační sítě aproximuje výrazem pro hodnoty hledané funkce v několika sousedních
uzlech a zároveň vzdálenosti daného uzlu od oněch sousedních. Mezi tyto metody
se řadí například metoda konečných diferencí.

• Metody vážených reziduí patrně představují nejsilnější a nejvíce univerzální ná-
stroje pro řešení parciálních diferenciálních rovnic. Tyto metody jsou založeny na
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ii.2.3 metoda konečných prvků vyšších řádů přesnosti

minimalizaci vážené chyby ve vyšetřované oblasti. Přesné řešení příslušné rovnice
je nejprve nahrazeno přibližným řešením ve tvaru řady sestávající ze zvolených
testovacích funkcí násobených koe�cienty, jež je třeba v tomto smyslu optima-
lizovat. Metodami které patří do této skupiny jsou například například metoda
nejmenších čtverců nebo Galerkinova metoda.

• Variační metody jsou založeny na variační reprezentaci parciálních diferenciál-
ních rovnic. Problém řešení dané rovnice se transformuje na problém stanovení
funkcionálu a hledání podmínek, za nichž řešení uvedené rovnice vede k extrému
tohoto funkcionál. Nejznámější variační metoda je bezesporu metoda konečných
prvků a Ritzova metoda.

Do skupiny integrálních metod lze zařadit zejména metody užívané pro řešení inte-
grálních a integrodiferenciálních rovnic a dále také technologie pro výpočty velkého
množství určitých i neurčitých integrálů vyskytujících se ve výrazech pro různé veli-
činy lineárních a homogenních polí nebo algoritmy kombinující jak řešení integrálních
rovnic, tak i určování integrálních výrazů. Mezi tyto metody tedy patří například metody
hraničních prvků nebo velmi univerzální metoda momentů.

Integrální metody představují mohou za jistých okolností představovat skvělou alter-
nativu k diferenciálním metodám a to především pro úlohy, kde je diferenciální formu-
lace špatně podmíněná.

ii.2.3 metoda konečných prvků vyšších řádů přesnosti

Metoda konečných prvků je univerzální, robustní a �exibilní metoda pro řešení matema-
tických modelů fyzikálních polí a sdružených úloh. Tato metoda umožňuje řešení modelu
formulovaného na geometricky velmi komplikovaných de�ničních oblastech s různými
prostředími jež mohou vykazovat nelineární i anizotropní vlastnosti. V technické praxi
je velmi často využívána a proto jí bude v rámci této kapitoly věnována větší pozornost.

Jak již bylo uvedeno v předchozí kapitole, metoda konečných prvků patří mezi variační
metody, které vycházejí z transformace problému diferenciálního na problém variační.
Základní myšlenkou variačních metod je zavedení funkcionálu, jehož variací získáme
řešenou parciální diferenciální rovnici. Cílem řešení variačního problému je přitom na-
lezení extrému zavedeného funkcionálu, který koresponduje s hledaným řešení původní
parciální diferenciální rovnice.

Ze své obecné de�nice funkcionál představuje zobrazení množiny funkcí do množiny
reálných čísel. Funkcionál F tedy může představovat integrál funkce f na omezené ob-
lasti Ω a lze jej zapsat ve tvaru

L =
∫
Ω

f (x, y, z, t)dΩ , (1)
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ii.2.3 metoda konečných prvků vyšších řádů přesnosti

kde funkce f je obecně časoprostorová a závisí tedy na prostorových souřadnicích (x, y, z)
a čase t.

Při vyjádření funkcionálu F můžeme přitom s výhodou využít potenciální energie
systému, který daná parciální diferenciální rovnice reprezentuje. Potenciální energii fy-
zikálního pole lze často vyjádřit ve tvaru

F =
∫
Ω

f
(

u, x, y, z, t,
∂u
∂x

,
∂u
∂y

,
∂u
∂z

,
∂u
∂t

)
dΩ , (2)

kde u je funkce závislá pouze na prostorových souřadnicích a platí tedy u = u(x, y, z).
Obecně Eulerova-Lagrangeovu rovnici1 pro takto formulovaný funkcionál lze pak zapsat
ve tvaru

∂

∂x

(
∂ f
∂u′x

)
+

∂

∂y

(
∂ f
∂u′y

)
+

∂

∂z

(
∂ f
∂u′z

)
− ∂ f

∂u
= 0 , (3)

a na jejím základě je již možno získat extrém a po převedení také řešení původní parciální
diferenciální rovnice.

Při formulaci funkcionálu F pomocí metody konečných prvků vycházíme z předpo-
kladu, že energie je aditivní veličina a celková energie systému a tedy také celkový funk-
cionál lze určit jako součet příspěvků od jednotlivých elementů zavedené diskretizační
sítě. Na každém elementu můžeme přitom funkcionál vyjádřit pomocí hodnot hledané
veličiny charakterizující řešení, a to ve význačných bodech daného elementu za které
zpravidla považujeme uzly dané sítě.

Metoda vede na soustavu lineárních nebo nelineárních algebraických rovnic, jejíchž
řešením získáme právě hodnoty hledané veličiny ve význačných uzlech diskretizační
sítě. Rozložení pole v místech mimo uzly diskretizační sítě lze přitom stanovit pomocí
vhodných interpolačních metod. Na základě použité interpolace můžeme rozlišit mezi
metodou konečných prvků využívající lineární elementy a metodou vyšších řádů. Pokud
interpolujeme řešení na každém elementu pomocí lineární funkce, můžeme se dopustit
značné chyby, která se ve výsledku může projevit velmi nepřesným řešením celého pro-
blému. Metoda konečných prvků vyšších řádů umožňuje snížit tuto chybu interpolací
řešení na každém elementu právě využitím polynomu vyšších řádů.

Využití vyšších řádů tedy umožňuje přesnější interpolaci hledaného řešení na každém
elementu, ale zároveň vede obecně ke zvýšení výpočetní náročnosti dané úlohy. To vy-
plývá z nutnosti vyjádřit funkcionál na každém elementu pomocí většího počtu hodnot
hledané veličiny (pro vyjádření polynomu vyššího řádu je potřeba větší počet koe�ci-
entů) a to vede k nutnosti uvažovat za význačné body nejenom uzly diskretizační sítě,
ale také další body, které zpravidla volíme na hranách daného elementu. Větší počet vý-
značných bodů tedy vede na větší počet stupňů volnosti2. Obecně platí, že zvýšení stupně
interpolačního polynomu vede ke zvýšení výpočetní náročnosti.

1 Eulerova-Lagrangeova rovnice je diferenciální rovnice umožňující nalezení extrému funkcionálu.
2 Počet stupňů volnosti udává počet nezávislých proměnných jejichž nalezení vede na řešení dané úlohy a

tím tedy určuje výpočetní náročnost samotného řešení. U metody konečných prvků s lineárními elementy
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Přesnost, konvergence, stabilita a efektivita metody konečných prvků a numerických
metod obecně tedy silně závisí na zvolené diskretizační síti. Vliv velikosti dílčích ele-
mentů a zároveň řád polynomu, který je interpoluje se přitom projevuje především v mís-
tech, kde je řešení singulární3, v místech kde dochází k jeho rychlým změnám4 nebo
v případě řešení úlohy na de�niční oblasti s geometricky nesouměřitelnými oblastmi.

ii.2.4 prostorová adaptivita

Jak je patrné z kapitoly i.2, prostorová adaptivita patří mezi jednu z velmi progresiv-
ních technik, které jsou důležité při numerickém řešení rozsáhlých a komplikovaných
výpočetních úloh, a to nejen pro metodu konečných prvků, ale pro numerické metody
obecně. Její základní myšlenkou je automatická úprava diskretizační sítě na základě od-
hadu chyby řešení a jejího rozložení na de�niční oblasti úlohy.

Vzhledem k použití prostorové adaptivity při řešení ilustrativních příkladů uvedených
v kapitole iv.

Strategie úpravy diskretizační sítě

Základní strategie, kterou je možné využít pro úpravu diskretizační sítě, je založena na
automatické změně počtu nebo rozložení jejích uzlů. Zde je nejběžnější používanou me-
todou h-adaptivita5, která je založena na automatickém zjemnění diskretizační sítě v těch
místech de�niční oblasti, které jsou zatíženy velkou chybou řešení. V místech, které na-
opak nejsou chybou řešení zatíženy, mohou být jednotlivé elementy sloučeny. Tato me-
toda je velmi výhodná, pokud se v řešení objevují singularity. Její použití však nutně
vede ke značnému nárůstu počtu stupňů volnosti dané úlohy.

Další základní adaptivní metodou je r-adaptivita, která ve stejném smyslu jako h-
adaptivita využívá namísto zjemnění diskretizační sítě automatickou změnu rozložení
jejich uzlů. Poslední metodou, která využívá stejnou strategii, je vytvoření nové sítě a
to samozřejmě s přihlédnutím k rozložení chyby řešení. Princip všech těchto zmíněných
metod je patrný na obr. 4.

Druhou strategii úpravy diskretizační sítě charakterizuje změna řádu interpolečního
polynomu jednotlivých elementů. Tato strategie se nazývá p-adaptivita, přičemž exis-
tují dva základní přístupy, jak tuto metodu využít. První z nich automaticky volí řád
polynomu pro všechny elementy diskretizační sítě, a to bez ohledu na rozložení chyby

je možné ve stejném smyslu využívat počet uzlů diskretizační sítě, ale u metod vyšších řádů je tento údaj
již nedostatečný.

3 Příkladem vzniku singularit mohou být například silně zakřivené plochy, ostré hrany nebo místech sko-
kové změny relativní permitivity a to při řešení elektrostatických polí, kdy v těchto místech roste intenzita
elektrického pole nad všechny meze.

4 Rychlé změny řešení vznikají velmi často například při řešení úloh spojených se vznikem vířivých proudů.
5 Název této adaptivní techniky vychází ze standardního označení diskretizačního kroku h, který se využívá

u numerických metod.
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h-adaptivita

r-adaptivita vytvořeńı nové śıtě

originálńı śıt’

Obr. 4: Základní princip h-adaptivity, r-adaptivity a vytvoření nové sítě

řešení. Druhý způsob využívá odhad rozložení chyby a v místech velkého zatížení touto
chybou automaticky zvýší řád polynomu a naopak jej sníží v místech, kde je chyba nízká.
Tato technika je velmi výhodná především při řešení úloh s hladkým řešením, které se
vyznačuje monotonní změnou hledané veličiny na daném elementu.

Jednu z velmi perspektivních metod prostorové adaptivity představuje kombinace h-
adaptivity a p-adaptivity, která se označuje jako hp-adaptivita. Základní strategie úpravy
diskretizační sítě je u této metody založena na využití vyššího stupně polynomu v mís-
tech, kde nedochází k výrazným změnám řešení a naopak na snížení tohoto stupně spo-
lečně se zjemněním sítě v místě singularit řešení. Použití této metody, která se často
označuje jako hp-FEM vede dle mnoha provedených numerických experimentů k expo-
nenciální konvergencí výsledků řešení.

Odhad chyby řešení

Kromě strategie je velmi důležitou součástí adaptivních metod také způsob odhadu chyby
řešení. Chybou řešení přitom rozumíme obecně rozdíl mezi získanou aproximací řešení
a přesným řešení. Lze ji tedy zapsat ve tvaru

e = ϕ−ϕ′ , (4)

kde e představuje absolutní chybu dané aproximace, ϕ přesné řešení a ϕ′ řešení získané
danou numerickou metodou. Obdobným způsobem lze také nade�novat chybu aproxi-
mace libovolné veličiny vycházející z daného řešení.

Pro ilustraci uvažujme parciální diferenciální rovnici ve tvaru

Lϕ = 0 ,
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kde L je příslušný diferenciální operátor a ϕ neznámé řešení. Velmi často používané
kritérium pro odhad chyby řešení je některá z energetických norem. Absolutní hodnotu
obecné energetické normy lze přitom nade�novat ve tvaru

‖e‖ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

eT Le dΩ

∣∣∣∣∣∣
1
2

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(ϕ−ϕ′)T L(ϕ−ϕ′)dΩ

∣∣∣∣∣∣
1
2

,

Mezi další často používané normy patří L2 norma a norma H1, které lze obdobně vyjádřit
ve tvaru

‖e‖L2 =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

eTe dΩ

∣∣∣∣∣∣
1
2

; ‖e‖H1 =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
eTe +∇eT∇e

)
dΩ

∣∣∣∣∣∣
1
2

.

Efektivní hodnotu chyby aproximace řešení lze na základě jedné z uvedených norem
de�novat vztahem

eef =

(‖e‖2

Ω

) 1
2

.

A konečně relativní chybu ve tvaru

η =
‖e‖
‖ϕ‖ · 100.

Přesné řešení známe jen pro velmi speciální případy a proto je není možné prakticky
nikdy pro odhad chyby využít. A posteriori6 odhad chyby řešení, který je často založen
na analýze chování vyšších derivací je velmi komplikovaný, a takřka vždy je závislý na
povaze řešené úlohy a je tedy závislý na typu řešené úlohy. Univerzální, ale také výpo-
četně značně náročný odhad chyby představuje využití referenčního řešení. Vzhledem
k jeho univerzalitě je však často používanou technikou.

Odhad chyby na základě referenčního řešení je založen na vzájemném porovnání ře-
šení dané úlohy na hrubé diskretizační síti se základním stupněm interpolačního poly-
nomu s řešením na síti zjemněné s vyšším než základním stupněm polynomu, a to pro
každý dílčí element. Chybu řešení lze tedy přepsat do tvaru

e = ϕref −ϕ′,

kde ϕref je řešení referenční a ϕ′ je řešení na hrubé síti se základním řádem polynomu.

6 Latinské spojení a posteriori označuje poznání ze zkušenosti. Toto označení se zažilo v oblasti odhadu ře-
šení diferenciálních rovnic a naznačuje, že odhad chyby je prováděn pro již existující řešení dané rovnice.
Opakem je odhad chyba stanovená a priori, tedy ještě před samotným řešením.
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Volba vhodné úpravy jednotlivých elementů

Získané rozložení chyby pro celou de�niční oblast úlohy lze následně využít pro volbu
vhodné úpravy dle dané adaptivní metody. To lze přitom provést mnoha způsoby, uveďme
tedy alespoň jeden z možných, který je určen pro hp-adaptivní metodu a vychází z její
konkrétní implementace v knihovně Hermes.

Pokud je tedy chyba získaná aplikací vybrané normy na řešení ϕ′ a zároveň ϕref na ur-
čitém elementu vyšší, než předem stanovený práh, je nutné provést jeho úpravu, která
povede ke zpřesnění řešení. Prvním krokem je tedy vytvoření množiny možných kan-
didátů, kteří představují všechny možné úpravy daného elementu. Generování těchto
kandidátů je ilustrováno na obr. 5.

3
4

5 2 2 4 3
3
3

2 2
3

2 2
2 2

Obr. 5: Ilustrativní příklad generování všech možných kandidátů na úpravu vyšetřova-
ného elementu pro případ hp-adaptivity

Pro všechny získané kandidáty je následně vyčísleno skóre s, na jehož základě je ná-
sledně vybrán vhodný způsob strategie. Skóre je přitom dáno vztahem

s =
log10

(
ε
ε0

)
(d− d0)

, (5)

kde ε značí chybu řešení pro případ daného kandidáta, d počet jeho stupňů volnosti, ε0 a
d0 značí po řadě opět chybu a počet stupňů volnosti pro vyšetřovaný element bez úpravy.

Visící uzly

Technika využití visících uzlů (hanging nodes) umožňuje výrazně snížit výpočetní nároč-
nost úlohy. Visící uzly představují uzly diskretizační sítě, které leží na hranách elementů
a nejsou přitom propojeny na žádný další uzel sousedního elementu. Hlavní výhodou vy-
užití této techniky je zamezení propagace lokálního zjemnění dílčích elementů do celé
diskretizační sítě. Tato výhoda se projeví jak v kombinaci visících uzlů a prostorové adap-
tivity, tak v případě použití ručního zjemnění sítě v některé z oblastí nebo hran de�niční
oblasti úlohy.

Uveďme příklad využití visících uzlů pro případ jednoduché regulární sítě uvedené na
obr. 6. Jedním z nejefektivnějších algoritmů pro zjemnění dílčího elementu této sítě je
strategie red-green. V rámci této strategie je element nejprve rozdělen a následně jsou
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visící uzly, které v síti vznikly, odstraněny pomocí vynuceného rozdělení sousedních
elementů.

originálńı śıt’ zjemněńı elementu vynucené rozděleńı
sousedńıch element̊u

Obr. 6: Zjemnění sítě strategií red-green

Takto vytvořená síť je opět regulární, ale elementy vzniklé vynuceným dělením mají
velmi často velmi ostré úhly, které jsou pro metodu konečných prvků nežádoucí. Tato
situace se samozřejmě ještě zhorší, pokud provedeme další dělení vybraného elementu.

Vynucenému dělení elementů se lze vyhnout právě využitím visících uzlů. V případě,
že diskretizační síť obsahuje visící uzly prvního řádu, je vždy nutné použít první pravidlo
iregularity. Řád visících uzlů dané sítě přitom udává maximální počet dělením vzniklých
visících uzlů ležících na jedné hraně libovolného elementu. Pro visící uzly obecného řadu
k je nutné použít k-té pravidlo iregularity, a v takovém případě mluvíme o visících uzlech
libovolného řádu (arbitrary-level hanging nodes). Vícenásobné dělení a použití iregilár-
ních pravidel demonstruje obr. 7.

originálńı śıt’

s vynuceným děleńım
viśıćı uzly prvńı úrovně viśıćı uzly druhého řádu

bez vynuceného děleńı

Obr. 7: Zjemnění sítě s použitím visících uzlů první a vyšší úrovně

ii.2.5 časová adaptivita

Časová adaptivita představuje velmi efektivní nástroj pro řešení nestacionárních úloh,
kde umožňuje minimalizovat počet nutných časových kroků při zachování přesnosti cel-
kového řešení, a tím vede ke snížení celkové výpočetní náročnosti. Využití časové adapti-
vity je velmi důležité pro úlohy, které jsou charakteristické značnými změnami vstupních
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parametrů modelu7. Tyto jevy nelze standardními metodami, jako je například implicitní
a explicitní Eulerova metoda, takřka vůbec zachytit nebo jen za cenu řešení úlohy s velmi
malým časovým krokem.

Nejčastějším postup při řešení nestacionárních parciálních diferenciálních rovnic je
jejich rozdělení na část závislou na čase a část závislou na prostoru, následná prosto-
rová diskretizace a řešení vzniklé obyčejné diferenciální rovnice v čase, které již může
být řešeno standardními metodami. Pokud se však se může prostorová diskretizační síť
v jednotlivých časových krocích lišit a je tedy použita technika dynamických sítí, musí
být nejprve provedena diskretizace v čase a až následně v prostoru. V takovém případě
může být využita Rotheho metoda, přičemž jednou z možných metod diskretizace ča-
sové derivace je zpětná diferenční formule (BDF - Backward Di�erential Formula). Pro
obyčejnou diferenciální rovnici ve tvaru

∂y
∂t

= F(y, t), y(t0) = y0 , (6)

lze časový krok n vyjádřit pomocí BDF na základě vztahu

i

∑
l=0

αi,lyj−l = τjF(yj) , (7)

kde tj značí časový krok j, yj = y(tj) tomuto kroku odpovídající řešení, τj = tj− tj−1 je
délka tohoto časového kroku a koe�cient αi,l závisí na délce předchozího časového kroku.
Tento přístup tedy umožňuje postupnou změnu časového kroku pro každý následující
krok.

7 Mezi tyto úlohy se řadí skoková změny materiálových parametrů modelu (například fázová změna skupen-
ství materiálu při jeho tavení nebo skoková změna relativní permeability feromagnetických materiálů při
překročení Curieovy teploty) a dále také změna zdrojových veličin (změna napájecích proudů, tepelného
výkonu dodávaného do systému nebo například silového zatížení).
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Část III

M E T O D Y A A L G O R I T M Y P R O A N A LÝ Z U A O P T I M A L I Z A C I
P O Č Í TA Č O V ÝC H M O D E L Ů



iii.1
A N A LÝ Z A C I T L I V O S T I M AT E M AT I C K ÝC H M O D E L Ů

Matematický model představuje abstrakci reálného systému, která pomocí mate-
matického aparátu popisuje jeho vlastnosti na základě vstupních parametrů (ne-

závislé proměnné) a jejich vzájemných vazeb s výstupy modelu (závisle proměnné), které
představují jeho řešení. Vstupní parametry jsou pak vždy zatíženy nejistotou, která má
za následek nejistotu řešení daného modelu. Vliv této nejistoty je v praktických výpo-
čtech velmi důležitý a lze jej studovat pomocí analýzy citlivosti nebo analýzy nejistoty
modelu.

Citlivostní analýza umožňuje studovat, jak je rozdělena nejistoty řešení zkoumaného
modelu mezi jeho jednotlivé vstupní parametry. Umožňuje tedy určit, jak se změní vý-
sledek řešení daného modelu při změně jeho jednotlivých vstupních parametrů. Analýza
nejistoty se pak snaží kvanti�kovat nejistota výsledků řešení modelu a udává tedy rozlo-
žení pravděpodobnosti řešení modelu při respektování nejistoty jeho vstupů a zároveň
jeho samotné formulaci. Základní princip analýzy citlivosti a neurčitosti je patrný na obr.
8.

vstupńı parametry
x ∈ A

matematický model
y = M(x)

funkcionál
Fj(y)

analýza
nejistoty

citlivosti
analýza

Fj

PFj

xi

Fj

Pxi

xi

Obr. 8: Analýza citlivosti a nejistoty matematického modelu

V oblasti modelování fyzikálních systémů je možné analýzu citlivosti využit nejen ke
studiu jednotlivých vstupních parametrů matematického modelu, které nejčastěji před-
stavují materiálové parametry nebo jejich nelineární charakteristiky, ale také ke studiu
dílčích tvarů de�niční oblasti, tedy konkrétní geometrie řešeného problému. Analýza
citlivosti souhrnně představuje velmi silný nástroj, který je možné využít nejen při ana-
lýze matematických modelů, ale například také při vyhodnocování výsledků měření a

26



analýza citlivosti matematických modelů

experimentů a samozřejmě také plně v teorie systémů. Způsob analýzy nejistoty a dal-
ších charakteristik, mezi které patří například odolnost a spolehlivost, je velmi podobný
způsobům používaným u analýzy citlivosti, proto se na omezeném prostoru této práce
budeme věnovat právě analýze citlivosti.

Základní postup analýzy citlivosti

Analýza citlivosti konkrétního matematického modelu představuje studii, kterou je možné
vždy rozdělit do několika po sobě následující kroků (viz. obr. 9):

1. Speci�kace nejistoty jednotlivých vstupních parametrů {xi} , i = 1, 2, . . . n zkou-
maného modelu (stanovení mezí, určení rozložení pravděpodobnosti).

2. Formulace množiny funkcionálu {Fj} , j = 1, 2, . . . , m jako kriteria pro hodno-
cení výsledků řešení matematického modelu1.

3. Řešení dostatečného množství variant daného modelu s vhodně zvolenými vstup-
ními parametry. Označíme-li celkový počet variant d, budou vstupní parametry
k-té varianty xk = {xik , i = 1, 2, . . . , n , k = 1, 2, . . . , d}.

4. Výpočet citlivosti řešeného modelu zahrnující vliv každého dílčího parametru xi
na zvolené funkcionály Fj.

výběr vstupńıch parametr̊u řešeńı matematického modelu
xk

výpočet citlivosti vyč́ısleńı množiny funkcionál̊u
F k = {F1(yk), . . . , F2(yk), . . . , Fm(yk)}

yk = M(xk)

F k(xk)

Obr. 9: Základní postup při analýze citlivosti matematického modelu

Standardní metody analýzy citlivosti

Mezi standardní metody výpočtu citlivosti řešení matematického modelu na změny jeho
vstupních parametrů bezesporu patří Morrisova metoda. Tato metoda je založena na ana-
lýze různých variant modelu, kde je vždy měněna hodnota pouze jednoho zkoumaného
parametru při zachování nominální hodnoty všech ostatních.

1 U jednoduchých matematických modelů, může být funkcionálem jeho samotné řešení. Pro většinu prak-
tických problémů je však často nutné formulovat funkcionál tak, aby jasně kvanti�koval získané řešení,
kterým může být například rozložení určité veličiny v prostoru. Příkladem takového funkcionálu může být
hodnota řešení v určitém bodě prostoru nebo povrchové a objemové integrály.
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Morrisova metoda vychází z velmi jednoduché metody nazývané OAT (One At a Time)
nebo také OFAT (One Factor At a Time). Pro zkoumaný matematický model se pomocí
této metody určuje vliv dílčích parametrů xi na každý formulovaný funkcionál Fj pomocí
postupné změny parametru o poměrově stejný krok δ se zachováním nominální hodnoty
všech ostatních parametrů. Elementární vliv EEj

i (Elementary E�ect) parametru xi na
funkcionál Fj je pak určen pomocí jednoduchého vztahu

EEj
i =

Fj(x1, . . . , xi + δ, . . . , xn)− Fj(x1, . . . , xi, . . . , xn)

δ
. (8)

Metoda Maxe D. Morrise rozšiřuje OAT o diskretizaci prostoru hodnot parametrů P
na p hladin, z nichž je vždy náhodně zvoleno r hodnot daného parametru2. Citlivost kaž-
dého z parametrů může být následně vyhodnocena pomocí několika metrik. Základní
metrikou pro každý parametr xi může být střední hodnota µi a směrodatná odchylka σi
pro každý funkcionál Fj. Vysoká hodnota střední hodnoty µi pak naznačuje velký vliv
daného parametru xi na výsledek řešení modelu, vysoká hodnota směrodatné odchylky
σi pak interakci s jinými parametry nebo nelineární závislost přímého vlivu daného para-
metru na výsledek řešení. Další z použitelných metrik může být také například parciální
derivace funkcionálu Fj podle zkoumaného parametru xi, a to ve zvoleném bodě prostoru
parametrů P nebo také lineární regrese závislosti funkcionálu Fj na daném parametru
xi.

Velkou výhodou Morrisovy metody je její jednoduchost a poměrně nízká výpočetní
náročnost. Značnou nevýhodou je pak fakt, že standardní Morrisova metoda neumož-
ňuje vyčíslit vliv interakce několika parametrů na výsledek řešení zkoumaného modelu.

Mezi další standardní metody analýzy citlivosti rozhodně patří také korelace mezi
vstupními parametry modelu xi a formulovaným funkcionálem Fj, a to pro soubor vý-
sledků získaných řešením různých variant modelů s náhodně vybranými parametry dle
jejich speci�kované nejistoty. Tyto metody jsou založeny na předpokladu, že vstupní pa-
rametry xi, které mají výrazný vliv na výsledek řešení, budou mít vysoký stupeň korelace
s formulovaným funkcionálem Fj. Při této analýze se také s výhodou často používá zob-
razení výsledků pomocí korelačního diagramu (scatter plot), tedy zobrazení závislosti
funkcionálu Fj na jednotlivých parametrech xi, a to pomocí bodového grafu v kartéz-
ských souřadnicích.

Pro kvantitativní posouzení vzájemné vazby vstupních parametrů a funkcionálů je
možné využit několik odlišných korelačních koe�cientů. Mezi nejčastěji používané patří
Pearsonův korelační koe�cient ρP (Pearson product-moment correlation coe�cient), který
je de�nován jako kovariance funkcionálu a vstupní proměnné dělená jejich směrodatnou
odchylkou. Koe�cient je tedy možné formulovat pomocí vztahu

ρP(Fj, xi) =
E[(Fj − µFj)(xi − µxi)]

σFj σxi

, (9)

2 Náhodná volba každého parametru je nejčastěji prováděna s rovnoměrným rozložením pravděpodobnosti.
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kde E značí operátor střední hodnoty, µxi střední hodnotu vstupního parametru xi, σxi

jeho směrodatnou odchylku, µFj střední hodnotu funkcionálu Fj a konečně σFj jeho smě-
rodatnou odchylku. Koe�cient nabývá hodnot v intervalu < −1, 1 >. V případě, že je
koe�cient roven nule, neexistuje lineární korelace mezi vstupním parametrem xi a for-
mulovaným funkcionálem Fj. Čím více se blíží hodnota koe�cientu hodnotě −1 nebo 1,
tím lépe lze vliv parametru xi na funkcionál Fj aproximovat lineární funkcí a platí, že
hodnota koe�cientu ρS(Fj, xi) > 0 značí přímou závislost, tedy při zvyšující se hodnotě
parametru xi roste funkcionál Fi a naopak, při hodnotě koe�cientu ρS(Fj, xi) > 0 se
jedná o nepřímou závislost.

Velmi často používaným koe�cientem je také Spearmanův koe�cient pořadové kore-
lace ρS (Spearman rank correlation coe�cient). Tento koe�cient je možné de�novat jako
Pearsonův korelační koe�cient pro podle velikosti uspořádané proměnné. Seřadíme-li
tedy nezávisle na sobě všechny hodnoty vstupního parametru xi a zároveň všechny hod-
noty funkcionálu Fj dle jejich velikosti a přiřadíme jim pořadová čísla pxi a pFi , můžeme
vyjádřit Spearmanův koe�cient podle vztahu

ρS(Fj, xi) = 1−
6 ∑

k
(pxi ,k − pFj,k)

2

d(d2 − 1)
, (10)

kde d opět značí počet hodnot vstupního parametru xi a tím samozřejmě také počet
hodnot funkcionálu Fj. Koe�cient opět nabývá hodnot v intervalu < −1, 1 >. Pokud
je hodnota koe�cientu ρS(Fj, xi) > 0, pak hodnota funkcionálu Fj roste s rostoucí hod-
notou vstupního parametru xi. Naopak, pokud je hodnota koe�cientu ρS(Fj, xi) < 0,
pak s rostoucí hodnotou vstupního parametru xi hodnota funkcionálu Fi klesá. Spear-
manův koe�cient tedy udává, jak dobře lze vliv vstupního parametru na formulovaný
funkcionál vyjádřit pomocí monotonní funkce.

Variační metody analýzy citlivosti

Pokročilé metody analýzy citlivosti matematických modelů jsou velmi často založené
na analýze rozptylu náhodně vybraných vstupních parametrů modelu (variance-based
methods). Tyto metody umožňují stanovit nejenom vliv dílčích vstupních parametrů mo-
delu na formulované funkcionály, ale také vliv jejich vzájemných kombinací (interakce
vyšších řádů). Tyto metody tedy přinášejí komplexní informace o citlivosti modelu, to
však ale za cenu vysoké výpočetní náročnosti, která je způsobená nutností velkého počtu
řešení matematického modelu.

Variační metody jsou obecně založeny na dekompozici formulovaného funkcionálu
Fj(y) = f (x) = f (x1, . . . , xi, . . . , xn), kde jednotlivé parametry xi jsou rovnoměrně
rozprostřeny na jednotkové hyperkrychli a platí tedy 0 ≤ xi ≤ 1 , i = 1, 2, . . . , n.
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Dekompozice funkcionálu (ANOVA, analysis of variance) pak může být rozepsána do
tvaru

f (x) = f0 +
d

∑
i=1

fi(xi) +
d−1

∑
i=1

d

∑
j=i+1

fij(xi, xj) + · · ·+ f12...d(. . . ) , (11)

kde f0 je konstanta, fi funkce závislé na jednotlivých parametrech xi a zbylé funkce
jsou závislé na interagujících parametrech xi, xj až xn. Pro funkci f (x) musí platit, že je
integrovatelná na svém de�ničním oboru a tím je tedy také stejně integrovatelná každá
dílčí funkce vzniklá dekompozicí. Musí tedy platit podmínka

1∫
0

fi1,...,id(xi, . . . , xid)dxik = 0 , k = 1, 2, . . . , d , xij = (xi, xj) , (12)

ze které vyplývá, že všechny členy vzniklé dekompozicí jsou ortogonální a na základě
toho je lze rozepsat pomocí podmíněné střední hodnoty funkcionálu Fj a jednotlivé
vstupních parametrů xi. Jednotlivé členy pak lze tedy vyjádřit ze vztahů

f0 = E(Fj) , (13)
fi = E(Fj|xi)− f0 , (14)
fij = E(Fj|xi, xj)− f0 − fi − f j . (15)

Dekompozici funkcionálu je tedy možné plně vyjádřit jako analýzu změn řešení modelu
charakterizovaného funkcionálem Fj na základě změny jeho vstupních parametrů xi a
lze tak studovat model pouze na základě jeho vstupů a výstupů. Změnu funkcionálu
Fj je přitom možné charakterizovat rozptylem V(Fj), který lze, vzhledem ke statistické
nezávislosti všech členů vzniklých dekompozicí, vyjádřit superpozicí

V(Fj) = V( f ) =
d

∑
i=1

V( fi(xi)) +
d−1

∑
i=1

d

∑
j=i+1

V( fij(xi, xj)) + · · ·+ V( f12...d(. . . )) ,

(16)
tedy součtem variací všech nekonstantních členů vzniklých dekompozicí. Celkový roz-
ptyl funkcionálu lze dále rozepsat pomocí vztahu (14) a (15) do tvaru

V(Fj) =
d

∑
i=1

Vxi(Ex∼i(Fj|xi))

+
d−1

∑
i=1

d

∑
j=i+1

Vxi j(Ex∼ij(xi, xj)) + · · ·+ Vx12...d(Ex∼12...d(x1, x2, . . . , xd)) , (17)
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ze kterého již můžeme vyjádřit podíl jednotlivých členů rozkladu na celkovém rozptylu
funkcionálu V(Fj) pomocí vztahů

Si =
Vxi(Ex∼i(Fj|xi))

V(Fj)
, (18)

Sij =
Vxi j(Ex∼ij(xi, xj))

V(Fj)
, (19)

kde symboly Si označují koe�cienty citlivosti prvního řádu a symboly Sij koe�cienty
citlivosti druhého řádu, atd.. Obdobně lze vyjádřit i vyšší řády koe�cientů a uvedenou
dekompozici lze pak přepsat do tvaru

d

∑
i=1

Si +
d−1

∑
i=1

d

∑
j=i+1

Sij + · · ·+ S12...d = 1 . (20)

Uvedená dekompozice tedy vede na konečný počet koe�cientů citlivosti, který je ro-
ven 2n− 1 a zahrnuje jak koe�cienty prvního, tak vyšších řádu. Pro matematický model
s n = 5 vstupními parametry xi tedy existuje 31 koe�cientů citlivosti. Velký počet koe�-
cientů citlivosti je tudíž pro modely s velkým počtem vstupních parametrů nepraktický
a zpravidla se tak u reálných výpočtů zaměřujeme na výpočet především koe�cientů cit-
livosti prvního řádu a tzv. úplného koe�cientu (total e�ect), který lze vyjádřit pomocí
vztahu

ST = 1− Vxi(Ex∼i(Fj|xi))

V(Fj)
=

Ex∼i(Vxi(Fj|xi)

V(Fj)
. (21)

Vzhledem ke způsobu jejich výpočtu je však vždy nutné provést řešení velkého množ-
ství variant analyzovaného modelu, což vede v případě matematických modelů založe-
ných na řešení parciálních diferenciálních rovnic k obrovské výpočetní náročnosti.
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iii.2
O P T I M A L I Z A C E

Optimalizace návrhu zařízení představuje v soudobé technice časově velmi nároč-
nou úlohu nejčastěji založenou na inženýrském odhadu a intuici (expert-based

optimization), který je doplněn řadou experimentů a měření na prototypu vyvíjeného
zařízení (experiment-based optimization). Ty je navíc možné doplnit o statistický návrh
experimentu. Tento přístup je však nutné při návrhu pokročilých zařízení a jejich kom-
plexních systémů doplnit o pokročilé metody návrhu založené na využití matematických
modelů a jejich optimalizaci (algorithm-based optimization). Hlavním důvodem využití
těchto metod je především možnost identi�kovat optimální parametry navrhovaného
zařízení při respektování jejich vzájemných interakcí, a to pro širokou škálu lineárních
i nelineárních úloh. [81] [82]

Tato kapitola je věnována právě uvedené oblasti, tedy matematické úloze optimalizace
založené na využití matematických modelů a jejímu využití při návrhu.

iii.2.1 klasifikace matematické úlohy optimalizace

Matematická úloha optimalizace, někdy také označovaná jako matematické programo-
vání, je úloha jejímž cílem je nalezení minima nebo maxima pro množinu cílových funk-
cionálů {Fj} , j = 1, 2, . . . , m. Každý funkcionál1 představuje kritérium optimalizace ale
ze jej formulovat jako zobrazení

Fj : A 7→ R , (22)

kde A je množina všech možných řešení úlohy, tedy množinu variant vektoru optimali-
zovaných parametrů x = (x1, . . . , xi, . . . , xn). Pro úlohu minimalizace je cílem optima-
lizace nalézt takové x0 ∈ A pro které platí

Fj(x0) ≤ Fj(x) , j = 1, 2, . . . , m , (23)

pro úlohu maximalizace pak musí naopak platit

Fj(x0) ≥ Fj(x) , j = 1, 2, . . . , m . (24)

1 V literatuře se často funkcionál, který je předmětem optimalizace, označuje jako účelový, cílový nebo pro
úlohy minimalizace také cenový a �tness pro úlohy maximalizace.

32



iii.2.1 klasifikace matematické úlohy optimalizace

Pokud pro (23) a (24) platí x ∈ A je x0 globální řešení optimalizační úlohy (optimum) a
jedná se tedy o globální optimalizaci. Naopak pokud platí x ∈ A ∩U, kde U ⊂ A je x0

pouze lokální řešení dané úlohy, která se označuje jako lokální optimalizace.

Optimalizované parametry a jejich omezení

Počet optimalizovaných parametrů n, tedy počet prvků vektoru x udává dimenzi úlohy.
Pokud je n = 1 jedná se tedy o jednodimenzionální optimalizační úlohu, pokud je n ≥ 2
jedná se úlohu multidimenzionální. Pro praktické optimalizační úlohy je často nutné ex-
trém hledat pro množinu parametrů B ∈ A, která je pouze podmnožinou množiny A a
nazýváme ji pak přípustnou množinou řešení (feasible region). Standardním způsoben
formulace přípustné množiny je nastavení intervalu hodnot jednotlivých optimalizova-
ných parametrů xi,min ≤ xi ≤ xi,max.

Pro možná řešení optimalizační úlohy také často existují omezení, která určují zda
optimalizované parametry vyhovují speci�kovaným kritériím. Takto formulovaná úloha
se označuje jako optimalizace s omezením. Obecně existují dva základní typy omezení
a to omezení rovností a omezení nerovností. Obecně lze optimalizační úlohu s omezení
formulovat ve tvaru2

min(F(x)) F = {[Fj(x)] : x ∈ A} , j = 1, 2, . . . , m (25)
gi(x) = ci , i = 1, 2, . . . , n (26)
hj(x) ≤ dj , j = 1, 2, . . . , n (27)

kde F představuje množinu řešení pro všechny cílové funkcionály Fj, gi a hj pak omezení,
která musejí být splněna a nazývají se často jako tvrdá omezení. Při formulaci měkkých
omezení nelze formulovat rovnici nebo nerovnici přesně určující dané omezení, ale vy-
užívá se například penalizace varianty překračující dané omezení. Penalizace pak může
být prováděna přičtením konstanty nebo obecně lineární či nelineární funkce k formu-
lovanému funkcionálu Fj.

Cílové funkcionály

Jak bylo uvedeno v úvodu kapitoly, optimalizační úloha je obecně formulována na zá-
kladě množiny cílových funkcionálů {Fj} , j = 1, . . . , m, přičemž platí, že jednotlivé
funkcionály nejsou obecně spojité. Pokud je formulován pouze jeden funkcionál (m = 1)
jedná se o jednokriteriální optimalizační úlohu (single-objective optimization), jež je cha-
rakterizována jedním globálním řešením x0. Libovolná optimalizační úloha však může
obsahovat vícenásobná lokální i globální optima (multimodal optimization) v takovém
případě však musí platit vždy platit Fj(x01) = Fj(x02) = · · · = Fj(x0k) , j = 1, 2, . . . , m.

2 Obecná formulace matematické úlohy optimalizace jako minimalizace množiny funkcionálů je možná, pro-
tože pro libovolný funkcionál Fj musí platí min(Fj(x)) = max(−Fj(x)).
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iii.2.1 klasifikace matematické úlohy optimalizace

Příkladem funkce obsahující vícenásobná lokální i globální minima je Hölderovy funkce
(Hölder table function) uvedená na obr 10.
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Obr. 10: Ukázka Hölderovy funkce, která obsahuje vícenásobná globální i globální
minima

Pokud je úloha formulována pro více cílových funkcionálů Fj a tedy m ≥ 1, jedná se
o optimalizační úlohu multikriteriální (multi-objective optimization3). Jejím výsledkem
již není jediné řešení x0, ale jejich množina {x0k} , k = 1, 2, . . . , k pro kterou platí
Fj(x01) 6= Fj(x02) 6= · · · 6= Fj(x0k) , j = 1, 2, . . . , m.

Pro multikriteriální optimalizaci je tedy řešením Pareto optimum (Pareto optimal, Pareto
e�cient), které pro m = 2 představuje křivku (Pareto front), pro m = 3 plochu, pro
m = 4 objem a pro m > 4 vícerozměrné prostory, přičemž platí, že Pareto optimum
nemusí být stejně jako jednotlivé funkcionály Fj obecně spojité.

Základní vysvětlení pojmu Pareto optimum je uvedeno na obr.11. Jedná se o zobrazení
výsledků řešení multikriteriální optimalizace na základě dvou funkcionálů F1 a F2. Zob-
razená množina F = [F1(x), F2(x)] : x ∈ A představuje všechna možná řešení, které je
možné získat na základě kombinace všech optimalizovaných parametrů x1, x2, . . . , xn.

3 V literatuře je možné se setkat s dalšími možnostmi pojmenování, mezi která patří multicriteria optimization,
vector optimization nebo Pareto optimization.
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iii.2.1 klasifikace matematické úlohy optimalizace

Pareto optimum pak leží na části hranice množiny F, přičemž závisí na formulaci dané
úlohy, kde přesně optimum leží. Na obr. 11 jsou uvedený dva rozdílné případy, kdy u prv-
ního z nich je cílem optimalizace minimalizovat hodnotu obou funkcionálů a u druhého
maximalizovat funkcionál F1 a minimalizovat funkcionál F2.

F1(x)

F2(x)

F2(x01)

F2(x02)

F1(x01) F1(x02)

F

F1(x)

F2(x)

F

min(F1(x))

min(F2(x))

max(F1(x))

min(F2(x))

Obr. 11: Ilustrativní ukázka Paretova optima pro dvě rozdílné optimalizační úlohy

Úlohu multikriteriální optimalizace je často také možné převést na jednokriteriální a
tím celou úlohu značně zjednodušit. Jednoduchý způsob je vytvoření superponovaného
funkcionálu se zavedením vah pomocí vztahu

G(x) =
m

∑
j=1

wjFj(x) , (28)

kde G je převedený funkcionál a wj značí váhy jednotlivých funkcionálů Fj, přičemž
platí

m

∑
j=1

wj = 1 , wj ∈< 0; 1 > . (29)

Optimalizací funkcionálu G získáme pouze jedno řešení ležící na Pareto optimu, pro
vyšetření dalších řešení je tedy nutné postupně měnit jednotlivé váhy wj. To však může
vést ke zvýšení celkové výpočetní náročnosti úlohy.

Ve speciálním případě, kdy jsou všechny cílové funkcionály Fj a funkce omezení gi a
hi lineární, nazýváme optimalizační úlohu jako lineární programování. Libovolný cílový
funkcionál a zároveň také funkce omezení však mohou být obecně nelineární. V takovém
případě se používá označení úlohy optimalizace jako nelineární programování a můžeme
jej formulovat v obecném tvaru

min(F(x)) F = {[Fj(x)] : x ∈ A} , j = 1, 2, . . . , m (30)
gi(x) = ci , i = 1, 2, . . . , n (31)
hj(x) ≤ dj , j = 1, 2, . . . , n (32)
xmin ≤ x ≤ xmax . (33)
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iii.2.2 optimalizační úlohy v technické praxi

iii.2.2 optimalizační úlohy v technické praxi

S ohledem na formulaci matematických modelů, které jsou běžně v technické praxi vy-
užívány, se při návrhu či analýze různorodých zařízení nejčastěji setkáváme s modely,
které popisují soustavy obecně nelineárních algebraických rovnic, obyčejných diferen-
ciálních rovnic, nebo parciálních diferenciálních rovnic a jejich vzájemných kombinací
v případě sdružených úloh. Veličiny, které v těchto rovnicích vystupují (vstupní parame-
try modelu), nelze ale obecně považovat za optimalizované parametry, ale jako veličiny,
které lze z optimalizovaných parametrů určit.

Na základě této úvahy lze optimalizační úlohy v technické praxi rozdělit dvě základní
kategorie. První kategorií je optimalizace zdrojových veličin a materiálových parame-
trů, druhou kategorií pak optimalizace geometrie daného zařízení a zvláštní kapitolou
pak může být také řešení inverzních úloh s využitím optimalizačních technik. Obecně
lze však optimalizační úlohu vždy rozložit do tří nezávislých kroků, které jsou patrné
z blokového diagramu uvedeného na obr. 12.

řešeńı matematického modelu vyč́ısleńı ćılových funkcionál̊u

určeńı nových parametr̊u

y = M(x)

x {Fj(x)}

optimalizačńı algoritmus

výpočetńı algoritmus

Obr. 12: Základní princip využití úlohy optimalizace pro matematický model

Drtivá většina úloh řešená v technické praxi vede na optimalizace s omezením, je tedy
takřka vždy nutné de�novat přípustnou množinou řešení B. Pro úlohy s nízkou dimenzí
často stačí využít de�nice intervalu hodnot, kterých může daný parametr nabývat, pro
úlohy s vysokou dimenzí je však situace často mnohem komplikovanější, protože ne-
správná de�nice přípustné množiny řešení úlohy může vést k nesmyslným a nereálným
variantám nebo dokonce k neřešitelnosti dané varianty pomocí formulovaného matema-
tického modelu.

De�nice přípustné množiny řešení je obzvláště komplikovaná pro optimalizační úlohy
s cílem nalezení optimální geometrie řešeného problému. Komplikované geometrické
útvary, přirozené vazby mezi jednotlivými parametry, technologická omezení a omezení
na technologii následné výroby tak často vede k nutnosti využít velmi silného omezení
množiny A všech možný řešení a tím také značnému omezení možností optimalizace.

Tento problém je navíc velmi často umocněn nutností řešit nelineární matematický
model. Z relevantních oblastí práce uveďme například tvarovou optimalizaci magnetic-
kých obvodů. U těchto optimalizačních úloh je takřka vždy nutné uvažovat silně neli-
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neární závislost permeability µ feromagnetických částí na magnetické indukci B. Při
nesprávné de�nici přípustné množiny řešení mohou některé varianty vést ke značnému
přesycení určitých oblastí. Tyto varianty jsou samozřejmě často nepřijatelné z hlediska
funkce optimalizovaného zařízení, ale zároveň také vedou k extrémnímu nárůstu výpo-
četní náročnosti matematického modelu a tím také celé úlohy.

Optimalizace geometrie

Při optimalizaci geometrie zařízení, můžeme obecně využít tři rozdílné optimalizační
techniky. Jedná se o optimalizaci rozměrů, tvarovou optimalizaci a optimalizaci topolo-
gickou. Základní rozdíl mezi těmito technikami je patrný na obr. 13.
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Obr. 13: Rozdíly v de�nici geometrie podle rozdílných optimalizačních technik (z levé
strany: optimalizace rozměrů, tvarová optimalizace, topologická optimalizace)

Optimalizace rozměrů je nejjednodušší z uváděných technologií. Při popisu zařízení
se využívá rozměrů, které zároveň představují optimalizované parametry x. Výhodou
této techniky její jednoduchost a zároveň nízká výpočetní náročnost. Její hlavní nevýho-
dou je však velmi silné omezení množiny A všech možných řešení, které vyplývá z nut-
nosti zavedení optimalizovaných parametrů vycházejících z počátečního návrhu dané
geometrie. Praktickým výsledkem optimalizace je pak tedy pouze optimální kombinace
optimalizovaných rozměrů.

Tvarová optimalizace využívá jako optimalizované parametry pozice soustavy řídicích
bodů, které popisují danou geometrii. Řídící body které mají určený stupeň volnosti a
jsou během optimalizace posouvány vůči počáteční geometrii. Výhodou tvarové optima-
lizace je nižší omezení množiny A možných řešení a tím také možnost nalezení lepšího
řešení než v případě optimalizace rozměrů. Nevýhodou je pak vyšší dimenze optima-
lizační úlohy, již odpovídá vyšší výpočetní náročnost a také komplikovaná formulace
úlohy, především s ohledem na nutnost nastavení mezí pro jednotlivé řídící body.

Topologická optimalizace je nejpokročilejší ze zde uváděných technologií. Je založena
na diskretizaci optimalizované oblasti Ω (design space) na konečný počet podoblastí a
následné optimalizaci rozložení materiálu, kterým je de�novaná oblast vyplněna a to při
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splnění předepsané funkce omezení. Topologickou optimalizační úlohu lze tedy formu-
lovat ve tvaru

min(F) F =
∫
Ω

ζ(ρ)dΩ (34)

ρ ∈ {0, 1} , (35)
gi(ρ) ≤ 0 , (36)

kde F značí cílový funkcionál, ζ funkce určující celkovou hustotu, ρ tzv. pseudohustotu
určující zda daný element je, nebo není vyplněn daným materiálem a konečně gi značí
funkci respektující omezení kladená na řešení dané úlohy. Výsledky jsou ilustrovány na
obr. 14.
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Obr. 14: Ilustrace geometrie vycházející z obr. 13 pomysleného optima nalezená na zá-
kladě rozdílných optimalizačních technik (z levé strany: optimalizace rozměrů,
tvarová optimalizace, topologická optimalizace)

Algoritmy topologické optimalizace jsou často kombinovány s metodou konečných
prvků, která slouží k řešení samotného matematického modelu, přičemž se využívá stejné
diskretizační sítě. Další používanou možností reprezentace optimalizované oblasti je vy-
užití Level set metod.

Nespornou výhodou topologické optimalizace je variabilita možných řešení, která je
dána velmi nízkým omezením množiny možných řešení B a zároveň možnosti vzniku
dutin uvnitř optimalizované oblasti. Nevýhodou je však její vysoká výpočetní náročnost.

Řešení inverzních úloh

Jak již bylo uvedeno úvodu práce, inverzní úloha představuje nalezení vhodných parame-
trů matematického modelu v případě, že je známo jeho řešení. Obecně lze zapsat inverzní
úlohu ve tvaru

y = M(x) , (37)

kde y značí vektor známých dat (řešení matematického modelu), x vektor parametrů a
M operátor (matematický model), který popisuje jejich vzájemný vztah. Cílem řešení
inverzní úlohy je přitom nalezení vektoru x nebo operátoru M tak aby byla uvedená
rovnice splněna.
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V případě, že je inverzní úloha lineární, můžeme rovnici (37) převést do tvaru

y = M× x , (38)

kde M značí matici vzniklou separací x. Řešení takto formulované úlohy lze nalézt po-
mocí inverze matice M, tedy

x = M−1y . (39)

Inverze matice M je však takřka vždy velmi komplikovaná, protože ve většině případů
neexistuje pouze jedno řešení. Pokud tedy inverzi matice M nelze provést, je nutné
využít matematickou úlohu optimalizace k nalezení jednotlivých elementů vektoru x.
K tomu zavedeme funkcionál F formulovaný ve tvaru

F = |y−Mx| . (40)

Nalezením minima takto formulovaného funkcionálu pak již získáme hledané řešení, při-
čemž můžeme obecně využít metody přímé (nejčastěji metodu nejmenších čtverců) nebo
metody nepřímé, které jsou založeny na postupném hledání řešení pomocí optimalizač-
ních metod.

Inverzní úloha však může být obecně nelineární a nelze tak převést na úlohu formulo-
vanou podle (38). Řešení tohoto typu úlohy je pak obzvláště komplikované. Při praktic-
kém řešení inverzních problémů se tak velmi často využívá nepřímé metody, kterou lze
formulovat ve tvaru

min(F) F = y−M(p) , p ∈ A . (41)

iii.2.3 optimalizační metody

Obrovský potenciálu matematických úloh optimalizace a jejich praktické využití v mnoha
různorodých oblastech vedl k vývoji nepřeberného množství optimalizačních metod.
Tyto metody lze obecně rozdělit na metody deterministické a metody heuristické.

Deterministické metody jsou vhodné pro úlohy, kde existuje přímá závislost mezi cha-
rakteristikou možného řešení, de�novanou vektorem optimalizovaných parametrů x a
charakteristikou tohoto řešení, která je určena množinou funkcionálů {Fj}. Pokud tato
závislost není přímá, vedou tyto metody k velkému množství potřebných variant, které
je nutné ověřit k nalezení řešení úlohy.

Mezi deterministické metody patří metody například velmi často používaná simple-
xová metoda (Dantzigova metoda pro úlohy lineárního programování, Nelder–Meadova
metoda pro úlohy nelineárního programování) [83] [84], dále také metoda sdružených
gradientů [85], Newtonova metoda, Rosenbrockova metoda [86] nebo metoda nejmen-
ších čtverců. [82]

Heuristické optimalizační metody lze výhodou využít na úlohy, kde deterministické
metody selhávají, tedy na úlohy s nepřímou závislostí optimalizovaných parametrů na
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množinu cílových funkcionálů4. Tyto metody jsou často založeny na zavedení náhod-
nosti do řešení optimalizační úlohy (stochastické optimalizační algoritmy). Ve většině
případů to však neznamená, že je metoda náhodně prohledává množinu možných řešení,
naopak využívá náhodných procesů pro efektivní nalezení řešení.

Mezi metody heuristické patří například metoda simulovaného žíhání [87], stochas-
tický horolezecký algoritmus [88] velmi známá metoda Monte Carlo [89], genetické algo-
ritmy [90] nebo například metoda optimalizace hejnem částic [91] a metoda optimalizace
mravenčí kolonií [92]. [82]

iii.2.4 automatická redukce dimenze optimalizační úlohy

Praktické využití optimalizačních úloh při návrhu zařízení je často spojeno s nutností
uvažovat velké množství optimalizovaných parametrů. Jak vyplývá z kapitoly iii.2.1 s ros-
toucím počtem parametrů roste dimenze řešené úlohy a tím také náročnost jejího řešení.

Bez předem provedené analýzy často není možné rozhodnout, které z parametrů mají
na výsledek řešení úlohy výrazný vliv a tak není možné dimenzi úlohy předem omezit
zanedbáním nepodstatných parametrů. V takových případech může být velmi užitečná
analýza citlivosti cílových funkcionálů {Fj} na vstupní parametry x. V případě výpo-
četně náročných matematických modelů je to však vždy spojeno s vysokou časovou ná-
ročností analýzy a to bez možnosti dalšího využití provedených řešení.

Velmi efektivní proto může být začlenění analýzy citlivosti přímo do optimalizačního
algoritmu a to především v případě využití heuristických metod optimalizace, které se
často vyznačují využitím stochastických procesů. Základní myšlenkou této modi�kace
optimalizačního algoritmu je redukce stupňů volnosti optimalizační úlohy na základě
analýzy citlivosti jednotlivých optimalizovaných parametrů, a to pro soubor modelů je-
jichž řešení bylo provedeno již v rámci optimalizace.

Popis algoritmu

Základní princip automatické redukce dimenze optimalizační úlohy je uvedený na obr.
15 a podrobněji bude vysvětlen na úloze optimalizace s využitím genetických algoritmů.

Proces optimalizace začíná stejně jako u standardní implementace GA, nejprve je tedy
vytvořena počáteční populace jedinců, které lze charakterizovat vektorem optimalizova-
ných parametrů x. Pro všechny jedince počáteční populace je provedeno řešení matema-
tického modelu, na jehož základě jsou postupně vyčísleny všechny formulované funkci-
onály Fj. Pro všechny získané hodnoty funkcionálů je následně provedena analýza jejich
citlivosti vzhledem k optimalizovaným parametrům a na jejím základě je každému para-
metru xi přiřazena váha wi. Následně algoritmus pokračuje selekcí jedinců pro novou

4 Heuristické metody jsou obecně využitelné také pro úlohy s přímou závislostí optimalizovaných parametrů
na množinu funkcionálů. U těchto úloh však často tyto metody vykazují vyšší výpočetní náročnost, než
metody deterministické.
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řešeńı matematického modelu vyč́ısleńı ćılových funkcionál̊u
y = M(x)

výpočetńı algoritmus

určeńı nových parametr̊u

optimalizačńı algoritmus

{Fj(x)}x

analýza citlivosti {Fj(x)}redukce parametr̊u

Obr. 15: Základní princip automatické redukce dimenze optimalizační úlohy

populaci a aplikací genetických operátorů. Pro nově vzniklou populaci je opět provedeno
řešení matematických modelů, vyčíslení funkcionálů a následná analýza citlivosti.

Postupně se zvyšujícím se počtem jedinců dochází ke zpřesňování výsledků analýzy
citlivosti a tím také ke konvergenci přiřazené váhy wi dílčího parametru xi. Pokud v prů-
běhu optimalizace dojde k poklesu váhy libovolného parametru pod nastavený práh
wmin, dojde k jeho vyřazení a při vytváření nové populace již tento parametr není uva-
žován a je vždy nastaven na de�novanou implicitní hodnotu.

Ilustrativní příklad

Pro ilustraci uvedené algoritmu uveďme jednoduchý modelový příklad. Jedná se o para-
metrickou optimalizaci otevřeného mikropáskového vedení (open microstrip line), které
představuje základní typ planárního vedení určeného pro přenos mikrovlnných signálů.
Uvažované vedení je určeno pro vzájemné propojení komponent určitého systému s po-
žadavkem dosažení speci�kované hodnoty charakteristické impedance Z0, která závisí
na použitých materiálech a především pak geometrii vedení.

Optimalizované vedení sestává z vodivého pásku umístěného na dielektrickém sub-
strátu na jehož spodní straně je umístěna uzemněná elektroda. Uspořádání řešeného ve-
dení je uvedeno na obr.16 a na obr. 17 jsou uvedeny optimalizované parametry určující
geometrii celého systému.

vodivý pásek dielektrický substrát

uzemněná elektroda

Obr. 16: Základní uspořádání optimalizo-
vaného mikropáskového vedení

h

b

tg

y
x

ts
W

Obr. 17: Optimalizované parametry urču-
jící geometrii vedení
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Pro návrh mikropáskového vedení a jeho začlenění do mikrovlnného systému je nej-
důležitější veličinou jeho charakteristická impedance Z0, která je dána vztahem

Z0 =

√
L
C

, (42)

kde L značí indukčnost vedení a C jeho kapacitu. Indukčnost i kapacitu lze snadno určit
z energie systému, přičemž pro indukčnost platí vztah

L =
2Wm

I2 , (43)

kde Wm je energie magnetického pole a I celkový elektrický proud protékající vedením.
Pro kapacitu pak platí analogický vztah

C =
2We

U2 , (44)

kde We je energie elektrického pole a U elektrické napětí mezi vodivým páskem a uzem-
něnou elektrodou.

Energie magnetického pole lze určit na základě znalosti rozložení magnetického pole
vytvořeného v oblasti vedení, které popisuje rovnice

rot
(

1
µ

rot A
)
= Jext , (45)

kde µ značí permeabilitu, A magnetický vektorový potenciál a Jext externí proudovou
hustotu. Energii elektrického pole lze pak určit z rozložení elektrostatického pole, které
popisuje rovnice

div (ε · grad ϕ) = 0 , (46)

kde ε je permitivita a ϕ značí skalární elektrický potenciál.
Energii magnetického a elektrické pole lze pak již následně určit na základě vztahů

Wm =
∫
V

B∫
0

H dB dV ; We =
∫
V

D∫
0

E dD dV , (47)

kde B = rot A značí magnetickou indukci, H = µ−1B intenzitu magnetického pole,
D = εE elektrickou indukci a E = −grad ϕ intenzitu elektrického pole.

Optimalizační úloha je formulována pro funkcionál F, který představuje absolutní
hodnotu rozdílu požadované charakteristické impedance Z0 a impedance Z0m určené
na základě numerického řešení formulovaného matematického modelu a platí tedy F =

|Z0 − Z0m|. Cílem optimalizace je tedy nalézt vektor parametrů x, takový aby nabýval
funkcionál F svého minima. Optimalizační úlohu lze formulovat jako

min(F(x)) x = (W, h, b, ts, tg) (48)
xmin ≤ x ≤ xmax . (49)
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Pro výpočet citlivosti funkcionálu F na jednotlivé optimalizované parametry xi byl pou-
žit Pearsonův korelační koe�cient ρP,i = wi. Podmínkou vyřazení libovolného parame-
tru bylo dosažení prahové hodnoty wmin = 0.1 a to pro soubor s více než 100 modely.

Pro optimalizaci byla zvolena hodnota požadované charakteristické impedance Z0 =

75 Ω. Použitý genetický algoritmus5 nalezl řešení pro 10 požadovaných populací (zvo-
lená velikost populace byla 50 jedinců) hodnotou funkcionálu F = 74,986 Ω.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

# population
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wh wmin

Obr. 18: Vývoj vah jednotlivých parametrů v průběhu optimalizace

Postupný vývoj hodnoty váhy wi pro dílčí optimalizované parametry xi je patrný na
obr. 18. Je patrné, že s rostoucím počtem jedinců dochází k postupnému zpřesňování
korelačního koe�cientu wi. Váhy parametrů ts a tg reprezentující šířku vodivého pásku
a zemnící elektrody v průběhu optimalizace překročí práh wmin = 0,1 a jsou tak po třetí
populaci vyřazeny.

5 Pro optimalizaci byl využit genetický algoritmus implementovaný v systému OptiLab popisovaném v kapi-
tole iii.3.
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iii.3
P O P I S S Y S T É M U O P T I L A B

OptiLab je nový systém určený pro pokročilou analýzu matematických modelů a op-
timalizaci, jehož základy byly položeny v rámci této práce. Systém je jednou ze

součástí projektu Agros2D a nazývá se OptiLab (Optimization Laboratory). Jeho hlavní
výhodou je právě provázání s aplikací Agros2D, která je určena pro řešení fyzikálních
polí a sdružených úloh a OptiLab tak umožňuje řešit pokročilé úlohy z oblasti matematic-
kého modelování, mezi které lze řadit parametrické studie, analýzy citlivosti a nejistoty
matematických modelů a zároveň optimalizace pomocí deterministických a heuristic-
kých metod. OptiLab je však samostatnou součásti Agros2D a je tak možné jej využít
pro analýzu matematických modelů, které jsou řešeny jinou aplikací nebo přímo vlast-
ním řešičem.

Systém se primárně zaměřuje na analýzu a optimalizaci matematických modelů, které
se vyznačují velmi vysokou výpočetní náročností. Při návrhu systému byl tedy kladen
velký důraz na možnosti využití již vyřešených počítačových modelů zpětně pro jejich.

definice parametrického modelu

a požadované studie

automatické vytvořeńı

souboru poč́ıtačových model̊u

řešeńı poč́ıtačových model̊u

a vyč́ısleńı množiny funkcionál̊u

zobrazeńı a analýza

výsledk̊u studie

zpracováńı výsledk̊u řešeńı

a vyhodnoceńı studie

Agros2D

OptiLab

Obr. 19: Základní princip použití systému OptiLab
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iii.3.1 struktura a základní funkce

OptiLab sestává z balíku variant napsaných ve skriptovacím jazyce Python1 a gra�c-
kého uživatelského rozhraní napsaném v programovacím jazyce C++, které je určené
pro snadnou analýzu výsledků. Uživatelské rozhraní také integruje interpret jazyka Py-
thon a umožňuje tak velmi efektivní práci se souborem modelů a výsledky jejich řešení.

Balík variant je napsán objektově a tvoří hlavní součást systému OptiLab. Ta je ur-
čena k efektivní správě velkého souboru počítačových modelů, jejich přímého řešení na
lokálním výpočetním stroji nebo na jejich clusteru a obsahuje také všechny algoritmy
pro analýzu modelů a optimalizaci. Základní struktura knihovny je zobrazena na obr. 20.

UncertaintyAnalysis

RobustnessAnalysis

ReliabilityAnalysis

Study

Parameters

Functionals

ModelDictionary

ModelBase

ModelData

Variables

Parameters

SensitivityAnalysis

Optimization

ParametricStudy

Calculators

Constraints

Obr. 20: Základní struktura modulu variant

Třída ModelBase je určena k popisu řešeného modelu. Odděluje samotný počítačový
model od ostatních částí systému a de�nuje jeho vstupní parametry a výstupní pro-
měnné. Objekt třídy umožňuje na základě požadovaných vstupních parametrů vytvo-
řit konkrétní variantu počítačového modelu (zdrojové a materiálové parametry modelu,
geometrie de�niční oblasti), provést jeho řešení a následně vyčíslit výstupní proměnné,
které řešení dané varianty charakterizují.

Pro správu souboru počítačových modelů ve formě instancí třídy ModelBase je určena
třída ModelDictionary. Objekt této třídy umožňuje provádět operace nad celým soubo-
rem modelů, tedy jejich řešení, uložení2 do souboru a jejich opětovné načtení, �ltrování

1 Python je oblíbeným jazykem využívaným velmi často také v oblasti vědecko-technických výpočtů. Přede-
vším pak volně dostupné knihovny (SciPy, NumPy, PyLab, SymPy, atd.) jsou velmi silným nástrojem pro
vývoj vlastních algoritmů

2 Pro uložení jednotlivých modelů ve formě binárního souboru se používá serializace objektu ModelData,
který popisuje pouze vstupní parametry a výstupní proměnné. Při načítání dojde k deserializaci tohoto ob-
jektu a následně automatického vytvoření instance třídy ModelBase s načtenými parametry a proměnnými.
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modelů podle speci�kovaných kritérií a extrakci parametrů a proměnných napříč všemi
modely. Třída zároveň umožňuje zaznamenat všechny výsledky získané analýzou prová-
děnou na souboru přiřazených počítačových modelů. Pro řešení analyzovaných modelů
pomocí jiných aplikací či programů je určená třída ModelDictionaryExernal.

Třída Study de�nuje strukturu objektů, které jsou potřebné jak pro úlohy analýzy po-
čítačových modelů tak zároveň optimalizace. Všechny konkrétní třídy jako je například
ParameterStudy, SensitivityAnalysis a Optimization, jsou tedy od třídy Study zděděny a
dále ji doplňují o algoritmus samotné analýzy. V současné době jsou do systému imple-
mentovány všechny metody analýzy citlivosti uvedené v kapitole iii.1. Z optimalizačních
algoritmů pak metoda sdružených gradientů [93], genetické algoritmy NSGA-II [94], me-
toda simulovaného žíhání [94], horolezecký algoritmus a nakonec vlastní implementace
genetických algoritmů [95] [96], která je vyvíjena speciálně pro optimalizaci sdružených
úloh.

Pro de�nici vektorů vstupních parametrů modelu a zároveň množiny cílových funkci-
onálů které jsou předmětem analýzy, využívá třída instance tříd Parameters a Variables,
které představují kolekce instance tříd Parameter a Variable. Analyzovaný počítačový
model může být popsán více vstupními parametry i výstupními veličinami, které nejsou
využité pro danou analýzu. V takovém případě musí být pro dané parametry a výstupní
veličiny modelu de�novány implicitní hodnoty, které se využijí v případě, kdy dané hod-
nota není de�nována analýzou. Tento přístup sice vede na mírně komplikovanější de�-
nici dané úlohy, ale umožňuje plně využít soubor již vyřešených matematických modelů
pro další odlišnou analýzu nebo optimalizaci.

Pro různé druhy analýzy a také pro optimalizaci je velmi důležitá instance třídy Cal-
culators, která slouží jako kolekce pro instance tříd zděděných od třídy Calculator. Ty
slouží k zařazení libovolného výpočetního algoritmu do výpočtu a zároveň de�nici jeho
vstupů s ohledem na formulované vstupní parametry modelu a výstupní veličiny. Tímto
způsobem je možné začlenit do již existující analýzy i optimalizace další výpočetní algo-
ritmus. Lze tak například během optimalizace sledovat, jak se mění průměrná hodnota
libovolné výstupní proměnné speci�kovaných modelů, nebo lze například snadno pro-
vádět analýzu citlivosti podle různých kritérií.

Analogicky je zvolena struktura omezení de�novaných pomocí kolekce, kterou před-
stavuje instance třídy Constraints. Lze tedy k úloze přidávat libovolná omezení nebo
vzájemné vazby mezi vstupními parametry počítačového modelu.

iii.3.2 akcelerace výpočetních úloh

Jak již bylo uvedeno v úvodu kapitoly, systém OptiLab se specializuje na analýzu a opti-
malizaci počítačových modelů s velkou výpočetní náročností. Z toho důvodu byl systém
rozšířen o možnosti jejich řešení s využitím mnoha výpočetních zdrojů (počítačový clus-
ter).
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Při analýze počítačových modelů a zároveň při optimalizaci je takřka vždy nutné ře-
šit velké množství vzájemně nezávislých modelů, které jsou výpočetně velmi náročné
a zpracování úlohy tak vyžaduje zpravidla značnou dobu. S ohledem na to je možné
s výhodou využít paralelního výpočtu jednotlivých počítačových modelů k akceleraci ře-
šení celé úlohy. Takto formulovaná úloha spadá do oblasti tzv. HTC3 (high-throughput
computing), tedy do problematiky řešení časově velmi náročných úloh na systémech
mnoha vzájemně provázaných výpočetních strojů. Základní principy a zároveň rozdíly
mezi HPC a HTC jsou patrné z obr. 21 a obr. 22.

správce úloh
centrálńı

výpočetńı
stroj

výpočetńı
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výpočetńı
stroj

vysokorychlostńı śıt’

předáńı úlohy

výpočetńı
úloha

výpočetńı
stroj zprávy zprávy

standardńı śıt’

Obr. 21: Základní princip HPC (high-performance computing)

správce úloh
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stroj
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Obr. 22: Základní princip HTC (high-throughput computing)

Systém OptiLab byl tedy doplněn o modul htcondor napsaný v jazyce Python, který
zajišťuje propojení s aplikačním rámcem HTCondor a umožňuje tedy připojení na vý-
početní cluster pomocí SSH, automatické vytvoření úlohy, přenos potřebných souborů
a samozřejmě spuštění samotné výpočetní úlohy a její řízení. Pro výpočet s využitím
více výpočetních strojů tedy stačí pouze využít třídu ModelDictionaryCondor, která je
zděděna od třídy ModelDictionary a doplňuje její funkcionalitu při zachování stejného
rozhraní. Pro ostatní části systému se tedy nic nemění.

3 Důvodem k využití HTC (high-throughput computing) oproti HPC (high-performance computing) je poměr
výpočetní náročnosti daného počítačového modelu vzhledem k výpočetnímu výkonu systémů pro HPC.
Počítačové modely používané v technické praxi jsou řešitelné v rámci výkonu jednotlivých výkonných
výpočetních strojů a není nutné tedy používat výkon jejich kombinace pro řešení dílčí úlohy, naproti tomu
je však velmi výhodné využít paralelní zpracování relevantních algoritmů.
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Vzhledem k různorodému charakteru využití systému OptiLab byly implementovány
dva základní způsoby komunikace s aplikačním rámcem HTCondor. První způsob ko-
munikace je určen pro případy kdy je nutné řešit najednou pouze málo početný sou-
bor počítačových modelů. V takovém případě se vytvoří pro každý dílčí model jedna
samostatná úloha, která se odešle a systém po jejím zpracování danou úlohu vyzvedne,
přičemž nečeká na zpracování ostatních úloh. Praktické využití tohoto způsobu komu-
nikace je především při analýze citlivosti modelu s využitím standardních metod (OAT,
Morisova metoda) nebo řešení optimalizačních úloh pomocí deterministických optima-
lizačních algoritmů (simplexová metoda, metoda sdružených gradientů).

definice parametrického modelu
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paralelńı řešeńı poč́ıtačových model̊u
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zpracováńı úlohy

HTCondor + Agros2D

a rozesláńı na výpočetńı stroje

Obr. 23: Základní princip použití systému OptiLab společně s HTCondor

Druhý způsob komunikace je určen naopak pro velké, početné soubory modelů, které
je možné řešit najednou. V takovém případě je pro všechny modely vytvořena jediná
úloha rozdělená na dílčí procesy, které jsou zpracovávány paralelně. Tato úloha je ode-
slána na server a po jejím zpracování, které zahrnuje vyřešení všech dílčích procesů,
je vyzvednuta a modely jsou načteny k dalšímu zpracování. Při tomto způsobu se při
přenosu souborů na cluster využívá jejich archivace, a to především z důvodu snížení
vysoké náročnosti přenosu velkého množství malých souborů. Praktické využití tohoto
způsobu komunikace je především pro analýzu citlivosti pomocí variačních metod nebo
úlohy optimalizace s využitím heuristických metod (genetické algoritmy, metoda Monte
Carlo).
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Část IV

I L U S T R AT I V N Í P Ř Í K L A D Y



iv.1
T VA R O VÁ O P T I M A L I Z A C E E L E K T R O D T R I B O E L E K T R I C K É H O
S E PA R ÁT O R U P L A S T Ů

Separace a následná recyklace plastových materiálů je v současné době jednou z nejdů-
ležitějších oblastí odpadového hospodářství. Intenzivní výzkum a vývoj technologií

umožňujících opětovné a především pak účelné využití plastového odpadu je způsoben
extrémním nárůstem produkce plastů v posledních šedesáti letech a zároveň také velmi
frustrujícím poměrem mezi objemem plastového odpadu a celkovým objemem vyprodu-
kovaných plastů (viz. obr. 24). [97] [98]
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Obr. 24: Vývoj objemu produkce a objemu odpadu plastů v ČR [98]

Mezi technologické postupy umožnující snížení množství plastového odpadu patří
dnes především spalování, skladování a recyklace. Recyklace je přitom asi nejlepším
způsobem nakládání s plastovým odpadem. K jejímu využití je však nezbytně nutná
vysoká čistota recyklovaného materiálu, kterou může zajistit pouze velmi dobrá účin-
nost separačních procesů zajišťujících třídění odpadních materiálů na jeho jednotlivé
druhy. V současné době existuje řada technologií využívající nejrůznější vlastnosti ma-
teriálů (hustota, zrnitost, barva, atd..). Účinnost separace i čistota výsledných produktů
však vždy silně závisí na provozních podmínkách a separovaných materiálech. Znalost

50



iv.1.1 formulace technického problému

těchto podmínek pro konkrétní materiály a jejich kombinace je tedy pro využití dané
technologie vždy kritická. [99] [100]

Cílem optimalizace, která je uvedena v této kapitole, je identi�kovat klíčové provozní
parametry prototypu triboelektrického separátoru, který byl vyvinut a následně testo-
ván za účelem separace drtě průmyslového plastového odpadu. [93] [94]

iv.1.1 formulace technického problému

Základní myšlenkou technologie elektrostatické separace je využití silového působení
elektrostatického pole na volně se pohybující elektricky nabité částice1 separované drtě,
složené z různých druhů materiálů. Jednotlivé částice jsou při volném pohybu vychylo-
vány ze své přirozené trajektorie pohybu a tím jsou tříděny na základě polarity a velikosti
jejich elektrického náboje. V případě triboelektrické separace plastů je drť elektrována
pomocí tření (triboelektrický jev), přičemž polarita a velikost získaného náboje závisí pře-
devším na druhu materiálu a velikost získaného náboje lze odhadovat z triboelektrické
řady [101]. [102] [103]

Základní princip a hlavní konstrukční části prototypu řešeného triboelektrického se-
parátoru typu free-fall jsou patrné z obr. 25. Elektricky neutrální částice plastů nejprve
vstupují do rotujícího válce, kde při pomalém průchodu dochází k jejich intenzivnímu
tření a to jak o stěny rotujícího válce, tak zároveň mezi jednotlivými částicemi, které tím
získávají různý elektrický náboj. Velikost získaného náboje přitom závisí na druhu ma-
teriálů, její zrnitosti a vlhkosti, době jejího průchodu skrze rotující válec, jeho rychlosti
otáčení a v neposlední řadě pak na vlhkosti okolního prostředí, teplotě a mnoha dalších
vlivech [104].

rotuj́ıćı válec

elektricky neutrálńı drt’

podavač

sběrné koše

elektrody

kolektory

Obr. 25: Základní princip funkce triboelektrického separátoru

1 V rámci této kapitoly je pojem částice vnímán jako pevné těleso o rozměrech v řádu jednotek milimetrů,
které bylo získáno rozmělněním materiálu.
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iv.1.2 matematický model a jeho numerické řešení

Elektricky nabitá drť následně prochází skrze podavač, který její tok usměrní a jednot-
livé částice tak volně padají mezi systém elektrod s rozdílným elektrickým potenciálem.
Vlivem silového působení elektrického pole dochází k vychýlení částic z přímé trajekto-
rie a tím k jejich třídění dle elektrického náboje. Separovaná drť je v dolní části systému
elektrod zavedena pomocí kolektorů do sběrných košů.

Proces nabíjení je značně stochastický, proto je vždy nutné uvažovat určité pravděpo-
dobnostní rozdělení elektrického náboje jednotlivých částic a stejně tak rozdělení jejich
rychlosti a pozice na vstupu do mezielektrodového prostoru [105]. To znamená, že vždy
bude při separaci existovat určitá nejistota správného roztřídění drtě a je tak nutné sle-
dovat čistotu výsledných produktů ve sběrných koších, která udává poměr mezi správně
a nesprávně separovanými materiály v jednom sběrném koši.

Nejistotu správného roztřídění je možné značně eliminovat využitím většího počtu
kolektorů a tomu odpovídajícího počtu sběrných košů. Minimálně je však nutné uvažo-
vat vždy tři sběrné koše (viz. obr. 25), kdy materiál v prostředním koši je nutné vždy
separovat znovu. Další možností snížení nejistoty a tomu odpovídajícího zvýšení čistoty
výsledných produktů může být také využití vícenásobné separace, kdy jsou již roztříděné
částice rovnou přivedeny pomocí kolektorů do mezielektrodového prostoru dalšího se-
parátoru.

Na základě mnohých experimentů, které byly provedeny při jeho vývoji, bylo zjištěno,
že tvar elektrod má enormní vliv na celý proces separace. Jejich vhodným tvarem je tak
možné značně zvýšit čistotu roztříděné drtě a přitom snížit napětí elektrod. Tím dojde
nejenom ke snížení energetické náročnosti celého systému, ale také ke snížení nároků
na izolaci aktivních částí a tím ke zvýšení bezpečnosti a snížení rizika možných defektů.
Cílem optimalizace prototypu bylo tedy nalézt jejich optimální tvar.

iv.1.2 matematický model a jeho numerické řešení

Rozložení elektrostatického pole vytvořeného elektrodami separátoru popisuje parciální
diferenciální rovnice formulovaná pro elektrický potenciál ϕ, kterou lze zapsat ve tvaru

−div (ε grad ϕ) = ρ , (50)

kde ε značí permitivitu prostředí a ρ je objemová hustota elektrického náboje. Vzhledem
k velikosti elektrického náboje jednotlivých částic, který se může pohybovat v řádu jed-
notek až stovek pC, lze usoudit, že částice nebudou výrazně ovlivňovat elektrostatické
pole vytvořené elektrodami. Tato úvaha byla podpořena provedenými simulacemi a ná-
sledně také mnoha experimenty na prototypu zařízení. [94] [106]

Schématické znázornění de�niční oblasti elektrostatického pole v kartézském souřad-
nicovém systému (x, y) je zobrazeno společně se zvolenými okrajovými podmínkami je
patrné z obr. 26.
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iv.1.2 matematický model a jeho numerické řešení

ϕ = U ϕ = 0

4ϕ = 0

ε = ε0
ρ = 0

ε ∂ϕ
∂n0

= 0ε ∂ϕ
∂n0

= 0

Obr. 26: Schématické znázornění de�niční oblasti pro řešení elektrostatického pole

Pohyb jednotlivých částic separované drtě v elektrostatickém poli popisují pohybové
rovnice

m
dv
dt

= F , (51)

v =
ds
dt

, (52)

kde m je hmotnost dané částice, v rychlost jejího pohybu, F celková síla, která na ni
působí a s její dráha. Celková síla působící na každou částici je dána superpozicí všech
dílčích sil a lze jí rozepsat do tvaru

F = ∑
i

F i = Fg + Fa + Fe + Fp2p , (53)

kde Fg je síla gravitační, Fa je odporová síla, která brzdí pohyb částice v daném pro-
středí, Fe je síla elektrostatického pole vychylující částici z dráhy přirozeného pohybu a
konečně Fp2p je síla respektující vzájemnou interakci jednotlivých částic. Uvedené síly
lze pak vyjádřit pomocí vztahů

Fg = m · g , (54)

Fa = −v
1
2

ρcSv , (55)

Fe = QiE = −Qi · grad ϕ , (56)

Fp2p = ∑
j

(
Q ·Qj

4πε · r2 + µ
Q ·Qj

4π · r2

)
, (57)

kde g představuje gravitační konstantu, ρ hustotu prostředí, c je součinitel odporu čás-
tice, S její referenční plocha, Q elektrický náboj a Qj elektrický náboj další interagující
částice. Schématické znázornění všech uvažovaných sil působících na částice při jejich
pohybu je uvedeno na obr. 27. [94]
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iv.1.3 formulace úlohy optimalizace
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Obr. 27: Schematické znázornění silového působení na jednotlivé částice separované drti

iv.1.3 formulace úlohy optimalizace

Vzhledem k povaze úlohy byla vybrána tvarová optimalizace s využitím evolučních al-
goritmů. Každá z elektrod byla diskretizována pěti nezávislými řídícími body, jejichž
lineární aproximace představuje čtyři segmenty každé elektrody. Vertikální vzdálenost
řídících bodů byla zvolena jako ekvidistantní a jako optimalizované parametry byly zvo-
leny vzdálenosti bodů x1 − x10 od osy separátoru umístěné v jeho středu. Úloha byla
dále doplněna o další dva parametry určující vzdálenost kolektorů od spodní hrany elek-
trod d a velikost napětí U napájené elektrody. Dělení elektrod a zároveň zavedení všech
dvanácti optimalizovaných parametrů je patrné z obr. 28.
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Obr. 28: Dělení elektrod pro jejich tvarovou optimalizaci

Každá z variant provedení separátoru de�novaná pomocí stanovených parametrů byla
v rámci optimalizace hodnocena na základě numerického řešení formulovaného modelu,
tedy řešení rozložení elektrostatického pole následované výpočtem trajektorie vždy stej-
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iv.1.3 formulace úlohy optimalizace

ného souboru 500 částic2 reprezentující drť průmyslového odpadu složenou z 50% PVC
(polyvinylchlorid) a 50% PET (polyethylentereftalát).
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Obr. 29: Rozdělení pravděpodobnosti elektrického náboje částic a jejich poloměru

Pro testovací soubor částic bylo uvažováno normální rozdělení pravděpodobnosti ná-
boje obou druhů materiálu, jejich poloměru a rovnoměrné rozložení pravděpodobnosti
jejich počáteční pozice při vstupu do mezielektrodového systému (viz. obr. 29)3. Další
použité parametry a parametry rozdělení pravděpodobností jsou uvedeny v tab. 1, kde
µ značí střední hodnotu a σ střední kvadratickou odchylku.

Tab. 1: Parametry jednotlivých částic reprezentující separovanou drť

materiál hustota poloměr náboj
ρ (kg ·m−3) µ (mm) σ (mm) µ (C) σ (C)

PET 1330 2 0.25 +0.25 · 10−9 0.8 · 10−10

PVC 1370 2 0.25 −0.5 · 10−9 0.8 · 10−10

Pro hodnocení dílčích variant byly zavedeny dva nezávislé funkcionály. První funk-
cionál, který je dále značený jako F, představuje penalizaci dopadu každé částice mimo
určený sběrný koš, přičemž se tato penalizace zvyšuje při zvětšující se vzdálenosti do-
padu od středu učeného koše a zároveň se zvlášť penalizuje dopad částice na libovolnou
elektrodu4. Jako druhý funkcionál bylo zvoleno napětí napájené elektrody U, které je
zároveň také jedním z optimalizovaných parametrů.

2 Reálný tvar částic není možné vzhledem k jejich složitosti způsobené drcením respektovat, proto byly
všechny částice testovacího souboru uvažovány jako kulové s proměnným poloměrem daným pravděpo-
dobnostním rozložením.

3 Pro provedenou optimalizaci byl uvažován vždy naprosto stejný soubor testovacích částic. Byla tím zajištěna
možnost vzájemného porovnání výsledků pro libovolný tvar elektrod a jejich napětí.

4 Při dopadu částice na elektrodu dochází k přenosu náboje a tím nutně k velmi rychlému odražení částice
směrem od elektrody a tím také ke značnému zanášení chyb do procesu separace.
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iv.1.4 průběh procesu optimalizace a diskuze výsledků

Jedná se tedy o multikriteriální optimalizaci s cílem minimalizovat oba formulované
funkcionály. Problém lze tedy formulovat jako

min(F(p), U(p)) , p = [x1, x2, . . . , x10, d, U] , p ∈ P (58)

kde p představuje vektor optimalizovaných parametrů a P prostor možných řešení opti-
malizační úlohy omezené nastavením intervalu pro každý dílčí parametr.

iv.1.4 průběh procesu optimalizace a diskuze výsledků

Formulovaná úloha je velmi speci�cká nespojitostí funkcionálu F, kdy jen velmi malá
změna parametrů může způsobit velké změny funkcionálu při nárazu částice do elek-
trody. Proto byly otestovány dva algoritmy řešení. Prvním byla vlastní implementace
genetického algoritmu NSGA-II [90] a pro ověření výsledků také vlastní implementace
optimalizačního algoritmu založeného na metodě simulovaného žíhání (SA).

Využitý genetický algoritmus NSGA-II byl vzhledem k povaze řešené úlohy dále roz-
šířen o možnost mutace předků. Tato modi�kace se uplatňuje ve speci�ckých případech,
kdy pro danou variantu dochází k početně nadměrným dopadům pohybujících se částic
na elektrody (vzdálenost elektrody od osy separátoru je v takových případech zvětšena),
nebo naopak v případech, kdy dochází k nedostatečnému vychýlení částic, a ty pak ve
velkém množství dopadají mimo určený sběrný koš (vzdálenost elektrody je zmenšena).
Hlavní myšlenka této modi�kace spočívá v úmyslném vylepšení nově vznikající popu-
lace za účelem dosažení rychlejší konvergence metody.
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Obr. 30: Zobrazení závislosti U(F) pro všechny jedince ve vybraných populacích
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iv.1.4 průběh procesu optimalizace a diskuze výsledků

Průběh řešení optimalizační úlohy pomocí genetických algoritmů je patrný na obr.
30, kde jsou zobrazeny vždy všichni jedinci pro vybranou populaci. Z průběhu je jasně
patrné formování Pareto fronty a to již pro desátou populaci. Celkem bylo spočteno 50
populací a optimalizační proces trval přibližně 50 minut.

Pro ověření získaných výsledků byla následně provedena optimalizace pomocí algo-
ritmu založeného na metodě simulovaného žíhání. V průběhu řešení bylo vždy za�xo-
váno napětí U napájené elektrody a následně byl minimalizován funkcionál F. Byla
tedy řešena jednokriteriální optimalizační úloha s redukovaným počtem parametrů p =

[x1, x2, . . . , d]. Opakovaným řešením takto formulované úlohy, vždy s rozdílnou hodno-
tou pevného napětí U, byly tedy nalezena rozdílná minima funkcionálu F, která leží na
Pareto frontě.

Pro ukončení úlohy jednokriteriální optimalizace byl algoritmus doplněn o zastavo-
vací kritéria, určující maximální počet kroků metody a zároveň kritéria kontrolující zlep-
šení funkcionálu F v několika po sobě následujících iteracích. Takřka ve všech případech
byl algoritmus ukončen právě druhým zmíněným kritériem.
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Obr. 31: Porovnání výsledků využitých optimalizačních algoritmů

Porovnání výsledků získaných pomocí genetického algoritmu NSGA-II a simulova-
ného žíhání je uvedeno na obr. 31. Je jasně patrné, že výsledky dosažené oběma použi-
tými algoritmy jsou si velmi blízké. Pro přímé porovnání výsledků byly dále vybrány dvě
rozdílné varianty, které leží v blízkosti bodu A zobrazeného na Pareto frontě v obr. 36.
Tvar elektrod pro obě varianty je uveden na obr. 36, a to společně s místy dopadu všech
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Obr. 32: Porovnání výsledků použitých optimalizačních algoritmů, levá varianta byla
získána pomocí NSGA-II, pravá pomocí simulovaného žíhání (vyznačené body
značí místa dopadu každé z jednotlivých částic

částic separované drtě. Bližší analýzou několika výsledků bylo zjištěno, že výrazný vliv
na výsledek řešení má především první třetina elektrod, což odpovídá předpokladům5.

Na obr. 33 jsou dále zobrazeny všechny varianty, které se nacházejí na Pareto frontě
v poslední populaci získané pomocí NSGA-II. Z výsledků je možné si povšimnout, že
s rostoucím napětím se zvyšuje úhel, který svírají elektrody s osou separátoru a zároveň
také vzdálenost mezi elektrodami v jejich vrchní části. Tento úhel se přitom mění pro
každou elektrodu rozdílně. To je způsobeno rozdílnou střední hodnotou µ elektrického
náboje Q pro jednotlivé částice separované drtě6.

Pro úplnost byla na základě výsledků optimalizace stanovena teoretická účinnost sepa-
račního procesu η, která udává poměr počtu správně umístěných částic do jim určeného
sběrného koše a počtu částic, které dopadly mimo tento koš. Závislost účinnosti η na
napětí je uvedena na obr. 34, a to pro všechny varianty ležící na Pareto frontě nalezené
v poslední populaci jež byla získána pomocí NSGA-II.

5 Nejvyšší síla Fe, způsobující vychýlení letících částic separované drtě by se měla nacházet v nejužším místě
elektrodového systému.

6 Střední hodnota náboje částic PET je µ = +0.25 · 10−9 a částic PVC µ = −0.5 · 10−9. Vzhledem ke stejné
kvadratické odchylce σ = 0.8 · 10−10 je jasné, že absolutní hodnota elektrického náboje |Q| částic PET je
celkově nižší, než u částic PVC. Částice PET jsou vychylovány do pravého koše a proto musí pravá elektroda
svírat s osou separátoru menší úhel, aby v průběhu letu částice došlo k jejímu dostatečnému vychýlení.
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Obr. 33: Zobrazení tvaru elektrod pro všechny varianty ležící na Pareto frontě v poslední
populaci získané pomocí NSGA-II a jejich aproximace lineární funkcí
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Obr. 34: Závislost účinnosti separačního procesu na napětí elektrod pro všechny varianty
ležící na Pareto frontě v poslední populaci získané pomocí NSGA-II
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Obr. 35: Konstrukce postaveného prototypu triboelektrického separátoru

Obr. 36: Snímky z vysokorychlostní kamery zachycující vychylování testovací směsi PET
při jednom z prvních experimentů provedených v laboratoři KTE ZČU v Plzni
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iv.2
O D H A D T E P L O T N Ě Z ÁV I S L É C H A R A K T E R I S T I K Y M Ě R N É
T E P E L N É K A PA C I T Y F I E L D O VA K O V U

Materiálové parametry jsou velmi důležitými vstupními daty každého matematic-
kého modelu, protože výsledek jeho řešení na nich vždy silně závisí. V případech,

kdy jsou parametry navíc nelineární, je jejich přesná znalost kritická a každá nejistota
může způsobit nepřípustné chyby.

V oblasti elektrotechniky lze nalézt velkou řadu silně nelineárních fyzikálních jevů,
které je často nutné řešit jako sdružené úlohy. Mezi jedny z nejčastějších rozhodně patří
sdružená úloha elektrického proudového, magnetického a teplotního pole, kterou je nutné
řešit v mnoha odvětvích slaboproudé i silnoproudé elektrotechniky. Lze se s ní setkat jak
při analýze vzniku nežádoucích tepelných ztrát, tak při syntéze zařízení a strojů, u kte-
rých je vznikající teplo základem pro správnou funkci. V obou uvedených případech je
však nutné pro korektní řešení matematického modelu velmi přesně de�novat elektric-
kou vodivost, permeabilitu, tepelnou vodivost, hustotu a měrnou tepelnou kapacitu, a to
takřka vždy jako charakteristiku závislou na teplotě.

V dnešní době existuje velká řada materiálových databází zahrnující mnoho materiálů.
Například pro čisté kovy je tak velmi snadné nalézt takřka všechny materiálové parame-
try, a to dokonce společně se závislostmi na teplotě, nebo dalších fyzikálních veličinách.
Problém však často nastává v případě, kdy je nutné nalézt konkrétní materiálové cha-
rakteristiky pro slitiny kovů a další speci�cké materiály, u kterých dané charakteristiky
velmi silně závisí na jejich přesném chemickém složení, které navíc není často ani známé.
Typickým příkladem může být například teplotní závislost měrné tepelné kapacity kovů,
která je pro vyšší teploty často velmi silně nelineární.

V takových případech je takřka jediným možným řešením měření potřebných cha-
rakteristik, které však často bývá velmi náročné, a to jak z pohledu potřebného tech-
nologického vybavení a zkušeností, tak z pohledu �nanční i časové náročnosti. Jedním
z možných řešení však také může být spojení jednoduchého experimentu společně s ře-
šením inverzní úlohy, na jejímž základě lze velmi dobře odhadnout dané materiálové
parametry a dokonce také jejich nelineární charakteristiky.

Tato kapitola je zaměřena na ilustraci právě uvedené možnosti odhadu materiálových
charakteristik. Cílem analýzy je zjištění teplotně závislé charakteristiky měrné tepelné
kapacity Fieldova kovu, který může být vzhledem ke svým unikátním vlastnostem využit
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iv.2.1 popis použité metodiky

v mnoha aplikacích, mezi které patří například pro technologie rychlého prototypování
(rapid prototyping) a tlakové lití (die casting). [107]

iv.2.1 popis použité metodiky

Fieldův kov je eutektickou slitinou bismutu (32.5 %), cínu (16.5 %), a india (51.0 %) a patří
mezi kovy s velmi nízkou teplotou tavení (62 ◦C). Kov neobsahuje olovo ani kadmium a
v porovnání s Woodovým kovem tak není toxický. Materiálové parametry Fieldova kovu
takřka nejsou známé a v současné odborné literatuře lze nalézt jen velmi strohé infor-
mace, které jsou navíc často uváděny pouze pro pokojové teploty (viz. tab. 2). Teplotní
vodivost λ byla odhadnuta z Wiedemann–Franz–Lorenzova zákona a měrná teplota tání
cp na základě Neumann–Koppova pravidla a hustota ρ byla změřena. [108] [109]

Tab. 2: Základní materiálové parametry Fieldova kovu
parametr hodnota

elektrická vodivost γ = 1, 923 · 106 S ·m−1

relativní permeabilita µr = 1
tepelná vodivost λ = 13, 8 W ·m−1 ·K−1

hustota ρ = 7991, 6 kg ·m−3

měrná tepelná kapacita cp = 200, 72 J · kg−1 ·K−1

Aby bylo možné odhadnout teplotní závislost měrné tepelné kapacity Fieldova kovu,
byla využita malá laboratorní indukční pec, která umožňuje měřit teplotu menšího množ-
ství materiálu při jeho tavení. Změřená časová závislost teploty taveniny byla následně
využita při řešení inverzní úlohy pro matematický model popisující proces tavení. Vzhle-
dem k tomu, že tento proces popisuje nelineární sdružená úloha, bylo při hledání odpo-
vídající závislosti měrné tepelné kapacity využito optimalizace s cílem nalézt co nejlepší
shodu řešení daného modelu s měřením. Vzhledem k tomu, že řešení sdružené úlohy
nezávisí pouze na měrné tepelné kapacitě, byla provedena analýza citlivosti za účelem
zjištění vlivu všech materiálových parametrů na výsledek řešení.

iv.2.2 formulace technického problému

Pro tavení zkoumaného vzorku Fieldova kovu byl využit prototyp malé kelímkové in-
dukční pece zkonstruované v rámci této analýzy v laboratoři Katedry teoretické elektro-
techniky (viz. 37). Pec sestává z frekvenčního měniče ( fmax = 1500 Hz, Imax = 5 A),
napájecího obvodu s kompenzací a válcové cívky s 500 závity, v jejímž středu je umístěn
silikonový kelímek, který je schopen pojmout vzorek o celkové váze 410 g.

Měření teploty vzorku v průběhu jeho tavení bylo provedeno pomocí teplotní sondy.
Použitá sonda využívá pro měření teploty křemíkovou diodu, která je umístěna v ko-
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Obr. 37: Využitá laboratorní pec

vovém pouzdře z nerezové oceli1. Měřený vzorek byl nejprve plně roztaven a následně
do něj bylo vložena teplotní sonda. Po opětovném zchladnutí bylo provedeno samotné
měření teploty v průběhu ohřevu a tavení vzorku.

iv.2.3 matematický model a jeho numerické řešení

Jak již bylo uvedeno v úvodu kapitoly, indukční ohřev popisuje sdružená úloha obecně
časově proměnného magnetického a teplotního pole. Vzhledem k harmonickému napáje-
címu proudu využité laboratorní pece lze rozložení magnetického pole v okolí induktoru
a kelímku s taveným kovem využít Helmholtzovu rovnici

rot
(

1
µ

rot A
)
+ jωγA = Jext , (59)

kde µ značí permeabilitu prostředí, A fázor vektorového magnetického potenciálu A,
ω = 2π f je úhlová frekvence, γ elektrická vodivost a Jext fázor externí proudové hus-
toty. Model magnetického pole je dále nutné doplnit o Dirichletovu okrajovou podmínku
A = 0 de�novanou na hranici řešené oblasti modelu v osově symetrickém souřadnico-
vém systému (r, z), jak je patrné z obr. 38.

1 Použitá sonda umožňuje měřit teploty v rozsahu −17 − 110 ◦C a to s přesností ±0, 22 ◦C. Pro záznam
teploty byla použit DAQ LabJack U3 HV s rychlostí záznamu 0, 05 s.

63
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Obr. 38: De�niční oblast modelu magnetického pole

Rozložení teplotního pole je možné s výhodou formulovat jen na části řešené oblasti.
Přestup tepla v oblasti taveniny a kelímku indukční pece pak popisuje rovnice přestupu
tepla ve tvaru

div (λ grad T) = ρcp
∂T
∂t
− pJ , (64)

kde T je teplota, λ(T) teplotní vodivost daného materiálu, ρ(T) hustota, cp(T) měrná
tepelná kapacita, t čas a pJ představuje měrné tepelné ztráty generovány pomocí Joule-
ových ztrát, které je možné určit z řešení magnetického pole pomocí

pJ =
||Jind||2

2γ
, (65)

kde Jind je fázor indukované proudové hustoty, která vychází z druhého členu rovnice
(59), tedy Jind = −jωγA.

Model teplotního pole je dále nutné doplnit o okrajovou podmínku respektující pře-
stup tepla z hranice řešené oblasti, tu lze formulovat ve tvaru

−λ
∂T
∂n

= α(Text − T) , (70)

kde n značí vnější normálu dané hranice, α koe�cient přestupu tepla a Text okolní teplotu.
Dále na hranici symetrie de�niční oblasti teplotního pole (obr. 39) pak musí nutně platit
okrajová podmínka nulového teplotního toku, kterou lze de�novat pomocí rovnice

−λ
∂T
∂n

= 0 . (71)
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Obr. 39: De�niční oblast modelu teplotního pole

iv.2.4 mapování průběhu ohřevu a tavení kovu

Pro podrobnější posouzení teplotních procesů bylo provedeno opakované měření teploty.
Z výsledků měření, které jsou uvedeny na obr. 40, je zřetelná oblast fázové změny vzorku
při jeho tavení, která představuje část křivky, kde se teplota takřka nemění. Vzhledem
k pomalu se měnící teplotě je však velmi těžké odhadnout kdy přesně k fázové změně
dochází.

Na základě formulovaného matematického modelu bylo provedeno jeho numerické
řešení, a to pro materiálové parametry uvedené v tab. 2. Model teplotního pole byl tedy
uvažovaný jako lineární. Na obr. 41 je uvedeno rozložení magnetické indukce a rozložení
teploty v čase t = 200 s. Z výsledku je patrné, že teplota v oblasti Fieldova kovu je takřka
konstantní a dosahuje hodnoty T(200 s) .

= 100 ◦C. Porovnání tohoto výsledku s vý-
sledky měření jasně potvrzuje, že lineární model nerespektuje spolehlivě proces tavení
kovu.

Aby bylo možné lépe posoudit, v jakém časovém okamžiku dochází k tavení Fieldova
kovu a zároveň kdy je kov plně roztaven, byl proveden výpočet derivace mezi jednotli-
vými hodnotami naměřených dat a to jak přímo z naměřených hodnot (diference), tak
z derivace interpolační křivky vytvořené pomocí kubického splinu, která je zobrazena na
obr. 42. Tato derivace představuje rychlost ohřevu a je z jejího průběhu lépe patrné, kdy
přesně k fázové změně dochází. Pro stanovení konkrétního časového údaje byl de�nován
práh 0, 06 ◦C · s−1.

Z určeného času tavení (107 s < tmelt < 217 s) a ze znalosti výkonu PJ dodávaného
do taveného materiálu, který byl stanoven na základě modelu magnetického pole, byla
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Obr. 40: Časový vývoj teploty vzorku měřený v jeho středu (měření teploty bylo pro-
vedeno s vysokou četností a opakovaně, zde je pro jednoduchost vybrána prů-
měrná hodnota pro vybrané časové okamžiky)

následně vypočtena přibližná hodnota měrné tepelné kapacity cp ≈ 9000 J · kg−1K−1,
která je úměrná množství dodaného tepla po dobu fázové změny materiálu.

Za povšimnutí také stojí, že teplota tavení měřeného vzorku je dle změřených dat
rovna 58 ◦C a je tedy mírně odlišná od teploty tavení 62 ◦C, která je uváděna v literatuře.
Důvodem tohoto rozdílu může být mírný rozdíl v chemickém složení vzorku.

iv.2.5 citlivostní analýza materiálových parametrů

Vzhledem k tomu, že teplotní závislosti materiálových parametrů Fieldova kovu nejsou
známé, byla provedena citlivostní analýza, která měla za cíl ukázat vliv dílčích parametrů
na výsledek řešení formulovaného matematického modelu.

Za účelem analýzy byl formulován funkcionál, který představuje rozdíl mezi změře-
nou časovou závislostí teploty taveného vzorku Tm a závislostí získanou na základě nu-
merického řešení T. Tento funkcionál lze tedy formulovat pomocí vztahu

D =
t=210

∑
t=0
|Tm(t)− T(t)| . (72)

Samotná analýza byla provedena pro soubor 1000 modelů s náhodně vybranými ma-
teriálovými parametry, které byly voleny s rovnoměrným rozdělením pravděpodobnosti
v rozsahu ±20 % od referenční hodnoty, přičemž jako referenční hodnota pro každý pa-
rametr byla zvolena příslušná hodnota dle tab. 2.

Pro vyhodnocení výsledků analýzy bylo zvoleno zobrazení pomocí korelačních dia-
gramů. Diagramy jsou zobrazeny na obr. 43 a zobrazují závislost formulovaného funk-
cionálu D na dílčích materiálových parametrech. Vzhledem k tomu, že nelze od sebe
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Obr. 41: Výsledky numerického řešení lineárního matematického modelu
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Obr. 42: Rychlost ohřevu měřeného vzorku

oddělit hustotu ρ a měrnou tepelnou kapacitu cp, je příslušný korelační diagram zobra-
zen pro jejich součin.

Z uvedených korelačních diagramů je jasně patrné, že změna elektrické vodivosti γ

a tepelné vodivosti λ nemají výrazný vliv na funkcionál D (rozložení jednotlivých vý-
sledků se se změnou parametru nemění). Naproti tomu, změna součin ρcp má na funkci-
onál D vliv mnohem výraznější a výsledek řešení formulovaného modelu na něm tedy
silně závisí.

Aby bylo možné od sebe oddělit hustotu ρ a měrnou tepelnou kapacitu cp, bylo pro-
vedeno jednoduché doplňující měření změny jeho hustoty pro několik rozdílných teplot,
které ukázalo, že změna teploty má jen velmi nepatrný vliv na změnu hustoty2. Je tedy
jasné, že dominantní vliv má pouze měrná tepelná kapacita.

2 Při teplotě 20 ◦C byla změřena hustota vzorku Fieldova kovu ρ = 7972, 5 kg ·m−3, při teplotě 45 ◦C pak
ρ = 7991, 6 kg ·m−3. Změna hustoty při tomto rozdílu teplot je tedy 0, 02 %.
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Obr. 43: Zobrazení výsledků citlivostní analýzy materiálových parametrů

iv.2.6 řešení inverzní úlohy

Na základě výsledků získaných citlivostní analýzou byla následně řešena inverzní úloha
s cílem odhadnout nelineární charakteristiku měrné tepelné kapacity cp Fieldova kovu,
přičemž vliv ostatních materiálových parametrů byl zanedbán. Vzhledem ke značné složi-
tosti inverzní úlohy pro nelineární sdruženou úlohu, byla zvolena metoda řešení pomocí
optimalizace tvaru hledané charakteristiky s cílem dosáhnout co nejlepší shodu řešení
formulovaného matematického modelu s výsledky měření, a to do časového okamžiku
plného roztavení měřeného vzorku.

cp

TT1 Ti

cp1

cpi

Obr. 44: De�nice optimalizovaných parametrů

Jako optimalizované parametry úlohy byly zvoleny hodnoty, které popisují tvar hle-
dané charakteristiky cp. Na základě analýzy tepelné kapacity kovu nutné k akumulaci
latentního tepla v průběhu fázové změny byla křivka cp(T) diskretizována nelineárně.
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iv.2.6 řešení inverzní úlohy

Tedy část charakteristiky, kde je možné očekávat jen mírnou změnu měrné tepelné kapa-
city na teplotě, je diskretizována menším množstvím bodů než část, kde musí vzhledem
k latentnímu teplu docházet k velkým změnám. Celkem bylo tedy zvoleno třináct opti-
malizovaných parametrů, jejichž de�nice je patrná z ilustrativního obrázku 44.

Jako funkcionál pro optimalizaci byl využit opět rozdíl mezi výsledkem řešení mate-
matického modelu a provedeného měření formulovaný pomocí vztahu (72). Jedná se tedy
o jednokriteriální optimalizaci, problém lze tedy formulovat jako

min(D(p)) , p = [cp,1, cp,2, . . . , cp,13] , p ∈ P

kde p představuje vektor optimalizovaných parametrů a P jejich prostor.
Pro řešení optimalizační úlohy byla vybrána vlastní implementace speciálního gene-

tického algoritmu, který je vyvíjen v rámci systému OptiLab. Optimalizační algoritmus
pracoval s 260 jedinci v každé populaci. Prvních 15 populací přitom využívalo diskrétní
prostor přípustných parametrů a dalších 50 populací prostor spojitý, aby bylo možné co
nejpřesněji dohledat tvar charakteristiky měrné tepelné kapacity. Tento přechod umož-
ňuje systém OptiLab díky koncepci diskrétních a spojitých optimalizačních parametrů.
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Obr. 45: Porovnání časového vývoje teploty vzorku získaný měřením, lineárním výpo-
čtem matematického modelu (materiálové parametry viz. 2) a nelineárního vý-
počtu s charakteristikou cp(T) získanou řešením inverzní úlohy

Po ukončení optimalizačního procesu bylo dosaženo minimální hodnoty funkcionálu
D = 26, 6 ◦C. Porovnání časového vývoje teploty vzorku získaného měřením a řešením
matematického modelu s nalezenou charakteristikou cp(T) je uvedeno na obr. 45. Pro
úplnost je uveden také průběh teploty pro lineární model, který využívá materiálové
parametry formulované v tab. 2.

Z porovnání je patrná velmi dobrá shoda výsledků. Do teploty fázové změny, která
odpovídá 58 ◦C, jsou výsledky lineárního řešení matematického modelu takřka totožné
s řešením nelineárním. V této části charakteristiky také dochází k největší odchylce mezi
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iv.2.7 verifikace výsledků a jejich diskuze

vypočtenými a naměřenými výsledky. To je způsobeno především volbou rozložení dis-
kretizačních bodů křivky cp(T). Předpoklad, že měrná tepelná kapacita se v této části
nemění, není evidentně plně korektní a k mírné změně zde tedy musí docházet.

iv.2.7 verifikace výsledků a jejich diskuze

Aby bylo možné veri�kovat výsledky řešení inverzní úlohy, bylo v laboratoři strukturální
analýzy Katedry technologií a měření ZČU v Plzni provedeno měření tepelné kapacity
vzorku Fieldova kovu pomocí diferenční kompenzační kalorimetrie3. Tato technologie
termické analýzy materiálů je založena na měření tepelné energie zkoumaného vzorku a
zároveň vzorku referenčního, a to při řízené změně teploty. Pro měření byl využit měřicí
přístroj TA Instruments DSC Q2000, umožňující využití modi�kované metody MDSC
(Modulated DSC), která přináší především vyšší přesnost měření oproti standardní me-
todě DSC. [110] [111]
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Obr. 46: Porovnání teplotní závislosti měrné tepelné kapacity získané měřením metodou
MDSC a stejné závislosti získané řešením inverzní úlohy

Porovnání změřené charakteristiky cp a charakteristiky získané řešením inverzní úlohy
je uvedeno na obr. 46. Z výsledků je patrná velmi dobrá shoda.

3 Di�erential Scanning Calorimetry (DSC)
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iv.3
T VA R O VÁ O P T I M A L I Z A C E P O H Y B L I V É H O J Á D R A
E L E K T R O M A G N E T I C K É H O A K T UÁT O R U

Lineární elektromagnetické aktuátory jsou nedílnou součástí mnoha komplexních me-
chatronických systémů, kde jsou používány ve funkci akčních členů. Mezi jejich hlavní
výhody patří vysoká dynamika a rychlost reakce, široký rozsah dosahovaného silového
působení, jednoduchost, robustnost, snadné řízení a v neposlední řadě také nízké riziko
nepříznivého dopadu na životní prostředí. Základní typy lineárních elektromagnetic-
kých aktuátorů jsou uvedeny na obr. 47. [112]
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Obr. 47: Základní typy lineárních elektromagnetických aktuátorů

Jedním ze základních problémů, které se vyskytují u standardních konceptů elektro-
magnetických aktuátorů, je jejich silně nelineární statická charakteristika1. Návrh elek-
tromagnetických aktuátorů je tedy vždy závislý na jejich aplikaci a univerzalita jejich
využití je tak značně omezena.

Standardní způsob návrhu tedy vždy začíná de�nicí požadovaných vlastností elek-
tromagnetického aktuátoru a následným hledáním jednoho z mnoha konkrétních kon-

1 Statická charakteristika představuje závislost sílového působení na poloze pohyblivého jádra aktuátoru.
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iv.3.1 formulace technického problému

strukčních provedení, které speci�kovaným požadavkům odpovídá. Značnou obtíž při-
tom představuje nelinearita magnetického obvodu aktuátoru, která celý proces návrhu
velmi komplikuje a při návrhu založeném na expertním přístupu takřka nedovoluje na-
lézt optimální řešení. V tomto případě může být velmi užitečným nástrojem právě tva-
rová nebo topologická optimalizace.

Na základě mnohých návrhů a realizací elektromagnetických aktuátorů pro širokou
škálu technických aplikací byl v rámci této práce vytvořen koncept aktuátoru, který
může být pro řadu aplikaci univerzálním řešením. Cílem zde provedené analýzy a ná-
sledné optimalizace je ukázat hlavní výhody tohoto konceptu a demonstrovat jeho prak-
tické použití na konkrétních aplikacích.

iv.3.1 formulace technického problému

Základní konstrukční provedení nového konceptu aktuátoru bylo vyvinuto s ohledem na
možnost dosažení širokého pracovního rozsahu, který představuje možnou délku dráhy
pohybu jádra aktuátoru. Tento koncept je patrný z obr. 48.

pohyblivé jádro

magnetický obvod dělené stejnosměrné ćıvky

nemagnetické
vedeńı

δ

r

z

Obr. 48: Základní uspořádání řešeného aktuátoru (aktuální polohu jádra charakterizuje
posunutí δ od ústí aktuátoru)

Aktuátor sestává z dělené stejnosměrné cívky, která je umístěna uvnitř magnetického
obvodu, v jehož středu se může volně pohybovat duté feromagnetické jádro. Dělení do
dvou sekcí a zároveň provedení magnetického obvodu (obvod je složen ze soustavy prs-
tenců) vytváří dvě základní cesty pro magnetický indukční tok.

Jádro aktuátoru se může volně pohybovat v axiálním směru. Vychýlení jádra ve směru
radiálním brání nemagnetické vedení umístěné v jeho středu a zároveň v ústí aktuátoru.
Konstrukční provedení společně se základními rozměry je patrné z obr. 49.

Cívky aktuátoru jsou zapojeny sériově tak, aby se magnetické indukční toky ve střed-
ním prstenci vzájemně odečetly. Každý segment cívky je navinut na silonovou kostru
a je tvořen 260 závity měděného lakovaného drátu o průměru 1 mm. Vedení jádra je
vyrobeno z mosazných dílů. Magnetický obvod a pohyblivé jádro jsou vyrobeny z běžné
konstrukční oceli ČSN 12040.
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Obr. 49: Konstrukční provedení řešeného aktuátoru společně se základními rozměry (jed-
notlivé díly aktuátoru jsou zakresleny rozložené, všechny rozměry jsou uvedeny
v milimetrech)

iv.3.2 matematický model a jeho numerické řešení

Rozložení magnetického pole lze pro případ řešeného elektromagnetického aktuátoru
popsat parciální diferenciální rovnicí, která vychází z první Maxwellovy rovnice (Am-
pérův zákon celkového proudu) formulovanou pro vektorový magnetický potenciál A.
Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru

rot
(

1
µ(B)

(rot A− Br)

)
− γv× rot A + γ

∂A
∂t

= Jext , (73)

kde µ(B) značí permeabilitu nelineárně závislou na velikosti magnetické indukce B (tep-
lotní závislost relativní permeability lze vzhledem k předpokládané provozní teplotě za-
nedbat), Br remanentní indukci permanentních magnetů, γ elektrickou vodivost, t čas
a konečně Jext externí proudovou hustotu. Vznik vířivých proudů vlivem časové změny
magnetického pole a zároveň při nízkých rychlostech také vznik vířivých proudů vlivem
pohybu elektricky vodivých těles lze ve většině případů zanedbat.

De�niční oblast modelu magnetického pole, která je de�nována v osově symetrickém
souřadnicovém systému (r, z), je pro případ řešeného aktuátoru uvedena na obr. 50. Ve-
dení aktuátoru a zároveň kostry cívky jsou vyrobeny z nemagnetických materiálů a není
tedy nutné je jednotlivě v modelu respektovat. De�niční oblast je ohraničena osou sy-
metrie r = 0 a zároveň kruhovou �ktivní hranicí.

Kompletně sestavený matematický model magnetického pole je pro dílčí oblasti a okra-
jové podmínky de�niční oblasti de�nován v následujícím tvaru:
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iv.3.3 základní analýza navrženého konceptu
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Obr. 50: De�niční oblast matematického modelu magnetického pole

Ω1, Ω2 : rot
(

1
µ

rot A
)
= Jext , (74)

Ω3, Ω4 : rot
(

1
µ(B)

rot A
)
= 0 , (75)

Ω5 : rot
(

1
µ

rot A
)
= 0 , (76)

Γ1, Γ2 : A = 0 (77)

Silové působení magnetického pole na pohyblivé jádro je možné z rozložení magne-
tického pole stanovit pomocí Maxwellova tenzor pnutí σM, který vyjadřuje tok hybnosti
elektromagnetického pole plochou a může být zapsán ve tvaru

σM = − 1
2µ

(B · B)I +
1
µ

B⊗ B , (78)

kde I je jednotková matice a znak ⊗ představuje dyadický součin. Síla, která působí na
těleso ohraničené hranicí S je pak dána vztahem

FT =
∫

S
σM dS . (79)

iv.3.3 základní analýza navrženého konceptu

Model magnetického pole byl pro základní analýzu navrženého konceptu řešen pro za-
tížení budicím proudem 3, 6 a 8 A. Analýza byla provedena pro plný rozsah pohybu
jádra uvnitř magnetického obvodu, tedy 75 mm. Cílem analýzy je stanovit charakteris-
tiky řešeného aktuátoru a poukázat na jeho základní funkčnost. Na obr. 51 jsou zobra-
zeny výsledky výpočtu magnetického pole pro jednu konkrétní pozici pohyblivého jádra.
Z uvedeného rozložení magnetické indukce B a relativní permeability µr je patrná velmi
silná nelinearita B(µr), která se projevuje především v oblasti přesyceného jádra.
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iv.3.4 analýza citlivosti geometrie navrženého konceptu

Obr. 51: Výsledky numerického řešení magnetického pole (z levé strany: magnetická in-
dukce B, relativní permeabilita µr)

Na základě numerického řešení formulovaného matematického modelu byla vypoč-
tena statická charakteristika řešeného aktuátoru a to s využitím metody Eggshell. Vzhle-
dem k netradičnímu provedení aktuátoru byl také sestaven prototyp, který byl následně
experimentálně ověřen a to především s ohledem na ověření případných omezení funkč-
nosti vzhledem ke vznikajícímu tření dutého jádra o nemagnetické vedení. Výsledky
výpočtů a jejich porovnání s výsledky měření síly působící na jádro aktuátoru jsou zná-
zorněny na obr. 52. Z výsledků je patrná velmi dobrá shoda.

iv.3.4 analýza citlivosti geometrie navrženého konceptu

Pro základní návrh vyvíjené aktuátoru byla provedena analýza citlivosti vybraných ge-
ometrických rozměrů, mezi které byla zařazena vzduchová mezera mezi pohyblivým
jádrem g a středním prstencem magnetického obvodu, vzduchová mezera mezi jádrem a
prstencem vytvářejícím ústí aktuátoru m a také délka trnu l, který je umístěn ve středu
aktuátoru proti pohyblivému jádru. Vybrané parametry jsou patrné z obr. 53.

Analýza byla provedena pro náhodně zvolené parametry v rozsahu změny ±40 % od
základního zvoleného rozměru (g0 = 1 mm, m0 = 0.5 mm, t0 = 5 mm). Celkově
bylo provedeno 500 výpočtů.

Aby bylo možné jednotlivé varianty mezi sebou vzájemně porovnávat, byly zavedeny
dva funkcionály, které umožňují posoudit tvar statické charakteristiky. Jedná se o funk-
cionál vyjadřující průměrnou hodnotu síly

M =
1
n

n

∑
i

Fi , (80)
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iv.3.4 analýza citlivosti geometrie navrženého konceptu
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Obr. 52: Statická charakteristika elektromagnetického aktuátoru získaná numerickým ře-
šením matematického modelu a zároveň měřením na sestaveném prototypu
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Obr. 53: De�nované parametry pro provedení analýzy citlivostní

a dále funkcionál popisující zvlnění statické charakteristiky, které lze určit vztahem

R =

√
n

∑
i
(Fi −M)2 . (81)

Vytyčenou snahou je docílit v pracovním rozsahu řešeného aktuátoru maximální hod-
noty funkcionálu M a zároveň minimální hodnoty funkcionálu R, tedy navrhnout aktu-
átor s lineární statickou charakteristikou a maximálním silovým působením, která před-
stavuje jeden z nejběžnějších požadavků pro aplikace elektromagnetických aktuátorů.
Výsledky analýzy pro funkcionál M jsou uvedeny na obr. 54 a pro funkcionál R na obr.
55.

Z pohledu obou funkcionálů má velmi výrazný vliv délka trnu magnetického obvodu
(parametr l). Porovnáním výsledků je patrné, že při prodloužení trnu dochází sice ke
zvyšování hodnoty funkcionálu M, ale zároveň také ke zvyšování hodnoty funkcionálu
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Obr. 54: Korelační diagramy pro funkcionál M

R. Z toho vyplývá, že změnou tohoto parametru se značně zvyšuje síla působící na po-
hyblivé jádro (zmenšuje se vzduchová mezera ve směru pohybu jádra), naproti tomu to
má však velmi negativní dopad na tvar statické charakteristiky, která se tak stává velmi
strmou ve své poslední části.

Z výsledků je dále patrné, že vzduchová mezera mezi jádrem a prstencem magnetic-
kého obvodu v ústí aktuátoru (parametr m) by měla být co nejmenší, protože zvětšení
mezery má za následek výrazné snížení hodnoty funkcionálu M společně s jen velmi
malým snížení funkcionálu R.

Analýza posledního parametru, který udává šířku vzduchové mezery mezi jádrem a
středním prstencem magnetického obvodu, ukazuje, že je možné jeho změnou značně
snížit hodnotu funkcionálu R za současného mírného snížení M.

Z diskuze výsledků analýzy vyplývá, že změna vzduchové mezery g a m má přímý
dopad na tvar statické charakteristiky a je tedy možné různě tvarovaným jádrem dosáh-
nout různého průběhu silového působení. Tento fakt představuje jednu ze základních a
velmi důležitých vlastností navrženého konceptu. Změna vzduchové mezery totiž může
být také způsobena měnícím se tvarem jádra, které se pod středním sloupkem magne-
tického obvodu posouvá. Při zachování konstrukce magnetického obvodu aktuátoru lze
tedy výměnou pohyblivého jádra výrazně změnit jeho statickou charakteristiku a tím
veškeré provozní parametry.
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Obr. 55: Korelační diagramy pro funkcionál R

iv.3.5 proces tvarové optimalizace

Základní myšlenkou provedené optimalizace je tedy využití tvarovaného jádra tak, aby
vzhledem k jeho posuvu docházelo ke změně vzduchové mezery mezi jeho hranou a
magnetickým obvodem.

Optimalizace byla provedena s ohledem na dosažení konstantní statické charakteris-
tiky s co nejvyšší průměrnou hodnotou síly. Jedná se tedy o maximalizaci funkcionálu
M a minimalizaci funkcionálu R, které jsou de�novány podle (80) a (81). Vnější hrana
dutého pohyblivého jádra byla rozdělena pomocí řídicích bodů, jejichž posunutí vůči po-
loze reprezentující počáteční tvar jádra představuje vektor optimalizovaných parametrů.
Takto de�novaná úloha vede tedy na multikriteriální tvarovou optimalizaci.

Optimalizace byla vzhledem ke konvergenci použité metody rozdělena do dvou na-
vazujících procesů. V prvním z nich byl prostor možných hodnot popisujících posunutí
řídicích bodů omezen na množinu diskrétních hodnot a byla provedena rychlá optimali-
zace v pěti populacích. Každá populace obsahuje 110 variant, které respektují kompletní
výpočet statické charakteristiky řešeného aktuátoru, tedy opakovaný výpočet nelineár-
ního magnetického pole a vyhodnocení silového působení.

Průběh procesu optimalizace je pro prvních pět populací zobrazen na obr. 56. Je pa-
trné velmi nízké obsazení množiny možných řešení pro kombinaci optimalizovaných
parametrů a tím také nízké obsazení Pareto fronty. To je způsobené již zmíněným ome-
zením parametrů na diskrétní prostor, který umožňuje zvýšit rychlost konvergence ke
hledanému řešení.

78



iv.3.6 vyhodnocení výsledků

20 25 30 35 40 45 50
M (−)

5

10

15

20

25

30

35

40

45
R

(−
)

populace 0
populace 4
Pareto fronta
Pareto fronta (aprox.)

Obr. 56: Výsledky optimalizace pro 5 populací (diskrétní prostor volby optimalizovaných
parametrů)

V následujícím procesu bylo na předchozí výsledky navázáno, tentokrát však se spo-
jitým prostorem hodnot optimalizovaných parametrů. Konvergence zde byla sledována
pomocí indikace posunu Pareto fronty směrem určeným minimalizací R a maximalizací
M a také jejím doplněním o nové varianty. Optimalizační proces byl zastaven po 25
populacích.

Na obr. 57 je již zobrazen celý proces optimalizace. Množina provedených řešení je
pro populace 6− 24 o poznání více obsazená a je znatelné také výrazné posunutí Pareto
fronty a její obsazení nalezenými variantami.

iv.3.6 vyhodnocení výsledků

Výsledky provedené optimalizace jsou uvedeny na obr. 58, kde jsou vykresleny statické
charakteristiky pro všechny nalezené varianty nacházející se na Pareto frontě poslední
populace. Jednotlivé průběhy jsou rozděleny do tří kategorií podle hodnoty funkcionálu
R. V prvním grafu jsou tedy zobrazeny varianty splňující podmínku (R < 8) a v násle-
dujících grafech pak (8 < R < 12) a (R > 12) (rozdělení Pareto fronty je patrné také
z obr. 57).
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Obr. 57: Výsledky optimalizace pro 25 populací

Z uvedených průběhů a zároveň z jejich porovnání s původní statickou charakteristi-
kou, která je uvedena například na obr. 52, je patrné, že optimalizace vedla ke značnému
snížení zvlnění síly působící na pohyblivé jádro. Mezi hlavní výhody nového konceptu
lze tedy zařadit:

• Široký rozsah pohybu jádra dosažený dělením magnetického obvodu a stejnosměr-
ných cívek.

• Možnost změny statické charakteristiky aktuátoru pouze záměnou tvarovaného
pohyblivého jádra, a to bez nutnosti jakékoli změny magnetického obvodu.

• Snadné řízení velikosti silového působení řízením proudu dělených stejnosměr-
ných cívek.

• Zlepšení dynamiky pohybu jádra použitím dutého jádra, které značně snižuje jeho
hmotnost.
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Obr. 58: Zobrazení statické charakteristiky pro varianty z vybrané Pareto fronty (řazení
je podle funkcionálu R, rozdělení do oblastí R < 8, R ∈ (8, 12), R > 12)

iv.3.7 praktické využití získaných poznatků

Velmi perspektivní oblastí využití elektromagnetických aktuátorů jsou ventily pro řízení
toku tekutin, které je možné využít v mnoha aplikacích. Například dávkovací ventily,
které vyžadují precizní řízení polohy jádra a jeho rychlosti, bezpečnostní ventily pracu-
jící v bistabilním režimu nebo jednoduché ventily s řízením průtoku kapaliny [113]. Mo-
derním využitím jsou také ventily pro vstřikování paliva v motorech automobilů. [114]
[115]

Jedním z hlavních problémů, které se vyskytují u existujících konceptů elektromagne-
tických aktuátorů pracujících ve funkci ventilu je jejich konstrukční složitost. Ve většině
systémů jsou využívány pružiny pro zajištění bistabilního režimu ventilu, těsnění v mís-
tech, kde prochází táhlo aktuátoru mimo potrubí, dále také soustavy komor pro zajištění
požadovaných tlaků a mnohé další konstrukční prvky. Všechny tyto prvky přitom velmi
snižují spolehlivost ventilu a komplikují jeho řízení. V mnoha odvětvích, mezi které patří
například potravinářský a chemický průmysl, je zároveň kladen značný důraz na mož-
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iv.3.7 praktické využití získaných poznatků

nosti čištění, které jsou však také snižovány vlivem konstrukční složitosti celého systému
ventilu. [116] [117] [118] [61]

Všechny zmíněné nedostatky elektromagnetických ventilů lze však odstranit, a to
při zachování hlavních předností elektromagnetických aktuátorů. Základní myšlenkou,
která vede k přímému využití navrženého konceptu a provedené tvarové optimalizace
jádra aktuátoru je eliminace konstrukční složitosti existujících řešení využitím dutého
tvarovaného jádra aktuátoru, umístěného přímo v místě svého působení. Řízená tekutina
tedy protéká skrze ventil, který je tak nasazen přímo na přerušeném potrubí. Nemagne-
tické vedení, které bylo u navrženého konceptu aktuátoru může být přitom vytvořeno
na jeho povrchu, jak ukazují následně prezentované návrhy ventilů.

S ohledem na tento koncept a s ohledem na výsledky provedené optimalizace byly
tedy dále rozpracovány dva odlišné návrhy, které se liší svým využitím. První ventil je
navržen jako monostabilní a druhý jako bistabilní.

Koncept monostabilního ventilu

Monostabilní ventil pracuje standardně ve dvou režimech (zavřeno/otevřeno), přičemž
režim vypnuto, který je zároveň stabilní polohou jádra, je zajištěn pomocí permanent-
ního magnetu umístěného v sekundárním magnetickém obvodu jenž se nachází v hlav-
ním magnetickém obvodu buzeného cívkou. Dostatečného silového působení vytvoře-
ného permanentním magnetem je docíleno speciálně tvarovaným pohyblivým jádrem
aktuátoru, kdy je velmi důležité přesně formulovat část jádra, která se pohybuje pod
sekundárním magnetickým obvodem. Základní koncept a princip funkce navrženého
ventilu je uveden na obr. iv.3.7.

Obr. 59: Základní konstrukce, koncept a princip funkce monostabilního ventilu (z levé
strany: otevírání, zavírání)

Při vybuzení cívky dojde k vytvoření magnetického toku, který se uzavírá přes hlavní
magnetický obvod a jádro, kde dochází k vyrušení magnetického toku vytvořeného per-
manentním magnetem (demagnetizace) a jádro je současně vybaveno do režimu ote-
vřeno. Princip vybavení aktuátoru je patrný z obr. iv.3.7. Při vypnutí cívky se pohyblivé
jádro vlivem silového působení permanentního magnetu opět vrátí do stabilní polohy.
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iv.3.7 praktické využití získaných poznatků

Mezi hlavní výhody navrženého konceptu tedy patří:

• Ventil neobsahuje žádné nadbytečné nadbytečné konstrukční prvky.

• Monostabilní režim zajištění permanentními magnety (odstranění pružin).

• Jednoduchý proces otevírání a zavírání ventilu plně kontrolovaný pouze řízením
stejnosměrného proudu cívkou.

• Permanentní magnet zajišťující stabilní režim není demagnetován a nehrozí tak
riziko jeho poškození.

Praktické využití navrženého monostabilního ventilu nalezne své uplatnění přede-
vším v aplikacích, kde je požadovaná bezpečnost provozu a tedy uzavření ventilu při
ztrátě napájení.

Koncept bistabilního ventilu

Bistabilní ventil pracuje opět ve dvou režimech (zapnuto/vypnuto), kdy duté pohyblivé
jádro je v obou stabilních polohách zajištěno silovým působením permanentních mag-
netů, které jsou tentokrát umístěny na hlavním magnetickém obvodu. Základní koncept
a princip funkce této varianty ventilu je uveden na obr. iv.3.7.

Obr. 60: Základní konstrukce, koncept a princip funkce bistabilního ventilu (z levé strany:
otevírání, zavírání)

Tento návrh ventilu přímo vychází z navrženého konceptu a dále jej rozvíjí. Magne-
tický obvod aktuátoru je tedy dělen na dvě části, ve kterých jsou umístěny samostatné
cívky oddělené pomocí středního sloupku magnetické obvodu. Přepnutí magnetu z jed-
noho režimu do druhého se provede přivedením krátkého pulzu na jednu z cívek. Vzniklý
magnetický tok se uzavírá jen jednou částí magnetického obvodu a při jeho správné pola-
ritě posiluje magnetický tok permanentního magnetu, čímž dojde ke značnému zvýšení
silového působení na jádro a tím také také k přesunutí jádra do požadované polohy.

Hlavní přednosti tohoto konceptu lze tedy shrnout takto:

• Ventil neobsahuje žádné nadbytečné konstrukční prvky.
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• Stabilní polohy jádra jsou zajištěny permanentními magnety (ventil je energeticky
nenáročný a není náchylný k rázovým změnám tlaku v potrubí).

• Jednoduchý proces otevírání a zavírání ventilu plně kontrolovaný pouze řízením
stejnosměrného proudu dvou cívek.

• Permanentní magnety zajišťující stabilní režim nejsou demagnetovány, ale mag-
netický vyvolaný cívkami pouze posiluje tok magnetů. Snižuje se tím riziko jejich
poškození.

Navržený bistabilní elektromagnetický ventil je určen pro aplikace, kde je důležitá
nízká spotřeba a není požadované jeho vypnutí v případě ztráty napájení. Jeho nespor-
nou výhodou je také jednoduchost jeho řízení. Tato varianta elektromagnetického ven-
tilu byla již realizována a otestována, prototyp zařízení je uveden na obr. 61.

Obr. 61: Prototyp navrženého elektromagnetického ventilu
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Část V

Z H O D N O C E N Í A Z ÁV Ě R



v.1
Z H O D N O C E N Í V Ý S L E D K Ů A S M Ě R D A L Š Í H O R O Z V O J E P R Á C E

Hlavním tématem mé práce bylo spojení numerického řešení matematických modelů a
sdružených úloh, jejich analýza a optimalizace. Tato oblast matematického modelování
je velmi aktuální a její rozvoj přináší do oblasti vědy a techniky důležité postupy, které
mají značný dopad na způsoby návrhu a analýzy technologií, zařízení a jejich systémů.

v.1.1 zhodnocení dosažených výsledků

Rozvíjející se numerické metody, a obzvláště pak pokročilé algoritmy jako je prostorová
a časová adaptivita, umožňují výrazně snížit výpočetní náročnost řešených úloh, a to
často také se zvýšením přesnosti jejich řešení [17]. Pro praktické využití těchto metod
v technické praxi je však nezbytná jejich efektivní implementace do komplexních výpo-
četních systémů. To byla také prvotní motivace ke vzniku aplikace Agros2D, na jejímž
vývoji se podílím již do začátku projektu v roce 2009. Svou koncepcí nabízí tato aplikace
velmi silný nástroj, který kromě moderních numerických metod umožňuje využít velmi
propracovanou výpočetní infrastrukturu [18] a tím otevírá možnosti komplexnějšího po-
pisu modelovaných systémů a zároveň také pokročilému přístupu jejich využití.

Na základě zkušeností, které jsem získal při řešení konkrétních technických problémů,
patří analýza citlivosti a neurčitosti počítačového modelu k velmi důležitým technikám,
které umožňují důslednou analýzu modelu a vedou tak k pochopení základních zákoni-
tostí modelovaného systému. Využití optimalizačních technik pak s sebou přináší nový
způsob, jak hledat nové a neotřelé koncepce zařízení. Jejich využití však vždy vyžaduje
velmi dobré pochopení použitého matematického modelu, použité metody jeho řešení a
použité metody optimalizace. Proto je velmi důležité tuto oblast dále rozvíjet jak z po-
hledu vývoje stabilních a efektivních metod a algoritmů, tak z pohledu metodiky jejich
využití v konkrétní oblasti.

Kromě popisu numerických metod řešení soustav parciálních diferenciálních rovnic
a metod analýzy citlivosti a optimalizace, které jsou uvedeny v kapitolách ii.2, iii.1, iii.2
jsou nedílnou součástí této práce ilustrativní příklady, které jsou podrobněji diskutovány
v kapitole iv. Tyto přitom vycházejí z konkrétních projektů řešených v rámci mého dok-
torského studia na Katedře teoretické elektrotechniky FEL ZČU v Plzni.

Tvarová optimalizace elektrod triboelektrického separátoru, popisovaná v kapitole
iv.1, byla řešena s cílem stanovení provozních parametrů separátoru průmyslového plas-
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tového odpadu, jehož model popisuje sdružená úloha elektrostatického pole a pohybo-
vých rovnic pro elektricky nabitých kusů odpadu. Úloha byla řešena jako multikriteri-
ální a byly použity dvě optimalizační metody, genetické algoritmy v podobě NSGA-II
a simulované žíhání. Na základě výsledků počítačových simulací [106] a následně také
popisované optimalizace [93] [94] byl návrh realizován v podobě prototypu. Četné expe-
rimenty s průmyslovým plastovým odpadem, které byly na tomto prototypu provedeny,
jasně ukazují výhody a nevýhody této technologie v praxi a vymezují oblast jejího vy-
užití v odpadovém hospodářství [105] [104] [119]. S ohledem na dosažené výsledky lze
tuto technologii považovat v dané oblasti za velmi perspektivní.

Použití optimalizačních technik pro řešení inverzních úloh je ilustrováno v kapitole
iv.2, a to pro případ odhadu teplotní závislosti měrné tepelné kapacity Fieldova kovu
[107]. Na základě analýzy citlivosti sdružené úlohy harmonického magnetického a ne-
stacionárního teplotního pole byly vyloučeny nepodstatné parametry, které výrazně ne-
ovlivňují výsledky řešení a následná inverzní úloha byla řešena jako jednokriteriální
optimalizační úloha s cílem nalezení nelineární charakteristiky měrné tepelné kapacity
Fieldova kovu, a to pomocí vlastní implementace genetických algoritmů. Dosažené vý-
sledky ukazují, že uvedená metodika může být velmi perspektivní pro oblast analýzy
zařízení, u kterých nejsou přesně známé materiálové parametry nebo jejich vnitřní kon-
strukce. Pokud je tedy nutná analýza funkce nebo příčiny vzniku defektu zařízení, je
možné vytvořit odpovídající model jen na základě měření veličin vnějšího projevu zaří-
zení. Další oblastí praktického využití této metodiky je také rekonstrukce tvaru defektu
při nedestruktivní defektoskopii pomocí vířivých proudů [120] nebo například speciální
metody měření [121].

Velmi perspektivní oblastí přímého využití optimalizačních technik je také návrh mag-
netických obvodů elektromechanických aktuátorů, a to především pro náročnost samot-
ného návrhu vzhledem k obecně nelineární charakteristice relativní permeability fero-
magnetických materiálů. Tato oblast je diskutována v kapitole iv.3. Hlavní část práce se
zabývá vývojem lineárního elektromagnetického aktuátoru, který by bylo možné využít
pro širokou škálu běžných aplikací, a to jen s minimálními konstrukčními úpravami [96].
Při návrhu byla použita analýza citlivosti počítačového modelu prototypu aktuátoru s cí-
lem identi�kovat důležité parametry jeho geometrie. Na základě této analýzy byla ná-
sledně použita tvarová optimalizace pohyblivého jádra s cílem dosažení maximálního
silového působení při jeho minimálních změnách na vymezeném pracovním rozsahu.
Úloha byla tedy řešena jako multikriteriální optimalizace s využitím genetických algo-
ritmů. Velmi dobré výsledky ukazují sílu tohoto vyvinutého konceptu aktuátoru a mož-
nosti jeho praktického využití, které jsou demonstrovány na speciálních aplikacích, mo-
nostabilního a bistabilního elektromagnetického ventilu [122] [123].

Za hlavní přínos své práce považuji možnost dalšího využití dosažených výsledků.
Numerické metody a algoritmy implementované v knihovně Hermes a aplikaci Agros2D,
a stejně tak metody pro analýzu a optimalizaci implementované do systému OptiLab jsou
navrženy tak, aby nebyly závislé na povaze řešeného problému. Je tak umožněno jejich
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v.1.2 další směry pokračování práce

přímé využití pro řešení konkrétních technických problémů. Dalším přínosem práce je
také vytvoření nové metodiky využití těchto metod na Fakultě elektrotechnické ZČU
v Plzni.

v.1.2 další směry pokračování práce

Dosavadní práce položila základy novému systému OptiLab, jehož vývoj bude samo-
zřejmě dále pokračovat. Jedním z hlavních směrů tohoto vývoje bude jeho bližší pro-
pojení s aplikací Agros2D, a to především za účelem vývoje metod a algoritmů pro topo-
logickou optimalizaci a redukci řádu modelu. Současná koncepce je v tomto ohledu ne-
dostačující, a to především s ohledem na nutnost přístupu systému OptiLab do vnitřních
struktur Agros2D, tedy algoritmů pro řešení parciálních diferenciálních rovnic. Bližším
provázáním bude možné provádět například topologickou optimalizaci na stejné diskreti-
zační síti, která slouží pro řešení samotného matematického modelu, nebo právě analýzu
a optimalizaci pomocí metod redukce řádu.

Další směr práce bude zaměřen také na vývoj metod pro analýzu nejistoty, odolnosti
a spolehlivosti řešeného modelu a jejich následná implementace v podobě efektivních al-
goritmů a jejich začlenění do procesu optimalizace. Velmi důležitým směrem bude také
rozvoj metodiky využití moderních metod analýzy a optimalizace v oblasti elektromag-
netismu. Velké množství těchto metod je vyvíjeno pro konkrétní oblast vědy a techniky
a proto je nutné věnovat se jejich multidisciplinárnímu pojetí.
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[18] Pavel Karban, František Mach, Pavel Kŭs, David Pánek, and Ivo Doležel. Numerical
solution of coupled problems using code agros2d. Computing, 95(1):381–408, 2013.

[19] Luis Garcia Castillo, David Pardo Zubiaur, and Leszek F Demkowicz. Fully auto-
matic hp adaptivity for electromagnetics, application to the analysis of h-plane
and e-plane rectangular waveguide discontinuities. In IEEE/MTT-S International
Microwave Symposium, pages 285–288, 2007.

[20] Dominik Schillinger and Ernst Rank. An un�tted hp-adaptive �nite element me-
thod based on hierarchical b-splines for interface problems of complex geometry.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 200(47):3358–3380, 2011.

[21] Mark Ainsworth and Bill Senior. An adaptive re�nement strategy for hp-�nite
element computations. Applied Numerical Mathematics, 26(1):165–178, 1998.

[22] Wolfgang Bangerth, Michael Geiger, and Rolf Rannacher. Adaptive galerkin �-
nite element methods for the wave equation. Computational Methods in Applied
Mathematics Comput. Methods Appl. Math., 10(1):3–48, 2010.

[23] Pavel Karban, František Mach, and Ivo Doležel. Advanced adaptive algorithms in
2d �nite element method of higher order of accuracy. COMPEL-The international
journal for computation and mathematics in electrical and electronic engineering,
32(3):834–849, 2013.

90



Literatura

[24] Pavel Solin, David Andrs, Jakub Cerveny, and Miroslav Simko. Pde-independent
adaptive hp-fem based on hierarchic extension of �nite element spaces. Journal
of computational and applied mathematics, 233(12):3086–3094, 2010.

[25] Pavel Solín, J Cerveny, Lenka Dubcova, and David Andrs. Monolithic discreti-
zation of linear thermoelasticity problems via adaptive multimesh hp-fem. Journal
of computational and applied mathematics, 234(7):2350–2357, 2010.

[26] Ruo Li. On multi-mesh h-adaptive methods. Journal of Scienti�c Computing,
24(3):321–341, 2005.

[27] Michael Schmich and Boris Vexler. Adaptivity with dynamic meshes for space-
time �nite element discretizations of parabolic equations. SIAM Journal on Scien-
ti�c Computing, 30(1):369–393, 2008.

[28] GW Yang, GN Zheng, and XY Nie. Fast dynamic mesh method and its application
on aeroelasticity. Procedia Engineering, 67:438–446, 2013.

[29] Fernando de Goes, Siome Goldenstein, and Luiz Velho. A simple and �exible fra-
mework to adapt dynamic meshes. Computers & Graphics, 32(2):141–148, 2008.

[30] Amaury Johnen, J-F Remacle, and Christophe Geuzaine. Geometrical validity of
curvilinear �nite elements. Journal of Computational Physics, 233:359–372, 2013.

[31] Julian P Swartz and David Bruce Davidson. Curvilinear vector �nite elements
using a set of hierarchical basis functions. Antennas and Propagation, IEEE
Transactions on, 55(2):440–446, 2007.

[32] Andreas Schröder. Constrained approximation in hp-fem: Unsymmetric subdivisi-
ons and multi-level hanging nodes. In Spectral and High Order Methods for Partial
Di�erential Equations, pages 317–325. Springer, 2011.
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[87] Vladimír Černỳ. Thermodynamical approach to the traveling salesman problem:
An e�cient simulation algorithm. Journal of optimization theory and applications,
45(1):41–51, 1985.

[88] Stuart Russell, Peter Norvig, and Arti�cial Intelligence. A modern approach. Ar-
ti�cial Intelligence. Prentice-Hall, Egnlewood Cli�s, 25, 1995.

[89] Lee Badger. Lazzarini’s lucky approximation of π. Mathematics Magazine, pages
83–91, 1994.

[90] Kalyanmoy Deb, Amrit Pratap, Sameer Agarwal, and TAMT Meyarivan. A fast
and elitist multiobjective genetic algorithm: Nsga-ii. Evolutionary Computation,
IEEE Transactions on, 6(2):182–197, 2002.

[91] J. Kennedy and R. Eberhart. Particle swarm optimization. InNeural Networks, 1995.
Proceedings., IEEE International Conference on, volume 4, pages 1942–1948, 1995.

[92] Alberto Colorni, Marco Dorigo, Vittorio Maniezzo, et al. Distributed optimization
by ant colonies. In Proceedings of the �rst European conference on arti�cial life,
volume 142, pages 134–142. Paris, France, 1991.

[93] Mach František, Kůs Pavel, Karban Pavel, and DoleŽel Ivo. Optimized arrange-
ment of device for electrostatic separation of plastic particles. In ELEKTRO, 2012,
pages 431–434, 2012.

[94] Mach František, Adam Lukáš, Kacerovský Jan, Karban Pavel, and Doležel Ivo. Evo-
lutionary algorithm-based multi-criteria optimization of triboelectrostatic separa-
tor. Journal of Computational and Applied Mathematics, 270(0):134 – 142, 2014.
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